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Kapitel 0

Vorbemerkung

Der vorliegende Text entstand als Begleitmaterial zur Vorlesung Numerik partieller
Differentialgleichungen im Wintersemester 2014/2015. Die Vorlesung richtet sich
an Studierende des Bachelorstudiengangs Mathematik im fiinften Semester sowie
Studierende der Physik. Fiir die Korrektheit des Textes wird keinerlei Garantie liber-
nommen, vermutlich sind noch reichlich Schreibfehler enthalten. Fiir Bemerkungen
und Korrekturen bin ich dankbar.



Kapitel 1

Einleitung

1.1 GDGL und PDGL

Wir beginnen mit einer kurzen Ubersicht iiber die Themen der Vorlesung. Zunichst
halten wir, sehr informell, fest:

Definition 1.1 (gew&hnliche Differentialgleichung) Se/
QCRxRxR, G:Q—R.
Weiter sei u : R — R stetig differenzierbar. Die formale Gleichung
G(t,u(t),u'(t)) =0

heifit gewohnliche Differentialgleichung (GDGL) in u. Die Theorie der GDGL ist Teil
der Vorlesung Analysis Il, die Numerik der GDGL ist Teil der Vorlesung Numerische
Analysis.

Fiir die partiellen Differentialgleichungen erweitern wir diesen Begriff nun auf Funk-
tionen, die auf dem R" definiert sind, also:

Definition 1.2 (partielle Differentialgleichung) Se/
QCR"XRxRx...xR, G:Q—R.
Weiter sei u : R™ — R k—mal stetig partiell differenzierbar. Die formale Gleichung
G(z,u(z), D"u(z),..., D" u(x)) =0

heift partielle Differentialgleichung (PDGL). Der Grad der partiellen Differentialglei-
chung ist der Grad der hdchsten auftretenden Ableitung.
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Hierbei verwenden wir die folgende iibliche Schreibweise:

Definition 1.3 (Multiindex—Schreibweise)

Sei o € N" und .
jaf = [lonl| = Y en.
k=1

Dann ist

olely
D =
u(®) Ox{* - ... Oxon v

|| heifit Grad der Ableitung.
Bemerkung:

1. Losungeinergewdhnlichen oder partiellen Differentialgleichung ist jede Funk-
tion, die der formalen Gleichung geniigt.

2. Jede gewodhnliche Differentialgleichung eine partielle Differentialgleichung im
R!. Viele Sétze iiber PDGL reduzieren sich fiir n = 1 auf wohlbekannte Sitze
der Analysis bzw. numerischen Analysis, sind also deren sinnvolle Erweite-
rung auf hohere Dimensionen.

3. Praktisch jeder physikalische Vorgang erfordert zur Beschreibung die Losung
einer partiellen Differentialgleichung. Partielle wie gewdhnliche Differential-
gleichungen sind nur in (konstruierten) Ausnahmefallen analytisch [6sbar, so
dass man auf die numerische Losung angewiesen ist.

4. Definitionsgebiete fiir GDGL sind Intervalle. Fiir PDGL kdnnen diese sehr viel
komplizierter sein, etwa die Umrisse einer Autokarosserie.

In der numerischen Analysis werden gewohnlichen Differentialgleichungen durch
Diskretisierung (finite Differenzen) numerisch geldst. Hierzu wird iiber das Grund-
gebiet ein Gitter GG}, mit Gitterweite h gelegt, die GDGL wird an den Punkten des
Gitters diskretisiert und das entstehende Gleichungssystem geldst, dies liefert eine
Approximation uy, fiir u. Es werden dort drei Begriffe definiert:

1. Konsistenz: Fiir h — 0 erfiillt die analytische Losung u die diskretisierte GDGL.
2. Stabilitat: Fiir » — 0 bleiben die diskreten Losungen beschrankt.

3. Konvergenz: Fiir h — 0 gilt

[ula, — unl|e = 0.

Fiir viele Situationen beweist man den Satz: Konsistenz+Stabilitat — Konvergenz.
Es reicht also, Konsistenz und Stabilitat zu zeigen, um Konvergenz zu erhalten.
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Ahnliche S&tze werden wir auch fiir die partiellen Differentialgleichungen bewei-
sen.

Zundchst verschaffen wir uns einen Vorrat an einfachen Differentialgleichungen. Wir
beginnen mit der eindimensionalen Transportgleichung, einer Vereinfachung der
Boltzmanngleichung, und leiten die Gleichung zunachst heuristisch her.

1.2 Transportgleichung

Ein Teilchenstrom im R™ bewege sich gleichformig mit der Geschwindigkeit ¢ in eine
Richtung 0, 6 € S"~1. Es sei u(x,t) die Teilchendichte an der Stelle z zum Zeitpunkt
t. Ein Teilchen, dass sich zum Zeitpunkt ¢ 4+ dt an der Stelle = befindet, befand sich
also zum Zeitpunkt ¢ an der Stelle x — cdt 6. Wir erhalten fiir die Dichte also

0=u(x,t+dt) —u(x —cdth,t)
_u(zt+dt) —u(x,t)  u(r—cdlbt) —u(x,?)

dt —cdt
0
0 a—?(l«,t) + b - Vu(z,t)

wobei mit Vu der Gradient von u bzgl. = gemeint ist. Mit der Schreibweise

_ o
ot
usw. erhalten wir die einfachste Form der Transportgleichung

Uy

uy + cOVu = 0.

Eine etwas bessere mathematische Interpretation leiten wir tiber einen Erhaltungs-
satz her, eine physikalische Interpretation des Gaussschen Integralsatzes. Wir be-
nutzen den Satz in der folgenden Form:

Satz 1.4 (Gaussscher Integralsatz, Forster [2007], Satz 15.3) Sei V. c U C R", U
offen, V- kompakt mit ausreichend glattem Rand. Wie immer im folgenden sei fiir

v:0V —R"
v(x) die dufBere Normale an' V' im Randpunkt z. Sei weiter

F:U—R"



stetig differenzierbar. Dann gilt
/ divF(x) dz = / F(z)-v(x)do(z).
Vv ov

Erinnerung: die Divergenz divF ist definiert als Spur der Jakobimatrix J(F') von F,
also
0OF, oF,

divF (z) = trJ(F)(z) (2), F(z) = (Fi(2), Bo(), ..., Fu(2)).

Essei f : U — R stetig differenzierbar. Wir setzen

Dann gilt

of B
; a—xl(ac) dx = . f(z)vy(x) do(x)

und entsprechend fiir die restlichen Koordinaten.

Flirn = 1und V = [a, b] besteht der Rand von V" aus den Punkten a und b mit Gra-
dienten —1 und 1, der Satz fallt also zusammen auf den Hauptsatz der Differential—
und Integralrechnung

/bF’(:L’)d:z::F(b)-1+F(a)-—1.

Sei nun u die Dichte eines Materials mit Erhaltung (Masse, Energie, ...). Sei v(x,t)
der Fluss, also die Menge des Materials, das sich zum Zeitpunkt ¢ tiber den Punkt z
hinwegbewegt. Weiter gebe ¢(x,t) die Menge an, die zum Zeitpunkt ¢ an der Stelle
x erzeugt wird.

Betrachten wir nun die Gesamtmasse in einer Menge V' zu einem Zeitpunkt ¢. Diese
kann sich nur dndern durch Abfluss iber den Rand oder durch die Quelle ¢, es gilt
also

/V w(z,t + dt) de — /V u(z,t)de = — /t o /a ()l t)do(e) de + /V g(z,t) dt.

Wir betrachten wieder den Fall dt — 0 und erhalten mit dem Gaussschen Integral-
satz (wieder bezieht sich div nur auf z)



/V (1) dir /6 e va)do(a) + /V oz, £)dx
= /V—div(v)(x,t) +q(z,t) du.

Dies gilt fiir jede Teilmenge V von U mit glattem Rand, also miissen die Integranden
gleich sein, es gilt also
u + div(v) = gq. (1.1)

Wir betrachten den Spezialfall ¢ = 0 (es wird nichts erzeugt) und eine sich im R”
homogen bewegende Masse, also

v(x,t) = u(x,t)ch

und erhalten wieder
u + cVu = 0.

Seinunn =1,60 =1, c = 1. Die Lésung der Anfangswertaufgabe (AWA)

ur(z,t) + ug(x,t) =0, u(z,0) = up(x) (1.2)

fiir eine stetig differenzierbare Funktion uq(x) ist dann gegeben durch

u(z,t) = up(z —t).

Die Aufgabe ldsst sich anschaulich auch einfach in einem Diagramm darstel-
len:

Wir bemerken noch

Definition 1.5 (Analytisches Abhdngigkeitsgebiet)

Wir betrachten eine Aufgabe fiir eine Differentialgleichung mit einem Parameter uy,
und sei u ihre eindeutige Losung. Das analytische Abhdngigkeitsgebiet eines Punk-
tes x ist die kleinste Menge D, so dass u(x) bereits eindeutig durch uy|p bestimmt
ist.

Fiir die Transportgleichung ist der Wert von « an der Stelle (x, t) gegeben durch den
Wert von w0 an der Stelle (x — ¢, 0), also ist (z — ¢, 0) das analytische Abhdngigkeits-
gebiet von (z, t).



w +u, =0

(1)

(z —¢,0) u(z.0) =up(z) *

Abbildung 1.1: Anfangswertaufgabe der Transportgleichung. Analytisches
Abhdngigkeitsgebiet des Punktes (z,t) ist (z — ¢, 0).

1.3 Diffusionsgleichung

Wir betrachten wieder[1.1l und als Material sich abstoBende Teilchen. Die Teilchen
werden versuchen, sich gleichmafig auszubreiten. Sie flieBen also so, dass die
Konzentrationen u(z) abnehmen, in Richtung des negativen Gradienten. Wir ma-
chen fiir den Fluss den Ansatz

und erhalten

uy — divVu = uy — Au =g (1.3)
mit dem Laplaceoperator
AU = Uy gy + oo+ Uy, Uy, .

Dies ist die Diffusions— oder Warmeleitungsgleichung.

1.4 Poissongleichung

Wir nehmen an, dass sich inf1.3/fiir t — oo ein stabiler Endzustand u einstellt. Fiir
diesen gilt dann u(t,z) = u(z) und damit w,(z) = 0 und mit[1.4] und der Quelle
f
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—Au=f. (1.4)

Dies ist die Poisson— bzw. Laplacegleichung (letztere fiir f = 0).
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1.5 Wellengleichung

In der Diffusionsgleichung [1.3] haben wir den Impuls vernachldssigt, fiir den eine
weitere Erhaltungsgleichung gilt. Beriicksichtigt man diesen zusatzlich, so entsteht
(mit einigen Approximationen) die Wellengleichung

U — Au = 0. (1.5)

1.6 Klassifikation von linearen partiellen Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung

Bei der numerischen Untersuchung von Operatoren wird man immer versuchen,
moglichst viele Eigenschaften der analytischen Operatoren zu erhalten. So werden
wir fiir die Berechnung der numerischen Losung von positiv definiten (analytischen)
Operatorgleichungen immer versuchen, positiv definite (numerische) Operatoren zu
benutzen, mit der Konsequenz, dass dann z.B. das cg—Verfahren aus der numeri-
schen Linearen Algebra automatisch konvergieren wiirde.

Die Eigenschaften der analytischen Operatoren sind also entscheidend fiir die nu-
merische Losung. Wir unterscheiden dabei fiir die linearen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung die tiblichen drei Klassen von Operatoren. Sei D ein linearer Diffe-
rentialoperator zweiter Ordnung, also

Du(x) = Zamuxk@j (z), A = (ay;) symmetrisch.
k.j

Falls A positiv (oder negativ) definit ist, so hei3t mit einem Vektor b € R"

Du(z) + v'Vu(z) = f(z)

elliptisch. Zur Untersuchung der Definitheit des Differentialoperators bendtigen wir
die Greenschen Formeln.

Satz 1.6 (1. Greensche Formel)
Es sei (wie liblich) Q2 C R™ kompakt mit glattem Rand. Es seiu € C*(Q2), v € C1(Q).
Dann gilt

/Q (Au)(w)o(o) + V(o) - Vola)do = | %(I)U(;ﬁ) iz.
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Mit dem Lo—Skalarprodukt gilt also

au

(Au,v) + (Vu, Vo) = (v, aV).

Der Satz folgt sofort z.B. aus dem Gausschen Integralsatz

Beweis:

= /mv(:z:)%(a:) dx
U
Hieraus folgt sofort
Korollar 1.7 (2. Greensche Formel)
Es seiu € C*(Q), v € C*(Q2). Dann gilt
/(Au)(:z:)v(:z:) —u(zx)Av(z) dx = Ou v(x) — @(:p)u(m) dx.
0 a0 OV ov
Mit dem Lo—Skalarprodukt gilt also
ou ov

(Au,v) — (u, Av) = (v, 5) — (u, %)

Weiter gilt

Satz 1.8 Sei D ein elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung mit (konstan-
ter) Koeffizientenmatrix A. Dann ist D positiv oder negativ definit auf dem Raum
V = C3(Q) der zweimal stetig differenzierbaren Funktionen auf ), die auf dem Rand
verschwinden.

Beweis: Seiu € V, u # 0. Sei A positiv definit. Dann gilt mit dem Beweis zur ersten
Greenschen Formel

(Du,u) = —(div(AVu,u)) = —(AVu,Vu) <0

und damit ist D negativ definit. O
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In einer Dimension ist die Greensche Formel nichts anderes als partielle Integrati-
on.

Die Poissongleichung ist elliptisch, denn dort ist

negativ definit.

Aist symmetrisch, also diagonalisierbar. Falls A einen negativen, sonst nur positive
Eigenwerte hat (oder umgekehrt), so hei3t die Gleichung hyperbolisch.

Die Wellengleichung ist hyperbolisch, denn

—1

hat den Eigenwert -1 (zu t) einmal, den Eigenwert 1 (zu x;) n-mal.

Falls A singular ist, so heif3t die Gleichung parabolisch. Offensichtlich ist die Diffu-
sionsgleichung parabolisch.

Zur Namensgebung: Man betrachte die Differentialgleichung fiir n = 2 und erset-
ze die Differentiation durch Multiplikation. Dann erhdlt man eine Gleichung der
Form

ar(z, y)z* + 2a1 0y + @2,2312 =

Die Losungen dieser Gleichung bilden eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel mit den
genannten Bedingungen.

Wir werden uns bei unseren Untersuchungen zunachst auf den einfachsten Fall, die
elliptischen Differentialgleichungen, beschranken.
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1.7 Diskretisierung der Transportgleichung

Wir betrachten als Prototypen fiir Diskretisierungsmethoden (finite Differenzen) un-
ser Anfangswertproblem fiir die Transportgleichung [1.2] Hierzu gehen wir, analog
zur Behandlung der gewdhnlichen Differentialgleichungen in der numerischen Ana-
lysis, wie folgt vor:

1. Wahle eine diskrete Menge G}, von Punkten auf dem Grundgebiet (2 mit Fein-
heit h, d.h.
d(xz,Gp) < h/2Vz € Gy,

2. Approximiere die Differentialgleichung an den Punkten des Gitters durch eine
Differenzengleichung, die nur die Werte der Losung u auf dem Gitter benutzt.

3. Berechne eine Approximation " : G}, — R an u, die die Differenzengleichung
erfllt.

Wirmiissen also insbesondere die auftretenden Ableitungen durch Differenzenquo-
tienten ersetzen. Wir definieren hierzu fiir eine (ausreichend haufig) differenzierba-
re Funktionu : R — R

Definition 1.9 (Finite Differenzen fiir die erste Ableitung)

Difu(z) = w Vorwdrtsdifferenzenquotient
u'(z) ~ ¢ Dyu(z) = W Riickwdrtsdifferenzenquotient

Diu(z) = (D} u(z) + Dj u(z)) = W Zentraler Differenzenquotient

Mit Taylorentwicklung gilt etwa fiir D; u sofort

D,Tfu(x) _ u(a:) + hu’(aj) + (;LL /2)1//(5) — u(aj) _ u’(;p) N hu”(f)

fiir ein £ zwischen xz und x + h, also
+ ! h "
D u(2) = /()] < FIIu]low =0 0

und entsprechend
_ h
| Dy u(z) = u'(@)] < Slulloo

und
2

. h
[Diu(z) —u'(@)] < - [[u"]]oc-
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Fiir die zweite Ableitung wahlen wir die Approximation

u(x + h) — 2u(z) + u(x — h)

u'(z) ~ Diju(z) := ( 2/2>2u(5€> = 12

mit der Abschatzung

4

h
Ui o D2 <
[ (¢) — Dju()| < 7

"

™ oo
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Wir betrachten nun die Transportgleichung[1.2] Wir wahlen als Grundgebiet
Q:=10,1] x [0,T]

fiir ein festes T', d.h. wir berechnen die Losung auf dem Einheitsintervall bis zum
Zeitpunkt T'.

Fiir das Gitter GG}, wahlen wir zundchst eine Zeitschrittweite d¢t > 0 und eine Orts-
schrittweite h > 0 und setzen

u(x,0) =ug(x) *
Abbildung 1.2: diskretes Gitter zur Losung der Transportgleichung

Wir diskretisieren

wi (2, ) ~ D (x5, ty)
Cou(@g, ty + dt) — u(zg, te)
B dt
w(wi, b)) — wl(xy, ty)
dt

u, wird entsprechend durch D} oder D, diskretisiert, diese Wahl werden wir spater
treffen. Die diskretisierte Differentialgleichung lautet dann

Dju+ Difu=0.
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Seinun uy, : G +— R eine Gitterfunktion, u,(x;, tx) = u;, eine Naherung fiir w an den
Punkten (z;, tx). Wir wahlen die u; ;. so, dass sie die diskreten Differenzengleichun-
gen erfiillen, also fiir D;"

Ui k41 — Uik i Uit1,k — Uik

dt h =0

bzw. fiir D,

Uik+1 — Uik | Wik — Ui—1k
K K + K K
dt h
Weiter setzen wir, da u(x, 0) = ug(x), w0 = uo(x;).

=0.

In beiden Fallen ergibt sich ist u; ;41 also eine Linearkombination der Werte direkt
unterhalb und schrag rechts bzw. links unten. Die Koeffizienten schreibt man in
einen Differenzenstern, so, wie sie geometrisch angeordnet sind. Fiir D;" ergibt sich
nach Multiplizieren der diskreten Gleichungen mit dt und

e

A
h

-1
1+XA =X

bzw. fiir D,
-1
A l=XN

In Figur[1.2]ist die unterste Zeile durch die Randbedingung vorgegeben. Die Zeile
dariiber kann jeweils mit Hilfe der Differenzensterne berechnet werden (fehlende
Werte setzen wir auf dem Rand Null):

Uigr1 = (L + XN)wip — Aip1p

bzw.
Ui 1 = (1 — /\)Uz,k + Aui—l,k- (1.6)

Mit unserer bisherigen Herleitung ist keins dieser beiden Verfahren vorzuziehen,
beide sind offensichtliche (und konsistente) Diskretisierungen unserer Differential-
gleichung. Beide sind schnell implementiert. Verfahren, die die Approximation an
die Losung zu einem Zeitpunkt aus der Approximation im vorherigen Zeitschritt be-
rechnen, nennen wir Marching—Verfahren.
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function [ output_args ] = transport( input_args )
%TRANSPORT
function test (Nt,Nx)
T=1
L=1

Listing 1.1: Transportgleichung (Einleitung/transport.m)

Klicken fr den Quellcode von Einleitung/transport.m

/l i Tl
dl I§ |

Abbildung 1.3: Diskretisierung mit D;” und A < 1 (links), A > 1 (Mitte), und D;
(rechts)

Klick fr Bild transport1
Klick fr Matlab Figure transport1
Klick fr Bild transport3
Klick fr Matlab Figure transport3
Klick fr Bild transport2
Klick fr Matlab Figure transport2

Die Riickwartsdifferenz liefert fiir A < 1 das von uns erwartete Ergebnis (die Masse
wird in der Zeit nach rechts bewegt). Fiir A > 1 ist das Ergebnis nicht interpretierbar.
Die Vorwartsdifferenz liefert immer ein unsinniges Ergebnis. Das Maximum der im
rechten Bild auftretenden Werte liegt bei 107, hier ist offensichtlich Instabilitat im
Spiel.

Dies lasst sich leicht erklaren mit Hilfe des numerischen Abhangigkeitsgebiets. Wir
definieren wieder informell:

Definition 1.10 (numerisches Abhéngigkeitsgebiet)

Es sei D eine Differentialgleichung mit Parameter wuq. Wir betrachten ein numeri-
sches Diskretisierungsverfahren mit Gitter GG,,. Das numerische Abhdngigkeitsge-
biet eines Punktes x € G}, ist die kleinste Menge N C G}, so dass die Losung des
diskreten Problems u,(x) bereits eindeutig durch die Werte von uq|y bestimmt ist.
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function [ output_args ] = transport( input_args )
%TRANSPORT
    function test(Nt,Nx)
T=1
L=1

dx=L/Nx
dt=L/Nt
U=zeros(Nt,Nx);
U(1,:)=(-(Nx/2):(Nx/2-1))/Nx;
U1=U;
for i=2:Nt
    U(i,2:Nx)=U(i-1,2:Nx)+dt*(U(i-1,1:Nx-1)-U(i-1,2:Nx))/dx;
    U1(i,1:Nx-1)=U1(i-1,1:Nx-1)+dt*(U1(i-1,1:Nx-1)-U1(i-1,2:Nx))/dx;
end
close all;
imagesc(U(Nt:-1:1,:));
colorbar;
axis off
figure;
imagesc(U1(Nt:-1:1,:));
colorbar;
axis off
max(U(:))
max(U1(:))
end


test(20,17);
figure(1);
vorlsavepic('transport1');
figure(2);
vorlsavepic('transport2');
test(17,20);
figure(1);
vorlsavepic('transport3');
end

Frank Wuebbeling
Transportgleichung
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Frank Wuebbeling
transport1.jpg: Diskretisierung mit Dh- und <1 (links), >1 (Mitte), und Dh+ (rechts)


Frank Wuebbeling
Matlab Figure transport1.fig: Diskretisierung mit Dh- und <1 (links), >1 (Mitte), und Dh+ (rechts)





Frank Wuebbeling
transport3.jpg: Diskretisierung mit Dh- und <1 (links), >1 (Mitte), und Dh+ (rechts)


Frank Wuebbeling
Matlab Figure transport3.fig: Diskretisierung mit Dh- und <1 (links), >1 (Mitte), und Dh+ (rechts)
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Frank Wuebbeling
transport2.jpg: Diskretisierung mit Dh- und <1 (links), >1 (Mitte), und Dh+ (rechts)


Frank Wuebbeling
Matlab Figure transport2.fig: Diskretisierung mit Dh- und <1 (links), >1 (Mitte), und Dh+ (rechts)


Am Beispiel der Diskretisierung der Transportgleichung und D, wird dies sofort
klar. Wir betrachten einen Punkt (z;,t;). In unserem Verfahren ist w; eine Line-
arkombination der Werte u;_1  und u;_; 51, hdngt also von den Werten der beiden
Punkte unterhalb und diagonal rechts auf der Zeile darunter ab. Diese hangen ih-
rerseits wieder von Punkten der Zeile darunter ab.

k—1

)

Jo+1 Wi k—2

: N
Uy.0 Wi+k,0
Abbildung 1.4: Numerisches Abhdngigkeitsgebiet der Transportgleichung
Der Wert am Punkt (x;,?;) hdngt also nur ab von den Punkten (z;,0) bis (x;1x0,

also den Werten ug(x;) bis ug(z;4x). Das numerische (diskrete) Abhdngigkeitsgebiet
eines Punktes (x;, ;) ist also die Menge der Punkte

Nh = {(‘rw 0)7 M) (xi+k7 0)}

bzw. geschrieben fiir einen Punkte (x,t) wegen ¢, = k dt

Ny = {(5,0), -, (o + 0, 0)} = {(2,0),, (2 + 5,0}

Das analytische Abhdngigketisgebiet eines Punktes (x,t) ist (x — t,0), liegt also
auf der z-Achse links vom Punkt x. Das numerische Abhdngigkeitsgebiet liegt aber
rechts. Zur Berechnung werden die Punkte in der Nahe des analytischen Abhangig-
keitsgebiets nicht genutzt. Das kann auch fiir h — 0 keine gute Nadherung lie-
fern.
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Intuitiv wiirden wir erwarten, dass fiir kleines h das analytische Abhangigkeitsge-
biet im numerischen enthalten sein muss. Dies ist die Courant—Friedrichs—Levi—
(CFL-) Bedingung.

Definition 1.11 (Courant-Friedrichs-Levi-Bedingung)

Wir betrachten eine partielle Differentialgleichung auf €2 und zugehdérige diskrete
Gleichungen mit Gittern Gy, h — 0. Fiir jeden Punkt z € () sei A(x) das analytische
Abhdngigkeitsgebiet, N, (x) das diskrete Abhédngigkeitsgebiet.

Die Diskretisierungen erfiillen die Courant—Friedrichs—Levi—-Bedingung, falls

d(A(ZL’), Nh(l‘)) o OV € €.

Fiir h — 0 liegt A(x) also im Abschluss von Ny(zx).

Natiirlich erfiillt D} die CFL-Bedingung nicht. Wir betrachten nun D; . In diesem
Fall geht das numerische Abhdngigkeitsgebiet nach links unten weiter, ebenso wie
oben erhalten wir

Numw:{x—é,uwy

Das numerische Abhdngigkeitsgebiet ist also eine Diskretisierung des Intervalls [z —
%, x] auf der x—Achse, fiir h — 0 ist sein Abschluss gerade dieses Intervall. Die CFL-
Bedingung fordert also, dass fiir jedes (z, t)

A@Jﬁ#x—t@éKm—%ﬂ)@ﬁﬂ

Dies ist der Fall fiir A < 1 und damit genau die Bedingung, die wir auch schon
numerisch herausgefunden hatten. Wir halten fest:

Satz 1.12 (CFL fiir die Transportgleichung)
Fiir X\ < 1 erfiillt die Diskretisierung mit D, die CFL-Bedingung.

Wir untersuchen nun noch die Konvergenz des Verfahrens mit Hilfe der Stabi-
litatstheorie. Sei hierzu U, der k. Zeilenvektor unserer Diskretisierung, also mit
h=1/M

Uo,k uo (o)
U,=| : | unddamiteingesetzt Uy =

UM,k Uo(xM)
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Wegen 1.6]gilt fiir D;,

1—-A
1—A
Uk+l = AUk7 A=
A 1—)
Wir schreiben
0
1 0
A=(1—=XNI+ AN, N =
1 0

und bemerken

0

Lo
Zo
N = . , also (NI)Z = T;—1
o Thr—1
Wegen U, 1 = AU, gilt
ok o
Up = AfUsy = (1= NI+ AN)F Uy = ) ( ) (1= NN (NTUy)
; J
7=0

und damit nach den Vorbemerkungen

Ui | = (Uk>z
= (A*Uy);

(Y-,

J

M-

7=0

EI|

— (j) (1= N9 Nug ().

Fiir0 < A < 1sind Aund 1 — X positiv, es gilt also

k
il <) (J’)“ = NN Juglloo = (1= A+ A [Juolloe = [[uo]|oc.
=0
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und damit
[unlloo < [|u]]co-

Die diskreten Losungen sind also unabhadngig von den Diskretisierungsparametern
beschrankt, das Verfahren ist stabil. Man sieht entsprechend sofort ein, dass fiir
Djf bzw. XA > 1 das Verfahren instabil ist, die Losungen sind unbeschrankt. Auch
dies entspricht wieder dem numerischen Experiment.

Aus der Stabilitat folgt hier sofort die Konvergenz. Es gilt

Satz 1.13 (Konvergenz der Riickwértsdiskretisierung fiir die Transportgleichung)
Sei u die Lésung der Anfangswertaufgabe der Transportgleichung und u" die durch
Diskretisierung mit D, gewonnene numerische Lésung, und sei A < 1. Dann gilt

lu(w, ) — ul (i) < Mtgh
mit M = maz(||tzz||so, ||tee]|oo)- INSbesondere gilt
HuGh - uh” —heso 0,

das Verfahren ist konvergent.

Beweis: Das Verfahren ist konsistent, es gilt ndmlich beim Einsetzen von u|G), in
die diskrete Gleichung nach den Vorbemerkungen zu D; und D;,

w(wy, ty + dt) — u(w;, ty)  w(wg, ty) —u(x; — h, ty)
+
dt h
dt h
= u(2, tr) + wy (T4, tr) + up (24, 7')5 + Uy (&, tk)§
=: Fi;

Dhu(zi, ty) + Dy u(z;, ty) =

und damit wegen der Differenzialgleichungund dt = \h < h
|Fix| < Mh.

Der Konsistenzfehler, der entsteht beim Einsetzen der echten Losung in die Diffe-
renzengleichung, geht also mit 4 gegen o, das Verfahren ist konsistent von der Ord-
nung 1.

Wir definieren die Fehlerfunktion e : Gj, — R durch

e(xi, t) = u(wy, ty) — ul (24, ty).
Da u" die Differenzengleichung exakt erfiillt, gilt

Dhe(zi, ty) + Dy e, tx) = Fiy,
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und damit aufgeldst
Cikt1 = (1 = N)ejr + Nej g + dtEF .

Wir gehen vor wie beim Beweis der Stabilitat. Sei e, und F}, die k. Zeilenvektoren
der zugehorigen Gitterfunktionen, also

e(xo, tr)
€ — .

e(zar, ty)
Dann gilt
lertalloo < (1= A)llerlloo + Aller]loo + || F]o
und per Induktion wegen ey = 0
lleklloo < kEdthM = tihM.

Wie bei gewdhnlichen Differentialagleichungen folgt die Konvergenz also aus
Konsistenz und Stabilitat. O

1.8 Galerkinverfahren und finite Differenzen fiir die Poisson-
gleichung

Als Prototypen fiir eine elliptische Gleichung zweiter Ordnung betrachten wir die
Poissongleichung

—Au = f.

Nach der Herleitung macht es physikalisch wenig Sinn, Anfangswertprobleme fiir
die Poissongleichung zu betrachten. Auch mathematisch ist dies so, wie wir an fol-
gendem einfachen Beispiel sehen:

Es sei Q € R?, Q = [0, 7] x R=%. Wir suchen u € C?(Q) mit

ou

—Au =0, u(z,0) = up(z), =—(z,0) =0.
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Ausreichende Glattheit vorausgesetzt, lasst sich die Losung dieses Problems sofort
berechnen. Wir stellen ug als Sinusreihe dar, also

WE

uo(x) = ar sin(kx).

B
Il
—

Wir machen den Ansatz

u(z,y) = ax(y) sin(kx)

WE

B
Il

1

und wahlen die ax(y) so, dass ax(y)sin(kx) die Differentialgleichung erfiillt, al-
SO
ay(y) sin(kz) = k*ax(y) sin(kx)

und ax(0) = ag, a},(0) = 0 wegen der Anfangsbedingung. Die einzige Losung dieser
gewohnlichen Differentialgleichung ist

et + e~hy
ag(y) = &kT = ay, cosh(ky)
und damit
o ky —ky
u(z,y) = Z ak¥ sin(kz).
k=1

Dies geht natiirlich schief, falls die a;, nicht exponentiell fallen, denn dann konver-
giert die Reihe fiir ausreichend grofles y nicht mehr. Zusatzlich: Selbst wenn sie
konvergiert, fiihrt ein Messfehler in der Grof3enordnung ¢ in den a;, zu einem Feh-
ler in u der GroRenordnung e*, dieser Fehler ist also unbeschrankt. Das Ergebnis
hangt unstetig (bzgl. der L,—Norm) von den Daten ab.

Probleme dieser Art machen numerisch scheinbar keinen Sinn. Hadamard hat dies
ausgiebig untersucht (z.B. inHadamard [1902]) und mathematische Probleme ein-
geteilt in gut gestellte (bien posé), bei denen sich die Losung stetig berechnen ldsst,
und schlecht gestellte, die man besser erst gar nicht betrachtet. Sie sind Thema der
Vorlesung Inverse und schlecht gestellte Probleme.

Fiir hyperbolische Gleichungen sieht es natiirlich wesentlich besser aus: Fiir
Uyy — Ugpy = 0

erhalten wir in der gleichen Anfangswertaufgabe
u(z,y) =Y agcos(ky)sin(kx)
k=1
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und damit sofort Konvergenz der Reihe (Existenz einer Losung) und analytische Sta-
bilitat und Stetigkeit.

Wir betrachten also keine Anfangs—, sondern Randwertprobleme fiir kompaktes €2
der Form
—Au = f, u|6Q =0.

Flir unser Modellproblem wahlen wir zundchst n = 1, wir betrachten also auf [0, 1]
die gewohnliche Differentialgleichung

—u"(x) = f(z), u(0) =u(1l) = 0.

Wir betrachten wieder finite Differenzen. Als dquidistantes Gitter wahlen wir

Gh:(il?k),l'k:k‘h,th/M,k‘:O...M.

Fur die Diskretisierung der Differentialgleichung wahlen wir[1.7lund erhalten fiir die
unsere approximierende Gitterfunktion

ul(zy) =: uy,
mit[1.7]

1
ﬁ(—uk,1 -+ 2uk — uk,l) = f(l’k>,]{] =1..M -1

und den Randwerten
Uy = Upn = 0.
Wir erhalten also ein Gleichungssystem
Ll = fh

mit
-1 2 —1 Uq f(.’ll'l)

—1 2 —1 Uprr—1 f({L‘]\/]_l)

Wir hatten bereits gezeigt, dass —A symmetrisch positiv definit ist bzgl. des Lo—
Skalarprodukts. Wir erwarten, dass dies auch fiir den diskretisierten Operator gilt.
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Tatsdchlich ist A offensichtlich symmetrisch mit positiven Eigenwerten (Satz von
Gerschgorin und strikte Diagonaldominanz). Die Eigenwerte und Eigenvektoren von
A lassen sich durch die starke Struktur sogar direkt angeben, es gilt

uy, = (sin(kjm/M)) ist Eigenvektor von A zum Eigenwert A\, = 4M? sin®(kr/(2M))
und damit (Wiibbeling [2013], Abschnitt 6.3)

A > 4.

Wir definieren fiir eine Gitterfunktion «" auf dquidistanten Gittern die Norm durch
die
(|3 = n* " uf,
k
denn dann gilt
||tz =0 [[ull2-

Es gilt also

. 1
1L <

S

und damit . .
[u"la = [[(L") "] < Z”thQ > hes0 ZI\fH-

u" ist also beschrdnkt in der euklidischen Norm, das Verfahren ist stabil in der
euklidischen Norm. Konvergenz bzgl. der euklidischen Norm erhalten wir sofort
durch

|u" = ug,ll2 = (L") (" = Lrule, I

< ([ M2 1" = Lhule, ]2

1
< —||f" = LM, ||2

Hier steht jetzt nur noch die echte Losung, eingesetzt in die diskretisierte Differen-
tialgleichung. Dies ist der Konsistenzfehler, der mit h — 0 gegen 0 geht, also ist das
Verfahren konvergent.

Man kénnte nun einwenden, dass dies ja nur fiir eine gewdhnliche Differentialglei-
chung gilt. Tatséchlich zeigt eine Ubungsaufgabe, dass sich im zweidimensionalen
Fall die Systemmatrix als

Dy,RI+1® Dy
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schreiben lasst mit dem Kroneckerprodukt ®. Dort wird auch gezeigt, dass die Ei-
genwerte der Gesamtmatrix durch \; + )\, gegeben sind, \; Eigenwert von Dj,. Ins-
besondere sind die Eigenwerte der Systemmatrix also > 8, und damit erhalten wir
wieder die Stabilitats— und Konvergenzaussage.

Dass dieses Vorgehen erfolgreich war, verdanken wir der Tatsache, dass die Ei-
genwerte und Eigenfunktionen der Systemmatrix berechenbar (oder zumindest
abschatzbar) waren. Dies wird im allgemeinen nur fiir kiinstliche, sehr stark struktu-
rierte Modellprobleme der Fall sein. Zusatzlich bekommen wir nur Konvergenz bzgl.
der euklidischen Norm, die Konvergenz bzgl. der Supremumsnorm ist komplizier-
ter zu zeigen (wie wir sehen werden). Wir stellen daher noch kurz den Ansatz tiber
Variationsgleichungen und Galerkin—Verfahren vor.

Bei den bisherigen Methoden haben wir auf Gittern gearbeitet, wir haben die Dif-
ferentialgleichung an endlich vielen Punkten diskretisiert und entsprechend auch
nur diskrete Losungen erhalten. Eigentlich sind die Losungen natiirlich Funktionen
auf dem Grundgebiet, d.h. die diskrete Losung muss noch auf das Grundgebiet ex-
trapoliert werden. Einfacher ware es, gleich von Anfang an mit Funktionenrdumen
zu rechnen und die Diskretisierung durch die Wahl eines endlichdimensionalen An-
satzraums durchzufiihren.

Also: Statt diskrete Approximationen an die Lésung zu berechnen, machen wir den
(Galerkin-) Ansatz

M
u'(x) = Z ajp;(r) (1.7)

mit linear unabhdngigen Ansatzfunktionen ¢, ... pa mit ¢, (0) = (1) = 0, aber
sonst beliebig, und dem Ansatzraum

Vvh = span(o1, ..., @)

Wir hatten bereits gezeigt: Fiir u,v auf Q, v = 0 auf 002 gilt die Variationsglei-
chung
(—Au,v) = (Vu, Vv), v =0 auf 952

Also gilt insbesondere
(Vu, Vo) = (f,v).
Umgekehrt: Falls ein (zweimal differenzierbares) « mit Randwert 0 diese Gleichung

fiir alle v mit Randwert 0 erfiillt, so ist es auch Losung der Poissongleichung.

Fur unseren Galerkinansatz betrachten wir[1.8| flr u, v auf V},, wir suchen also ein
Uh € Vh mit
(Vu", Vi) = (fo 1), Yk =1... M.
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Einsetzen unseres Galerkinansatzes gibt

(V(Z a;e;i), Vi) = Z(V%»V%)@j = (f, on)

oder
Lra" = [ L" = (Vr, Viy)), a" = (a;), f* = ((f,8))-

Die Matrix L" ist nach Definition symmetrisch. Sie ist auch positiv definit,
denn

(a™Lra = Za?(Vgoj, Vk)al
gk
= (Z angoj, Z angok >
j k
> 0 falls a; # 0.

Eine der numerisch giinstigsten Eigenschaften der Matrix der finiten Differenzen
war, dass sie diinn besetzt ist. Wir wollen diesen Vorteil erhalten und die Ansatz-
funktionen so wahlen, dass das Skalarprodukt moglichst haufig verschwindet. Dies
kann man erreichen, indem man die ¢, orthogonal wahlt. In unserem Spezialfall ist
das sogar moglich durch die trigonometrischen Funktionen, L, wird diagonal, und
die Losung der linearen Gleichung ist einfach angebbar. Man erhalt die Klasse der
Fast Poisson Solvers, eine ausgiebige Diskussion der Numerik dazu finden Sie z.B.
in|Loan|[1992].

Im allgemeinen ldsst sich ein solches orthogonales System aber nicht ange-
ben.

Wir wahlen daher Funktionen mit kleinem Trager, die gleichmafig liber das Grund-
gebiet verteilt sind. Dann ist das Skalarprodukt der Funktionen immerhin 0, wenn
die Trager einen leeren Schnitt besitzen. In einer Dimension bieten sich dazu die
linearen B-Splines an. Sei dazu G}, = (), = 0... N. Dann definieren wir

—;Tll__;a T € [x;, iy
wi(z) == ﬁ, xr € [riq,m], i=1...N—1
0, sonst

Dann gilt
90]'(56]') = 1, SUpp(ng) = (l’j,1,$j+1), j =1...N—1.
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Offensichtlich ist der Schnitt der Trager von ¢; und ¢; nur dann nichtleer, wenn
|i — 7] < 1. Also ist in unserer Matrix

Nur jeweils eine Nebendiagonale ist also besetzt, die Matrix hat Bandbreite 1. Sei
nun h = x; — x;,_; konstant. Dann gilt

/goj d$:2/ 5 dt =

und

L o 1
/Ogoj(:):)gaj+1(:c)d$:/0 —ﬁdtzﬁ.

Dies ist wieder unsere Matrix L, bis auf einen konstanten Faktor h. Die beiden
Ansadtze liefern also das gleiche Ergebnis, warum sollten wir den scheinbar kom-
plizierteren Galerkin—Ansatz vorziehen?

Er ist allgemeiner. Wir haben zwar hier spezielle ¢; gewdhlt, hdtten aber auch an-
dere nehmen konnen und (fast) dieselben Aussagen erzielt, wahrend wir im Finite
Differenzen—Fall darauf angewiesen waren, eine dquidistante Diskretisierung vor-
zunehmen. So waren wir vielleicht etwa daran interessiert, dort, wo die Losung ge-
nauer sein soll, auch genauer zu diskretisieren. Dies fiihrt im Finite Differenzen—
Fall sehr schnell zum Chaos. Unsere Galerkin—Diskretisierung bleibt dagegen weiter

giiltig.

Auch Aussagen wie Stabilitdt lassen sich sehrviel allgemeiner beweisen. So gilt et-
wa ein sehr allgemeiner Stabilitdtssatz unabhangig von der Wahl der ;. Wir zeigen
zunachst die Abschatzung von Poincaré fiir R*:

Satz 1.14 (Poincaré-Ungleichung)

Es sei
0 € C([0,1]), 9(0) = (1) = 0
Dann gilt
2 ! 2 1 ! ! 2 1 o 1 /112
el = (o) = [ oo < [ ¢ @de = 5e00) = lIWIE
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Beweis: Wir stellen ¢ wieder in der Sinusreihe dar, also
o(z) = Z ag sin(kmzx).
k=1

Die trigonometrischen Funktionen bilden ein Orthogonalsystem, also gilt

1 oo
lell? = 5> at.
k=1

Weiter

111> = 11 Y whay cos(kma)|?

k=1
9 0

i 2 2
=5 D kay
k=1
7T2 >

2
272%
k=1

= 7°||¢||?

Wir folgern

Korollar 1.15 Die Galerkin—Diskretisierung fiir die eindimensionale Poissonglei-
chung ist stabil.

Beweis: Sei v = Y axp;, die Galerkin—Aproximation. Dann gilt
w2 [* < ] (u")|]?
= ((u"), (u"))
(W), aret)
k

> an((W"), )
Z ak(f? on)

k
= (/, Z arpr)

= (f,u")
< [1fIHu"l
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Die Ungleichung ist Cauchy—Schwartz. Nach Teilen durch ||u"|| gilt

1
"1 < S1I£]]

und das Verfahren ist unabhangig von der Wahl der ¢, stabil. O

Statt der Losung des Gleichungssystems konnen wir auch ein Minimierungsproblem
betrachten. Wir definieren fiirv € C} ()
1

I(v) := 5(1}',1}') — (f,v).

I(v) nehme ein lokales Minimum an fiir v = y. Wir definieren
J:R—=R,J,(A\) :=I(y+ \v).

J ist differenzierbar und nimmt ein lokales Minimum an fiir A = 0, es muss also
gelten
0=J(0) = (,y) — (f,v)Vv € CH(Q).

Umgekehrt nimmt I ein lokales Minimum an, falls
(W, y) — (f,v) = 0Vv € CL(9).

Das Minimum ist eindeutig. Falls es sogar in C? liegt, so ist die Losung der Anfangs-
wertaufgabe dquivalent zur Minimierung des Funktionals 1.

Wir schauen nun darauf, wie gut unsere Galerkin—Approximation ist. Zundchst ist
klar: u" € V,, also ist
[l = u"|| > d(u, V4).

Uberraschenderweise gilt bis auf eine Konstante auch die umgekehrte Abschitzung
fiir die Ableitung, d.h. wir bekommen in V}, bis auf einen Faktor die beste Approxi-
mation an « in einer speziellen Norm.

Satz 1.16 (Konvergenz des Galerkinverfahrens bzgl. H')
Es sei fiir u € C'. Dann gilt

1 1
[lu = unll < —[[(u = un)'|l < —[[u = '[| Vo € V4.

Insbesondere gilt: Falls fiir h — 0V, dicht liegt in C}, also
d(u, Vh) — his0 0

beziiglich der Norm
[lullFr = T3 + [1/] %,

so konvergiert u, gegen u bzgl. || - || .
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Beweis: Es gilt

(u',0") = (f,v) Yo € Cy(Q)

("), v') = (f,0) Yo € Vy
und damit

(u—u"),v") =0V € V.
Seinun v € V, beliebig.

10w =) [] = ((u = "), (u—u"))
= ((u—u"),u)
= ((u—u")', (u—v))
< [l —u")'[] - [I(u = )]

also mit Poincaré
1 1
lu —u"|| < =[](u—u")|| < =[](u—20)]l
T T

O

Wir bekommen also Konvergenz im quadratischen Mittel, wenn wir Ansatzraume
wéhlen, die sowohl die fiir alle Funktionen u € C? sowohl die Funktion u als auch
ihre Ableitung ' gut approximieren. Dies ist zum Beispiel fiir kubische Splines der
Fall (siehe Wibbeling [2013]).

Das ist nett — aber genauso unzureichend wie unsere Betrachtung der finiten Dif-
ferenzen, denn wir wollen eine Konvergenz bzgl. der Supremumsnorm. Auch dies
lasst sich erreichen durch die Sobolevsche Ungleichung.

Satz 1.17 (Sobolevsche Ungleichung auf R)
Es seiu € C'([—1,1]. Dann gilt

1
[lulloe < (1 + ﬁ)IIUHHI-

Fiir jedes Intervall I gibt es eine Konstante C' > 0, so dass

ulloe < Cllullin Vu € 3.

Beweis: Sei zundchst s > 0. Es gilt
1
u(s) = / (t—1)u(s—1t)) dt
0
1
:/ wls — 1) + (¢ — )l (t + 5) dt
0
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Mit Cauchy—Schwartz gilt also

1

)l < ([ 1an ([ ura ([ e-v2a ) weran

1 1

lulla + <=l
= ||lu —||u
2 \/g 2
1
<14+ —=)||lu||g.
< (1 el
Entsprechend fiir s < 0. Durch Skalierung erhdlt man die Erweiterung auf jedes
Intervall. O

Damit erhalten wir nun tatsachlich eine Abschdtzung und einen Konvergenzsatz fiir
die Supremumsnorm.

Korollar 1.18 (Konvergenz der Galerkin—Aproximation beziiglich der Supremums-
norm)
Falls fiir h — 0V, dicht liegt in C}, also

d(u, Vh) — b0 0

beziiglich der Norm
[l 7 = [full3 + []/] %,

so konvergiert u, gegen u bzgl. || - || .
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Kapitel 2

Finite Differenzen fiir elliptische
Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

In diesem sehr kurzen Abschnitt werden wir die Ergebnisse der Einleitung zur Be-
handlung von Randwertaufgaben fiir elliptische Differentialgleichungen zusammen-
fassen. Hier und im Folgenden werden wir die Mulitindex—Schreibweise aus Defi-
nition nutzen. Eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung auf Q@ c R”
schreiben wir als

Lu=f, Lu = Z aa(x)%.

jal<2

Wie Uiblich sei die Matrix

A(z) = (ar;(x))

symmetrisch gewahlt. (2 habe glatten (einmal stetig differenzierbaren) Rand. Diese
Voraussetzung ist rein technisch und macht einige Beweise einfacher, tatsachlich
wdre mit dieser Definition nicht mal unser Standardbeispiel des Einheitsrechtecks
zugelassen.

Wir lassen grundsatzlich zu, dass die Koeffizienten von = abhangen. Fiir unsere Be-
weise werden wir haufig nur vereinfachte Versionen, etwa konstante Koeffizienten
oder gleich ein Modellproblem, betrachten. Vollstandige Beweise finden sich in der
Vorlesung Partielle Differentialgleichungen.
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Wir betrachten Randwertprobleme, d.h. wir suchen Losungen von
Lu=f
mit
Dirichlet:  wu(z) = 0Vz € 90
Neumann: %%(z) = 0V z € 00
Gemischt:  Au(z) + B%%(z) = 0V z € 99
Hier ist wie liblich v die duRere Normale an €2 im Punkt z.

Definition 2.1 (Finite Differenzen-Verfahren)
Gegeben sei eine partielle Differentialgleichung mit Randbedingung auf dem Gebiet
Q. Eine Menge G C ) heif3t diskretes Gitter, falls

JesoVaea : QN {2 ||z — 7| < e} = {7}

Eine Folge von diskreten Gittern GG, C 2 heif3t dicht in ), wenn fiir jedes x € () eine
Folge x;, € Q) existiert mit
Th o L.

Ein finites Differenzenverfahren liefert zundchst eine in ) dichte Folge von diskreten
Gittern G1,. Im folgenden habe immer G}, die Feinheit h.

Das Differenzenverfahren diskretisiert (approximiert) die Differentialgleichung auf
G, und, falls notwendig, die Randbedingung mit Hilfe von finiten Differenzen (z.B.
durch die Formeln aus|[1.9) durch Werte von u|,,.

Diese Diskretisierung liefert ein Gleichungssystem
Lhuh — fh
das eindeutig fiir eine Gitterfunktion
Uh : Gh — R
l6sbar ist. u" heift Finite Differenzen—Approximation von w.

Ein Problem an diesem Vorgehen haben wir schon bemerkt: Wir bekommen auf
diese Art zu jedem h eine approximierende Gitterfunktion, unsere Losung ist aber
natiirlich eine Funktion auf Q. Typischerwiese wird man also noch die Punkte auf
dem Gitter interpolieren miissen. Wir werden dies hier vernachldssigen und immer
direkt mit den Gitterfunktionen arbeiten.

Wir definieren die Konsistenz, Stabilitdat und Konvergenz und bedienen uns immer
derselben Bezeichungen wie oben.
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Definition 2.2 (Konsistenz fiir finite Differenzen)
Es sei || - || eine Folge von Normen auf den Gitterfunktionen auf G, mit

1lG, [ln = [lv][¥o € C*(9).

Es sei uy, eine Folge von finite Differenzen—Ldsungen. Die Diskretisierung heifdt kon-
sistent, falls
1L (ulg,) = (L)|a,|In = neso O,

Die Diskretisierung heifdt konsistent von der Ordnung p, falls
1L (ulc,) = (Lu)lg,[In < 7.

Ublicherweise wiihlen wir fiir || - ||, die Supremumsnorm.

Definition 2.3 (Stabilitdt fiir finite Differenzen)
Ein finite Differenzen—Verfahren heift stabil, wenn L, invertierbar und ||(L")~!|| un-
abhdngig von h beschrdnkt ist.

Definition 2.4 (Konvergenz fiir finite Differenzen)
Ein finite Differenzen—Verfahren heifit konvergent, wenn

[u" = ulg, [|n 0.

Dann gilt

Satz 2.5 (Konsistenz und Stabilitit gibt Konvergenz)
Ein finite Differenzen—Verfahren (fiir Dirichlet—Randbedingungen) sei konsistent
und stabil. Weiter gelte f, — f. Dann ist es auch konvergent.

Beweis:
[|u" = ule, |l = (LM = fla, + (Lu)la, — L*(ula, )]
< I AL = Flaalln + I(Zw)lg, — LM (ule,)]n)
o 0.
nach Wahlvon || - ||, Stabilitdt und Konsistenz. O

Dies ist etwas unbefriedigend: Wir erhalten die Konvergenz nur auf den Gittern. Fiir
die Supremumsnorm folgt sie dann aber sofort auf dem ganzen Intervall.

Satz 2.6 Es seiu” eine konvergente Finite Differenzen-Approximation beziiglich
-1l =11 [l
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Gy, ist dichte Gitterfolge. Sei x € ). Dann gibt es eine Folge ), € G}, mit
Th o L.
Dann konvergiert auch die Folge u"(x},), und es gilt

u(z) = hoo w().

Beweis: u" ist konvergent bzgl. || - ||, also gilt
" (1) — ()] < |u"(2n) — uzn)| + Jul@n) — u(@)] < JJu" = ullo + 1|Vl = 0.

O

Wir gehen nun dber zu elliptischen Differentialgleichungen. Der einfacheren
Schreibweise wegen wahlen wir die Koeffizienten konstant, wir betrachten also im-
mer Gleichungen der Form

Lu = —div(AVu) + b'Vu+cu=f, AcR™ beR" ceR,f: Q—R.
mit A positiv definit und ¢ > 0. Es sei immer €2 beschrankt.

Wir rechnen zundchst nach, dass das Randwertproblem gut gestellt ist.

Satz 2.7 (starkes Maximumprinzip)
Es sei L elliptischer Differentialoperator, also ohne Einschrdnkung A positiv definit.
Weiter sei

(Lu)(z) < 0Vz € Q.

Dann hat u kein positives lokales Maximum im Inneren von Q.

Beweis: Sei =z im Inneren von (2 lokales Maximum mit u(x) > 0. Damit ist Vu(z) =
0, und die Hessematrix
0*u
H =
(5o )
von u an der Stelle x ist negativ semidefinit. Insbesondere ist — H positiv semidefi-
nit, also

—-H=BB

fiir eine positiv definite n x n—Matrix B. Damit gilt

n 2
—div(AVu) = — Z ai,j%(x) = —spur(AH) = spur(ABB) = spur(BAB) > 0,
i0Zj

ij=1
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denn wegen
1'BABz = (Bx)'A(Bz) > 0

ist BAB positiv semidefinit und hat nur nichtnegative Eintrdge auf der Hauptdiago-
nalen. Da Vu(x) = 0, ist dann aber

(Lu)(x) = div(AVu)(z) + cu > 0

im Widerspruch zu (Lu)(x) < 0. O

Satz 2.8 (schwaches Maximumprinzip)
Essei Lu < 0. Dann istu < 0 oder u nimmt sein Maximum auf dem Rand von §) an.

Beweis: Das positive globale Maximum von « werde im inneren Punkt z, aber nicht
auf dem Rand angenommen. Wir zeigen den Satz fiir b = 0, ¢ = 0 und setzen

h(z) = ||z — 7[5,

also
Hessh(x) = 2I.

Wirwéhlen nun
u(z) = u(x) + eh(x).

Da h beschrankt ist auf 02, nimmt ¢ fiir ausreichend kleines € immer noch sein
Maximum im Inneren, aber nicht auf dem Rand an. A besitzt als positiv definite
Matrix positive Hauptdiagonalelemente, also gilt

Luf = Lu — 2espur(A) < 0.
u erfiillt also die Bedingungen von|[2.7] besitzt aber ein positives lokales Maximum,

das ist ein Widerspruch. O

Satz 2.9 Die Randwertaufgabe Lu = f, u = g auf 0S) ist stabil beziiglich der co—
Norm, d.h.
3C >0+ ulleo < Cmaz(]]f|]so, 19]loc)-

Beweis: Es sei v € C?(Q) mit
(Lv)(x) > 1IVx € Q, v(x) > 1Vx € 0.

Firb = 0, ¢ = 0 erfllt fiir ausreichend grofles A, C' und x im Inneren von () die
Funktion
v(x) = M|z —Z|*+C
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mit
Lv = 2\spur(A)

diese Bedingung. Es sei

u*(2) = £maz (]| f|c, [1g]s)v(2).

Dann gilt
L(u—u")(z) < f(z) = [[fllo (L) (2) < 0Vz € Q

(u() — u*(2)) < gla) — |lgllo v(x) < 0Va € OO

o

und damit u < u™. Entsprechend gilt
Lu™ —u)(z) <0V e Q, (u (z) —u(z)) <0Ve € 0N
und damit v~ < u, also insgesamt

u (z) < u(z) <ut(x)

und
ulloo < NuF]loe = |0]]ocmaz(]] fl]so, [19]ls0)-

l

Wir erwarten, dass die diskretisierten Gleichungen ein entsprechendes Gleichungs-
system erfiillen. Wir betrachten zundachst homogene Dirichlet-Randbedingungen,
also u = 0 auf 9Q2. Wir nehmen an, dass die Diskretisierung von der Form ist

a(z)u(r) = > b(z, y)u(y) + f(x)
yeDifferenzenstern(x),y#z=

mit a(z) > 0 und b(x,y) > 0. Fiir die Standard-Diskretisierung der Poissonglei-

chung im R? wére etwa
4 1
a(x) = e b(x,y) = s

falls x und y benachbart sind. Wir setzen

d(x) = alx) = 3 b, y).

also d(z) = 0 fiir den Standard-Differenzenstern. d(x) ist die Summe der Elemente
der Matrix Ljin Zeile z.
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Satz 2.10 (diskretes Maximumprinzip)
Sei u" eine Gitterfunktion auf G, mitu" = 0 auf 0Q und

(Lpu") () = a(z)u"(x) = Y blw, y)u"(y) < 0, d(x) 2 0.

Dann gilt u < 0 auf (2.

Beweis: Angenommen, es sei x ein positives Maximum von u im Inneren von €.
Dann gilt

0 < (Lpu)(T)
= b(@ y)u"(y) — a(@)u"(T)

- _d\glﬂ%@‘F Zy: b(ff,oy) \(uh(y) ;?)uh(’i)z

<0.

Insbesondere gilt u"(y) = u"(7) fur alle Punkte im Diskretisierungsstern. u" ist also
konstant. Wegen der Randbedingung gilt «* = 0 im Widerspruch zur Annahme.
Also hat u" kein positives Maximum. O

Bemerkung: Die Voraussetzung der Elliptizitat fiir das kontinuierliche Problem wur-
de hier durch d(z) > 0, schwache Diagonaldominanz von L, ersetzt.

Insbesondere kdnnen wir folgern:

Korollar 2.11 (Monotonie fiir Matrizen)
Die Voraussetzungen des diskreten Maximumprinzips seien erfiillt. Dann hat L,
nur positive Eintrdge, und es gilt

ot <yt = L7l < L7yt
Hierbei ist die Vektorungleichung punktweise gemeint.
Beweis: Sei f* < 0 beliebig, und v = L;' f*. Dann gilt
Ly =" <0= (L)) 'f"=4" <0
und L, hat nur positive Eintrdge (betrachte fiir f* die negativen Einheitsvektoren).

Fiir die Ungleichung setze f" = 2 — y. O

Genau wie im kontinuierlichen Fall zeigt man
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Korollar 2.12
3C > 0 |[u"]oo < C(||f]loe + l1gl]o0)-
Dies lasst sich fiir die Poissongleichung explizit hinschreiben.

Korollar 2.13 (Stabilitit des Standardverfahrens fiir das homogene Dirichletpro-
blem der Laplacegleichung mit der Maximumnorm)
Es sei ||x|| < RV x € Q). Weiter sei

Lu=—-Au= f, u= gauf df.
Sei L die Diskretisierung auf einem Gitter G}, mit dem Standard-Differenzenstern,
Ll = fh
Die Diskretisierung ist stabil, und es gilt

R2
*]oc < 111l

Beweis: Setze

o(@) = e g2 o)

Ly, ist exakt auf Polynomen zweiten Grades. Also gilt
h h 4
L(u" = v) = f* = 11 Fll <0

und uv* — v < 0 auf dem Rand, also u" < v. Entsprechend fiir v — u”. O

Damit kdnnen wir nun schnell eine Fehlerabschatzung herleiten.

Korollar 2.14 (Fehlerabschdtzung fiir die Poissongleichung)
Sei wu die Lésung der Poissongleichung mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen auf ) und w, die diskrete Lésung mit der Standard-
Diskretisierung, und es sei w € C* bzw. f € C? Dann gibt es eine Konstante
C mit

ule, — " lloe < CR2.

Das Verfahren ist also konvergent mit der Ordnung 2.

Beweis: Es gilt mit der Konsistenz der Ordnung 2

L (ulg, — vl = [|Ln(ula,) — 1] < C1R?
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und damit nach 2.13]

R2
lule, — "] < chhQ-

l

Alle diese Satze lassen sich viel allgemeiner zeigen. Wir sehen hier aber die Pro-
blematik: Der konkrete Beweis hangt ab von der Art der Diskretisierung, der Diskre-
tisierung der Randbedingung, der Differentialgleichung usw. Wir werden Beweise
dieser Art spater viel eleganter, kiirzer und allgemeiner fiihren kénnen.

Kurz festgehalten:

1. Die Diskretisierungsmethode ist ein einfaches, schnell zu programmierendes
Verfahren zur Losung partieller Differentialgleichungen.

2. Sie eignet sich besonders fiir sehr einfache, homogene Gebiete.

3. In vielen Bereichen, etwa der Geophysik, wo die Wellengleichung auf sehr
groBen Gebieten geldst werden muss, ist sie das Standardverfahren.

4. Der Nachweis der Stabilitdat bzw. Konvergenz der Verfahren kann schwierig bis
unmoglich sein.

Wir werden noch zweimal auf die finiten Differenzen zuriickkommen: Wir werden
sie als einen Spezialfall der Finite Elemente—Methode betrachten, so dass alle dort
bewiesenen Satze zuriickgefiihrt werden kénnen, und wir werden sie einsetzen bei
der Behandlung von Anfangswertaufgaben.
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Kapitel 3

Funktionalanalytische Grundlagen

Wir betrachten im Folgenden Gleichungen der Form
—div(AVu) + cu = f —div(h)

auf einem endlichen, zusammenhdngenden Gebiet 2 mit den Randbedingun-
gen

u=gpaufl'p
v-(AVu) =gy aufl'y
Iy UTp =00.

Wir lassen fiir A und ¢ Funktionen zu und fordern, dass ¢(x) > 0 und A(x) positiv
definit. Es gebe einen minimalen positiven Singularwert o von A, d.h.

(A(z)y,y) = ogllyllz Vo € Q, y € R™.

Wir multiplizieren die Differentialgleichung mit einer differenzierbaren Testfunkti-
on v, integrieren iber Q2 und nutzen auf beiden Seiten den Gaussschen Integral-
satz.

/ —div(AVu)v + cuvde = /(fv —div(h) - v) dx

= [ (AVu)-vtcuv dz— [ v-(AVu)v do(z) =g fo+h-Vodz— [, (h-v)vdo(x)

Wir wahlen nun die Testfunktionen v = 0 auf I'p und setzen auf I'y die Neumann-
Randbedingung ein. Dann gilt
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/(AVU)VU—l—cuvdx:/fv+h-Vvdx+/ (gy — h-v)do(z).
Q Q r

N

v~ -~

=(AVu,Vv)+(cu,v)=:B(u,v) =(f0)+(h,Vv)+(gn —h-v,v)=:1(v)

oder
B(u,v) = l(v) Vv € C*(Q), v =0auf ['p.

Dies ist die schwache Formulierung der Differentialgleichung. Wir wiirden gern von
der Differentialgleichung zu dieser Formulierung iibergehen. Dazu fehlen uns noch
einige Grundlagen.

Das Hauptproblem: Wir nutzen L?-Skalarprodukte, aber C* ist nicht einmal tiber
R vollstandig mit der durch das Skalarprodukt induzierten Norm. Wir konnten die
Vervollstandigung von C! nutzen, erhalten dann aber nicht differenzierbare Funk-
tionen, es ist unklar, was Vv dann heifien soll. Wir brauchen also eine Erweiterung
des Differenzierbarkeitsbegriffs, fiir die die partielle Integration bzw. der Gausssche
Integralsatz weiterhin giiltig bleiben.

Wir beginnen mit einigen (selbstverstandlichen?) funktionalanalytischen Grundla-
gen.

Definition 3.1 (funktionalanalytische Grundlagen)

1. Es sei X ein Vektorraum. (X, || - ||) hei3t normierter Raum mit
1] X o R,
falls
[Azl] = (A2l (e + gl < flel] + [lyl], [[2]] = 0 <=z = 0.

Fehlt die letzte Bedingung, so heifdt die Funktion Halbnorm oder Seminorm.

2. Essei X normiert. Falls X vollstindig ist, d.h.

z, € X, (x,) Cauchyfolge — Iz : x,, — z,

so heifit X Banachraum. (C°, || - ||o) ist Banachraum, (C°| || - ||2) ist kein Ba-
nachraum.
3. Es seien (X, || - ||x), (Y,|| - ||y) normierte Vektorrdume. Es sei A : X — Y
linear. A ist stetig genau dann, wenn
A
14]| = sup 1221
20 ||2|lx
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Beweis: Sei (xy) eine Nullfolge.
[ Azn[ly < [[All[|lzn][x =0

und damit gilt Ax,, — 0, A ist stetig in 0 und damit liberall, denn es ist linear.

Umgekehrt: Angenommen, das Supremum sei nicht endlich. Dann gibt es eine
Folge (z,,) mit

|[Azn||y
[E21P
Sei
L
Yn = ————
n |z, x
Damit gilt
Ty
Yp = — 0
|z, x
aber Lzl
T n||Tn|lx
[Aynlly = |A———1lv nit o,
||| x n|n||x

Also konvergiert Ay,, nicht gegen A0 = 0 und A ist unstetig.

Wir bezeichnen mit L(X,Y') den Raum der stetigen linearen Abbildungen von
X nachY. || - || definiert die induzierte Norm auf L(X,Y").

Falls X endlichdimensional ist, so ist natiirlich jede lineare Abbildung stetig.
Falls X unendlichdimensional ist, so gibt es unstetige lineare Abbildungen
(falls Y # {0}). Seietway € Y, y # 0 beliebig. Sei x,, ein unendlichdimen-
sionales linear unabhdngiges System in X. Dann definiert

A: X =Y, Ax, :=ny,

linear fortgesetzt, eine sinnvolle lineare Abbildung, die offensichtlich unstetig
ist.

. Lineare Abbildungen [ von X nach R heif3en Funktionale. L(X,R), der Raum
aller stetigen Funktionale von X nach R, heif3t Dualraum, er wird mit der von
der Norm auf X induzierten Operatornorm versehen.

. Sei X normierter Raum,
B: X xX—R.

Falls B(x,y) linear in y ist fiir festes x und linear in z fiir festes y, so hei}t B
Bilinearform. B heift stetig genau dann, wenn ein C' € R existiert mit

B(a,y) < Cllzl]] - [[yl| Ve, y € X.
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B ist genau dann auch stetig auf dem Produktraum X x X versehen mit der
Norm

[z )| = [l + Iyl
B heif3t koerzive Bilinearform, falls ein « existiert mit

B(z,r) > af|z|)%.
B heif3t symmetrisch, falls B(x,y) = B(y, x).
6. Es sei B eine symmetrische Bilinearform auf X und
B(z,z) >0, B(z,z) =0 <=z =0.

Dann ist B ein Skalarprodukt auf X. Dann heifst X versehen mit der durch das
Skalarprodukt induzierten Norm

l2]|5 == B(w, 2)"?

Prd—Hilbertraum. Ist X vollstdndig beziiglich dieser Norm, so heifst X Hilbert-
raum.

Definition 3.2 (Lebesguerdume)
Es sei §2 ein Gebiet im R". Wir definieren fiir 1 < p < oo die LP—Rdume durch

LP(Q) := {u:Qr—>R,/|u|pdx<oo}
0

versehen mit der Norm

11l = ( / (@) da) e,

Satz 3.3 (L* ist Banachraum)
LP(Q) ist vollstdndig. Insbesondere ist L?(2), versehen mit dem Skalarprodukt

9= [ s

= 1. Dann ist das lineare Funktional

ein Hilbertraum.

Essei f € LI(Q), - +

1
q

11 LP(Q) =R, (g /f

1
p

stetig, denn es gilt die Holder-Ungleichung
/Qlf(:v)g(:v)!d:cé/Q!f(:v)!pd:v”p~/Q\g(xﬂqu”q=||f||p’Hqu-
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Beweis fiir die Holder-Ungleichung in|Forster/[2007], Paragraph 10. Natiirlich ist fiir
p = q = 2 dies einfach nur Cauchy-Schwarz.

Tatsdchlich lasst sich jedes Funktional auf diese Weise darstellen, es gilt

Satz 3.4 (Dualraum von LP)
(LP)* = LA

Insbesondere gilt (L?)* = L2, dies ist der Rieszsche Darstellungssatz (siehe un-
ten).

Formal definieren wir auch noch die L>*°-Rdaume. Das wesentliche Supremum einer
Funktion ist definiert durch

= inf .
csssupfi= | inf | sup |()

und
LX) :={f : Q—R: esssup f < oo}.

versehen mit der Norm
|| f]loo := ess sup f.

Wir erinnern auch noch an einen der einfachsten topologischen Satze:

Definition 3.5 (Normdquivalenz)
Es sei X ein Vektorraum, und es seien || - ||, und || - || Normen auf X. Die Normen
heifien dquivalent, falls es C, > 0 und C5 > 0 gibt mit

Chllelly = |2 = Colll]s.

Satz 3.6 (Aquivalente Normen erzeugen dieselbe Topologie)

Es sei X ein Vektorraum, und es seien || - ||y und || - || Normen auf X. Dann er-
zeugen die Normen dieselbe Topologie, d.h. alle Mengen, die offen sind bzgl. || - ||
sind auch offen bzgl. || - || und umgekehrt. Insbesondere gilt: Cauchy— und konver-
gente Folgen bzgl. einer Norm sind auch CF und konvergent beziiglich der anderen
Norm. Insbesondere sind Banachrdume bzgl. einer Norm auch Banachrdume bzgl.
der anderen Norm. Stetigkeit hidngt ebenfalls nicht von der Norm ab.

Beweis: Sei U offene Menge bzgl. || - ||2, und 2 € U. Dann gibt es eine kleine Kugel
K .(x), die ganz in U liegt. Dann liegt aber auch K¢, ., () ganz in U, und U
ist ebenfalls offen bzgl. || - [|;. O
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Definition 3.7 (Fouriertransformierte)
Essei f € L*(R").

N 1 —1iT
f(€) = W/Rnf(x)e *du

heif3t Fouriertransformierte von f.

1 1T
f€) 32w/ﬂ@f@k ‘dr

heifdt inverse Fouriertransformierte von f.

Natiirlich ist die Fouriertransformierte eigentlich auf L! definiert, sie ldsst sich aber
auf L? U L' stetig fortsetzen.

Satz 3.8 (Eigenschaften der Fouriertransformation)

1. Es gilt

=)
I
kﬁ

2. Seig(z) = (D“f)(x). Dann gilt
g(€) = il f ().

3. Sei fs(x) = f(x + ). Dann gilt

~

F5(&) = e ™ F(&).
4. Es gilt (Plancherel) R
112 = 11 f1]2-
Definition 3.9 (Faltung)
Es seien f,g € L*(R™).
(f*g)(x) = . fWg(z —y)dy

heif3t Faltung von f und g.
Die Existenz der Faltung folgt mit Cauchy—Schwarz.

Satz 3.10 (Faltungssatz)
Seien f,g € L*(R™). Dann gilt

o~ o~

fg(&) = 2m)"2F(€)g(€).
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Einer der wichtigsten Satze ist der Rieszsche Darstellungssatz.

Satz 3.11 (Rieszscher Darstellungssatz)
Sei X Hilbertraum, | € X*. Dann gibt es genau einv € X mit

l(x) = (v,z)Vx € X.

Es gilt
1] = {lv]l.

Beweis: Es sei H = Ker(l). H ist abgeschlossen, denn sei v,, eine Cauchyfolge in H
mit Grenzwert v in X, dann gilt

und damit v € Ker(l) = H.

Falls H+ = {0}, so wére H dichtin X und [ = 0, also I(z) = (0, x).
Seialso H+ # {0}, z € HL, ||z|]| = 1, 1(2) # 0.

Seiv € H* beliebig. Es gilt

Das Argument liegt also in H und H*. Das geht nur, falls

[(v)

i(z)”

H* hat also die Dimension 1. Sei w € X. Dann gibtes alsov € Hund a € R
mit

w =7+ az.

Weiter gilt

_ _ l(w)
l(w)=1lv)+al(z) = a = 1)

Seinunu :=1(z)z.

(u,w) = (I(2)z,v + az)
= l(z)%(z, 2)
= l(w).
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Zur Eindeutigkeit: Sei
(ug,v) =1(v) = (ug,v) Vv € X.
Setze v := u; — us. Dann gilt
(up — ug, uy — ug) = (ug,ug — ug) — (ug, uy — ug) = l(ug — ug) — l(ug —ug) =0
und damit u; = wus. Es gilt
H(u) = (u, u) = [[ul] [[ul], [I(v)] = [(w, 0)] < [[u] []0]]

mit Cauchy—Schwarz und daraus folgt die Bemerkung. O

Eine Folgerung aus dem Darstellungssatz ist das Lemma von Lax—Milgram.

Satz 3.12 (Lemma von Lax—Milgram)
Es sei X ein Hilbertraum und B eine stetige, koerzive Bilinearform mit

B(z,y) < C?||z|||lyll, B(z,z) > o?||z]
Weiter seil € X*. Dann gibt es ein v € X mit
B(z,v) =l(x)Vx € X.

Es gilt

1l
l[v]] < 2

Beweis: Wir zeigen den Satz fiir symmetrische Bilinearformen. Sei | € X*. Es
gilt
of|z|| < ||z||p := B(x,2)"* < Oll]l.

||| und ||-|| 5 sind also dquivalent, also ist X vollstdndig und [ ist stetig bzgl. || || 5-
B ist ein Skalarprodukt auf X. Also gibt es nach Riesz ein v mit

B(z,v) =l(x)Vzr € X.

Weiter gilt
a?[|v][* < B(v,v) = I(v) < [[I]] [Jv]].
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3.1 Sobolev—Riaume

Wir wollen nun den Ableitungsbegriff erweitern. Dazu benétigen wir den Funktio-
nenraum C3°(R") der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem
Trager.

Satz 3.13 (Existenz von Funktionen in C§°)
Ce°(R™) ist nicht leer.

Beweis: Die Funktion

ist unendlich oft differenzierbar. ¢ sei so gewahlt, dass

/n w(z)de = 1.

Bei der Ableitung von innen wird sie auf dem Rand des Einheitskreises mit einer
gebrochenrationalen Funktion multipliziert, da sie selbst aber exponentiell abfallt,
ist der Grenzwert jeder Ableitung gegen den Rand 0. Gleichzeitig hat sie offensicht-
lich einen kompakten Trager. O

Wir werden die Funktion

T

-)

we € C3°(R™), we(x) == e "w(

verwenden mit Trager im Kreis um 0 mit Radius ¢ und

/n we(z)dz = 1.

Satz 3.14 Essei f € L*(R"). Dann ist (w. * f) € L*(R"), und es gilt
we* f— f
in L2(R™).

Es gilt
(we x f) € C(R™).

Fiir { mit kompaktem Trdger gilt sogar

(we x f) € C°(R™).
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Beweis: Es gilt

(wE*f =

also mit Cauchy—Schwarz

(wex f)(2) — f(@))” < AW iy [ wlo)fe )~ )P dr

und

[ e p) = s@pae< [ [ ) -y) - £ dedy

r—vy) — f(z))?*dzdy.
(AKE<>/jﬂ )~ J@) dwdy

Wir zeigen noch schnell die Stetigkeit im quadratischen Mittel fiir L>—Funktionen.

Lemma 3.15 £ssei f € L*(R™) und

fs(x) == f(x +9).

Dann gilt
I1f = fsll =600

Beweis: (des Lemmas)
Es seie€ > 0 und R so grof3 dass

2 e < £
[, Jeras

|1 _ 6—i§6|2 <

Weiter sei  so klein, dass

fir |¢] < R. Dann gilt
1f = fsll> = || = Fll
= f= TP dg + F— ) (©)Rde.
/ggﬁf Je)(©)Fdg /‘ (F = Fa)(©) 2 de

lElI=R
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Nach den Vorbemerkungen gilt

fs(6) = e f(e).
Also

1f = fill < / T a4 / Fle)? e

liglI=R

]
Zurlick zum Beweis des Satzes: Wenn ¢ klein genug ist, so wird das Integral iiber R™
kleiner als ¢, und es gilt

(we * F)(z) — F()]P sz/wxw dy=7%

O
Der Satz sagt insbesondere: Die C>°—Funktionen liegen dicht in L2

Zur Herstellung der schwachen Form der Differentialgleichung haben wir die parti-
elle Integration genutzt. Wir erweitern die differenzierbaren Funktionen nun auf alle
Funktionen, fiir die die partielle Integration moglich ist.

Definition 3.16 (verallgemeinerte Ableitung)

Esseiu € LP(Q2), Q C R™ Es sei o € N" ein Multiindex. Es sei C3°(2) die Menge
aller Funktionen auf (), deren Trdger ein Kompaktum im Inneren von 2 ist. Falls ein
v € LP(Q2) existiert mit

[ u@protayds = (1) [ v(@rote) devo € CF(@)

Q

so heifit D“u := v verallgemeinerte Ableitung von f der Ordnung a.

Offensichtlich stimmen die klassische Definition und die verallgemeinerte Definiti-
on fiiru € C*! {iberein.

Definition 3.17 (Sobolevrdume)
Die Rdume

Wh? = Ly € LP(Q) : D*u € LP(Q) existiertV a € Z" : |a| < k}
heif3en Sobolevrdume. Sie werden versehen mit der Norm

1/p

lullep = | D IID"ull}

la|<k
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und den Halbnormen
1/p

[ulip = | D (IDull,)?

|a|=k
Fiir p = 2 schreiben wir die Sobolevrdume einfacher als
H*(Q) == WH(Q).
Wir werden uns hdufig auf die Betrachtung der H—Rdaume beschranken. Praktisch

alle Satze gelten mit kleinen Modifikationen auch fiir W*»,
Die definierte Norm in W"? ist d4quivalent zu den Normen

[[ullkp = max ful;p
und
lulliy == > luljp-
0<j<k

Wir werden immer die nutzen, die im aktuellen Zusammenhang die einfachste ist,
wegen der Normdquivalenz sind wieder alle Aussagen sofort {ibertragbar.

Satz 3.18 W"?, || - ||, ist vollstdndig.

Beweis: Es sei u,, eine Cauchyfolge in W*?. Dann ist es insbesondere D%u,, eine
Cauchyfolge in LP, also konvergiert sie gegen eine Funktion v € L?. Sei p € C§°. Es

gilt
/Qu(x)(Da )(z )d:c—hm/un (D) ()
—hm/ “up)( (z) dw(—1 )M

= [ @) pla) d(-1)

u besitzt also eine verallgemeinerte Ableitung der Ordnung o in L?, also u € Wk»,
O

Fiir die Vertauschung von Integral und Limes haben wir stillschweigend den Satz von
der majorisierten Konvergenz genutzt, dies werden wir auch im Folgenden immer
wieder tun.
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Korollar 3.19 (Vervollstindigung von C5° in L?)
Sei Q) ein Lipschitz—Gebiet. Dann gibt es zu jedem u € H*(Q) eine Folge

(fn) € C=(R"),

die gegen u konvergiert bzgl. || - || gx. H*(Q2) (und W*»(Q)) sind die Vervollstindi-
gung von C>=(2) in H? bzw. Wk»,

Beweis:
frn = We, * U 0 UL

]
Also ist Wk? genau der Raum, den wir gesucht haben. Wir betrachten ein klassi-
sches Beispiel auf R. Zundchst gilt

Lemma 3.20 (Einschrinkung auf Teilgebiete)
Essei f € WhP(Q), Q' C Q ein Teilgebiet. Dann ist auch f|o C WFP(QY), und die
schwachen Ableitungen sind einfach die Einschrdnkungen der Ableitungen auf €Y.

Beweis:
C(QY) € C5R(Q).

Wir betrachten
u:R— R, u(x) = |z|.

u(x) ist firz < 0 und = > 0 differenzierbar, nach dem Lemma muss die schwache
Ableitung dort mit der klassischen libereinstimmen. Es gibt also nur einen Kandida-
ten fiir die schwache Ableitung, und das ist die Signum—Funktion. Tatsachlich gilt
furalle p € C3°(R)

[rwewar= [ codwars [T e

—0o0

_ _/0 (—1)p(z) dx—/ooo(l)so(x) dz

(e o]

= —/ngn(x)go(ac) dx

Ist u damit schwach differenzierbar? Nein, denn sgn(z) ist nicht in LP(R). Dies ist
aberder Fall fiir @ C R kompakt, mit derselben Rechnung. Auf kompakten Gebieten
ist also die Betragsfunktion differenzierbar, es gilt

|z|" = sgn(z).
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Insbesondere gilt damit
Whe g P

Sei nun Q kompakte Teilmenge von R mit 0 € QY. Wir betrachten
u:Q— R, u(x) = sgn(z).

Sei p € C(Q).

[u@e@r= [ —d@art [ g@a =200

Dies lasst sich nicht als Integral schreiben gegen eine L?—Funktion (sondern nur
als Distribution). Die Signum—Funktion ist also nicht differenzierbar, sie liegt nicht
in WP insbesondere gilt

WEP(Q) # LP().

Dies lasst sich leicht verallgemeinern, Funktionen mit einer Unstetigkeitsstelle sind
tiber R nicht schwach differenzierbar.

Es seiim Folgenden immer
K. (2) =2 eR": |lz—2||<r

und
S hi={z eR": ||z]]) = 1}

der Rand der Einheitskugel im R™.
Wir setzen fiira # 0

u: Q= Ki(0) = R, u(x) :=|]z|]5.

Dann gilt mit Polarkoordinaten und fiir pac +n # 0

/|u |pd:c—/ /rpo‘ L dr dyp
Sn—1

= IS (g ) ——.
po+n

Dies ist endlich, falls pa+n > 0, also o > —%- Fiir pa+n = 0 ist die Stammfunktion
der Logarithmus, und wir bekommen wieder einen Pol bei 0.
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Insbesondere ist
firn = 1,2, aber

furn > 2.

Wir setzen p = 2. Dann gilt
Vu = az|z|*?

und

(Vu)tde = [ of|z||2*(z - z) do
Q ——

=|lz[]?

Q
—a® [l o
Q

2a—2>—n<:>a>—g+1.

Dies istin H*(Q), falls

Die rechte Seite ist kleiner als 0 fiir n > 2, also kdnnen wir o negativ wahlen. Min-
destens dort enthélt also H*(£2) Funktionen mit Pol.

Definition 3.21 (Kegelbedingung)

Ein Gebiet 2 erfiillt die Kegelbedingung, falls es einen abgeschlossenen Kegel K
gibt, so dass fiir jeden Punkt x € Q) x Spitze eines Kegels K' ist, der aus K durch
Rotation und Translation entstanden ist. Es sei immer

K={rw:0<r<RweScS" '}

Vorlesungsnotiz: Beispiel fiir Nicht-Kegelgebiet: Spitz zulaufend. Konkretes Bei-
spiel in den Ubungen.

Satz 3.22 (Sobolevsche Ungleichung)
Q) erfiille die Kegelbedingung. Es sei s > n/2. Dann gibt es ein C > 0 mit

Vi e () [fllee < CI/]

Hs(Q)-
Seit > 0. Entsprechend gibt es dann ein C' > 0 so dass

Vja| <tVf e Q) |IDflls < CIIS

HstHt(Q)-
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Beweis: Es sei f € C*(2). Ohne Einschrdnkungsei0 =2z € Q, K C Q,w € S.

=10 == [ 222 sow} ar

Dies integrieren wir (s — 1)—mal partiell und erhalten

o= (@) () )

GO Vi NS
‘<s—1>!/o >

m=0

l1<1

und damit

@] <Cs,R) Y. / F1 D0 f () dr-

laf<s

Dies integrieren wir nun noch {iber S (mit Transformation von Polarkoordinaten, die
ein 17" liefert):

S| 1f@) < Cs.R) S /K P DR f(rw)| dr

laf<s

< C(s, R (2o Y D fllzeao)

laf<s

< C(s, )| 7" 2y [| f1 | e ()
Die Norm von 5~ existiert, denn

3>n/2:3—n>—g.

Diese Rechnung lasst sich an jeder Stelle = in ©2 durchfiihren, die Konstante hdngt
dabei nicht von z ab.
Anwendung des ersten Teils auf D f zeigt den zweiten Teil. O

Korollar 3.23 (Sobolevscher Einbettungssatz)

Es sei () ein beschrinktes Kegelgebiet und s — t > n/2. Dann gilt:
Vfe HY(Q)3Af € CUQ) : f = f flii..

Es gibt eine Konstante C' > 0, unabhdngig von f, f, mit

1lle@ < ClIf|
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Hierbei ist B B
to) = D% fl]so.
[ fllet@) g@H I

Beweis: Sei f € H*(9). Dann gibt es eine Folge (f,,) € C*(Q) mit
1 fn = £

Hs(Q) F 0.
Nach[3.22]gibt es ein C' mit
||Dafn - Dameoo < Can - fm|

fir alle @ mit |a] < t. Insbesondere konvergiert f,, gegen eine s—mal differenzier-
bare Funktion f. Dann konvergiert aber auch f,, gegen f in der || - ||Lz=—Norm, also

Hs

f = ffi.
Die Konstante ist natiirlich die Konstante der Sobolevschen Ungleichung, denn
1D f]| = [[D* 1] 0

Der Satz sagt zum Beispiel: Flirn = 1, s = 1 ist s > n/2, also ist jede Funktion in
H'(R) fast Uiberall gleich einer stetigen Funktion.

Der Satz sagt noch nicht, dass z.B. in R? auch wirklich unstetige Funktionen in
H' enthalten sind, dies wissen wir aber aus Vorbemerkungen und Ubungsaufga-
ben.

Wir wollen noch einen alternativen Sobolevschen Einbettungssatz zitieren und mo-
tivieren. Dazu betrachten wir nochmals die Funktionen

fa(@) = [|=[l5.

Es gilt fiir Q@ = K4(0), « # 0 nach den Vorbemerkungen zur Sobolevschen Unglei-
chung

heﬁwnmm>1—g

fo € LP(Q) fiira > — =

p
Also: Falls
n n
1——>——,
27 p
so folgt aus f,, € H' auch f, € LP. Firn > 2 heiBt dies
< 2n
P = n—2

Wir zitieren ohne Beweis
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Satz 3.24 (Sobolevscher Einbettungssatz Il)
Es sei Q) C R™ beschrdnkt, und

Pt
q p
oder fiirn — gk > 0
ng
“n—qk’
Dann ist
Whe e [P

Falls k — 5> =7, 50 ist die Einbettung kompakt, d.h. beschrinkte Folgen in W*»
haben in L1 konvergente Teilfolgen.

Fiir ¢ = 2, kK = 1 erhalten wir gerade die Vorbemerkung zuriick.
Weiter gilt

Satz 3.25 (Rellich—Kondrakov)
Sei Q) beschrdnkt. Dann ist die Einbettung von H* in H*~! relativ kompakt, d.h. be-
schrinkte Folgen in H® haben konvergente Teilfolgen in H5 1.

Der Beweis zu beiden Satzen findet sich beiEvans|[2010].

Im folgenden werden wir die meisten Satze auf (beschrankten) Lipschitz—Gebieten
Q) betrachten. Fiir uns sind dies beschrankte offene Mengen mit “verniinftigem”
Rand, auf denen sich der Sobolevsche Einbettungssatz anwenden lasst.

Um Randwertaufgaben l6sen zu kénnen, miissen wir Funktionen auf dem Rand
einen Wert zuweisen konnen. Dies ist fiir L2~Funktionen f im Allgemeinen nicht
moglich, denn der Rand ist eine Nullmenge, auf der f beliebig umdefiniert werden
darf.

Flir H'-Funktionen ldsst sich aber eine sinnvolle Einschrankung auf den Rand defi-
nieren.

Satz 3.26 (Spursatz)
Es sei §2 ein Lipschitz—Gebiet. Dann gibt es genau eine stetige lineare Abbildung

T : H(Q) — L*(09Q)
mit
Tf = floa
fir f € CYR™). Fiir g € H'(Q) heifit (T'g) die Fortsetzung von g auf den Rand von
Q oder Spurabbildung.

Sei g € H® und « ein Mulitindex mit |a| < s. Dann ist D*g auf entsprechende Weise
auf den Rand von §2 fortsetzbar.
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Beweis: Wir zeigen den Satz ohne Einschrankung fiir n=2 und 2 = [0, 1]? und gehen
vor wie beim Beweis der Sobolevschen Ungleichung. Sei zundchst f € C'. Sei 0 <
R < 1 fest. Dann gilt

F(0,9) = - /0 ' 2 (%f(:v,y)) di

R 1 R—=x

HES!

und mit Cauchy—Schwarz

1
F0,9) < C(Rf/ﬂ (F2 4+ (£))) (2, y) do.
Integriert Gbery X
[ 1000y < SRR o

Dies lasst sich tiber alle Kanten wiederholen, wir erhalten

£ 1|20y < 2C(R) || f]|er (-
N——

=:C
Seinun v € H'(2). Dann gibt es eine Folge in C*° mit

Mit der gerade bewiesenen Ungleichung ist die Folge (f,,)|aq bzgl. || - [|z2(s0) €ine
Cauchyfolge und konvergiert damit gegen eine Funktion g. Es gilt

9]l z2(a0) = lim || fulollz2(00) < M C|| fullmr@)ll = Cllul| a1 (@)

g ist nicht von der Wahl der approximierenden Folge abhangig. Seien namlich f,
und f,, zwei Folgen mit Grenzwert v in H'(Q2) mit Grenzwerten g und g auf dem

Rand. Dann gilt mit der gerade gezeigten Ungleichung fiir die Folge (f,, — f»)

lg = Gllz200) < Cllu = ull (@) =0,
also g = g f.u. Die Definition der linearen Abbildung 7" durch

Tu:=g
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ist also wohldefiniert, und die einzige Moglichkeit, eine stetige Abbildung zu defi-
nieren. Es gilt

T ul[200) = [|9|22(00) < 4C(R)||ul (@)

und damit ist T stetig.
T ist also linear, stetig, und T'|c: = 1. O

Wir haben gesehen, dass sich jede Funktion aus L? durch Funktionen aus C°°
approximieren ldsst. Den Raum der H'(Q)-Funktionen f, die sich durch Funktio-
nen aus Cg°(92) approximieren lassen, nennen wir H}(€) (und entsprechend fiir
HE(£2)). Mit dem Spursatz gibt es eine eindeutige Fortsetzung von D f fiir |a| < s
auf den Rand, diese ist offensichtlich 0.

Satz 3.27 (Poincaré—Friedrichs—Ungleichung)
Es sei Q) ein Lipschitz—Gebiet, I'y C OS2 eine Teilmenge des Randes von ) mit positi-
vem Oberflichenmap. Es sei

V ={ve H(Q): v|p, = 0}.

Dann ist | - |1 (o) eine Norm auf V. V ist vollstandig. Es gibt eine Konstante C(£2),
so dass fiir allev € V gilt

0|51 () < |[vllg) < Clvla ).

AufV sind also | - | 1oy und || - || g1 () dquivalent.

Beweis: Es gelte v,, — v in H'(Q), v, € V. Nach dem Spursatz konvergieren dann
auch die Fortsetzungen auf den Rand, also v|r, = 0.
Es seiv € V und

|U|H1(Q) = O

Dann ist v konstant (Ubungen). Da v = 0 auf Ty, gilt v = 0 auf Q. Also ist | - |1 (0)
eine Norm auf V.

Der linke Teil der Ungleichung ist klar. Angenommen, eine Konstante mit dieser Ei-
genschaft existiert nicht. Dann ist

||U||H1(Q)

vl ()

unbeschrdnkt. Es gibt also eine Folge (v,,) in V' mit

vnllz1 @) = 1, |vn|m1(@) = 0.
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Nach[3.25|besitzt v,, eine in L? konvergente Teilfolge w,,. Sowohl w, als auch seine
Ableitungen bilden also eine Cauchyfolge bzgl. L?, also auch bzgl. || - ||z:. Da V
vollstandig ist, konvergieren sie gegen eine Funktion w € V. Es gilt

|w|H1(Q) = lim ]wn|H1(Q) =0
und damit auch w = 0. Insbesondere gilt also
|[wn|lm1@) > [w|[g1@) =0

im Widerspruch zu
|\wnHH1(Q) = 1.
O

Wir werden diesen Satz noch etwas allgemeiner im Normierungssatz von Sobolev
beweisen.

Fiir spezielle Wahl, etwa I'y = 012, lasst sich der Beweis viel einfacher auch ohne
Rellich—Kondrakov zeigen. Es sei der Einfachheit halber Q@ = (0,1)> € R34 Ty =
(0,9), y € (0,1). Ohne Einschrankung seiv € C* N V.

v(z,y) =v(0,y) +/I 1w (t,y)dt
W—/ 0

und mit Cauchy-Schwarz

1 1
]v(x,y)\zg/ ldt-/ v (t, y)|? dt.
0 0

=:C

Integration liefert
1 1 1 1 1

]2 = / / lo(a,y)|? dedy < C / / / o (t, )P dt dzdy = Cllva| P < Clof.
0 0 0 0 0

Ein letzter Satz fehlt uns noch, den wir wieder mit Rellich—Kondrachov beweisen,
eine verallgemeinerte Version der Friedrichs—Ungleichung.

Satz 3.28 (Sobolevscher Normierungssatz)
Essei f; : H*(Q) — R, i = 1...m, ein System von Halbnormen mit

0 < fi(u) < Cillu

Die Halbnormen seien so gewdhlt, dass ihre Summe auf den Polynomen vom Grad
kleiner gleich s — 1 eine Norm bildet, d.h.

pEPs, filp)=0,i=1...m = p=0.
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Wir definieren fiiru € H*(Q2)

ull] = ((ulfre@) + D filw)?)2.

=1

Dannist||| - ||| eine Norm. Sie ist dquivalent zu || - |

Der Satz gilt entsprechend auch fiir die W*?-Rdume.

Beweis: ||| - ||| ist natiirlich eine Halbnorm.

Sei |||ul|| = 0. Dann gilt insbesondere |u|z:) = 0, also ist u nach einer Ubungs-
aufgabe ein Polynom vom Grad kleiner gleich s — 1.

Es gilt f;(u) = 0,7 = 1...m, also nach der Voraussetzung u = 0. Damit ist ||| - |||
eine Norm.

Ebenfalls nach Voraussetzung gilt

[l = Ju

e+ > filw)?
=1

e+ Y Cillul

=1

< [[u] ot

< Clfulfs-
Bleibt noch zu zeigen: Es gibt ein C’ > 0 mit
s < C'|||ul||Vu € H?.

Il

Angenommen, es gdbe kein solches C. Dann ware der Quotient

s = 1und

unbeschrédnkt, und es gabe eine Folge u,, € H* mit ||u,|
[[[unl[| = 0.

Insbesondere ist u,, beschrankt, nach[3.25|besitzt u,, also eine konvergente Teilfolge
v, — vin H57L.

Da |||v.||| — 0, gilt insbesondere |v,|ys — 0. Damit konvergiert dann v,, nicht nur
in H*~!, sondern sogarin H* gegen v, und

‘U Hs(Q) = 11H1|Un Hs(Q) = 0.

Insbesondere ist v ein Polynom in P,_;. Da |||v,||| — 0, giltauch f;(v,,) — 0. Wegen
der Stetigkeit der Halbnormen
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Also gilt v = 0 und damit ||v,|| — ||v|| = 0, im Widerspruch zu ||v,|| = 1. O
Der Normierungssatz ist ein sehr machtiger, seine Folgerung sind einige bereits
bewiesene Satze. Problematisch ist, dass er auf dem (unbewiesenen) Satz von
Rellich—Kondrachov basiert. Im Folgenden verwenden wir, dass fiir lineare Funktio-
nale [ gilt: fi(u) := |I(u)| ist eine Halbnorm.

Esseiu e H'(Q),alsos =1,

Fulu) = |/Qu(a:) da.
Offensichtlich gilt

fl(u):\/ﬂl-u(x)dﬂ §/912dx1/2/9|u(x)|2dx1/2
N

=:C
und damit
fi(w) < Clullze < Cllul|g.

Falls u € P71, so ist u konstant. Falls zusatzlich f;(u) = 0, so gilt u = 0. Also sind
alle Voraussetzungen des Normierungssatzes erfiillt, es gilt

[lul] < C"(fr(w) + [ulm).

Sei nun
H :={uec H": fi(u) = 0}.

Dann ist |u|g dquivalent zu ||ul|;: auf H'. Dies ist eine Variante der Poincaré-
Ungleichung.

Andererseits: Sei I' ein Teil des Randes von ) mit positivem Maf, und sei

folu) = \/u(x) dz|.
r
Nach dem Spursatz ist f(u) stetig bzgl. || - || z:. Wir kdnnen also genau wie gerade
schlieen und definieren
H" :={ue H": fo(u) = 0}.

Wieder ist |u|; dquivalent zu [|ul|; auf H”, dies ist jetzt wirklich [3.27]in unserer
Formulierung.

Eine der wichtigsten Folgerungen fiir die Numerik ist das Lemma von Bramble und

Hilbert[s.16]

Wir haben es in diesem Kapitel hdaufig genutzt, aber nicht explizit hingeschrieben:
Wir schranken die meisten Satze auf beschrankte Gebiete ein, weil dort ||-||: durch
|| - |2 abgeschdtzt werden kann.
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Lemma 3.29
Es sei Q) ein beschrinktes Gebiet, und f € L*(Q2). Dann ist auch f € L*(2), und es

gilt
/Ql-]f(x)]dxgledxl/2/£2|f(x)|2dxl/2.

Wir werden im folgenden ohne Beweis benutzen, dass die iblichen Integralsdtze
auch fiir schwach differenzierbare Funktionen gelten. Dies folgt sofort aus der Tat-
sache, dass die Funktionen aus C'* in den entsprechenden Rdumen dicht lie-
gen.
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Kapitel 4

Randwertprobleme elliptischer
Differentialgleichungen

4.1 Typische Randwertaufgaben

In diesem Kapitel wollen wir die hergeleiteten Sdtze der Funktionalanalysis zur
Losung von elliptischen Differentialgleichungen nutzen. Wir beginnen mit einem
Korb an Beispielen, von denen wir einige schon in der Einleitung gesehen haben.
Wir holen zundchst eine haufig genutzte Definition nach.

Definition 4.1 (V-elliptisch)
Es sei B eine koerzive, stetige Bilinearform. Dann heifit B V—elliptisch. Wir werden
nur symmetrische V—elliptische Bilinearformen betrachten.

Im folgenden sei immer € ein Lipschitzgebiet.

Aufgabe 1: Es sei
Vi=Hi(Q),B:VxV~R, Bu,v):= / Vu - Vodz.
Q

Dann ist V' Hilbertraum, insbesondere vollstdndig. Es gilt mit Cauchy—
Schwarz

Bl o) < [ IValfde [ 190 < llulfisllol
und damit ist B stetig. Weiter gibt es nach Poincaré—Friedrichs eina > 0
mit
B(u,u) = ’Uﬁ{l(g) > QHUH%{l(Q)-
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B ist also V-elliptisch.
Weiter sei f € L*(Q2) und

LV S R, () = /Qf(a:)v(a:) .

Dann ist [ stetig, denn wieder mit Cauchy—Schwarz gilt
1 < [ If@Pds [ o) ds
Q Q

Es sind also alle Voraussetzungen von Lax—Milgram erfiillt, und es gibt ein
eindeutiges u € HJ(£2) mit

B(u,v) = l(v) Vv € Hy(9).
Falls u € H*(Q2), so folgt

/(—Au(x))v(x) dx) = / f(z)v(z) dx Vv € C5°(82)

Q Q

und u l6st damit die homogene Dirichlet—Aufgabe fiir die Poissongleichung
—Au(z) = f(z) auf Q, u = 0 auf 9.

Die Ableitung gilt dabei natiirlich zunachst nur im verallgemeinerten Sinn, ist sogar
u € C?, so ist die Differentialgleichung auch im klassischen Sinn erfiillt.

Dies zeigt insbesondere, dass die Variationsgleichung eine schwache Losung be-
sitzt.

Statt der Losung der Variationsgleichung konnen wir auch immer ein Minimierungs-
problem l6sen.

Satz 4.2
Es sei B eine V-elliptische Bilinearform auf V- x V undl € V*. Es gelte

B(u,v) =l(v)Vv e V.
Dann ist u das eindeutige Minimum der Funktion
1
L: V=R, Lw):= §B(U,v) —I(v).

Sei nun U eine Teilmenge von V und konvex. Dann ist uw genau dann Minimum von
Ly, falls w € U und

B(u,v —u) —l(v—u) >0VYveU.
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Beweis: Ubungen, betrachte L(u + v).
Die Variationsungleichung ist natiirlich nur interessant, falls « auf dem Rand von V/
liegt. Liegt es im Inneren, so gilt die Ungleichung auch fiir

vV =u—e(v—u).

Dann gilt auch
—B(u,v —u)+1(v—u) >0

und damit wieder Gleichheit. O

Aufgabe 2: Es sei f € L%(Q2), g € L*(09), c € C(Q), c(x) > 0. Weiter sei

V= H'(Q), B(u,v) /Vu -Vo(z) + e(z)u(z)v(z) de

/ f(x)v(z) dx + /89 g(z)v(x)de.

Wiederist B V—elliptisch (c(z) > 0!). L ist wohldefiniert, dennv € H', also besitzt v
eine eindeutige Fortsetzung auf L?(99). [ ist stetig mit dem Spursatz (3.26] . ). Wieder
mit Lax—Milgram gibt es einu € V mit

B(u,v) = l(v)Vv € V.
Falls sogar u € H*(f2), so gilt mit der Greenschen Formel[1.6|

[ uta) + clopute) = faote) e = | (96o) = Gh@)u(adoa)

o0

Sei zundchst v € C§°(£2). Dann gilt
—Au(z) + c(z)u(z) = f(z), x € Q.
Seiv € C*°(R™). Dann gilt zusatzlich

ou

@) = gla), v € 09

Dies ist die eindeutige Losung eines Neumann-Problems.

Gilt nur¢(z) > 0, etwa ¢ = 0, so kdnnen wir nicht wie oben schlie}en, die zugehori-
ge Bilinearform ist nicht koerziv: Setze dazu etwa v = 1. Schranken wir aber durch
ein Funktional, das die konstanten Funktionen # 0 ausschlieft, wie in den Folgerun-
gen zum Sobolevschen Normierungssatz([3.28] den Raum V' etwa auf die Funktionen
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mit Mittelwert 0 auf dem Rand ein, so ist a wieder koerziv und wir kdnnen schlie-
Ren wie oben. Alternativ konnen wir natiirlich fordern, dass v auf einem kleinen
Randstiick verschwindet.

Aufgabe 3: Es sei alles wie in Aufgabe 2, aber nur ¢(z) > 0Vax € Q. Weiter sei [ ein
lineares Funktional auf H! mit

ux)=c,c#0 = l(u) #0

und
Vi={ve H(Q):l(v) =0}

Dann ist das Neumann—Problem aus Aufgabe 2 in V' eindeutig l6sbar. Insbesondere
sind die Neumann—Probleme fiir

Vi={ve HY(Q) :/v(m)dx:O}

Q

und

Vi={ve H Q) :/ v(x)dr =0}

P')
eindeutig l6sbar.

Aufgabe 4: Es sei A : Q — R™ " stetig. A(x) sei eine Familie von gleichmiRig
positiv definiten Matrizen, d.h.

(y, A(z)y) > a|ly||*Vz € Q, y € R*, a > 0.

a ist also eine untere Schranke fiir die kleinsten Singularwerte von A(x).
Weiter seien b,d : Q + R™, b,d € C*(Q) und ¢ : Q > R stetig. Es gelte

ww—;mwwww@»ZOWeﬁ.
Wir definieren fir u,v € HJ(Q) =V
B(u,v) = /QVu(x)tA(:v)VU(x)—i—(b(x)tVu(x))v(x)—i—u(a:)(d(a:)th(m))+c(x)u(m)v(m) dx

und
mm:/f@m@m.
Q
Dann ist B V—elliptisch. Es sei u € V mit
B(u,v) = l(v)Yv € V.
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Istu € H*(Q), so erfiillt u die Differentialgleichung
div(A(z)Vu(z)) + b(2)'Vu(z) — div(d(x)u(z)) + c(x)u(z) = f(x), Vz € Q
mit homogenen Dirichlet—-Randbedingungen.

Beweis: In den Ubungen. Zum Nachweis der V—Elliptizitit betrachtet man

div (%")2@@) + c(x)))

und wendet noch einmal den GauBschen Integralsatz an. O

Aufgabe 5 Es sei fiiru,v € HZ(Q) =V

B(u,v) = / Au(z) - Av(z) dx
Q
und fiir f € L*(Q2)
l(v) == / f(z)v(z)dx.
Q
B ist V—elliptisch. Nach Lax—Milgram gibt es ein u mit
B(u,v) =l(v)Vv € V.

Falls u € H*(Q), so gilt

A(Au)() = f(), 7 € O
mit 5

u(z) = a—:j(x) = 0 auf 99.

Beweis: In den Ubungen. O

Differentialgleichungsprobleme, die durch Variationsaufgaben formuliert werden
konnen, sind grundsatzlich gut gestellt.

Satz 4.3 (Stabilitdt fiir Variationsverfahren)
Die durch ein Variationsverfahren definierten Losungen w sind stabil abhdngig von
l.

Beweis:
aflul* < B(u,u) = 1(u) < [|I|] - [|u]]

1]}

o .

und damit
]| <
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4.2 Ritz—Galerkin—Verfahren

Wir wollen die hergeleiteten schwachen Gleichungen zur numerischen Lésung nut-
zen. Dazu l6sen wir die Variationsgleichungen nicht auf dem ganzen Vektorraum V/,
sondern nur auf einem Teilraum V},. Dies ist das Ritz—Galerkin—Verfahren.

Definition 4.4 (Ritz—Galerkin—-Ndherung)
Es sei V ein Hilbertraum, B eine V—elliptische Bilinearform mit Stetigkeitskonstante
C und Koerzitivitdtskonstante o, d.h.

a|[v]]* < B(v,v)Yv € V

und
|B(u,v)| < Cllull - [|v]| Vu,v € V.

Weiter sei l € X*, undu € V die Losung der Variationsgleichung

B(u,v) = l(v)Vv € V.

Aufierdem sei V;, C V ein (endlichdimensionaler) abgeschlossener Teilraum von V.
Dann heift die Losung u;, € V}, der Variationsgleichung

B(Uh, Uh) = Z(Uh) Yo, € V},
Ritz—Galerkin—Losung der Variationsgleichung. Es gilt

uaf) < 1L
(0%

(diskrete Stabilitdt).

Da B V-elliptisch ist auf ganz V, ist es insbesondere auch V—elliptisch auf V},. Da
[ stetig ist auf ganz V/, ist es insbesondere auch stetig auf {. Abgeschlossene (ins-
besondere endlichdimensionale) Teilrdaume von Hilbertraumen sind wieder Hilber-
traume, also existiert u;, nach Lax—Milgram und die Ritz—Galerkin—Losung ist immer
wohldefiniert.

Die Bemerkung ist einfach nur Sie scheint zundchst belanglos, sagt aber
tatsdchlich: Alle durch ein Ritz—Galerkin—Verfahren gewonnenen Losungen sind nu-
merisch stabil! Dies ist eine Aussage, fiir die man bei Finite Differenzen—Verfahren
hart arbeiten muss.

Wirwerden nur endlichdimensionale Unterraume V}, betrachten. In diesem Fall fiihrt
die Berechnung der Ritz—Galerkin—Losung auf ein lineares Gleichungssystem. Sei
also

{%007 e '7%0]\/71}
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eine Basis von V},. Dann gilt
N-1
up =Y A
k=0

und damit

r

I(p;) = Blun, ;) = MeB(or, ©5). (4.1)

<.
I
o

Mit der Matrix
A € RN (A)ks = B(ox, ¢5)

und den Vektoren

Anygn € RN (An)k = Ar,y (gn); = ;) (4.2)

gilt also
Ap\p = gp.

In Fehlerschdtzern wollen wir die Norm von u — u;, abschatzen, sie gibt an, wie weit
unsere Ritz—Galerkin—Losung von der echten Losung entfernt ist. Da u;, € V}, gilt
trivialerweise

lu = unl| > inf Jlu = vl = ||u = Vil
Uberraschenderweise ist ||u — V},|| aber bis auf eine Konstante auch eine untere

Abschatzung fiir den Fehler von wuy,.

Satz 4.5 (Lemma von Cea)
Es sei uy, die Ritz—Galerkin—Lésung fiir einen Raum V), der Variationsgleichung

B(u,v) = l(v),

u die Lsung der Variationsgleichung und alles wie inl4.4}

Dann gilt
B(u —up,v) =0Vv € V.

uy, ist also die orthogonale Projektion von u auf V,, beziiglich des Skalarprodukts
(w,v)p := B(w,v), w,v € V.
uy, ist die Bestapproximation an w in V), beziiglich der induzierten Norm

0|l := (v,0)5>,
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d.h.

[lu—=unllp = [lu=Vills.

Beziiglich der Vektorraumnorm gilt

C
[l = un|| < —lu = Vall.

Beweis: Es gilt, da « und u; schwache Losungen auf V}, sind,
B(u —up,v) = f(v) — f(v) =0Vv € V.
Seiv € V},. Dann gilt

llu—v||% = B(u —v,u —v)
= B((u —up) + (up —v), (u—up) + (up, — v))
= B(u — up,u — up) + B(up, — v, up, — v)

> [|u — upl[3.
Weiter ist fiir jedes v € V},

oz||u—uh||2 < B(u —up, (u—v) + (v —uy))
= B(u — up,u —v)
< Cllu—up| - [lu — vl].

Insgesamt gilt also

C
= VI < Jlu = ]l < —[fu = Vil

Bis auf eine Konstante ist der Fehler also der Approximationsfehler. Wir reduzieren
also die Losung einer partiellen Differentialgleichung mit Ritz—Galerkin—Verfahren
auf ein Approximationsproblem, wir miissen nur noch geeignete endlichdimensio-
nale Funktionenraume finden, die den gegebenen Grundraum V' gut approximie-
ren.

Die Betrachtung von Ritz—Galerkin—Verfahren konzentriert sich auf vier Berei-
che:
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1. Wahl des Approximationsraums V,
Der Raum sollte méglichst gute Approximationsgiite in V' besitzen, d.h.

sup |[u — V3|
ueV

sollte moglichst klein sein. Gleichzeitig sollte der Raum so gewahlt sein, dass
die Matrizen A; moglichst einfache Struktur haben. Es bieten sich einige Aus-
wahlen an:

@

(b)

(©)

Polynomraume, insbesondere trigonometrische Polynomrdaume: Diese
fiihren auf voll besetzte Matrizen. Dafiir sind aber die zugehdrigen
Systeme haufig analytisch |osbar, die Matrizen durch analytische
Berechnung aufstellbar.

Wahlt man die Ansatzfunktionen orthogonal beziiglich des B-
Skalarprodukts, etwa mit Hilfe des Schmidtschen Orthogonalisie-
rungsverfahrens, so wird die Matrix A, dagegen diagonal. Eine typische
Wabhl fiir die Ansatzfunktionen sind daher die orthogonalen Polynome,
sie erzeugen Strukturen in Ay.

Fiir Polynome problematisch: Die Approximationsgiite hangt (nach
Vorlesung \Wiibbeling [2013]) von dem Verhalten hoher Ableitungen von
u ab. Insbesondere muss fiir eine gute Approximation u € C* sein.
Dies wird im Allgemeinen nicht der Fall sein.

Von Eigenfunktionen des Differentialoperators aufgespannte Teilraume:
Da der Operator symmetrisch positiv definit ist, stehen die Eigen-
funktionen senkrecht aufeinander, die Matrix A; wird diagonal. Diese
Wahl steht nur in einfachsten Fallen, in denen die Eigenfunktionen be-
kannt sind (etwa bei der Poissongleichung auf einfachen Gebieten), zur
Verfligung.

Verallgemeinerte Spline—Funktionen (Finite Elemente): Aufgespannt von
Finite Elemente—Funktionen, d.h. Funktionen mit kleinem Trager. In die-
sem Fallen ist die Matrix A;, diinn besetzt. Dazu gehort auch die Mesh—
Generierung, also die Aufspaltung von €2 in Grundgebiete mit kleinem
Trager.

(@) und (b) sind Vertreter von Spektralmethoden, Ritz—Galerkin-Ndherungen
mit globalen Ansatzfunktionen.

2. Berechnung der Matrizen und Vektoren (Assemblierung)
In einfachen Fallen kann die bei der Definition der Matrizen auftretende Inte-
gration analytisch durchgefiihrt werden, ansonsten miissen hier numerische
Integrationsverfahren genutzt werden.
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3. Losung des linearen Gleichungssystems
Das Gleichungssystem
ApNy = gn

ist fiir praktische Probleme enorm grof3. A, hat aber Strukturen, diese sind
bei der Losung zu nutzen. Typischerweise ist A;, diinn besetzt. Die Lésung von
diinn besetzten Gleichungssystemen ist also ein wichtiger Teil der Theorie der
Finiten Elemente.

4. Fehlerschatzung
Es gibt sehr viel genauere Fehlerschadtzer als den soeben angegebenen. Die-
serwar a—priori, d.h. im Vorhinein gegeben ohne Kenntnis von u;, und global,
d.h. auf ganz 2 bezogen. Falls u;, berechnet ist, lasst sich in diesem Fall im
Nachhinein (a posteriori) eine bessere Schatzung angeben?
Eine Diskussion dieser unterschiedlichen Konzepte in einem extrem einfa-
chen Fall findet man z.B. in Wiibbeling| [2013] bei der Untersuchung der Feh-
lerschatzer fiir den Banachschen Fixpunktsatz.
Eine einfache Idee kdnnte zum Beispiel sein: Vermutlich ist der Approximati-
onsfehler dort, wo die Funktion u,, sich sehr stark @ndert, besonders grof3. Es
macht also Sinn, V};, um Funktionen anzureichern, die in diesem raumlichen
Bereich besser auflosen. Dies wdre ein Beispiel fiir einen simplen lokalen Feh-
lerschatzer.
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Kapitel 5

Finite Elemente

Bei der Approximation durch finite Elemente nutzen wir die Idee der Splines liber
R. Sei f : I := [a,b] — R eine zu interpolierende Funktion. Sei weiter I = J Iy, I}
abgeschlossenes Intervall, und das Innere der I, sei disjunkt. Ein linearer Spline zu
dieser Zerlegung ist eine Funktion p fiir die gilt:

1. ply, ist linear.

2. An den Schnittstellen z, ;, zweier Teilintervalle I, und I, gilt
pi(wjn) = Pe(Tik)-

Diese Bedingung stellt sicher, dass p € C(I) lber die Intervallgrenzen hin-
weg. Fiir Splines héherer Ordnung kommen noch Auswertungen der Ableitung
hinzu.

Ein linearer Spline ist durch die Werte auf den Intervallgrenzen eindeutig festgelegt.
Seien z; die Intervallgrenzen der [}, dann sind die Splines p;, mit

Pe(;) = Or
(Hutfunktionen) eine Basis fiir den Raum aller Splinefunktionen.

Zur Ubertragung in héhere Dimensionen benétigen also eine Zerlegung unseres
Grundgebiets in Teilgebiete (Meshing, Triangulierung), einen Funktionenraum von
interpolierenden Funktionen, und Auswertungen (lineare Funktionale), die Glattheit
Uiber den Rand garantieren. Ein solches Tripel nennen wir ein finites Element.

Definition 5.1 (finites Element)
Ein einzelnes Finites Element ist ein Tripel (E, P, ®) mit

1. E C R™ st Lipschitz—Gebiet.
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2. P ist ein r—dimensionaler Teilraum von C(E) mit der Basis {po, ... ,p,}, 7 <
Q.

3. ® = {po,..., .} ist eine endliche Menge linear unabhdngiger Funktionale
auf P, also eine Basis von P*.

Falls die Funktionale Funktionsauswertungen sind, also

so heif3t das Element Lagrangesch.

Im allgemeinen ist E die konvexe Hiille von Punkten ay, . .., a,. P enthalt sehr ein-
fache Funktionen, meist Polynome. ® besteht meist aus Auswertungen der Funktion
oder der Ableitung.

Da die Funktionale ¢, linear unabhangig sind, ist die Abbildung

@ :P =R 0(p) = (vo(p), L1(p), v2(p))

injektiv und surjektiv. Zu jeder Vorgabe (1, 11, 12) gibt es also genau einp € P
mit

gok(p) :wk, k=0...2.
Diese Eigenschaft nennen wir Unisolvenz. Die Funktionen

nennen wir lokale Formfunktionen.

Typische Wahl fiir £ im R? sind Dreiecke und Tetraeder im R3. Wir erarbeiten uns
die Grundbegriffe anhand eines Beispiels.

5.1 Dreieckig lineare Elemente im R?

Definition 5.2 (dreieckig—lineare Elemente)
Es sei E ein Dreieck im R? mit Ecken aq, a,, as. P sei der Vektorraum der Polynome
vom Grad < 1 auf E. P wird aufgespannt von der Basis {py, p1, p2} mit

pO(ny) - 1
pl(xay) =T
pa(z,y) =y
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Es sei
wr P = R, on(p) = pla)
und
® = {1, 2,93}
Dann heit (E, P, ®) dreieckig-lineares Element.

Damit diese Definition sinnvoll ist, miissen wir zeigen, dass die Funktionale linear
unabhangig sind. Hierzu zeigen wir, dass aus

pE€P, vr(p) =0k =0.2

schon folgt p = 0. Dies ist tatsdchlich der Fall: Es sei p(ag) = p(a;) = 0. Da p Poly-
nomvom Grad < 1istaufder Strecke (ao, a1), verschwindet es auf der Strecke damit
vollstandig, und mit der gleichen Argumentation auf dem gesamten Rand. Sei nun
x im Inneren des Dreiecks und L eine beliebige Gerade durch z. Diese schneidet
den Rand in genau zwei Punkten, dort hat p den Wert 0. Da p Polynom vom Grad < 1
ist auf L, gilt damit p = 0 auf L und insbesondere p(z) = 0.

Fur die dreickig—linearen Elemente lassen sich die lokalen Formfunktionen leicht
angeben.

Definition 5.3 (baryzentrische Koordinaten)
Es seien aq, . ..,a, € R™, und a; — aq, ..., a, — ag linear unabhdingig. Es sei E die
konvexe Hiille von ay, . . . , a,, also

E={r:Io(x),... . Al2): =) Me(@)ar, Y Mw) =1}

Die \y(z) sind durch x eindeutig definiert, sie hei3en baryzentrische Koordinaten.

Satz 5.4 (lokale Formfunktionen der dreieckig—linearen Elemente)

Es sei im R? A(x,y, z) der Fldcheninhalt des Dreiecks mit den Ecken (x,y,z). ES
seien ag,ai,ay € R* mit A(ag, a1,as) > 0. Dann sind fiir jedes x aus der konvexen
Hiille der Punkte (ag, a1, as) die baryzentrischen Koordinaten gegeben durch

Az, ay,az) A(x, ag, ay)
A(ag, a1, as) A(ag, a1, az)

A(l’, Gy, (12)

Ao(x) = , A(r) = , Ao(z) =

A(CLO, ay, a’2)

() ist ein Polynom vom Grad < 1, und \¢(z;) = 0. A ist also die lokale Form-
funktion der dreieckig—linearen Elemente.

Beweis: In den Ubungen. O
Bemerkung: Im R? gelten die Beziehungen fiir lineare Tetraeder-Elemente entspre-
chend.
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Damit haben wir die lokalen Funktionen auf jedem einzelnen Teilgebiet definiert.
Globale Funktionen sollten auf jedem Teilgebiet aus dem entsprechenden Funktio-
nenraum kommen. Bei den Splines haben wir nun an den Schnittstellen gefordert,
dass die Funktionsauswertungen iibereinstimmen, um globale Funktionen daraus
zusammenzusetzen. Hier kommen unsere Funktionale ins Spiel. Wir nehmen im Fol-
genden an, dass unsere Funktionale Auswertungen einer Funktion oder ihrer Ablei-
tungen an einer Stelle z sind. Wie bei den Splines fordern wir, dass die entsprechen-
de Funktionsauswertung dieselbe ist, egal von welcher Seite wir uns x nahern.

AVA

Abbildung 5.1: zuldssige und unzuldssige Triangulierung

Dies wird sofort klar bei der Betrachtung von Abbildung[s.1 Im linken Bild treffen im
Punkt  mehrere Teilgebiete zusammen. Fiir alle ist die Auswertung im Punkt z (li-
neare Dreiecke) ein Funktional. Auf jedem einzelnen Teilgebiet sind die Funktionen
zundchst separat definiert. Wir fordern fiir eine globale (Finite Elemente-) Funktion,
dass die Auswertung im Punkt « fiir alle Teilfunktionen dieselbe ist.

Im rechten Bild ist die Triangulierung ungiinstig gewahlt. Die beiden rechten Drei-
ecke haben den Mittelpunkt als Auswertungspunkt, das linke nicht. Diese Falle wol-
len wir ausschliefRen.

Definition 5.5 (zuldssige Triangulierung)
Es sei Q) C R™ ein Lipschitz—Gebiet. Weiter seien E), konvexe m—Ecke, und

Q=JE
und die E, haben héchstens die Rander gemeinsam, d.h.
k#j=E,NE;=0.
Dann heifit (Ey) eine Triangulierung von Q. Falls gilt
x Ecke von Ey, = VI : x Ecke von E; oder x & £,

falls also keine Ecke in das Innere einer Kante eines anderen m—Ecks fdllt, so heif3t
die Triangulierung zuldssig.

Nach dieser Definition ist die linke Triangulierung aus Abbildung[s.1] zuldssig, die
rechte nicht. Wir werden stillschweigend annehmen, dass alle unsere Triangulie-
rungen zuldssig sind.
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Definition 5.6 (vertrdgliche Familie von Finiten Elementen)

Es sei (Ey) eine zuldssige Triangulierung von €, und es sei (Ey, Py, Vy,) eine Familie
von finiten Elementen. Die Funktionale in V, seien Funktionsauswertungen einer
Funktion oder ihrer Ableitungen. Die Familie heif3t vertrédglich, wenn gilt:

Es sei p € WUy, o(f) = D*f(Z), T € Ey. Weiter sei auch © € E;. Dann gibt es ein
Funktional ¢ € V,, so dass

p(f) =D f ().
Wir werden nur vertragliche Familien von finiten Elementen betrachten.

Fiir eine vertragliche Familie gilt also: Falls der Punkt z in den Dreiecken E; und E,
enthalten ist, und ¥; hat ein Funktional, das in  auswertet, so hat auch ¥, ein
Funktional, das in = auswertet. Das entsprechende Funktional kommt also doppelt
Vor.

Offensichtlich ist eine Familie von linearen dreieckigen Elementen auf einer zulassi-
gen Triangulierung vertraglich.

Die Definition legt nahe, eine Liste aller verschiedenen Funktionale anzule-
gen.

Definition 5.7 (globale Funktionale)
Es sei (Ey,) eine Triangulierung von Q und (Ey, Py, ¥y ) eine vertrdgliche Familie von
finiten Elementen. Die Funktionale mit

heif3en globale Funktionale.

Die globalen Funktionale fiir die dreieckig—linearen Elemente sind die Auswertun-
gen in den Ecken der E. Diese Definition macht natiirlich nur Sinn, wenn die Aus-
wertungen desselben Funktionals in unterschiedlichen Elementen denselben Wert
ergibt. Sie sind also definiert im Raum der globalen finite Elemente—Funktionen:

Definition 5.8 (globale finite Elemente—Funktionen)
Es sei (Ey) eine Triangulierung von Q und (Ey, Py, Vi) eine vertrdgliche Familie von
finiten Elementen mit den globalen Funktionalen ¢y, k = 0... N. Eine Funktion

f: Q=R
heift globale Finite Elemente—Funktion, falls gilt

1.
f|Ek € Pk
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2. Seien p € Uy, ¢ € V. Falls ¢ und é’ durch dasselbe globale Funktional ¢
reprdsentiert werden, so gilt

?(fls) = 2(flm) =: ¢(f)-

Die globalen Finite—Elemente—Funktionen fiir die dreieckig linearen Elemente sind
also die, die auf jedem Teilgebiet Polynome vom Grad < 1 sind und in den Ecken
den gleichen Wert haben.

Satz 5.9 Es sei (Ey) eine Triangulierung von Q und (Ey, Py, Vi) eine vertrdgliche
Familie von finiten Elementen mit den globalen Funktionalen ¢y, k = 0...N. Dann
gibt es zu jeder Vorgabe von Werten oy, k = 0... N, genau eine globale Finite—
Elemente—Funktion f mit

er(f) = .

Insbesondere gibt es Funktionen f,, mit der Eigenschaft

@i(fk) = 5i,k-
Damit gilt fiir
N
f=" ot
k=0
gerade
ei(f) = .

Beweis: In jedem finiten Element sind die lokalen Funktionale linear unabhangig,
wir haben also Unisolvenz: Zu jeder Vorgabe von Werten fiir die Funktionale im Ele-
ment Ej, gibt es genau ein p, € Py, das die Vorgabe erfiillt. Mit der Definition

f’Ek = Pk

erhalten wir eine globale Funktion, die die Anforderungen erfiillt. Insbesondere ist
f|Ey eine lokale Formfunktion.

Die Funktionen ¢; heien globale Formfunktionen oder Knotenbasis. Sie entspre-
chen den B-Splines iiber R. g

Streng genommen ist f keine Funktion auf ganz €2: Auf den Randern der Dreiecke
haben wir moglicherweise unterschiedliche Definitionen. Fiir unsere dreieckig—
linearen Elemente hebt sich dieses Problem aber sofort auf.
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Satz 5.10 (Stetigkeit von dreieckig—linearen Finite Elemente—Funktionen)

Es sei (Ey) eine Triangulierung von Q) und (Ey, Py, Vi) eine vertrdgliche Fami-
lie von linear—dreieckigen finiten Elementen und f eine zugehdrige globale finite
Elemente—Funktionen. Dann ist f stetig.

Beweis: Es sei (a, b) eine gemeinsame Kante der Dreiecke Fj und E;. Weiter seien
Pk € P, o € Prmitpg(a) = pi(a) und pg(b) = pi(b). Auf der Kante (a, b) sind p; und
p, Polynome vom Grad < 1, also bereits durch diese Werte festgelegt. Es gilt also
pr = pyauf (a,b). Die globalen Finite—Elemente—Funktionen aus|s.9|sind also stetig
iber die Kanten und damit wohldefiniert auf ganz (). O
Nun ist klar, wie wir die Variationsgleichungen [6sen werden: Wir wahlen als end-
lichdimensionalen Unterraum den Vektorraum der finite Elemente—Funktionen und
als seine Basis die globalen Formfunktionen.

Nach der Herleitung benétigen wir fiir die Laplacegleichung einen Teilraum von H!.
Wirwerden dies spdter noch allgemeiner beweisen, aber unsere dreieckig—linearen
Elemente liegen tatsachlich in H!.

Definition 5.11 (Stetigkeit von der Klasse C*)

Eine vertrigliche Familie von finiten Elementen heifit von der Klasse C*, wenn al-
le globalen Formfunktionen (und damit alle Finite—Elemente—Funktionen) in C* ()
liegen.

Eine Klasse von Finiten Elementen heifit von der Klasse C*, falls alle vertrdglichen
Familien von finiten Elementen dieser Art in C* liegen.

Insbesondere sind die dreieckig—linearen Elemente von der Klasse C°.

Satz 5.12 (Sobolevklasse der finiten Elementfunktionen)

Falls eine vertrdgliche Familie von finiten Elementen von der Klasse C* ist (und
innerhalb der Elemente mindestens in C**1), so liegen alle finite Elemente—
Funktionen in H**1,

Beweis: Natiirlich sind alle Funktionen in C* auch in H*. Wir miissen also nur
zeigen, dass die Funktionen noch einmal schwach differenzierbar sind. Ohne Ein-
schrankung sei k = 0, d.h. die finite Elemente—Funktionen seien stetig, wie bei den
linearen Dreiecken. Sei ¢ € C§°(2) eine Testfunktion und « eine finite Elemente—
Funktion. Auf jedem einzelnen Dreieck kdnnen wir fiir « den Gauss—Integralsatz[i.4]
anwenden. Also gilt

/Q o (D)ule) d = 3 (@) u(z) do

> (- [ comaarae s [ atretomasts))
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wobei v;(z) die erste Komponente der duBeren Normale der Ej ist. u,, ist im
Inneren der E), wohldefiniert, die Rander sind eine Nullmenge.

Fiir den Rand von Q2 ist ¢ = 0, dort fallt also das Randintegral weg. Fiir die inneren
Rander der Ej, gilt: Jeder Rand taucht als Rand eines Gebiets zweimal auf, und die
auBere Normale zeigt in entgegengesetzte Richtungen. Da u und ¢ stetig sind liber
den Rand, taucht dasselbe Integral zweimal auf mit unterschiedlichen Vorzeichen.
Alle Integrale heben sich also auf, das Randintegral fallt weg, also ist u,, schwache
Ableitung von u. Entsprechend fiir alle anderen Koordinaten, also istu € H'(Q). O

Haufigist es ungiinstig, die finiten Elemente abhangig von £}, zu betrachten. Es liegt
daher nahe, Klassen von finiten Elementen auf Referenzelementen zu definieren
und sie dann auf die Triangulierung abzubilden.

Definition 5.13 (Referenzelemente)
Es sei (E,P,V) ein finites Element. Weiter sei T : R™ — R" eine invertierbare
Abbildung, die E auf das Gebiet Er abbildet. Es sei

Pr:={poT':Er—R:pc P}

Weiter sei

Up ={¢r: Pr—R:9r(p) =¢(poT), ¢ € U}
Dannist (Er, Pr, V) wieder ein finites Element, es heif3t Bild des Referenzelements
(E,P,WV) beziiglich der Abbildung T.
Ist T affin linear, (E, P, V) ein Lagrangesches Element, und sind p,, € P die lokalen
Formfunktionen, so sind die Formfunktionen auf fiir (Er, Pr, V1) gegeben durch

p{ =proT 1.

Wir werden die Abbildungen zunachst affin linear wahlen, so dass Dreiecke immer
auf Dreiecke abgebildet werden. In diesem Fall werden auch Polynomrdaume wieder
auf Polynomraume abgebildet. Damit ist es uns aber nicht méglich, krummlinige
Gebiete zu behandeln. Dies 16st man durch nichtlineare Abbildungen.

Definition 5.14 (isoparametrische Elemente)
Das finite Element (Er, Pr,Vr) sei Bild des Referenzelemnts (E, P, V) beziiglich
der Abbildung T. Weiter sei die k. Komponente von T

(Ty) € P.

Enthdlt P also etwa Polynome von Grad < M, so sind auch fiir die Abbildungen
Polynome vom Grad < M zugelassen, und die Abbildung T wird nichtlinear.
Dann heifit (Er, Pr, Y7) ein isoparametrisches Element.
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Wir betrachten wieder unser dreieckig—lineares Element. Als Referenzelement
wahlen wir das Einheitsdreieck

E = A((0,0), (0,1), (1,0)).
Die lokalen Formfunktionen lassen sich dann schnell angeben, sie sind

wo(x1,22) =1 — 21 — 29
801($1,9U2) =1-m

@2(1’1,1'2) =1 ZIo.

5.2 Weitere Elemente

Wir wollen nun einige einfache weitere finite Elemente zur Verfligung stellen. Wir
definieren sie immer auf dem Referenzdreieck £ = A((0,0), (0,1), (1,0)).

5.2.1 Dreieckig-Quadratische Lagrange—Elemente

Wir wahlen P = P,, also als Ansatzfunktionen die quadratischen Polynome vom
Grad < 2. Basis fir P ist

(17 w? y7 1‘2’ y2’ xy)'
Als Funktionale ¢, kK = 0...5, wahlen wir die Auswertung in den Ecken ag. .. as

und den Seitenmittelpunkten by ... by. Das hierdurch definierte finite Element ist
unisolvent. Sei namlich

PEP, ¢lp) =0,k =0...5.

Dann ist p auf jeder Kante ein quadratisches Polynom mit drei Nullstellen, also ist es
dort komplett 0. Im Punkt aq verschwindet damit aber auch die Ableitung in Richtung
a; und as, also verschwinden dort alle Richtungsableitungen.

Seinun L eine Gerade, die ag und einen beliebigen Punkt auf der gegeniiberliegen-
den Geraden verbindet. p ist auf L ein quadratisches Polynom, hat eine doppelte
Nullstelle in ag und eine weitere auf der gegeniiberliegenden Geraden, ist also kom-
plett 0, also verschwindet das Polynom auf ganz E.
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Also ist (E,P, V) ein finites Element. Das Element ist von der Klasse C° und da-
mitin H', denn: Angenommen, zwei Elemente stofRen an der Kante (ag, a;) zusam-
men, und u sei eine globale Finite Elemente—Funktion. u ist auf der Kante quadra-
tisch, und auf beiden Seiten stimmen die Funktionswerte an den Punkten aq, a1, a
tiberein. Dadurch ist aber bereits die quadratische Funktion auf der Kante eindeu-
tig festgelegt, die lokalen finite Elemente—Funktionen haben auf der gemeinsamen
Kante denselben Wert, und das Element ist in C°.

5.2.2 Dreieckig—kubische Lagrange—Elemente

Wir wahlen P = P; mit der Dimension 10. Als Funktionale wahlen wir die Auswer-
tung in den Ecken, auf den Endpunkten der Seitendrittel, und im Schwerpunkt des
Dreiecks. Das Dreieck ist wieder unisolvent, wie oben verschwindet eine Funktion p,
von der alle Funktionale verschwinden, auf allen Seiten des Dreiecks, anschliefend
betrachtet man wie oben eine Gerade, die durch eine Ecke und den Schwerpunkt
geht. Das Element ist wieder von der Klasse C°.

5.2.3 Dreieckig—kubische Hermitesche Elemente

Bei Hermiteschen Elementen betrachten wir in den Funktionalen nicht nur die
Funktionsauswertungen, sondern auch Auswertungen der Ableitungen. Fiir das
dreieckig—kubische Hermitesche Element wahlen wir wieder P = Ps. Als Funktiona-
le wahlen wir die Auswertung in den Ecken, die Richtungsableitungen in den Ecken
in Richtung der anderen beiden Ecken, und die Funktionsauswertung im Schwer-
punkt. Unisolvenz zeigen wir wieder genau wie oben. Auf den Kanten verschwindet
p, denn es hat zwei doppelte Nullstellen, anschlieend betrachtet man wieder eine
Gerade durch eine Ecke und den Schwerpunkt.

Das Element ist sicherlich in C°. Es ist aber leider nicht in C'. Betrachtet man die
Ableitung, so ist auf einer Kante die Normalenableitung ein Polynom vom Grad < 2.
An den Enden stimmen die Ableitungen {iberein, leider ist damit das Polynom nicht
eindeutig festgelegt, und tatsdchlich bekommen wir nur C°.

5.2.4 Argyris—Dreieck

Hier wahlen wir P = P5 mit der Dimension 21. Als Funktionsauswertungen nehmen
wir alle Ableitungen vom Grad < 2 in den Ecken, macht insgesamt 18 Funktiona-
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le (pro Ecke die Funktion selbst, die beiden Richtungsableitungen, und die Ablei-
tungen nach zz, xy, yy). Dann nehmen wir noch die Normalenableitungen in den
Seitenmittelpunkten hinzu.

Das System ist unisolvent: Sei p € P, so dass alle Funktionale fiir p verschwinden.
Auf den Kanten ist p ein Polynom fiinften Grades mit dreifachen Nullstellen in den
Ecken, also ist dort p = 0. Die Normalenableitung auf dieser Kante ist ein Polynom
vom Grad < 4, hat fiinf Nullstellen (doppelte in den Ecken und dem Seitenmittel-
punkt), also ist auch die Normalenableitung 0.

Wir zeigen schnell ein kleines Lemma, das haufig bei Unisolvenzbetrachtungen An-
wendung findet.

Lemma 5.15 Es sei p ein Polynom im R™, und es sei
p(z) =0

auf der Linie
L=A{x:z-0=s}.

Dann enthdlt p einen Faktor
q(zx) == (s —z-0),

d.h.

p(z) = q(z)r(z)
fiir ein Polynom r. Falls auch die Richtungsableitungen von p in Richtung 6 ver-
schwinden, so enthilt p einen Faktor ¢* usw.

Beweis: Wir setzen ohne Einschrankung
0= (1,0,...,0).
p ist insbesondere ein Polynom in zy. Mit Polynomdivision bzgl. x, gilt
p(x) = (vo — s)r(z) + c(z1,. .., Tpn_1).

Fiir zo = s verschwinden p(z) und (z — zy), also gilt ¢ = 0, und dies war zu zeigen.
Falls auch die Ableitungen verschwinden, so gilt

p(x) = (20 — 8)*r(z) + c(z)

und c ist Polynom vom Grad < 1 in x,. Da flir zy = s aber fiir p und (zg — s)?
Funktionswert und Ableitung nach x, verschwinden, gilt dies auch fiir ¢, und damit
gilt wieder ¢ = 0. O
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Also, bezogen auf das Einheitsdreieck: p(z,y) muss einen Faktor z? und einen Fak-
tor * enthalten. Da p mit seiner Ableitung auch auf (z +y) = 1 verschwindet, muss
es zusatzlich noch einen Faktor (z +y — 1)? enthalten, dies geht nur fiir p = 0.

Das Element ist natiirlich in C°. Es ist aber auch in H'. Angenommen, es stofen
wieder an einer Kante zwei Elemente zusammen. Die Normalenableitung auf dem
Rand ist Polynom vom Grad < 4, in den Ecken stimmen die Ableitung und die zweite
Ableitung Ulberein, zusatzlich stimmt die Normalenableitung in der Mitte iiberein,
also sind die Normalenableitungen bereits eindeutig festgelegt, das Element ist in
C1.

5.2.5 Bilineare rechteckige Lagrange—Elemente

Hier wéhlen wir als Grundgebiet das Einheitsquadrat (0, 1)* und
P=<1lz,y,2y >

sowie als Funktionale die Auswertungen in den Ecken. Fiir die E, lassen wir nur
achsenparallele Rechtecke zu. Dann ist das Element unisolvent und von der Klasse
CO.

5.2.6 Crouzeix—Raviart

Wir wahlen wieder ein Dreieck als Grundgebiet, P = P; und als Funktionale die
Auswertungen in den Seitenmittelpunkten. In diesem Fall ist das entstehende Ele-
ment zwar unisolvent (betrachte hierzu Geraden durch die Seitenmittelpunkte mit
zwei Nullstellen), aber die globalen Finite Elemente—Funktionen sind nicht einmal
stetig.

5.3 Fehlerabschatzung im einzelnen Finiten Element

Wir haben gesehen, dass die Fehler des Galerkinverfahrens im wesentlichen durch
Approximationsfehler abgeschatzt werden kdénnen. Es stellt sich also die Frage,
wie gut unsere Finite Elemente—Approximationen den Raum H*(E) approximieren.
Wir betrachten dazu zunachst nur das Referenzelement. Eine Variante des Normie-
rungssatzes gibt dariiber Auskunft.
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Satz 5.16 (Lemma von Bramble—Hilbert)
Es sei E C R" ein Lipschitzgebiet. Dann gibt es ein C' > 0 so dass

Vfe HU(E): inf |If = pllw < CIf

Hierbei ist P, der Raum der Polynome vom Gesamtgrad < s.
Falls s —t > n/2, so gilt

Vfe HY(E): inf [|f—pllewm <C|f

PEPs—1 HS(E)
Beweis: Es seien ¢y, ..., pny_1 lineare Funktionale auf H?,
N = dim'PS_l.

z.B. Funktionsauswertungen. Es sei f € H*. Es gelte
peEPer, ou(p) =0Vk=0...N—1=p=0.
Dann ist das Interpolationsproblem
er(po) = ox(f)VE=0...N =1, pg € P**

eindeutig l6sbar. Nach dem Sobolevschen Normierungssatz[3.28| gibt es eine Kon-
stante ', unabhangig von f, mit

N-1

1 = poll < CIf = polusey + > lo(f = po)| = CIf = pol ey = CIf 1= r)-
k=0
Die Bemerkung gilt nach dem Sobolevschen Einbettungssatz. O

Der Satz ahnelt der Abschatzung fiir die Polynomapproximation einer eindimensio-
nalen Funktion F' € C*%, die man aus der Numerischen Analysis kennt:

£ (@) = p(@)[lo0 < ClIF*[locs

auch dort werden also die Approximationsfehler von Polynomen vom Grad s — 1
durch die Ableitungen der Ordnung s abgeschatzt.

Korollar 5.17

Es seien q, . .., p,_1 Stetige lineare Funktionale auf H", fiir die das Interpolations-
problem in P._; eindeutig ldsbar ist, und fiir f € H"(E) sei Pf das zugehdrige
Interpolationspolynom. Weiter sei r > s. Dann gibt es eine Konstante C' > 0 mit

VfeH(E): [|f—Pfl

mse) < Clflar ).
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Beweis: Mit dem Beweis zu|5.16] Es gilt

(I = P)fllare) = |f — Pfllarey < CIf = Pflare) = Clflar@ < Cllflar &),

alsoist (I — P) stetig. Weiter gilt fiir jedes p € P,_4

(I = P)fllzsey < | = P)fllare) = I(I = P)(f —)llar@) < Cf = pllar )
und damit
(L = P)fllms) < (| = P) [l < Cpei})lf_l I = ol < CPLflure)-

O

Wirwerden diese Satze fiir das Referenzelment in der folgenden Form nutzen.

Korollar 5.18 (Fehlerabschdtzung im einzelnen finiten Element)
Es sei (E,P, V) ein finites Element. P enthalte die Polynome vom Grad < r, r > s.
Dann gibt es eine Konstante C, so dass fiir alle f € H"(E) gilt

If = Pf]

(e < Clf|urm)-

Wir nehmen nun an, dass wir die Triangulierung eines Gebiets (2 betrachten, bei
dem die Elemente aus demselben Referenzelement erzeugt wurden. Wir erwarten,
dass die Fehlerabschatzungen umso besser werden, je feiner das Gebiet aufgelost
wird. Man macht sich schnell klar, dass diese Auflésung nicht an der Grofie der
Elemente hangt. Man stelle sich etwa das Einheitsrechteck vor, das durch waage-
rechte Schnitte in sehr diinne Rechtecke unterteilt wird. Die Grofle der Rechtecke
geht dann gegen 0, aber die horizontale Auflésung bleibt konstant.

Wir miissen also verhindern, dass in der Triangulierung die Grundflachen degene-
rieren, namlich dass Basisvektoren sehr ungleichmafig in der Lange verdandert wer-
den. Dazu betrachten wir im folgenden affine Abbildungen der Form

Wir fordern, dass fiir alle Vektoren z,y € R™ gilt

Arl] _ i)
<Ci—
1wl = Tl
fiir alle Referenzabbildungen A,. Wegen
_ _ X
lell = 145 (i)l < 45 ] = f1Auel = 1
k

91



(und Gleichheit fiir ein z) gilt
el 1A el el
< —— = k(A)7—
el = Tl = O
Al 1l
Al = 5 Iyl

und wieder Gleichheit fiir ein Pdrchen (z,y). Also ist unsere Bedingung dquivalent
dazu, dass die Kondition von A;, beschrankt ist.

Dies ldsst sich leicht geometrisch deuten. Es seien p(F) und r(E) die Inkreis- bzw.
Umkreis-Radien von E. Es sei

Ek = T(E), Ty = Akx + bk

Sei z € R, ||z|| = 1. Dann gibt es zwei Punkte (a,b) in E mit

a—b=2p(F)x
und damit | 20 (Ey)
r\Lg
und (E))
(Lo
All = sup ||Apxl]] < )
|| Al uxn:lH k|| (E)
Vertauschen von E und E}, liefert
14y < 2
p(Er)
e (B)r(B)
E(AD) = LA - ILAZY] < mMe)ribr)

Beschrankung der Kondition ist dquivalent zur Beschrdankung der Quotienten der
Radien von Umkreis und Inkreis.

Wir halten noch schnell fest, dass fiir C' = meas(K(0)) gilt

/ 1dm—/1detAd$
Ion E

Cp(Ep)" Cr(Er)"
< < .
meas(E) — det A < meas(E)

und damit
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Definition 5.19 (quasiuniforme finite Elemente—Triangulierung)
Es sei (7,,) eine Familie von Triangulierungen eines Gebiets €. Fiir jedes Ej, , aus Ty,
gelte

p(Engi) > cih

und
T(Eh’k) S CQh.

Dann heif3t die Familie quasiuniform.

Lemma 5.20 Es sei Ej, eine Familie von finiten Elementen liber der quasiuniformen
Triangulierung FE}, die durch affine Abbildungen

Th,k(l') = Ah,kx + bh,k

aus einem Referenzelement (E, P, V) erzeugt wurden. Dann gilt

Co

A < h
|| h,k|| = ,O(E)
und | H(E)
=1 <_T_
Akl < 7
und (B)
p(Ak) < 27
( h) ~ ¢ p(E)

sowie fiir zwei Zahlen Cy, Cy > 0

1
—n < - < 7?’L.
Gih < det A — Coh

Beweis: Klar nach den Vorbemerkungen. O

Satz 5.21 (Transformationsformel)
Es sei
T:R"— R" Tx = Ax + b, affinlinear und invertierbar.

Weiter sei G C R™ ein Lipschitzgebiet und G := T(G). Dann gibt es eine Konstante
C' > 0, die nur von s und G abhdngt, mit

1
det A

lvoT

2@ < CllAIP

|0[F () Vv € HY(G).
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Beweis: Es sei also v € H*(G). Dann ist
w: G G, u(z) :=v(T(z)) € H(G).
Sei zundchst
A=h-1=||A|l = h.

Sei |a| = s. Dann ist
u(z) = v(hx + b)

und damit
(D%u)(z) = h*(D0)(T'(z)).

Fiir die Ly—Norm der Ableitung gilt

fe 2 _ a —1 2 1
Lrowrdy= [ (D@ @) g5 do
h23 N )
= Tt d G(D v)(x)* dx

und daraus folgt die Behauptung.
Fiir den allgemeinen Fall sei s = 1. Es gilt

O #) = Y (1) - A,
J k

= (Vu)(T'(z)) - (Aey)
und damit

(@) < [[(Vu)(T (@))]] - [|All.

dz;

Eingesetzt in die Integralformel liefert dies die Behauptung fiir s = 1. Fiir gréBeres s
wird der Beweis uniibersichtlicher, aber nicht schwieriger, Sie finden ihn bei|Braess

[2007].

Wir haben nun das Riistzeug, um die Fehlerschdtzung vom Referenzelement auf das

transformierte Element zu libertragen.

Satz 5.22 (Fehlerabschdtzung im transformierten Element)

Es sei (E,P, V) ein Referenzelement und (E},, Py, V1) das transformierte Element
beziiglich einer affinen linearen Abbildung T' mit Transformationsmatrix A. Ej, sei
Teilgebiet einer quasiuniformen Triangulierung. Es sei P,_y C P, r > s > t. Es sei

P : H"(E) — P der Interpolationsoperator mit

ou(Pf)=on(f)Vf € H'(E),¢p € V.
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und entsprechend P, der Interpolationsoperator auf dem transformierten Element.
Dann gibt es ein C' > 0 so dass

1o — Pufullaee,y < CW | fular,) Vi € H(En).

Beweis: Es sei f;, € H"(E),) unddamit f = f, 0T € H"(E). Es gilt

(Pufn)oT = Pf

nach Konstruktion der Ansatzfunktionen Pr und der Funktionale in ;. Da E), Teil-
gebiet einer quasiuniformen Triangulierung ist, ist ||A|| < ch.
Dann gilt

\frn— thh|Ht(Eh) =|(f=Pf)o T_lyH’f(Eh)
< ch tdet A lf — Pf|Hz(E)
< coh™! det A\ flur (k)
< esh™| ful e ()

Fiir die Seminormen im H! mit [ < ¢t bekommt man sogar die Fehlerordnung A",
also ist A"~ die schlechteste auftretende. O

Korollar 5.23 (globale Abschdtzung des Interpolationsfehlers)
Essei f € H"(Q2) und (E},) quasiuniforme Triangulierung von ). Weiter sei P, der
globale Interpolationsoperator auf H" (§2) und ansonsten alles wie oben. Dann gilt

Lf = P f]

o) < O fla@V f € H'(Q).

Korollar 5.24
Unter den Voraussetzungen wie oben gilt

1f = Puflle) £ Ch|fla. (o)

5.4 A priori-Fehlerschatzer fiir Finite Elemente

Definition 5.25 Gegeben sei ein Variationsproblem auf H*®(Q2). Der Galerkin—
Ansatz, der globale finite Elemente—Funktionen aus der Glattheitsklasse H*® benutzt,
hei3t konforme Methode der finiten Elemente.

Entsprechend heif3en Ansdtze, bei denen finite Elemente mit einer Glattheitklasse
H™ mitr < s benutzt werden, nichtkonforme Methode der finiten Elemente.
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Aktuell machen fiir uns nur konforme Ansatze Sinn. Wir formulieren hier die a priori—
Fehlerabschatzung.

Satz 5.26 (A priori—Fehlerabschdtzung fiir konforme Finite Elemente)
Wir betrachten die L6sung der Variationsaufgabe

Bestimmeu € V : B(u,v) = F(v)Vv €V,

V' abgeschlossener Unterraum von H*(X2), €2 Lipschitzgebiet im R". B sei eine ste-
tige V —elliptische Bilinearform, also

B(u,v) < M||ul [[v]| und B(v,v) > af|v||.
Esseive H",r > s.
Die Familien von finiten Elementen
{(Ei,h77)i,h7 \Ili,h)}

seien vertrdglich. Die Triangulierungen des Lipschitzgebiets () seien quasiuniform.
Es gelte
Pi,h C HS(EZ'JL)

und fiir den Raum der globalen finite Elemente—Funktionen F, gelte
Fn CCHQ) = F, C H(Q).

Weiter seien fiir jedes Element die Polynome vom Grad < r—1, r > s, in P enthalten,
also
P._1 C 'P,"h.

Es sei
P,: VNH(Q)— Fy

der globale Interpolationsoperator, d.h.
Pin(Prf) = 0in(f) Vi, h, f € H*(Q).
Es gelte P,(V N H"(2)) C V. Sei nun
Vi, =V nNF,.

Dann ist das Galerkin—Verfahren fiir V;, durchfiihrbar. Es gibt ein C' > 0, so dass fiir
die Galerkin—Lésung uy, gilt

||uh — ’U/’ Hs(Q) S Ch’"*s\u]Hr(Q).
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Beweis: Alle Voraussetzungen flir Lax—Milgram 3.12]sind erfiillt, also ist das Verfah-
ren durchftihrbar. Nach dem Lemma von Cea|4.5|gilt

M.
me(@) < — min|ju — v

[ —

a vV, H#(Q)
Es sei
Vp = Phu.
Dannistv, € V,, und es gilt
M
|u — up||ms) < EHU — unl ()

M —S
§ Cghr ‘U,|H7"(Q).

Bevor wir dieses Ergebnis diskutieren, zunachst zwei Beispiele.

Beispiel 5.27 (Poisson—Gleichung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen)
Wir suchen im R? oder R? die Losung von

—Au = f in Q, U‘C‘)Q =0.

Dies ist Aufgabe 1 von Seite|68} Wir wihlen als Grundraum H*(S2), also s = 1. Die
globalen Finite Elemente—Funktionen sollen ebenfalls in H* liegen, also in C°. Dies
war fiir alle unsere Elemente der Fall, mit Ausnahme von Crouzeix—Raviart.

Damit der Fehler in mit h gegen Null geht, muss gelten r > s, also minde-
stens r = 2. Die lokalen Ansatzfunktionen miissen also lineare Funktionen enthal-
ten. Zusdtzlich muss zur Anwendung des Satzes u € H*(Q) liegen. Da 2 > n/2, ist
dann auch die Punktauswertung stetig.

Funktionen mit Randwert 0 werden durch die Interpolation auf Funktionen mit Rand-
wert O abgebildet fiir alle unsere Elemente, wieder mit Ausnahme von Crouzeix—
Raviart.

Damit sind alle Voraussetzungen erfiillt, wir erhalten Konvergenz von der Ordnung
h.

Beispiel 5.28 (Plattengleichung mit homogenen Randbedingungen)
Wir suchen die L6sung von

AAu = f in Q, u’ag = u’aQ = 0.

Dies ist Aufgabe 5 von Seite Hier ist s = 2. Wir benédtigen finite Elemente der
Klasse H?, unsere Funktionen sollten also in C* liegen. Aufierdem sollte r > 3 sein.
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Es bleibt uns also nur das Argyris—Dreieck oder das Hsieh—Clough—Tocher (HCT-)
Element aus den Ubungen. Wir erhalten Konvergenz der Ordnung h? fiir HCT und
sogar h* fiir Argyris. Achtung: Dabei setzen wir natiirlich voraus, dass v € H"(Q),
dass u also ausreichend glatt ist!

Satz macht also sehr allgemeine Konvergenzaussagen. Trotzdem waren die
Ingenieure mit dieser Aussage wenig zufrieden. Haufig méchte man einfach nur den
L?-Fehler der approximierten Losung abschétzen. Im Lichte von [5.24] wiirde man
erwarten, dass dieser Fehler mit 2" geht. Dies ist auch das Verhalten, das man in
Implementationen sieht.

Aber: unser Satz[s.26liefert uns, weil er das Lemma von Cea[4.5|benutzt, grundsatz-
lich nur eine Abschatzung in H*. Natiirlich kann man den L2?-Fehler dagegen
abschdtzen, aber dabei gewinnt man natiirlich keine Potenz in h, und so kommt
man mit unserer aktuellen Abschitzung auch fiir den L2-Fehler nur auf A"~%. Die
Fehlerabschatzung ist also viel schlechter, als sie eigentlich sein sollte.

Nitsche ist es gelungen, diesen Widerspruch aufzulésen. Zundchst bemerken wir,
dass man in vielen Féllen zeigen kann, dass die L6sungen der Poissonaufgabe H?-
reguldr sind. Hiermit meinen wir, dass, obwohl Lax—Milgram eigentlich nur H* fiir
die Losungen der Variationsgleichung garantiert, sie tatsachlich sogarin H? liegen
(oder sogar noch glatter sind).

Definition 5.29 (Reguldre Losungen)
Ein Variationsproblem auf H*(Q)) heifit H"-reguldr, falls fiir alle f € H"~%(Q) eine
Lésung v € H'(Q) existiert, und falls ein C' > 0 existiert, das nicht von f und u
abhdngt, mit

|l @) < Cl|fllar—25()-

Die Regularitdat hangt im Wesentlichen von ) ab, siehe z.B. Hackbusch|[1992]. Man
kann zeigen, dass Dirichlet-Aufgaben zweiter Ordnung fiir konvexe Gebiete H?-
reguldr sind.

Dies hat fiir uns zwei Konsequenzen: Zundchst ist unsere Annahme im ersten
Beispiel, dass u € H?*(Q) liegt, gerechtfertigt. Zum anderen konnte Nitsche zei-
gen, dass unter diesen Voraussetzungen die L?~Konvergenz besser ist als von der
Abschatzung|s.26|vorausgesagt.

Satz5.30 (Nitsche-Trick)
Es sei alles wie inf5.26} und das Problem sei H?-reguldr. Dann gilt

[ = unl|r2(0) < CR"|ulr ().
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Beweis: Nach Voraussetzung hat das Variationsproblem

U — Up

w _—
7 ||U - Uh||L2(Q)

B(w,v) = ( )VYw € H'(Q)

eine Losung v € H*(Q) mit ||v]|p2(q) < C. Also gilt

|l —unl|r2@) = (u — up, &)LQ(Q)
[Ju — un||L2 @)

= B(u — up,v) Variationsgleichung
= B(u — up,v — Pyv) Bem. im Lemma von Cea
< C'u — up| g (o) v — Pavl|m (o) Stetigkeit von B
< OB Hul gy h|v|peg) Interpolationssatz
< CC'W |ulgr (o) Regularitat
U

5.5 Durchfiihrung und Implementation von Finite Elemente-

Verfahren

In diesem Abschnitt wollen wir kurz auf die einzelnen Schritte bei der Durchfiihrung
von Finite Elemente—Verfahren eingehen und Hinweise auf Algorithmen geben. Wir
betrachten dabei das Modellproblem der Poissongleichung auf einem Gebiet 2 und
einer Dreieckstriangulierung.

5.5.1 Triangulierung

Zundchst muss  trianguliert werden. Eine beliebte Methode, dies zu tun, ist
die Delaunay—Triangulierung: Es werden zundchst N Punkte P, innerhalb von Q
gewahlt. Diese sollen die Ecken der Triangulierung bilden und werden als Knotenli-
ste bezeichnet.

Die Dreiecke werden nun so gewahlt, dass jeder Eckpunkt Teil der Knotenliste ist,
und fiir jedes Dreieck im Inneren des Umkreises kein Punkt der Knotenliste ent-
halten ist. Die Indizes der Eckpunkte in der Knotenliste werden in einer Eckenliste
gespeichert.
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Man kann zeigen, dass fiir endliche Punktmengen immer eine Delaunay-
Triangulierung existiert. Die so erzeugten Triangulierungen sind sehr effizient bere-
chenbar (etwa durch Voronoi—-Diagramme). Die Dreiecke sind nicht entartet.

Abbildung 5.2: Delaunay-Triangulierung von 4 Punkten. Links: Nicht zuldssig,
rechts: Zuldssig.

Auf diese Weise kdnnen wir nur eckige Gebiete aufteilen. Bei der Triangulierung von
Gebieten mit gebogenen Kanten konnen wir isoparametrische Elemente nutzen, al-
so Elemente, bei denen die Ubergangsfunktionen vom Referenzelement zum trans-
formierten Element nicht affin sind, oder wir approximieren die Rander nur, anstatt
sie genau zu treffen.

Typischerweise wahlt man dazu die Ecken der Dreiecke auf dem Rand von €2 und
erhdlt die Triangulierung eines Gebiets €);,. Bei nicht—konvexen Gebieten kann €,
dann auch Punkte auf3erhalb von €2 enthalten. In diesen Fallen sind weder die Bili-
nearform noch die rechte Seite verniinftig definiert und miissen extrapoliert werden
(im einfachsten Fall einfach durch Null, also durch Abschneiden der Teile au3erhalb
von ().

Man wird vermuten, dass diese Approximation zu konvergenten Verfahren fiihrt,
falls der Abstand zwischen dem Rand von €2 und dem Rand von 2, klein genug
ist (kleiner als k). Dies ist tatsdchlich der Fall. Eine eingehende Diskussion dieser
Vorgehensweise finden Sie im Buch Dziuk|[2010].

5.5.2 Assemblierung

Wir nutzen als lokale Finite Elemente auf dieser Triangulierung nun affin lineare Bil-
der eines Referenzelements (E, P, V).
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Abbildung 5.3: Randapproximation: Ecken liegen auf dem Rand von €, €, kann
Punkte auBerhalb von €2 enthalten.

Als ndchstes miissen die Systemmatrizen zusammengesetzt werden. Zur Erin-
nerung: Die globalen Formfunktionen 7, bilden eine Basis unseres Galerkin—
Ansatzraums V. Die Systemmatrix und die rechte Seite des diskreten Problems

berechnen sich dann nach[4.1]bzw.[4.2]
Wir miissen also zur Losung der Poissongleichung Eintrage der Form

BTLT) = [ (VT)@)- (VT)(@)da
berechnen. In Analogie zur Bedeutung der daraus resultierenden Matrix in der Me-
chanik wird diese auch gern als Steifigkeitsmatrix bezeichnet. Die Matrix der Inte-
grale der Produkte von T}, und T} als Massenmatrix, und die rechte Seite als Last-
vektor. Schauen wir zunachst auf die Steifigkeitsmatrix. Natdirlich gilt fiir eine Trian-
gulierung (£;) von 2

/ (VT)(@) - (VT (@) do = Y / (VT)() - (VT)(z) de.
L Ec(E)”E

Nach Definition verschwindet T}, fiir alle globalen Funktionale auf3er ¢,. Damit ist
insbesondere das Integral iiber £ Null, falls nicht ¢; und ¢, beide lokale Funktio-
nale auf £ sind.

Es seien also nun ¢, und ¢, lokale Funktionale des Elements auf £. Damit sind T,
und 7; lokale Formfunktionen auf E. Wir berechnen das Integral durch Riickzug auf
das Referenzelement. Es sei T'(x) = Az + b die affine Transformation. Dann gilt mit
derselben Rechnung wie in[5.21]zundchst

/E Ti(z) f(z) dz = det A [ Ti(2) f(T(2)) da.

E
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Hierbei ist /T; die Formfunktion auf dem Referenzelement. Wir kdnnen also die
Berechnung der rechten Seite auf eine Integration auf dem Referenzelement
zuriickfiihren. Falls f nicht ganz einfach ist, muss diese allerdings numerisch durch-
gefiihrt werden (siehe nachster Abschnitt).

Wir miissen noch die Matrix berechnen. Zunachst gilt
Tu(T7(2)) = Tx(a).
Es sei B = A~L. Dann gilt wieder wie in[5.21]

~ 0T,
oz,

Ty (z)

oz, By = (VTy) (B'e;)

MQ:

l

Il
=)

und damit

/E(vm( v) - (VT)(x) dz = det A/Z (Z ‘Z’; BM> (Z - BM>

= det A/AVT,ﬁBBtVTj dz.
B

Wir kdnnen also auch die Berechnung der lokalen Integrale fiir die Matrix auf das
Referenzelement herunterbrechen.

5.5.3 Numerische Integration

Die mehrdimensionale Integration liber die Referenzelemente ist im Allgemeinen
nicht analytisch durchfiihrbar, wir bendtigen Integrationsformeln in hheren Dimen-
sionen. Wir geben zwei Integrationsformeln beispielhaft an.

Satz 5.31 (Numerische Integrationsformeln)
Es sei E ein Dreieck mit den Seitenmittelpunkten b,, by und bs und Schwerpunkt S.
Weiter sei f eine Funktion auf E. Es sei

f/fda:

5(f) = |E|f
I(f) = g\E\ Zf(bk»
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Dann gilt

I(p) = Li(p)Yp e P
und

I(p) = L(p) Vp € Ps.

Beweis: In den Ubungen. O

Natdirlich ist darauf zu achten, dass die Ordnung der numerischen Integration mit
der Konvergenzordnung des Finite Elemente—Verfahrens iibereinstimmt.

Problematisch bei diesem Vorgehen ist, dass in unserer Formulierung jetzt nicht
mehr die Bilinearform B auftaucht, sondern nur eine approximierende Bilinearform
By, und entsprechend eine Approximation der rechten Seite. Es ist unklar, ob un-
sere Abschadtzungen erhalten bleiben, falls die Approximation ausreichend gut ist.
Dies ist aber tatsachlich der Fall und der Inhalt von Strangs erstem Lemma.

Satz 5.32 (Strangs erstes Lemma)

Es sei B eine koerzive, stetige Bilinearform auf dem Vektorraum V und f ein lineares
Funktional auf V. Weiter sei V}, ein endlichdimensionaler Teilraum von V. B, sei
koerzive stetige Bilinearform aufVy, f sei lineares Funktional aufV},. Diese kénnten
zum Beispiel aus B und f entstanden sein durch Quadraturformeln, es gilt also
im allgemeinen nicht B = By, bzw. f = f;, auf V,. Die Bilinearformen B, seien
gleichmdgig koerziv, d.h.

Ja >0, Vh > 0: By(v,v) > a|jv|]* Vv € Vj,.
Es seien u und u;, die Losungen der zugehdrigen Variationsgleichungen, also
B(u,v) = f(v)Vv eV
By (un,v) = fu(v) Vv € V.

Dann gibt es eine Konstante C unabhdngig von h, so dass

lu—up|| < C(inf | [Ju—v|[+ sup [B(v,w) — Bu(v,w)| |+ sup (f(w)—fa(w))).
veEV) weVy, weVy
[Jwl|=1 [[w[|=1

Beweis: In den Ubungen. O
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5.5.4 Losung der diskreten Probleme

Fiir Probleme mit symmetrischen Bilinearformen ist die (sehr diinn besetzte) Sy-
stemmatrix symmetrisch. Es bietet sich also an, zur Losung der entstehenden dis-
kreten linearen Gleichung das cg—Verfahren zu verwenden. Damit dieses schnell
konvergiert, und zur Abschatzung der Rechenfehler, sollte die Kondition der System-
matrix moglichst klein sein.

Tatsdchlich erhalten wir:

Satz 5.33 (Kondition der Systemmatrix)
Es sei Ay, die Systemmatrix eines Finite Elemente—Verfahrens (mit allen Vorausset-
zungen). dann gilt

k(Ap) = [|An]] - [|AZ1] < CR72.

Beweis: Wir zeigen den Satz in drei Schritten und bemerken noch das Rayleigh—
Prinzip: Fiir jede reelle quadratische Matrix A und = # 0 gilt

(Az, x)
(z,z)
und die Schranken werden angenommen.

1. Wieder mit dem Beweis zu[s.21/gilt fiir alle v € V,

< )\max(A)

||U| Hs(Q) S Ch_SHUHHO(Q).

2. Esseiv € V,, und M = dimV},. Dann gilt mit den globalen Funktionalen
und den globalen Ansatzfunktionen 7},

M-1
v = Z o (V) Ty
k=0
Es sei
Tg(r) = hAgx + ¢
Dann ist

[olZ2ey = > /E (x) do
=Y ¥ e [ @hi) dat)

E op,peV(E)

= h'|det Ap| pp(v) Mpp(v).
g
E

=:ap
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Hierbeiist oz (v) der Vektor der lokalen Funktionale, ausgewertet an der Stelle
v, und M die Matrix der Integrale fiir die lokalen Formfunktionen auf E.
Mit der Formel von Rayleigh gilt damit
Amin (M) (0|* < ap < Apaa (M) |05 (0]
Wieder alles zusammengesetzt, erhdlt man fiir den Vektor ¢(v) der globalen
Funktionale, ausgewertet an der Stelle v, die Abschatzung
b ?[lp(0)]] < |[v]lz2) < esh™?||(v)|

fiir zwei Konstante ¢, c3 > 0.

3. Esseinun® € RM und v = S0 ' 5 Th € Vi, also @ = ¢(v). Wegen der

Stetigkeit der Bilinearform gilt
(Ah:lja 5) = B(Ua U) < MH/U‘

2
Hs(Q)
Mit 1) also

(AR, D)] < s MA™*[|on] 300

und mit 2)
|(An0, )| < ecrcs MR (7],
Andersherum gilt mit der Koerzivitatskonstante «
[(Apv,0)| = B(v,v)

> ao[offsq)

> o [v]|Ho(q)

> acsh™|[7][2.
Wiederum mit dem Satz von Rayleigh gilt
)\maa:(Ah) < Clcg)M —2
Amin(An) = ac3

S

k?Q(A) =

g

Tatsdchlich ist diese Abschdtzung scharf. Wir miissen also fiir h — 0 mit sehr
schlecht konditionierten Matrizen rechnen. Eine Moglichkeit, diese zu verbessern,
sind hierarchische Basen, bei denen man versucht, die globalen Basisfunktionen
moglichst orthogonal zu wahlen (siehe z.B. Dziuk! [2010]).

Alternativ zu iterativen Verfahren kann man auch versuchen, die entstehenden Glei-
chungssysteme analytisch zu losen. Dies ist im R? tatsdchlich ein konkurrenzféhi-
ges Verfahren. Dazu sollte die Anordnung der Knoten so gewahlt sein, dass die
Bandbreite der Matrix moglichst klein wird. Hierzu gibt es viele klassische Verfah-
ren.
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5.6 Nicht—konforme Verfahren

Bisher haben wir ausschliefilich konforme Verfahren behandelt, also Verfahren,
bei denen die Galerkin— Unterraume V}, Teilraume der Grundraume V fiir die Va-
riationsgleichung sind. Z.B. fiir Probleme hoherer Ordnung ist dies eine echte
Einschrankung: Fiir Probleme hoherer Ordnung, etwa die Plattengleichung (H?),
miissen dann auch Ansatzraume hoher Ordnung (C*') gewédhlt werden, und bei die-
sen ist die Dimension der lokalen Ansatzraume sehr hoch. Man wird sich fragen,
ob man hier nicht auch Elemente von niedrigerer Ordnung, etwa C°, verwenden
kann.

Bei der Randapproximation ersetzen wir in der Diskretisierung das zugrundeliegen-
de Gebiet 2 durch ein Gebiet €;, die Ansatzfunktionen liegen also auch in €2, nicht
in ©2, und auch dies fiihrt zu einem nicht—konformen Problem.

Es stellt sich also wieder die Frage, ob unsere Abschdtzungen bei dieser Approxi-
mation erhalten bleiben. Die Antwort ist ja — zugrunde liegt das zweite Lemma von
Strang.

Satz 5.34 (Strangs zweites Lemma)

Es sei B eine stetige, koerzive Bilinearform auf einem Hilbertraum V und f ein ste-
tiges Funktional (wie oben), und u Losung der zugehdrigen Variationsgleichung. Es
gelte V.. c W,,, W), Hilbertraum. V,, sei ein endlich—dimensionaler Unterraum von
W, (aber nicht notwendig von V). Es sei Y, :==V + V. || - ||, Sei eine Norm aufY},.

f sei sogar definiert und stetig auf'Y},. By, sei eine bzgl. h gleichmdpig stetige koer-
zive Bilinearform aufY, d.h.

Ja, C > 0Vh : |By(v,w)| < M||v||nl|w]|n, Bulw,w) > al|lw||; Yv,w € Y.
Dann heift die Lésung u,, der Variationsgleichung
By (up,v) = f(v)Yv €V},

nichtkonforme Galerkin—Ndherung. u,, ist eindeutig bestimmt, und es gilt

M 1

—upln < (1+ =) min |ju— - - B .

[l = unlle < (14 =2 min flu = olln + 2 sup | f(w) = Balu, w)]
[lw||p=1 =:dp (u,w)

dy, ist ein Map fiir die Nichtkonformitdt des Verfahrens.

Beweis: In den Ubungen. O
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Bemerkung: Hier ist der Einfachheit halber angenommen worden, dass f auf V},
definiert ist, natiirlich kann man auch f durch ein f, approximieren, das auf ganz
W definiert ist.

Zum Abschluss ein Beispiel zur Losung der Poissongleichung mit Elementen, die
nicht C° sind (etwa Crouzeix—Raviart). Es sei V}, also ein Ansatzraum, dessen Funk-
tionen nicht stetig snd (iiber die Rander der Elemente), der aber eingeschrankt auf
jedes Element E in H!(E) liegt. Letzteres galt fiir alle definierten Elemente.

Wir definieren auf V' + V), die Bilinearform B, durch

Bh(u,v):Z/Vu~Vvdx
= JE

und

ol = > Mol z).
E

Dann gilt fiir die Losung u der Variationsgleichung mit dem Gausschen Integralsatz
fiir jedes einzelne Elementund v € V + V},

dp(u,v) = /vadx—Bh(u,U)

:Z/Auv—Vqudx
& JE
:Z?vdw

— v

Fiir stetiges v verschwindet dieser Term. Fiir unstetige Ansatzfunktionen muss man
zeigen, dass

sup dp(u,v) — 0,
veEV),
[[v]|=1

siehe hierzu etwa Ciarlet [1978|.

5.7 A posteriori-Fehlerschatzer

Zum Abschluss der Behandlung elliptischer Differentialgleichungen schauen wir
noch auf die Idee der a posteriori-Fehlerschatzer. Eine genauere Analyse finden
Sie im Skript/Ohlberger [2012].
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Unsere bisherigen Fehlerschatzer waren a priori-Abschatzungen, dies sind worst—
case—Abschdtzungen, die zwar die allgemeine Struktur der Differentialgleichung
beriicksichtigen, aber nicht die konkrete Aufgabe, d.h. etwa die genaue rechte Sei-
te. Andererseits wissen wir aufgrund der Abschdtzungen, dass unsere Lésungen bis
auf einen abschatzbaren Fehler korrekt sind. Es liegt daher nahe, diese Approxima-
tionen selbst zur Abschatzung des Fehlers heranzuziehen.

Eine bekannte Idee aus der iterativen Losung linearer Gleichungssysteme ist, die
berechnete Lésung in die Differentialgleichung einzusetzen und das Residuum zu
berechnen. Dies wollen wir auch hier tun. Wir betrachten der Einfachheit halber die
schwache Form der Poissongleichung, also das Variationsproblem fiir die Bilinear-
form

B(u,v) := /Q(Vu)(x) (Vo) (x) dx, u,v € V := Hy(Q)

und ein stetiges Funktional f aus dem Dualraum von H{(€2). Wir wollen den Dual-
raum von HY mit Hy* bezeichnen (in der Literatur wird dieser meist vereinfacht als
H~* bezeichnet). Es gilt also

fe Hy' ().

Die Norm in H~1(92) ist dann wie Ublich definiert durch

[ fl-10) = sup [f()].
weH' (Q)
[l 1=1

Wir wiirden gern das Residuum Awu + f berechnen. Dabei ist f ist ein Funktional. In
der schwachen Form haben wir

(_Auv QO)L2 = (VU, VSD) = B(u7 4:0)7

es liegt also nahe, —Awu mit dem Funktional B(u, ) zu identifizieren. Tatsdchlich
ist dies moglich.

Satz 5.35 (Residuen fiir schwache Formulierungen)
Es sei Q) ein Lipschitzgebiet. Weiter sei

B(u,v) == / Vu - Voudr, u,v € H(Q)
Q
die Bilinearform des Laplace—Operators. Dann ist die Abbildung
—A ' Hy(Q) = Hy (), (=A)u)(p) = B(u, p)
ein Isomorphismus. Es gilt

| = Aullg o) < [[Vullz
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und es gibt eine Konstante C > 0 mit

C <= Al @) < 1

Beweis: Zundchst ist zu zeigen, dass —Au stetig ist (Linearitdt ist klar). Es sei u €
H}(Q), ¢ € Hy. Mit Cauchy-Schwartz gilt

[(=2)u)(@)| < |IVulle2 [[Vellz < [[Vullzz [l mr-
Also ist (—A)u stetig, also (—Au) € Hy', und mit der Definition der Norm gilt
| = Al o1 < ||V 2.
Mit Lax—Milgram hat das Variationsproblem
B(u,¢) = f(p)Vy € Hy(Q)

fir f € Hy'(Q) immer genau eine Losung, —A ist also surjektiv und injektiv. Es ist
offensichtlich linear. Die Norm ist abgeschatzt durch

I =All< sup [[(=A)ullg;r < sup [[Vul[r2 < 1.
ueH(Q) ueH(Q)
ol 1 =1 ol 1 =1

Es gilt
(=A)u)(u) = [|[Vul[22 > Cllul[fn

fiir ein C' > 0 mit der Poincaré-Ungleichung[3.27} Damit gilt fir jedes u € H3(Q)
mit [[ul| = 1
| = Al = (-Au)(u) > C.

g

Jetzt macht also das Residuum tatsachlich einen Sinn, es ist ein Element von
Hi'.

Satz 5.36 (Zuverldssiger a posteriori—Fehlerschdtzer)
Sei u die schwache Losung der Poissongleichung und v, € V;, eine (konforme Finite
Elemente-) Galerkinapproximation. Weiter sei

R(up) == —Auy, — f € HyH(Q)
das Residuum von wy,. Dann gilt mit der Konstanten C' aus dem letzten Satz[5.35]
VOV (1 —un)l|z2 < [[R(un)l -1 < 11V (w = un)l| 2.

||R(uz)|| schdtzt damit bis auf eine Konstante den Fehler v — wuy, in der H'-Norm
nach oben und unten ab. Fehlerschditzer dieser Art heif3en zuverldssig.
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Beweis: Die Bemerkung zur H'-Norm gilt wieder mit Poincaré Es gilt mit

[5-35]
||R(Uh)||H(;1(Q) ==+ AUh)“Hgl(Q)
= || — A(un — U)||H(;1(Q)
< ||V(un — )] r2(0)-
und wie in[5.35]

| R(up)(u — up)| Definition der Norm

1B (un )|y 10) 2

[[u = wp |
V(u— 2 . .
_ [V = w7 u 16st die Variationsgl.
|l — unl[m
> V||V (1 —up)|| 2 Poincaré

O

Die auf diese Weise erzielbaren Fehlerschadtzer sind im allgemeinen scharfer als die
a priori—-Abschatzungen wie in[5.26]

Durch geschickte Wahl der Testfunktionen wird diese globale Abschatzung eine lo-
kale, es ldsst sich also sogar der Fehler in einer kleinen Umgebung eines Punktes
abschitzen (siehe etwa Ohlberger/[2012], Ubungen).

5.8 Nichtlineare Probleme

5.8.1 Variationsungleichungen

Wir wollen nun Variationsungleichungen wie in l6sen. Sei also V' ein Hilber-
traum und U eine konvexe und abgeschlossene Teilmenge von V. Weiter sei B eine
symmetrische V—elliptische Bilinearform auf V' x V und [ € V*,
1
L:V =R L) := 53(1},1}) —(v).
Nach [4.2]minimiert w € U L(v) fiir v € U genau dann, wenn

B(u,v —u) —l(v—u) > 0Vv € U.
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Satz 5.37 (eindeutige Lésbarkeit der Variationsungleichung)
Unter diesen Voraussetzungen ist die Variationsungleichung aus eindeutig
losbar.

Beweis: B definiert ein Skalarprodukt auf V' mit induzierter Norm || - || 5. Nach Lax-
Milgram [3.12]gibt es ein u € V mit

B(u,v) =l(v)Vv eV

und damit
L(v) = =B(v,v) — l(v)
1 1
= §B(v,v) — B(u,v) + §B(u, u) — §B(u,u)
1 1
= §B(v —u, v —u) — §B(u,u)
1
= llo — ull3.
Dies ist minimal, wenn ||v — u|| 3 minimal ist, also fiir v die orthogonale Projektion
von u auf U beziiglich des B-Skalarprodukts. O

Definition 5.38 (Galerkin—Ldsung fiir Variationsungleichungen)
Es sei V}, ein endlichdimensionaler Unterraum von V und U, C V},. Dann heif3t

up, 1= arg irel%]n J(v)
h

Galerkin—-L6sung der Variationsungleichung auf dem Unterraum Uj,.

Wir betrachten wieder als Beispiel die Poissongleichung mit homogenen Dirichlet—
Randbedingungen.

Satz 5.39 (Fehlerabschdtzung fiir Variationsungleichungen)
Es sei

V = H}(Q), B(w,v) = /Q

Vw - Vodz, [(v) = / f(x)v(z)dz, f € L*(Q)
Q
undu € H?(Q2) N HL(Q) die Losung der Variationsungleichung
B(u,v —u) —l(v—u) >0Vv e V.
Dann gibt es eine Konstante C' > 0, unabhdngig von h, so dass

[lu—unllzn < C( inf ([lu=vall | Au=fl| 2| lu=vall2)+[|Au=fll 2 Inf |[un—o]]2).

inf
v €UR
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Beweis: Es sei v € U, v, € U, beliebig. Es gilt mit[4.2]
l(v—u) < B(u,v —u) = B(u,v) — B(u,u) = B(u,u) < B(u,v) + l(u — v).
und entsprechend fiir uy,.

B(u — up,u — up)

B(u,u) — B(u, up) + B(up, up) — B(up, w)

B(u,v —up) + l(u —v) + B(up,vp, — u) + U(up — vp)

= B(u,v —up) — (v —up)+

+ B(up, — u,vp, — u) + B(u,vp, — u) — (v, — u)

= (Au— f,o—up)rz + (Au — f,vp — u)r2 + B(up — u, v, — )
< [|Au = flle2 ([ — unllz2 + [[on — ul[L2)

+ |up — ulgr|vn — ulg

< 18w = fllza(lo — unllze + llon — ullz2)

|u — Uhﬁ{l =

+ §(|uh —ul3 + |on — ul3n)
Also durch Verschieben von |u — |1 auf die andere Seite
[ — unlip < fon — ulip + 201 Au = fllz2 (v = unllz2 + [lon — ull2).

Poincaré[3.27]liefert das Gewiinschte. O

Die einzelnen Terme in der Abschdtzung lassen sich leicht verstehen: ||u — v|| ist
ein Maf dafiir, wie gut sich v durch die Elemente aus U, approximeren lasst. Diesen
Term wiirden wir erwarten. Aulerdem erwarten wir einen Term mit dem Abstand von
up und U, dies ist gerade ||u, — v||. Falls Au = f, ist also u die Lésung der Variati-
onsgleichung, so spielte die Einschrankung auf den Unterraum gar keine Rolle, und
wir erhalten die alten Abschatzungen zuriick.

Beispiel 5.40 Es sei alles wie im letzten Satz. Weiter sei iy € H*(S)). Wir ldsen die
Variationsungleichung fiir den Teilraum

U={veH;Q):v>}

Es sei V}, der finite Elemente—Ansatzraum auf einer quasiuniformen Triangulierung
(E},) fiir lineare dreieckige Lagrange—Elemente. Die globalen Funktionale sind dann
gegeben durch Auswertung in den Ecken a; der einzelnen Elemente, i = 1... N.
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Die globalen Formfunktionen seien gegeben durch p;. Wir wissen bereits, dass ; >
0. Wir wahlen

Up={v eV, v(a)>Ya)}={v:v= ZUW@', v; > (a;)}

i=1

Mit der Systemmatrix A, und der rechten Seite g aus und gilt fiir die
Galerkin—Approximation

N
up = Z Aigs, A, = ()‘z)

i=1

1
A, =arg min —v'Apv — v'gy.
veRN 2
v >(a;)

(Optimierung mit Nebenbedingung). Es sei P, der globale Interpolationsoperator
fiir den Finite Elemente—Ansatzraum, also

Py(v) = Z v(a;)p;.

Dawu € U, gilt
u(a;) > P(ai),

und damit
Ph(u) € Uy.

Nachls.23|gilt firt = 1,2
|lu — Py(w)|| e < Ch*ul 2.

Der erste Term in5.39|ldsst sich also durch O(h?) abschdtzen.
Falls u;, > 1, so sind wir fertig. Falls nicht, setzen wir iiberall dort, wo u;, < 1 gilt,
up = 1, also
v(x) := max(up(x), Y(x)).
Dann giltv € U. Da
up(a;) > Y(a;),

gilt sogar
N N
wp = un(a)p; > Y la)e; = P,
=1 =1
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denn die globalen Formfunktionen sind nichtnegativ. Damit

Y —up < — Py
Nun folgt

o — s :/ s
up <

< /(1/1 — Py)* da
Q
< ChH il
Dies ist eine Abschdtzung fiir den zweiten Term. Damit gilt
llu — up||g < C'h,

das Verfahren konvergiert also beziiglich der H*-Norm fiir h s 0.

5.8.2 Monotone Operatoren

Zum Abschluss betrachten wir eine echte nichtlineare Differentialgleichung,
namlich fiirp > 2
div (|Vu|P"DVu) = £, ulaq = 0.

Die zugehorige Variationsgleichung ist
B(u,v) = / |Vu(x)|2 Vu(z) - Vo(z)dr = / f(x)v(z) = l(v)dz, u,v € Wég’p(Q).
Q w

B(u,v) ist nur noch linear im zweiten Argument. Dann bendtigen wir erst einmal
einen Ersatz fiir die Stetigkeit und Koerzivitdat von B. Den Ansatzraum werden wir
spater begriinden.

Definition 5.41 (Nichtlineare Formen)

Es sei V ein normierter Raum. Wir betrachten den Operator B : V x V + R. Fiir
jedes u € V sei B(u,-) ein stetiges lineares Funktional auf V. B heif3t stetige Form,
wenn es fiir alle R > 0 eine Zahl M (R) gibt mit

|B(u, w) = B(v,w)| < M(R)|[u— vl |wl[|, u,v,w € V, [[ul]| < R, [[v]| < R.

B heipt koerziv, falls es eine streng monoton wachsende, bijektive Funktion o :
R* +— RT gibt mit

B(u,u = v) = B(v,u —v) 2 a(||u = v|]) [lu =]
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Dies ist eine Erweiterung der ublichen Definitionen fiir bilineare Operatoren. Fiir
lineares B kann M (R) konstant als M gewadhlt werden, «(t) = «t, und man erhalt
die ubliche Definition zuriick.

Die Existenz einer Losung kann fiir nichtlineare Operatoren nicht garantiert werden,
aber die Eindeutigkeit.

Satz 5.42 (Eindeutigkeit der Losung der Variationsgleichung fiir nichtlineare Ope-
ratoren)

Es sei B eine stetige, koerzive, nichtlineare Form auf V, und | € V*. Dann gibt es
hdchstens eine Lésung u € V' der Variationsgleichung

B(u,v) =l(v)Vv € V.
Falls es eine Losung u gibt, so gilt

a(llull) < JJi} + sup [B(O,v)]-

vE
llvl|=1

Beweis: Es seien also u;, uy zwei Losungen und damit
B(uy,v) = l(v) = B(ug,v)Vv € V
und insbesondere
0= B(u1,ur — u2) — B(ug,ur — u2) > a|ur — ug|)|[ur — us||
und damit u; = us. Andererseits gilt
a(|lu=0[))[[u—=0l| < B(u,u)=B(0,u) = l(u)=B(0,u) < (||I]|+ Sup B0, v)[)[ul]-
[lv||=1

U
Fur lineares B ist dies natirlich einfach nur Lax—Milgram[3.12]

Wir definieren die Galerkin—Ndaherung wie iiblich, also als Losung der Variations-
gleichung auf einem endlichdimensionalen Teilraum V}, von V.

Satz 5.43 (Galerkinndherung fiir nichtlineare Operatoren)
Es sei B eine stetige, koerzive, nichtlineare Form auf V', und | € V*. Die zugehdrige
Variationsgleichung habe eine Lésung u € V. Weiter sei V}, ein endlichdimensiona-
ler Teilraum von V. Dann gibt es hdchstens eine Losung uy, € V;, der Variationsglei-
chung

B(up,v) = l(v) Vv € V},.
Mit einer von h unabhdngigen Konstanten C' > 0 gilt (wenn die L6sung existiert)

- < (O — 2l
afllu = wll) < C inf [Ju =0
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Beweis: Die Eindeutigkeit folgt aus dem gerade bewiesenen Satz Ebenfalls

nach[s.42|gilt
[Jul| < a7 (1] + sup [B(0,v)]) = .

veE
[lvll=1

und dieselbe Abschatzung gilt fiir u;,. Sei v € V},. Dann gilt
B(u,up —v) = l(up, —v) = B(up, up, — v)
und damit

alllu — up|)||u — upl| < B(u,u —up) — Blup,uw — up) + B(u,up —v) — Blup, up — v)
= B(u,u —v) — B(up,u — v)
< M(R)|Ju = un|[ |lu —v]|

O
Fiir lineares B wird dies zum Lemma von Cea.

Zur Analyse von nichtlinearen Gleichungen reichen die H* = W*2-Rgume nicht
aus. Deshalb gehen wir tiber zu den allgemeineren W*?-R4umen iiber.

Beispiel 5.44
Essei V =W,", p> 2, Q Lipschitzgebiet. Es sei

B(u,v) := /Q |VulP2Vu - Vodr, [(v) = /Qv(x)f(x) dx

mit f € L), % + % = 1. Dies ist die Variationsformulierung der nichtlinearen
Differentialgleichung

div (|[Vu[P2Vu) = f, u|o$2 = 0.

Dann sind die Voraussetzungen von Satz[s.42|erfiillt.

Beweis: Zum Beispiel in|Ciarlet [1978], Kapitel Nonlinear problems of monotone ty-
pe. Wir zeigen nur die Wohldefiniertheit von B und . Mit der Holderschen Unglei-
chung gilt

|1 B(u, )| < [Vl |-y [V, < 00

und
L) < [v]lp [ f]lq < oo.
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