VORLESUNGSSKRIPT

UBER

FINITE ELEMENTE

IM WS 1987/88

Frank Natterern



INHALTSVERZEICHNIS

TEIL

TEIL

TEIL

TEIL

I

I1

ITI

Iv

THEORIE ELLIPTISCHER GLEICHUNGEN

§ 1 Das Lemma von LAX - MILGRAM
§ 2 SOBOLEV - R&ume
§ 3 Einbettungssédtze

§ 4 Randwertprobleme elliptischer
Differentialgleichungen

DIE METHODE DER FINITEN ELEMENTE

§ 5 Das GALERKIN - Verfahren
§ 6 Das einzelne finite Element

§ 7 Approximation im einzelnen

finiten Element
§ 8 2Zusammensetzen finiter Elemente

§ 9 Die konforme Methode der

finiten Elemente
IMPLEMENTIERUNG

§ 10 Grundbegriffe

§ 11 Berechnung der Elementarmatrizen

und Elementvektoren
§ 12 LOsung der diskreten Probleme

§ 13 Die Kondition der Systemmatrix

NICHTKONFORME METHODE DER FINITEN ELEMENTE

§ 14 Nichtkonformes GALERKIN - Verfahren

§ 15 Der Patch - Test



TEIL V

TEIL VI

NICHTLINEARE PROBLEME

§ 16 Variationsungleichungen

§ 17 Streng monotone Operatoren

DUNNE SCHALEN

§ 18 Differentialgeometrische Grundlagen
§ 19 Das Schalenmodell von KOITER

§ 20 Die Methode der finiten Elemente
fiir KOITER'sche Schalen



§ 2 SOBOLEV - RAUME

Sei Q c ﬂfi offen. Sei Cg(Q) die Menge der Funktionen aus c”(Q)

mit kompaktem Tr&dger in §. Ein Beispiel fiir w € CSCRd) ist

2
J/c e/ (1x|%-1) , x| < 1

w(x) =
lo ;x|

21

Dabei ist ¢ so bestimmt, daf

J w(x)dx =1

:Rd
Setzen wir flir € > 0 w_(x) = g d w(x/e), so gilt

w_ € Cztmd) , Sow (x)dx =1 , w.(x) =0 fir |x| ze.

Rd
Sei £ € LZ(Q). Dann definieren wir eine gegldttete Version von f
durch
(2.1) w, * f(x) = /S w_(x-y)f(y)dy
9

d) und sogar W o* f € Cgtmd), wenn f auBer-

Es ist w_ * f € c”(R
halb einer kompakten Menge verschwindet. W * f approximiert £

in folgendem Sinne.

SATZ 2.1: Sei f €L (]Rd). Dann ist wg*f € LZCRd), und es gilt

2

fir € > 0

w_ k£ > f in L2(]Rd)

BEWEIS: Es ist



W * f(x) - f£(x)

Sow (x-y) (£(y) - £(x))dy

:Rd

I
\

wg(z)(f(x—z) - f(x))dz

]Rd

1/2 w1/2

Schreibt man w8 .

flir W, SO ergibt die Schwarz'sche Un-

gleichung

(w, % £(x) - £x)? 5 S w (z)dz S w,(2)(£(x-2)-£(x))°dz.

R4 R4

Das erste Integral rechts ist 1. Integration der Ungleichung be-

zliglich x ergibt

Vs (we*f(x)—f(x))zdx s S we(z)(f(x—z)—f(x))zdxdz
:Rd :Rd :Rd

S oW (z) S (f(x-2z)-f(x))2dxdz.

[z|=se r4

Nun benutzen wir eine Eigenschaft von L2-Funktionen, namlich ihre
Stetigkeit im quadratischen Mittel: 2Zu 6 > 0 gibt es ¢ > 0

mit
S (f(x—z)—f(x))zdx <6 falls [z] < ¢

Fiir dieses ¢ folgt also

So(w F(x)-£(x))%dx £ § S w. (z)dz = &
]Rd |z|se €

Da & > 0 beliebig ist, bedeutet dies

lim ffw_ *» £ - £ =0
e+0 € L2(IRd)

und dies ist die Behauptung.



Seli o = (al,...,ad) ein Multiindex, und seil
o _ s \*1 2\
D" = e . e Tx .
1 d
eine Ableitung der Ordnung |a| = ay + ... + a g Fir f € Cw(Q),
o € C:(Q) gilt
s o£p%0 ax = (-1) 1% £ p% £ o ax

Q2 - Q2

DEFINITION 2.1: Sei f € LZ(Q)° Existiert v € L2(Q) mit

s £D% % dx = (—1)'0‘I S v o dx , Vo€ cg(n) ,
Q Q

so sagen wir, daB f die verallgemeinerte Ableitung DY = v

besitzt.
BEISPIEL: d =1, @ = (-1,+1), f(x) = |x| , a = 1.
o +1 , 1 0
S £fDddx = s f ¢ dx = S xo'dx - S xo'dx
Q -1 0 -1
1 0
= - /S ddx + S ¢®dx = - S sgn(x) ? dx
0 -1 Q
Also besitzt f die verallgemeinerte Ableitung f'(x) = sgn(x).

BEMERKUNG: Die verallgemeinerte Ableitung ist lokal: Ist Q' < &

und hat f 1in @ die verallgemeinerte Ableitung Daf, so hat £

diese verallgemeinerte Ableitung auch in Q'.

DEFINITION 2.2.: Der Scobolev-Raum HS(Q), s 2 0 ganz, besteht

aus denjenigen Funktionen aus LZ(Q)’ welche verallgemeinerte Ab-

leitungen bis einschlieBlich der Ordnung s haben. Fir f£,g € HS(Q)



setzen wir

(2.1) (£,9) = = 172,
o |

o p*£p%g dx, Ifl = ((f,f) )
S() | Q B

(Q) H°(Q)

[I7aY

S

SATZ 2.2: HS(Q) ist mit dem inneren Produkt (2.1) ein Hilbert-

raum.

BEWEIS: 2u zeigen ist, daB H°(Q) vollstdndig ist. Sei also (£ )
eine Cauchy-Folge in HS(Q), d.h. Da(fn - fm) - 0, n, m > ® ,

|a| £ s. Da L,(2) vollstdndig ist, gibt es flir |a| £ s Funk-
tionen v, € Lz(Q) mit Dafn > vy, D> @, in LZ(Q). Fir ¢ €
Cp(e) gilt

Na vODO‘ o dx = 1im s f. D% dx = (—1)|°‘| 1im o D%f_ o dx
n n
Q n->« n»o

= (—1)'0‘I S v_ ¢ dx
Q o

Also hat Vo die verallgemeinerten Ableitungen p%v = Vo la] £ s,
und liegt daher in HS(Q). Dariiber hinaus gilt fn > vy in HS(Q).

Also konvergiert in HS(Q) jede Cauchy-Folge.

SATZ 2.3: Sei Q' cc @ (d.h. es gibt eine kompakte Menge K mit

Q' c Kec Q). Sei £ € HS(Q). Dann gilt fiir hinreichend kleines

e >0 1in Q'

und in HS(Q')

lim w *x £ = £
>
e->0



BEWEIS: Zundchst ist

DO‘(wE * £)(x)

il
w)
S
=
%

I
<
H’

<
o,
<

1l
.
S
3
X

1
1<
Hh
<
[o N
<

-ulel oo

[0
J v wg(x-y))f(y)dy .

P

Sei nun € so klein, daB filir jedes x € Q' die Kugel um x mit

Radius € noch zu § gehdrt. Dann ist wg(x—-) € CS(Q) und daher

ol s w v f(v)ay = 7w (x-y) D (yv)ay

(
Q o ¢

(w_ * Df)(x)

Damit ist die erste Behauptung gezeigt, und die zweite folgt aus

Satz 2.1.

DEFINITION 2.3: @ c Ifi heiBt Lipschitz-Gebiet, wenn folgende

Bedingungen erfiillt sind:
(i) Q 1st beschrédnkt

(ii) Man kann 92 durch endlich viele offene Mengen Ui so iber-
decken, daB Ui N 3R Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion

d-1 .
fi : (0,1) - Ui ist

(iii) U; Noa liegt auf einer Seite von U, N oq.

SATZ 2.4: Sei § ein Lipschitz-Gebiet. Dann gibt es zu jedem
f € H°(Q) eine Folge (f.) in C°(

. rY) mit £ - £ in HS@).

BEWEIS: Wir fiihren den Beweis fiir d = 2 und Q = (1,2)2. Sei



UO’ .,U4 eine Uberdeckung von § wie in der Abbildung, und seien
wo,...,w4 eine dazugehdrige Zerlegung der
Eins. Sei f € HS(Q). Dann ist
4
f = iEB fi , fl = wif

Wir zeigen: 2Zu jedem € > 0 gibt es Funktionen @i € CwCRZ) mit
(2.2) Héi—f.ﬂ < ¢

Fir i = 0 bekommt man @O sofort aus Satz 2.3. Fir i > 0 Dbe-

trachten wir den typischen Fall i = 1. Wir setzen

f. (x) = £ X )

(i
i 1+6

Flir hinreichend kleines § ist

(2.3) IE, £ < e/2
1,8 "TSq nou,)
i
weil D%f, la] £ s als L2—Funktion im quadratischen Mittel stetig
ist.

Nun gibt es ein Gebiet &, mit £, € HS(Q.) und Q@ N U, < < Q..
i 1,6 1 1 1

Nach Satz 2.3 gibt es dann auch ein @i € Cg(Qi) mit

(2.4) £, -, |l < g/2
1,8 1 HS(Qn Ui)

Aus (2.4), (2.3) folgt (2.2).



§ 3 EINBETTUNGSSATZE

DEFINITION 3.1: Ein Gebiet @ gjmd erfiillt die Kegelbedingung,

(<]
wenn es einen abgeschlossenen Kegel K mit K *# ¢ (d.h. K =

n-1

{rw : O r <R, w €S}, Sc38 , R>0, s %= @) gibt, so

A

daB jeder Punkt von Q Spitze eines in @ liegenden Kegels ist,

der aus K durch Bewegung entsteht.

SATZ 3.1 (Sobolev'sche Ungleichung): § erflille die Kegelbe-

dingung, und s > d/2. Dann gibt es eine Konstante C, so daB

v £ € cS(q) sup |£(x)| < CIfll
XEQ H™(Q)

BEWEIS: Wir nehmen x = 0 an, und 0 sei die Spitze des ganz

d

in @ 1liegenden Kegels K = {x € R™ : |x|=r , 0 <r £R, w€ S}.

Sei f € CS(Q). Dann ist fiir jedes w € S
R S
£(0) = - S 53-{ < Ror > f(r(u)} dr
0 r R
Nach s-1 partiellen Integrationen wird daraus
S R S s
£(0) = ~=il o ST 2 {( R-r > £(rw)} dr
s-1)! 0 R J

Die Produktregel ergibt (leeres Produkt bedeutet 1)

s R S - _ _\In m
£0) = 20T £ 5 = (G (B ) s s ) 24 £ (rwar,
0 m=0 or
also
s R 4 50
|£(0)] s Cy(s,R) = S r | — f(rw) | dr
m=0 0 or



mit einer geeigneten Konstanten Cl(s,R). Beachten wir

m o o
Ji—-f(rw) = >, w 1 cee W d p%f(rw) ,
o™ 1 d

so erhalten wir mit einer weiteren Konstanten C2(s,R)

s-1

: R
|£(0)| s ¢, (s,R) =X S r [D*f (rw) |dx
0

o] <m

Integration iiber S ergibt

1A

R
IS||£(0)] s Cy(s,R) = S 7 571 0% (rv) |drde
s o

c,(s,R) = S |xls_d [D*£(x) |dx .
K
Nun folgt nach Schwarz

-d o
IS||£(0)] s c,(s,R) = I]x]® % ID*£
2 o[ m L, (K) L, (K)

A

2(s-d)

Fir s > d/2 ist 2(s-d) > -d und damit |[x| iiber K

integrierbar, woraus die Sobolev'sche Ungleichung folgt.

SATZ 3.2 (Sobolev'scher Einbettungssatz): @ erfiille die Kegel-

bedingung, und s,t seien ganze Zahlen mit s-t > d/2. Dann gibt

V) lAY)
es zu jedem f € HS(Q) ein f € Ct(Q) mit £ = £ f.li., und es

ist mit einer von f unabhadngigen Konstanten C(s,R)
HEN < C(s,R)ILI

ctq) B ()



BEWEIS: Sei f € HS(Q). Nach Satz 2.3 gibt es eine Folge (fn) in
CS(Q) mit fn - £ in HS(Q). Nach Satz 3.1 gibt es eine Konstante
C(s,R), so daB

g -£ 1 < C(s,R)IE -fmﬂ

t n

ct () S

H™(Q)

Also ist (fn) eine Cauchy-Folge in Ct(Q). Da Ct(Q) vollstandig
N, N
ist, gibt es £ € c(2) mit f_ - f in c®(a). Wegen f_ - f in

Y
LZ(Q) gilt £ = £ f.li. Ferner ist

n,
NE | = lim I£_I < ¢(s,R) lim I£_lI
ctiq) n n'atig) n N uS(Q)
= C(s,R)IEl S .
HS (Q)

SATZ 3.3: Sei § ein Lipschitz-Gebiet. Dann gibt es eine stetige

lineare Abbildung T : Hl(Q) > LZ(QQ) mit
Tf(x) = £(x) , X € 98

fir £ e cH(mrY).

BEWEIS: Wir betrachten nur den Fall 4d =2 und Q = (0,1)2. Sei

£ € cl(®r?). pann ist fir 0 <R < 1

R 3 R—x1
(3.1) f(O,xz) = - J; 3X1 ( R f(xl,x2)> dx1
R R-x
_ 1 1 _£f
= _/(‘) (R f(xl,xz) R X, (xl,xz) )dxl .

Nach Schwarz folgt



2 L 5 .2
Integration Uber X, ergibt
L 2 2
A |f(O,x2)] dx2 < C(R)IEN 1 '
0 H™(Q)

und weiter

2 2
(3.2) Il < 4 C(R)IEI
L, (9%) Hl(Q)

Z2Zu f € Hl(Q) gibt es nach Satz 2.3 eine Folge (fn) in Cw(Rz) mit

£ > £ in HY(Q).
n

L2(89). Wir setzen

Nach (3.2) konvergiert die Folge (fn) in

Tf = l;m fn in LZ(EQ)

Offenbar erfiillt T alle Bedingungen des Satzes.

BEMERKUNG: Die Abbildung T heiBt Spurabbildung. Wir betrachten

Tf als die Randwerte von f auf 3Q. Dementsprechend schreiben

wir auch £ filir Tf auf 92 und

< Clfll

el <
LZ(QQ) Hl(Q)

Entsprechend sind fiir f € H®(Q) die Randwerte von D*f, |a| < s

definiert. Fiir jedes |o| < s ist {f € Ho(Q): D%f = 0 auf aQ}

ein abgeschlossener Unterraum von HS(Q), also auch

HI(Q) = (£ € H(Q): D*f = 0 auf T f£fir |a| < s}



Spater (Satz 3.5) werden wir sehen, daB die Seminorm

€12 . = = s (0%)° ax
H™(Q) [a]=m @
auf HS(Q) eine Norm ist.
SATZ 3.4 (Rellich-Kondrachov): Sei @ ein Lipschitz-Gebiet. Dann

ist jede in HS(Q) beschrédnkte Menge in HS—I(Q) relativ kompakt.

BEWEIS: Es geniigt, den Fall s = 1 2zu betrachten. Sei also

1 <1 fir f € M. Zu zeigen ist, daB M
H (Q)

in LZ(Q) relativ kompakt ist, d.h. nach dem Kalmogoroffschen Kompakt-

M c Hl(Q) und (£l

heitskriterium (s. J. WLOKA, Funktionalanalysis u. Anwendungen, S.201)

ist zu zeigen:

(i) M ist beschrdankt in LZ(Q),
(ii) Ve>0 368 >0 v £ €M
Ih| < & = Qf|f(x+h)-f(x)|2dx < e (f(x) = 0 filr x4 @)
(1) ist klar. (ii) zeigen wir fir d = 2 und @ = (0,1)%. sei
2, = {x € @ : dist (x,30) > 6}. Sei f€ cl(@) und 0 < |h] < s.
Dann ist flir x € 96: N h )
f(x+h)-f(x) = gf TET—- vV f(x+t TET ) dt ,
i |£(x+h)-£(x) |° < |h] I?' IV E(x+t T2 )|2 dt
< / T ,

Ih 2
S | f(x+h)-£(x)| %dx < |h| & s |VE(x+t T%l_ )| dxdt
2 0 @
§
|h|
< |n| o WEN ,  at
0 B ()
NK L

ul(Q)



Weiter ist

0,
e

17
NN

(x)dx

J £
Q_Qd 9—926

Das rechte Integral kann man durch 4 Integrale der Form

§

2
f (xl,xz)dxldx2

oSN
oS

abschidatzen. Aus Satz 3.3 entnehmen wir

12 2
J £ (Xl’XZ)dXZ s ClEl 1
0 H™(Q)
Also folgt
1 28 26 2 2
S s £ (Xl’XZ)dxldXZ s C /S Ufll 1 Xm = 28CIEl 1
0 0 0 H™(Q) H(Q)
Dies ergibt
2 2
S |f(x+h)-£(x) [“dx < 328CIEI°,
Q-9 H™(Q)
Insgesamt erhalten wir also flir [|h| < §
2 2 2
S |£(x+h)-£(x)|“dx £ (8% + 326C)IEI,
Q H™(Q)

Nach Satz 2.4 gilt diese Ungleichung auch fir f£ € Hl(Q). Fir

f e M folgt also

S |£(x+h)-£(x) [2ax s 62

Q

+ 3248C

fir |h| < &, wund dies impliziert (ii).



SATZ 3.5: Sei @ ein Lipschitz-Gebiet, sei Iy © 08 eine Teil-

menge von 9f mit positivem OberflédchenmafB. Dann gibt es eine

Konstante C(f), so daB fir alle f € Hl(Q) mit £ = 0 auf FO
| £] < N£l < C(Q) £ 1

ut(Q) ut () al(9)

gilt.

BEWEIS: Wir setzen
_ 1 —
V={ve€E€H((Q) : v=20 auf Fo}

Nach Satz 3.3 ist V ein Hilbertraum. Die Seminorm |[v| ist

1 (9)

auf V eine Norm: Aus |V| 1 = 0 folgt nach Ubungsaufgabe 3,
H(Q)

daB v eine Konstante ist, die wegen v = 0 auf FO Null sein

mufl.

Wir wollen nun annehmen, der Satz sei falsch. Dann gidbe es eine

Folge (vn) in V mit

v, I =1 , [v_| > 0
n Hl(Q) n Hl(Q)

Nach Satz 3.4 koénnten wir (Vn) in Lz(Q) als konvergent annehmen.
Da (vn) in LZ(Q) und beziliglich der Seminorm konvergiert, ist

(vn) sogar in Hl(Q) konvergent, etwa gegen Vv € V, und wir haben

[v] = lim |v_| =0 .
al(q) n niyglig)
Also v = 0 und damit v _I + 0, im Widerspruch zu
n .1
H(Q)
anu 1 = 1.

H™(Q) "



BEMERKUNG: Fiir FO = 3Q 1ist ein viel einfacherer Beweis moglich.

Durch wiederholte Anwendung kann man fiir f € Hg(Q)

£ < c(s,)|£]
H5(Q) H%(Q)

zeigen. Dies ist die Poincaré'sche Ungleichung.



§ 4 RANDWERTPROBLEME ELLIPTISCHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Wir wenden nun den Satz von Lax-Milgram auf einige spezielle Auf-
gaben in Sobolev-Rdumen an. Um partielle Integrationen durchfiihren

zu konnen, stellen wir die Green'schen Formeln zur Verfligung.

SATZ 4.1: Sei § ein Lipschitz-Gebiet, sei o das Oberflachen-

maB auf 239, und sei v(x) die &uBere Normale fiir f.a. x € 3Q.

Dann gilt fiir u,v € Hl(Q), i=1,...,d
(4.1) J u égi dx = - S é%%— vdx + S uvv do
Q i Q i XY
1 2

Ist u€ H(R), Vv € H(Q), so gilt

oV

(4.2) J uAvdx = - S Vu ¢+ Vvdx + S u v do
Q Q 1Y

und fir wu,v € HZ(Q)

(4.3) S (W - vau)dx = & (U - vy g4
o N0 oV oV

d

BEWEIS: Flir f € Cm(Iz) lautet der GauB'sche Integralsatz

J ggg-dx = S fvi do
Q i of

Fir u,v ¢ CmCRd) folgt (4.1), wenn man f = uv setzt. Flr
u,v € Hl(Q) folgt dann (4.1) aus Satz 3.4. (4.2), (4.3) folgen

aus (4.1).

AUFGABE 1: Sei fELZ(Q). Gesucht ist u € Hé(Q) mit

S Yu ¢+ Vv dx = S fv dX , V v € H%(Q)
\Y) )



Wir setzen
Q) , a(u,v) = S Vu -« Vv dx

a ist offenbar stetig auf V und nach Satz 3.5 auch V-elliptisch.
Das Funktional
F(v) = U/ fv dx
Q
ist ebenfalls stetig auf V. Damit nimmt die Aufgabe die Form an:

Gesucht ist u € V mit
a(u,v) = F(v) , v EV

mit stetigem F und einer stetigen und V-elliptischen Bilinear-
form a. Der Satz von Lax-Milgram zeigt, daB u eindeutig bestimmt
ist. Ist u € HZ(Q), so folgt aus (4.2)

fir v € C;(Q) sofort

S (-Au)v dx = S fv dx
Q Q

oder

u = 0 auf 90

Wir haben also das Dirichlet-Probem flir den Differentialoperator

-A gelbst.



o]l

AUFGABE 2: Sei f € L,(a), g € L,(39), c € c(Q), c(x) > 0 in

Wir setzen
vV = H (Q), a(u,v) = S (Vu « Vv + cuv)dx '
Y]

F(v) = S/ fv dx + S gv ds
Y] aQ

a ist wegen der Voraussetzungen iiber ¢ V-elliptisch, und F ist

wegen Satz 3.3 stetig auf V. Also gibt es nach Lax-Milgram genau

ein u € Hl(Q) mit

S (Vu « Vv + cuv)dx = J fv dx + S gv do
2 Q o8

1 2

flir alle v € H (f). Ist u € H°(Q), so hat man mit (4.2)

S (-Au + cu - f)vdx = S (g - Q% )v do
Q

Fir v € CS(Q) folgt zundchst

- Au + cu = £ ‘in @

d

Danach folgt fir v € ¢ (RY)

Qﬂm
< |

=g auf 2Q

Wir haben also das Neumann'sche Problem flir -A + c geldst.

AUFGABE 3: Sei f € LZ(Q). Sei 9@ = FO U Fl’ FO n Fl = ¢ , und

I habe (als Teil von 0Q) positives MaB. Wir setzen

0

VvV = {v € Hl(Q) : v =0 auf FO }



Nach satz 3.5 ist | - [ 4 eine Norm auf V.
H(Q)
Setzen wir nun mit £ € LZ(Q), g € L2(F1)
a(u,v) = S Vu - Vv dx , F(v) = S fv dx + S gv do ,
Q {2 r

1

so erhalten wir aus Lax-Milgram: Es gibt genau ein ue€ V mit

S Vu - vvdx = S fv dx + S gv do
Q Q Fl

fiir alle v e V. Flir ue€ H2(Q) bekommt man wie oben

-Au = f in @
u = 0 auf FO

ou _

Y = g auf Pl

Wir haben also eine gemischte Randwertaufgabe geldst.

AUFGABE 4: Sei

a(u,v) = S ; a 24 ov g: p. 2% v+ d,u v ) cuv} dx
¢ - . T ij 9x. 9X. < iox, i” ax,
Q i,j=1 i J i=1 i i
mit aij’ bi’ dj' c € C(Q). Offenbar ist a eine stetige Bilinear-

form auf Hl(Q). Wir machen folgende Annahme:

a 49 d 5
(1) 3 a0 >0 vV X € Q vV z € R > ai.(x)ziz. 2 a zy
i, j=1 *HJ J i=1
.. 1,_d
(ii) di’ bi € C(R”) und
1 4
c -3 'EI . (di + bi) 20 1in @ .

i=1 i

. 1 . . _
Fir v € H () ist mit c; = di + bi



M A

d oc.
dv. ov 1 2 2 1 i 2
5%, 3x, | 2 1 9%; (e;v™) +(C i§ >V }dx.

d
a(v,v) = S { >N a. .
i i Jj i

Q i,j=1 1J

Flir v € Hé(ﬂ) verschwindet die mittlere Summe, und wir haben wegen

(1), (ii)

d AV 2 2
a(v,v) 2 a S X ( FET > dx = a|v[® 4 .
Q i=k i H™(Q)
ba | . | 1 auf V = Hé(ﬂ) eine Norm ist, ist a V-elliptisch.
H (Q)

|
Fiir jedes £ € LZ(Q) gibt es also nach Lax-Milgram genau ein

u € Hé(ﬂ) mit
a(u,v) = /S fv dx , vV vE Hé(Q)
Q

Ist u sogar in HZ(Q), so erfillt u nach (4.1)

d d
) u u 9 _
- e Payaxg )Y -§:< i 3x, T x, (diU)> teou=f in @,
llj—l 1 J i=1 1 1
u = 0 auf 99

AUFGABE 5: Sei £ € L,(Q),

v = H%(Q), a(u,v) = S Au-Avdx , F(v) = J fvdx
Q 2

auf v ist | -], eine Norm, welche zur Norm in HS(Q) dqui-
H™(Q)
valent ist. Nach Ubungsaufgabe 8 ist

a(v,v) 2 |v|22
H(Q)
Also ist a V-elliptisch, und natlirlich ist F stetig auf V.

Also gibt es nach Lax-Milgram genau ein u € V mit



J Au Av dx = f fvdx , vev
Q Q

Ist sogar u € H4(Q), so ist nach Satz 4.1

J Au Av dx va A2u~vdx+ A (-viAu-Auy—> do
Q 0 a0\ oV ov

= J Azu-v dx ,
Q

denn wegen u € Hg(ﬂ) ist u %%== 0 auf 95Q. Also 1l6st u

Dies ist ein Randwertproblem flir eine Differentialgleichung

4, Ordnung.

AUFGABE 6: FElastizitdtstheorie ebener isotroper Platten.

Wir betrachten eine diinne Platte der Dicke d wund setzen diese
einer Verzerrung x > X' = x + u(x) aus. Die Dehnungen €14
sind die relativen Ldngendnderungen einer infinitesimalen Strecke
in Richtung des i-ten Einheitsvektors ey und €15 gibt den
Winkel o =zwischen zwel orthogonalen infinitesimalen Vektoren
nach der Verzerrung an: ¢coOS da = 2812. Flir kleine Verzerrungen
kann man zeigen, daf

. _ % ( ou s .\ EEE )

ik axk axi

Die ¢ werden zum Dehnungstensor

ik

.6



P
£11 3% 0
g = € = Bu B = _ﬁ_
- 22 - ’ - 0 3%,
) 2
2¢g — e
12 8x2 axl

zusammengefalit.

Die in der Platte wirkenden Krafte stellt man sich als Nahwirkungs-
krdfte vor, welche an Flichen angreifen. Ist v der Normalenvektor
eines infinitesimalen Fldchenstilicks mit Fl&dcheninhalt A, so ist

die auf dieses Fldchenstiick wirkende Kraft in Richtung von ey

Die Zahlen o, bilden den Spannungstensor

ik

911
¢ = 922 i
912
es ist stets Opqy = 0q5¢ 0117 059 heifBen Hauptspannung, 015

Schubspannung. Die auf ein rechteckiges Flachenelement Axl, Ax2
wirkenden Kriafte sind: (Die Spannungen werden iiber die Platten-

dicke d als konstant angenommen.)

022 Axld

Aolz A% Hd

— 012 Axld

Ax2 —> 044 szd

Axl



Der Zusammenhang zwischen €, o wird durch das Hooke'sche Gesetz

vermittelt:
1 Vv 0
o = D , D = Ez v 1 0
1._
v
1-v
0 0 5
E ist der Elastizitdtsmodel des Materials. v ist die Poisson'sche

Querzahl, ebenfalls eine Materialkonstante: Unterwirft man ein
kleines Rechteck in der einen Richtung einer Dehnung €, so bedeutet

dies eine Stauchung ve 1n der orthogonalen Richtung.

Die Kraftverteilung f(x) innerhalb der gemd8 u verschobenen Platte,
welche mit den elastischen Krdften im Gleichgewicht ist, berechnen

wir nun nach dem Prinzip der virtuellen Verriickungen. Dazu berechnen
wir die Arbeit, die eine weitere, gedachte (virtuelle) Verzerrung v
der bereits gemdB u verschobenen Platte erfordert. Eine Dehnung

¢ beim Spannungszustand o¢ erfordert pro Volumeneinheit die Arbeit
eTo, eine Verschiebung v gegen die Kraftverteilung £ pro Volumen-

T

element -f v. Insgesamt erfordert die Verschiebung v also die

Arbeit
e ((BV)TDBu - fTv)dx

Das Prinzip der virtuellen Verrlickungen verlangt, daB diese Arbeit
flir jedes v 0 ist, und zwar fir alle virtuellen Verzerrungen v,
welche mit den geometrischen Nebenbedingungen (z.B. Einspannung der

Platte am Rand) vertrdglich sind.

Sei nun @ ein Gebiet in JRZ und @ x [0,d] unsere Platte. Die

Platte sei der Volumenkraft £ € LZ(Q) b LZ(Q) ausgesetzt. Seien



Pl’ F2 Teile von 9§ mit positivem OberfldchenmafB, und sei die

Verzerrung in Richtung Xy auf Fi als 0 vorgeschrieben. Sei

1

V= {ve H(Q) xH(Q) : v. =0 auf T,} )

V ist nach Satz 3.5 ein Hilbertraum mit der Norm

2 AV, 2

2 2 i
vIZ = |v] + v, = s = (g5 ) a

v l(a) 2'ala) @ i,3=1\ 0%y

Fir u,v € V setzen wir
— T _ T
a(u,v) = S (Bv) D Bu dx , F(v) = S f7v dx
Q Q

Das Prinzip der virtuellen Verrilickungen fiihrt nun unmittelbar auf

die Variationsgleichung: Gesucht ist u € V
a(u,v) = F(v) , vV ve V

SATZ 4.2 (Korn'sche Ungleichung): Sei @ ein Lipschitz-Gebiet,

Fl’ F2 C 92 haben positives OberfldchenmaB, und 0 £ v < 1, Dann

ist a V-elliptisch.

BEWEIS: Es ist ov
—_—— 1
1 AY) 0 g}'{—
1
oV oV oV oV oV
1 2 2 1 2
a(v,v) = J‘( , , + > v 1 0 —
’ 1_\)2 Q axl ax2 axl 8x2 ax2
o o 1/ \21, V2
2 3x2 x1

dx
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Wir fihren den Beweis nur fiir den Fall Fl = 93{}. PFlr den
allgemeineren Fall siehe

v Y _
NECAS, J. - HLAVACEK, I.: Mathematical Theory of Elastic

and Alasto-Plastic Bodies: An Introduction. Elsevier 1981.

Wir zeigen, daB filir v € Hé(ﬂ), v € Hl(Q)
v v A%
1 2 1 2
(4.4) S = s——dx = S —= —= dx
0 8x2 axl 0 axl ax2
gilt. Es genligt, diese Beziehung fiir vy € Hé(Q), \ € C sz) zZUu
beweisen. Dann ist
avl 8v2 _ 3 < av2 . > B ( 8v2 . >.+ Bvl 8v2
3x2 le ax2 axl 1 axl 8x2 1 axl ax2
Aus dem GaufB'schen Integralsatz folgt
oV, 9V AY4 oV SAY4 oV
1 2 2 2 1 2
S 50— —= dx = J“( o= V.V, =~ =" v._V ) do + S —— —= dx
0 8x2 Xq 39 331 172 axz 171 0 axl 8x2
'Wegen"vl =0 auf o0 folgt (4.4).
Mit (4.4) efhélt man durch Ausmultiplizieren
oV 2 Y v 2
E 1 2 1-v (V1 1-v (Y2
v = By ()T (32 e 2 ()" ()
1_\)2 0 axl ax2 2 \2 2 \8xl
oV
1 2
+ (1+Vv) =/— —= } dx
axl 8x2

Beim letzten Term rechts benutzt man ab 2 - % (a2+b2) und erhalt
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§ 6 DAS EINZELNE FINITE ELEMENT

DEFINITION 6.1: Ein Finites Element ist ein Tripel (E,j“,é), wobei

E ein Lipschitz-Gebiet in ZRd,

Jﬁ ein endlichdimensionaler Teilraum von C(E),

® eine Menge linear unabhdngiger linearer Funktionale

auf -

ist.

BEMERKUNGEN :

1) E ist in der Regel ein sehr einfaches Gebiet, wie etwa Quader,
Tetraeder. d heiBt die Dimension des Finiten Elements. Oft

wird E auch selbst als Finite Element oder Element bezeichnet.

2) J besteht aus sehr einfachen Funktionen, in der Regel Polynomen.

Die Dimension m von J° ist niedrig, etwa 3 - 20.

3) ¢ besteht meist aus Funktionsauswertungen oder Auswertungen von
Ableitungen in gewissen Punkten von E, den Knoten. Die Funk-

tionale in ¢ nennt man auch Freiheitsgrade des Elements.

4) Sei m die Dimension von Ja. Dann besteht ¢ aus m 2.u. Funktio-

nalen ©preee @, und das Interpolationsproblem
& .
(6.1) p € J’ , @i(p) = Py , i=1,...,m
ist fir jede Wahl von Pyse«- /Py eindeutig l6sbar. Diese Eigen-

schaft nennt man "Unisolvenz" des Finiten Elements.
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5) Insbesondere gibt es also filir jedes j genau ein Nj € P nmit

(1, 3
LOI j o+ i

Die Nj heiBen Formfunktionen des Finiten Elements. Mit Hilfe der

Formfunktionen kann man die L&sung des Interpolationsproblems (6.1)

(pl(Nj)

in der Form

schreiben. Zum Nachweis der Unisolvenz geniigt es, die Formfunktionen

anzugeben.

Wir besprechen nun spezielle Finite Elemente. Ihre Bezeichnung be-

zieht sich

auf E : dreieckig, rechteckig,

auf 53’ linear, quadratisch falls 93: P ﬁ; , WO .ﬁ;

ll
die Menge der Polynome vom Grade < n bezeichnet.

und auf @ : Lagrange'sch fiir Funktionsauswertungen,

Hermite'sch fiir Auswertungen der Ableitungen, ... .
Wir beschrdnken uns dabei zundchst auf ebene Elemente (d = 2).

1. Dreieckig -~ Lagrange'sche Elemente.

Hier ist E ein Dreieck mit den Ecken a;,a35,a5 E = A(al,az,a3)
- - - st P= P

(a) Bei den linearen Elementen dieser Klasse ist = 1 also

m=3, ¢ = {wl,mz,m3 1, mi(p) = p(ai) a,,8535 sind also dle.

Knoten des Elements. Wir schreiben kurz ¢ = {p(ai), i=1,2,3}. Die
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Formfunktionen erhdlt man aus den baryzentrischen Koordinaten Li(x),

z.B.
|a(x,a,,a5) |
(6.2) L,(x) =
1 [a(ag,a,,a5)]
(0,1)
3
1 2
(0,0) (1,0)
Baryzentrische Koordinaten Einheitsdreieck

Analytisch kann man die baryzentrischen Koordinaten in E durch

die Gleichungen

definieren. Aufldsen nach L1 ergibt nach der Cramer'schen Regel

X a a a a a
(6.3) L, = det 2 3 det| 1 2 3
1 01 1 101 1

Nun gilt
a a a a,-a a a,-a
det 1 2 3 -~ det 1 72 2 3 72
1 1 1 0 1 0
= -det( a;-a, , az-a, )
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[det( a;-a, , az-a,)| ist gerade die Fliche des von a;-a,, aj-a,

aufgespannten Parallelogramms. Fiir X € E ist Ll 2 0, und (6.2),

(6.3) stimmen {iberein.

Offenbar ist Li E./l. Also sind Ni = Li die Formfunktionen. Fiir

das Einheitsdreieck ist z.B.

Nl(x) = l—xl—x2 , N2(x) = X4 , N3(x) = %,

(b) Die quadratischen Elemente dieser Klasse haben P= j;, also

m = 6. Als Knoten treten die Ecken a1,85,84 und die Seitenmittel-

punkte ay,8g,a, auf. Fir das Einheitsdreieck hat man die Form-

funktionen:
3 Nl(x) = (l—xl—xz)(1—2xl—2x2) , NS(X) = 4X1X2
N2(x) = xl(l-2x2) , N4(x) = 4xl(1-xl—x2)
6 ¢ 5
1 4 2

: ' . ' . ‘0 '
(c) Fiir die kubischen Elemente ist J = ﬂ;, also m = 10. Als
Knoten treten die Ecken ap,a,,a, auf, weiter die Punkte Agre-es8g;

welche die Kanten in 3 gleiche Teile teilen, und schlieBlich der
Schwerpunkt 19 = 3 (al + a, + a3):

= (1—x1—x2)(l—%dﬁ_— %xz)(l—Bxl - 3%,)

_ 23 - - —x -
= xl(l 5 xl)(l 3xl), Nlo(x)—27xlx2(1 Xq x2)

- e - “3x -3

_ _ _ ) -
= xl(l—x1 x2)(1 3xl), N6(x)— 4X1X2(1 3x1)
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2. Dreieckig kubische Hermite'sche Elemente.

' _ o _ .
Hier ist J 3 ¢+ M 10 , al’az,a3 die Ecken, a, der
Schwerpunkt,

d = {p(ag), Dap(al), £ =1,2,3 und J|a|l £1, 2 = 4 und a =

Es ist jetzt zweckmdBRig, flir die Freiheitsgrade graphische Symbole

einzufiihren:
Funktionale Symbol Anzahl der Funktionale
p(a) *3 1
p%p(a), la]=sl (:) 3
a
p%p(a), |a|s2 6
a
op
v (a) /? 1
a

Damit sieht unser Element so aus:

3

Die Unisolvenz folgt aus

SATZ 6.1: Seien a;,85,85 die Ecken eines Dreiecks E und a,
_1 . 2
der Schwerpunkt, d.h. ay = 3 (a1+a2+a3). Seli pE€ J3 und

Dap(ai) =0, i=1,2,3 , [a] =1, p(a4) = 0. Dann ist p = 0.

BEWEIS: Auf 13 ist p ein
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Polynom vom Grade 3, welches in 1,3 Jeweils 2 Nullstellen hat.
Also ist p = 0 auf 13 und damit p = 0 auf allen Kanten. Auf
g hat p dann ebenfalls vier Nullstellen und ist dort 0. Ist
h eine beliebige Gerade durch 2, welche 13 trifft, so hat p
auf h wieder 4 Nullstellen und ist O auf h und damit iden-

tisch 0.

Die Formfunktionen sind hier nicht so leicht zu erraten. Ein

systematischer Weg ist der folgende: Es ist flir p € jz

p(x) = > cC xB

1g[s3 P

A

Das Interpolationsproblem

p(a4) = Py

ist eindeutig 18sbar. Es fiihrt beim Einheitsdreieck auf das Glei-

chungssystem Ac = b mit A,b wie folgt:
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o0 10 01 20 S11 S2 %39 CS37 1y €03
1 P100
1 P110
1 P1o1
1 1 1 1 Psoo
I 2 3 P10
1 1 1 D501
1 1 1 1 P300
1 1 1 S
1 2 3 P301

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 3 9 9 9 27 27 27 27 | Pa

Numerieren wir die Freiheitsgrade wie die rechten Seiten, also

p(al), 5%; p(al) , Sgg-p(al),...,p(a4), SO0 erhdlt die i-te

Spalte von A%t die Koeffizienten von N., z.B.

1 _au2_ a2 3 2 2
Nl(x) =1 3xl 13x1x2 3x2+2x1+l3x1x2+13x2x1+2x

3
2
3. Dreieckig Hermite'sches Element 5. Grades (Argyris-Dreieck).

. . 30 V2 . .
Hier ist = 5 und ¢ entnimmt man der Figur:

3

=

2

In den Seitenmittelpunkten sind nur die Normalableitungen, nicht
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die Funktionswerte gemeint. Es ist m = 21. Die Unisolvenz folgt

aus

SATZ 6.2: Sei b ein innerer Punkt der Kante a584, und ent-

1
sprechend b2,b3. Sei p¢€ Jg und Dap(ag) =0, £ =1,2,3,
[a] £ 2. Seien 9, Ableitungen in b, nicht in Richtung der
jeweiligen Kante. Sei alp(bﬁ) =0, & =1,2,3. Dann ist p = 0.
BEWEIS: Ahnlich wie beim Beweis zu Satz 6.1 folgt zun&dchst

p = 0 auf den Kanten. Entlang 13 ist 82p ein
Polynom vom Grade 4 mit 5 Nullstellen, also ist
82p = 0 entlang 13. Damit verschwinden alle
Ableitungen von p entlang 13, insbesondere

ap/aLl. Also enthdlt p mindestens einen Faktor

Li. Nach dem gleichen SchluB enthdlt p aber
2 auch Faktoren Lé und L%. Also enthdlt p sogar

einen Faktor L% Lg Lg und muB3 daher wegen p € jg verschwinden.

3. Dreieckig Hermite'sches Spline-Element (HCT, Hsieh -Clough-Tocher-
-Element).

Hier wird E in Teildreiecke El’EZ’E3 aufgeteilt und

S = {p € ch(E) - pl_ € T3}
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-,

[
SATZ 6.3: HCT ist unisolvent, und dim < = 12.

BEWEIS: Wir zeigen zundchst Unisolvenz. Sei also p € P und
p%p(a,) =0, ¢ =1,2,3, |af €1 sowie 3,p(by) = 0, wo b, ein
innerer Punkt der Kante 23 ist und v eine Normalableitung be-
deutet. Wir miissen p = 0 zeigen. Sei dazu a der gemeinsame

Punkt von Ei’ i=1,2,3, und sei g € C(E) eine Funktion mit

d(_ € JH' und gf(a) = 1, q(ag
E.

ren'Beweisen sieht man, daB p entlang der Kanten samt seiner

Normalableitung verschwindet und daher den Faktor q2 enthalten

) =0, ¢ =1,2,3. Wie bei den friihe-

muB. Also p = rq° mit r, =r| € S.. Sei T=EF. N E . Entlang
i T 1 i k

T gilt fiir |a| £1

a_ _ ..o 2 o _ . 2 a
D’p =D r;qay + 2riqiD q; = D 9y + 2rquD Iy
Wegen q,p € C(E) 4ist auch r € C(E) und damit d; = g und

r; = LN entlang T. Es folgt entlang T

(Dari - Do‘rk)q2 + 2rq(Daqi - Daqk) =0

und nach Kirzung eines Faktors ¢

a a a a _
(D ry - D rk)q + 2x (D a3 D qk) =0
In dem von a verschiedenen Endpunkt von T ist g = 0 wund
Daqi ¥ Daqk fir mindestens ein o. Also ist dort r = 0. Es ist
=0, £ =1,2,3. Die

also r € C(E), rlﬁ. € /., und r(a

)
einzige solche Funktion ist r = ¢g mit einer Konstanten c¢. Damit
ist p = cq3. Eine solche Funktion kann aber nur dann in Cl(f)

sein, wenn ¢ = 0. Also in der Tat p = 0.
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Es bleibt noch dim ?D= 12 zu zeigen. Wegen der Unisolvenz ist
klar, daB dim 9 <12 ist P = {p : pl_ € ‘jg} hat die

E.
Dimension 30. Wir konstruieren 18 lineare 1 Funktionale @, auf

53' mit der Eigenschaft
pe P, oip)=0, i=1,...,18 » pe P,
Dann ist dim & 2 30 - 18 = 12 und damit alles gezeigt.

. . s x .
wl(p),...,wg(p) sind die Spriinge von D p bei al,az,a3, wlo(p),

...,wlz(p) die Spriinge der Normalableitungen an den Mittelpunkten

von aa, , L =1,2,3. (913(p),...,®18(p) sind die Spriinge von
D%, |a| £ 1 entlang aa,, aa, bei a. (Verschwinden diese, so
auch der Sprung entlang aa, bei a.)

Ist nun p € P und wi(p) =0 flir i=1,...,18, so ist der

) . .
Sprung von p entlang aa aus J3 und hat in jedem Endpunkt

L
2 Nullstellen. Der Sprung von 9dp/dov ist dort ein Polynom vom
Grade 2 mit Nullstellen in den Endpunkten und im Mittelpunkt. Also

sind beide Spriinge 0 und damit p € 51

5. Lagrange'sche Elemente in Rechtecken.

Hier ist E ein Rechteck und &= 7; ={p:p= = c, x%3,
O§ai§n
also m = (n+1)2. Die Knoten fiir das Einheitsrechteck (0,0), (0,1),
(1,0), (1,1) sind apg = (k/n,2/n), k,2 =0,...,n:
q . . 1
b '] 1
[ ] > [} ¢

bilinear biquadratisch bikubisch
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Unisolvenz ist hier trivial.

6. Rechteckige Elemente der Serendipityl)-KlaSSG-

Flir das quadratische Element dieser Klasse ist m = 8 und

Der Beweis der Unisolvenz geschieht durch Angabe der Formfunk-
tionen. Nehmen wir den Mittelpunkt im Ursprung und die Ecken in

a, = (+ 1, £1), so ist fiir die Ecken

N, (x) = % (1 + x (1+x

13g1) (1¥x53,5) (%13, + Xy3,5 = 1)
und flir die Seitenmittelpunkte z.B.
_ 1 R -
N2(x) =5 (1 x2)(1 Xl) .

Im NAG-Programm hat dieses Element die Bezeichnung QUSFN.

Das kubische Serendipity-Element ist gegeben durch

j)= 7) + < x3y,y3x >

1) serendipity (engl.) = Gabe, durch Zufall gliickliche und unerwartete Ent-
deckungen zu machen. (Horace Walpole: The Three Princes of Serendip)



Es ist also m = 12. Bei NAG
QU12FN.
A '/-\D A
Aus einem Element (E, ./, )
Abbildungen F IRd - 1R
mit
A
E = F(E)
A
P=Port
AN
= {9 : 0(p) =v(p

.o . . A
Fur ein Lagrange'sches Element mit Knoten CYRARE

eln neues Element
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hat dieses Element die Bezeichnung

kann man mittels umkehrbar eindeutiger

(E,Ja,¢) herstellen

A A
einfach die Knoten F(al),...,F(an).

Bei den isoparametrischen Elementen wdhlt man F &

A

A A
P,d) ein Lagrange'sches

(E,
das isoparametrische Element

Die Abbildung

fiihrt die Knoten a, in die

vertierbar, so definiert F

den Knoten Aprecer@p.

Dieses Element ist i.a.

F
A
E — E
A NG
P
R;
A A
o F) mit ¢ € & }.
4 hat © al
ran a also
A
P . sei
. A A .

Element mit Knoten P RARER- Fur
gibt man die Knoten a1,++,8, VOr.

A
" 72
N, Formfunktionen in NES
neuen Knoten a, ilber. Ist F in-
ein neues Element (E,jD,Q) mit

nicht mehr gerad-

linig begrenzt, und seineAFunktionenklasse enthdlt i.a. algebraische

Funktionen, selbst wenn P nur Polynome enthielt. Dies stdrt aber

nicht, da wir alle Rechnungen auf dem "Referenzelement"

durchfiihren werden.

A DN A
(E, ,9)
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§ 7 APPROXIMATION IM EINZELNEN FINITEN ELEMENT

Sei (E,ﬂ°,®) ein Finites Element, und sei £ € HS(E). Wir wollen
untersuchen, wie gut man f durch Funktionen aus .7) approximieren

kann.

SATZ 7.1 (Bramble-Hilbert-Lemma): Sei & ein Lipschitz-Gebiet inimd.

Dann gibt es eine Konstante C, so daB

vV £ € H5(Q) Inf  If-pll < clf| g .
peP H~(Q) H%(9)
s-1
BEWEIS: Seien Wyreee Py stetige lineare Funktionale auf HS(Q),
so daB wi(p) =0, i=1,...,n flir p € 51—1 nur flir p = O mog-

lich ist. Wir zeigen: Es gibt eine Konstante C, die von Q,s

und den ©; abhdngt, so daB flir f € S (Q)

n
(7.1) (] < c{|f] + = e, (f) ]}
HS () gS(q) i=1 *

wire dies nicht der Fall, so gdbe es eine Folge (fk) in HS(Q)

mit

n
M =1, | £ + 3 oy (£)] >0

k|

K 'uS(q) gS(Q) i=l
fiir k » «. Nach Satz 3.4 kdnnen wir (f;) 1in Hs_l(Q) als kon-
vergent annehmen. Wegen |fk| S - 0 ist (fk) sogar in HS(Q)
H™(Q)

konvergent, etwa gegen f € HS(Q). Wegen

| £y > |£] ;0 () > 6, (f)

15 (Q) B (Q)

ist
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| £] =0 ¢.(f) =0 , i=1l,...n .
H%(Q) 1

Also f ¢ jz—l’ und nach Wahl der 0, ist f = O. Dies ist ein

Widerspruch zu

£l = lim IIf I =1
H%(Q) koo K4S (q)
Damit ist also (7.1) gezeigt.
s . ) . — —
Zu f € H°(Q) gibt es P € Js—l mit tDi(pf -f) =0, i=1,...,n.
Dann ist nach (7.1)
Inf Hf-pl S NE-pl
pE P BS(Q) £ K8 ()
s-1
n
< ¢{|f-p.| + X o (pe-£f)]}
f HS(Q) i=1 i*¥f

]
Q
FHh

Sei nun (E,f?,¢) ein Finites Element. Es sei jag HS(E), und seine
Freiheitsgrade seien stetige lineare Funktionale auf HS(E). Nach
Satz 3.2 ist dies etwa der Fall, wenn alle Freiheitsgrade von der
Form Dap(al), l[a] < s ~ d/2, a, € E sind. Wegen der Unisolvenz
gibt es dann fir jedes f € HS(E) genau ein p € 50 mit ¢@(p-f)=0
V ¢ € 9. Wir nennen dieses p = Pf. Offenbar ist P eine Pro-
jektion von HS(E) auf jb’ d.h. P ist linear, stetig, und

P2 = P.

\ 2 . .
SATZ 7.2: Sei J und r 2 s. Dann gibt es eine Konstante

C, so daB
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V f € HY(E) I£-PEI < clf]
H”(E) H (E)
BEWEIS: Es ist flir p e J
I £-PEI = I(I-P)£l
HS (E) H® (E)
= I(I-P)(£f-p)I s
H™ (E)
< IT-PI NE-pI ,
H™ (E)
also
IE-PEN $ CInf If-pl _
H” (E) pe P H™(E)

Die Behauptung folgt nun nach Satz 7.1.

Sei nun h eine "kleine" positive Zahl. Wir erzeugen aus einem
Referenzelement (E,JU,Q) ein Element (Eh,~7%,®h) der "GroBRe"

h durch affine Abbildung Fh : E - Eh, wobei

th = bh + hth

Um zu verhindern, daB Eh degeneriert oder fast degeneriert, ver-

langen wir
(7.2) k(Bh) < C (k(B) = Kondition von B)

mit einer von h unabhingigen Konstanten C. Aquivalent hierzu ist
die Existenz von positiven, von h unabhingigen Konstanten Cl,C2

mit
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(7.3) KC c E

mit Kugeln Kh vom Radius h.

) E~j)

SATZ 7.3: Seil S o1 und r 2 s 2 t. Dann gibt es eine Kon-

stante C, so daB fiir die zu (Eh,.7%,®h) gehOrige Projektion Ph

vV £ € gY(E,) I £-p, £l < chf b |
h nfl ¢

r
H™(E,) H™ (Ep)
BEWEIS: Wegen (7.2) geniligt es, den Satz filir Fh = hI =zu beweisen.

Wir setzen fh = f o Fﬂl, also fh(x) = f(x/h). Wir haben

(0%,)(x) = n 1%l %) (X)),

f(Dafh)Z(X) dx = h_2|al S (Daf)Z(% )dX
E E

h h
= nd-2lel ~ (p%)2(x) ax
E
oder
(7.4) N = nd/27 gy
HY(E, ) gt (E)
Weiter ist
(7.5) P, £, = (Pf),

Denn beides sind Funktionen aus .7;, und wir haben nur noch nachzu-
rechnen, daB alle Freiheitsgrade ®y € @h flir die beiden Funk-
tionen libereinstimmen. ©p ist durch <Ph(fh) =®(f), o € ¢, ge-

kennzeichnet. Also ist
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op(Ppfy) =0, (£) = @(£) = o (Pf) =0, ((Pf),)

und dies beweist (7.5).

Jetzt hat man mit (7.5), (7.4), Satz 7.2 und nochmals (7.5)

lfh—P l(f—Pf)hl &

£ |
h h'_.t
H (Eh) H (Eh)
= n%/2°% Jeopg|
H™(E)
§ Chd/z'tlf' .
H (E)

- Chd/Z—t h_d/2+r|fh, .
H™ (Ey)
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§ 8 ZUSAMMENSETZEN FINITER ELEMENTE

Sei @ c ﬂfi ein Lipschitz-Gebiet. Seien (E.

Finite Elemente mit
n
§=Uﬁi , E; N E = 0 fir i* k
i=1
Alle Freiheitsgrade seien von der Form ZicaDap(a).

a

DEFINITION 8.1:

(a) Die Familie (E.

1’”’i’®') heiBt vertrdglich, wenn gilt:

i’,
i=1,...,n

Gehort der Knoten a sowohl zu Ei als auch zu Ek und ist

> .

® . = {p € @i : ¢ hat Knoten a}, so ist <®_.> = <®ak

al al

(b) Ist eine Familie vertrdglich, so kann man also zu jedem Knoten
a dieser Familie Freiheitsgrade @qreee Py finden mit

<@y e, 00> = <®ai> fir jedes Element, das den Knoten a hat.

Dies sind die globalen Freiheitsgrade.

(c) Zu jeder Wahl der globalen Freiheitsgrade gibt es genau ein
n
p=(p:) € 10 jD. , So daB ¢ (p
i =1 1
grad ¢ mit Knoten in Ei den vorgeschriebenen Wert hat. Man

i) flir jeden globalen Freiheits-
nennt p eine Finite-Elemente~Funktion (obwohl p i. allg.
nicht als Funktion auf @ interpretierbar ist). Den linearen

o—
Raum dieser Funktionen bezeichnen wir mit M/ .

—

(d) Ist F é_CS(ﬁ), so heiBt die Familie von der Klasse C°

(e) Seien alle Freiheitsgrade der Familie stetig auf HS(Q). Dann

gibt es eine lineare Abbildung P : HS(Q) - _?v mit
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o(Pf - £f) =0 , vV ¢ € @i , i=1,...,n
P heiBt der Interpolationsoperator der Familie.

BEISPIELE:

1) Die Ei bilden eine Triangulierung von @ (d.h. ist a Ecke
von Ei und a € Ek' so ist a auch Ecke von Ek). Dann bilden
die Lagrangeschen linearen, quadratischen und kubischen Elemente

Familien der Klasse Co. Globale Freiheitsgrade sind pf(a) fir

alle Knoten der Triangulierung.

2) Auch die Hermite'sch kubischen Elemente liber einer Triangu-

lierung bilden eine vertrdgliche Familie der Klasse Co (aber nicht

Cll). Die globalen Freiheitsgrade sind p%p(a), la| £ 1 f£filir die

Knoten a und p(a) flir die Schwerpunkte b.

3) HCT i{iber einer Triangulierung bilden eine vertrdgliche Familie

der Klasse Cll Globale Freiheitsgrade sind D p(a), |a| s 1 fir
Ex
(wobei jetzt eine gemeinsame Normalenrichtung festgelegt werden

Knoten a und die Normalableitungen im Mittelpunkt von Ei n

mufBl) .

4) Auch das Argyris-Dreieck iliber einer Triangulierung bildet eine
2

vertrdgliche Familie der Klasse Cl (aber nicht C71!).
5) Auch Kombinationen von verschiedenen Elementtypen kdnnen ver-
trdgliche Familien bilden, z.B. dreieckig-Lagrange-quadratisch mit

dem quadratischen Serendipity-Element:

Die Klasse ist CO,
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6) Das Crouzeix - Raviart - Dreieck

4

@ D
PP

fiihrt zu einer vertridglichen Familie, welche nicht von der Klasse
0 _

C ist.

SATZ 8.1: Seil (Ei,,?i,Qi) eine vertrdgliche Familie
i=1,...,n

Finiter Elemente der Klasse Cs_l, und sei 71"5 HS(Ei), i=1l,...,n.

Dann ist jede Finite-Elemente-Funktion in HS(Q).

BEWEIS: Wir zeigen den Satz fiir s = 1. Sei also f eine Finite -

Elemente-Funktion und ¢ € C?(Q). Dann ist

e 20 fdx == S 20 f dx = 2:{— J’mgii-dx + S of v.ldc}.
Q i E, X .

9Kq 9%y 1 U g, 1 SE.
1 1 1

Fiir die Teile wvon aEi, welche auf 9Q 1liegen, ist ¢ = 0. Fiir die

greee ViqrVgqreser “Viq-
Da f entlang der Elementrdnder stetig ist, heben sich die Rand-

anderen Teile gibt es von 3Ek, oE mit

integrale also weg. Also hat f die verallgemeinerte Ableitung

of
—= € L,(Q).
axl 2 -

DEFINITION 8.2: Eine Familie (E., 51,¢i) heiBt affin,
i=1,...,n

wenn jedes Element der Familie affines Bild eines einzigen Elementes

ist.

.., 0..)
ih"7ih%; 4 .. n(h)

heiBt gleichférmig, wenn es von h unabhidngige Konstanten C1:Cy

DEFINITION 8.3: Eine Familie von Familien (Eih’
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gibt, so daB jedes Eih eine Kugel vom Radius clh enthdlt und

in einer Kugel vom Radius c¢,h enthalten ist.

2
SATZ 8.2: Sei (Eih’ jih’®ih) eine gleichfdrmige
i=1,...,n(h)
Familie vertrdglicher und affiner Familien Finiter Elemente der
Klasse ¢!, pie Funktionale in ¢, seien stetig auf ut (q),

so daB also der Interpolationsoperator P auf HI(Q) erklart .

h
: . Q0 ¢ S . . _
ist. Sei ‘jr—l =4 :Tah c H (Eih). Dann gibt es eine von h un

abhidngige Konstante C, so daB

r r-s
v £ € H (Q) I£-p, £l < Ch [£ .
b g (q) " (Q)
BEWEIS: Wegen ‘?1h c HS(Eih) und weil die Familie von der Klasse
CS—1 ist, ist nach Satz 8.1 P _f€ HS(Q). DaB die Abschdtzung des

h
Satzes besteht, folgt unmittelbar aus Satz 7.3.
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§ 9 DIE KONFORME METHODE DER FINITEN ELEMENTE

Sei §© ein Lipschitz-Gebiet. Fiir h > 0 sei die vertrdgliche

Familie (E.,, 9 ,9..) Finiter Elemente gegeben.
ih ih’ "ih’. _
i=1l,...,n(h)
(V
Der zugehdrige Raum von Finite-Element-Funktionen sei .

h

Sei V ein abgeschlossener Unterraum von HS(Q). Auf V sei
eine stetige V-elliptische Bilinearform a wund ein stetiges
lineares Funktional F gegeben. Wir betrachten die Variations-

gleichung
uev ’ a(u,v) = F(v) ’ v v €V .

a- S . . . . .
Ist ”/h c H°(Q), so ist VvV, =V nSTL ein endlich-dimensionaler

Unterraum von V , und wir konnen das Galerkin-Verfahren
uy € Vi v a(uh,v) = F(v) ’ vV VveVy
durchfiihren. Dieses heiBt (wegen z. g_HS(Q)) "konforme Methode

der Finiten Elemente".

]

SATZ 9.1: Die Familien (E.,, J%,,0..) seien von
in’ “ih'7ihTs g n(h)
s~-1 >) s . 7 s
der Klasse C , und 'fih c H (Eih)' Dann ist ;/h c H(Q).

. @ 1)
Ist weiter "/r—l c Sip

r . . . o @
H'(2) stetig, und sind die Familien (E;,, Jih’¢ih)

PhV c V, sind alle Freiheitsgrade auf

i=1l,...,n(h)
affin und die Familie dieser Familien gleichfdérmig, so gibt es

eine von h unabhidngige Konstante C, so daB fir u € Hr(Q)

r-s

- <
flu uhM £ Ch el r .

1% (Q) H (9)
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BEWEIS: Es ist nach Satz 5.1

M .
Mu=-u, Il £ = Min [|lu-vl
h'us () ® vevy HS(Q)

Sei vy = Phu. Wegen u € Hr(Q) ist dies wohldefiniert. Wegen

e

. . _ ¢
P,VcV ist v, €V und damit v, € Vp =V /.
Also folgt
M
lu-u, | £ = flu-v_lI
h HS(Q) o h HS(Q)
s M prs oy
o r
H™(Q)
nach Satz 8.2.
"
BEISPIELE:
l) - au=£f in Q, u =0 auf 9Q. In diesem Fall haben wir

s = 1. Die Voraussetzungen des Satzes verlangen hier

(a) Die Finiten Elemente miissen von der Klasse CO sein. Dies
bedeutet, daB die Ableitungen der Funktionen in 57; entlang
Elementridndern endliche Spriinge machen. Die Ingenieure (vgl.
Zienkiewicz S. 28) sagen: Spannungen zwischen den Elementen

miissen endlich sein.

(b) r 2 2, wenn der Fehler Hu—uhH mit h » 0 gegen Null gehen
(7 . . \ . .

soll. Also umfaBt ;/ih mindestens die linearen Funktionen. Die

Ingenieure sagen: Konstante Spannungsverteilungen innerhalb eines

Elementes miissen exakt dargestellt werden k&nnen durch die Funk-~-

tionen in diesem Element.

(c) B f = 0 auf 29 falls f e H2(9) n H%(Q). Dies ist z.B. erfiillt,
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falls Q ein Polygon und die Finiten Elemente irgendwelche der in §6

angegebenen Typen sind, mit Ausnahme des Crouzeix-Raviart-Dreiecks.

2) Azu =f in @, u = %% = 0 auf 3Q. Hier ist s = 2. Die

Voraussetzungen des Satzes verlangen, dafB die Finiten Elemente

)
Jih

mindestens die Polynome vom Grade 2 enthalten. Dies trifft zu fiir

von der Klasse C1 sind, und flir Konvergenz missen die

das Argyris-Dreieck und fiir HCT. pvV < v ist wieder erfiillt

flir Polygone. Man bekommt also

fu-u | < chf 2y

HS () HY (Q)

wobei r = 6 flir das Argyris-Dreieck und r = 4 fir HCT.

Bisher haben wir nur Konvergenz im Sinne der Norm in HS(Q) unter-
sucht. Natilirlich hat man dann auch Konvergenz - mit der gleichen
Potenz r - s von h - fiir alle Normen Ht(Q) fir t £ s. Da
aber unter den Voraussetzungen von Satz 9.1

Min flu-vli £ Ch

. Y .
v€Vh H (Q) H (2)

gilt, erwartet man die - bessere - Konvergenzordnung r - t. Dies
werden wir fiir die Dirichlet-Aufgabe fiir Differentialgleichungen

zweiter Ordnung unter gewissen Zusatzvoraussetzungen beweisen.

Sei also
d ou 9V
a(u,v)=f< >, ai.éx—w‘f'CU.V)dX
Q Vi,j=1 I 9%y j
mit c,a;y € c(Q), c 20, (aij) positiv definit in Q. Nach § 4

ist a vV = H%(Q)—elliptisch. Mit f ¢ LZ(Q) betrachten wir die

Variationsgleichung
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(9.1) uev , a(u;v) = (£,v) YV vVeEV .

LZ(Q) !

DEFINITION 9.1: Die Aufgabe (9.1) heift reguldr, wenn es eine

Konstante C gibt mit

full P s CIfl

H2(q) L,(Q) ’

Ist die Aufgabe reguldr, so ist u nach § 4 Ld&sung von

Au = f in q, u=0 auf 2aQ ,
== x 2 (a2 Yuseu
i,j=1 axj 17 axi

SATZ 9.2 (Nitsche-Trick): Die Aufgabe 9.1 sei reguldar. Die Familien

i Caad 0 P 1
(Eipr Jih,@ih)i—l n(h) seien von der Klasse C°, und ‘/ih c H7(E;y)
- 7 ® e s f 4
. o s . O a . '
Dann ist ‘fh € H>(Q). Ist weiter J;-l E-Jih mit einem r2 2, P Ve v,

sind alle Freiheitsgrade auf HZ(Q) stetig, sind die Familien affin
und ist die Familie dieser Familien gleichfdrmig, so gibt es eine

von h unabhdngige Konstante C, so daB fiir u € Hr(Q)

< ¢ ht qul

lu=-u i <
h L2(Q)

HY (Q)
BEWEIS: Es ist

Flir jedes g € LZ(Q) gibt es wegen der Regularitdt ein v € Hé(ﬂ)

N 52(2) mit

Av = g ' vl 2 < ClAvi

12 () LZ(Q) :
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Also haben wir

”u—uh”Lz(Q) = Max {(u—uh,Av)Lz(Q) ”AV”Lz(Q) =1}
= Max { a(u - Uy, v) : ”AV”LZ(Q) =1}
£ Max { a(u - Uy, v) : vl 2 £ C }

H™(Q)
Nun gilt filr alle Vh € Vh
a(u - Uy vh) =0
Fiir vy = th haben wir also
a(u - Uy v) = a(u - Uyr Vv - th)
S Mlu - u_ll v = P,vil
Byl (q) b ul(q)
< ;b hun o hw ,
H™(Q) H™(Q)

Also bekommen wir

lu - u, < cc, Mh¥jul
h'L, (%) 1 u (9)

Regularitdt ist eine Forderung an das Gebiet & und an die Koeffi-

zienten aij' c, siehe Hackbusch, Kap. 9.
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TeEIL III:

IMPLEMENT IERUNG

§ 10 GRUNDBEGRIFFE

Wir beginnen mit einem ganz einfachen Modellproblem:
- Au=f in @ , u = 0. auf 23

Dabei sei @ ein Polygon. Als Finite Elemente nehmen wir Lagrange-
sche Elemente iiber einer Triangulierung von §, welche alle vom

gleichen Grad sind.

Die Finite-Elemente~Niherung u berechnet sich dann aus

a T _ aq
u th , fzf Vu, Vv dx = g_szvhdx , Vvhefh

Dabei verschwinden u, v noch auf 3.

Sind N? die Formfunktionen von E, so ist in E

S m g
U, = > u. N , vy = 2. V: N '
j=1 J 3] j=1 J ]

. E E . . .
wobei uj ’ vj die Werte von Uy, s vy in den Knoten von E sind.
Also

T _ . ET _.E E
EFVuh Vvh dx = Vi A uy ’
E E
41 V1
uf = : , VP = : , AP = fVN?T.VN}E: dx
é é E =1l,...,m
u \v4 k=1 r e M
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Ebenso gilt

AE heiBt Element-Matrix, FE Element-Vektor. u-, VE enthalten

die Werte von Uy, vy an den Knoten von E.

Offenbar gilt
e VuT Vv, dx = = vET AE uE, S fv. . dx = = vET FE
Q h h E Q h E

Die Triangulierung besitze M Knoten. Wir ordnen alle diese Knoten

in einer Liste an, welche jeden Knoten genau einmal enthdlt. Dann

kann man die Werte von U, v, an diesen Knoten zu Vektoren
Y1 V1
u = , v =
Vi VM

zusammenfassen. Flir jedes Element E gibt es Indizes e? , so daB

der i-te Knoten von E der e? - te Knoten in der Liste ist, d.h.

es ist
_ E
Uy = ouy
e
i
und ebenso fiir v . Mit den MxM - Matrizen bzw. M - Vektoren
—E _ E =E _ E —
A EE Aik ’ F E - Fi , i,k =1, ,m
e.e e,
i’k i

(alle anderen Elemente von AL, F© sind Null) gilt dann
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JET A2E E = T zE , oI FE = BT B
also
J"VuT Vv, dx = vT Au ' S v _dx = VT F ,
h h h
Q Q
A = AP , F = > F&
E E

A, F heiflen Systemmatrix und Systemvektor. Die Variationsgleichung

schreibt sich jetzt

uEIRM ’ VTAu=VTF ’ V V e]RM
Hier muB man noch die Randbedingungen beachten: Liegt der Knoten k

auf 90, so ist Up = vy = 0. Dazu gibt es zwei Moglichkeiten:

1) Fir Randknoten k streicht man aus u, v, F die k-te Komponente
und aus A sowochl k-te Zeile als auch k-te Spalte. Die reduzierten

GroBen seien u', v', F', A'. Dann gilt

T T M-R

u'€ R ,  V''A'U = v'TF' , ¥V vieEeR T,

wo R die Anzahl der Randknoten ist. Da. v' ' nun ein beliebiger Vektor

in ®RYTR

ist, der keinen weiteren Einschrankungen mehr unterliegt,
folgt

A'u' = P

Auflosen dieses Systems liefert die Werte von U, an den Knoten.

Die Matrix A' ist positiv definit, denn es ist ja

T 2
VITA'Y' = alvy,vp) = (v Ty

H(Q)

und dies ist positiv filir v' % 0.
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2) Einfacher ist es, flir jeden Randknoten k die k-te Zeile und
Spalte von A den k-ten Einheitsvektor zu ersetzen und in F die

k-te Komponente 0 zu setzen.

Zur Durchfihrung der Methode der Finiten Elemente muB man also

zwelerlei tun:

a) Bereitstellung einer Familie Finiter Elemente. Im Fall Lagrange-

scher Elemente iiber einer Triangulierung kann diese etwa so aus-

sehen:
Knotenliste Elementliste
Knoten-Nr. Knoten-Koo' Rand-? Element-Nr. Element-Knoten
. . 1 1
1 a; ja/nein 1 €] 1 «ee 1
, . n n
M ay ja/nein n €1 s e+ 4 €y
BEISPIEL: Quadratische Elemente, vgl. Schwarz S. 140.
6 11 17 24 29 33 36 38
le o . — 4 - » C);Element J
) ® B 10 |
7 1P 1 25 3Q 34 37 ) ,
26 C) ! C) p C) p i : Knoten i
8 1 19 287 31 3




Knotenliste

1 0 2

2 0 1.5
11 1 2
12 1 1.5
13 1 1
38 4 2
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Elementliste

ja 1 1 3 11 2 7
ja 2 3 13 11 8 12

3 3 5 13 4 9
ja
nein
nein
ja 13 35 38 33 37 36

b) Bereitstellen von Unterprogrammen

elmat (AE,E)

elvec (FE,E) ’

welche flir jedes Element E die Elementmatrix bzw. den Element-

vektor berechnen.

Den Rest erledigt die Maschine:

/* Einlesen von Knotenliste und Elementliste */

do i =1 to M;

get (K(i,1),K(i,2),K(i,3)); /* K(i,1),K(i,2) Koo' von Knoten i,

end;
do j =1 to n;
get (E(j,1),...,E(j,m));

end;

K(i,3) = ja/nein */

/* Knoten % des j-ten Elements hat
die Nummer E(J,%&) in der

Knotenliste */

34
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/* Assemblierung */

A=0; F=0;

do j =1 to n;

call elmat (AE,E(j,*));

call elvec (FE,E(j,*));

do k =1 to m;

F(E(3,k)) = F(E(3,k)) + FE(k);
do 2 = 1 to m;
A(E(j,k),E(],%))
end;

A(E(j,k),E(3,2)) + AP(k,2);

It

end;

/* Einarbeiten der Randbedingungen */
do1=1 to M; ’

if K(i,3) = ja then do;
A(i,*),A(*,1)=0; F(i) =0; A(i,i) = 1;

end;

/* LOsungsphase */
call solve (A,u,F);
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BERECHNUNG DER ELEMENTMATRIZEN UND ELEMENTVEKTOREN

Wir berechnen nun Elementmatrizen und Elementvektoren fiir die

Variationsgleichung

a(u,v) (£,v) '
L2(9)
a(u,v) = r (VuTDVv + cuv)dx , "D symmetrisch.
Q
In einem Element E ist
E
Ny Uy
uh = NTuE ’ N = . R u = . .
E
Nm um
Es folgt
zzl ' zzl Ny)*
1 d
Vuh = N‘T uE, N' = . = =
aNm 8Nm T
%, 7 amyg Y
1 d
_ [ 3N N
axl axd
Also ist
J VuﬁDVvhdx + S cuhvhdx = uET S N'DN'devE + uET J cNNdevE,
E E E E

d.h.
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(11.1) AE = , n'on'Tax + & c NNT dx

E E
Die erste Matrix heift in der Elastizitdtstheorie Steifigkeits-
matrix, die zweite Massenmatrix. Flir den Elementvektor (er heift

in der Elastizitdtstheorie Lastvektor) gilt entsprechend

(11.2) FE = 5 fNdx

E

A
Sei nun E das Bild eines Referenzelements E unter F und G

. A A
die Umkehrabbildung, so daB also x = F(x) und x = G(x) &quiva-

A
lent sind. Die Formfunktionen auf E und E h3ngen zusammen

gemdf
A A A
N(x) = N(x) falls x = F(x)
Also gilt
N A A
Nx) . LN PR L oone) 6
ox., = A ox., “© A d X,
v=1l 93X i v=l 09X i
v v
oder
A A T A} A -T A
N'(x) = N'"(X)G' " (x) = N'(X)(F'") ~(x)
Damit erhdlt man
E A A T A A A AT A A
A” = S N'RN'"dx + J c(F(x))N N™|F'(x)]|dx ,
A
3 &
A A -T A A -1 A
K(x) = (F(x)) D(F(x))(F'(x)) “|F'(x)]| ,
E A A A A
F™ = Sf(F(x))N [F'(x)[|dx
N

E
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Wir betrachten zwei Speéialfélle:

A A
1) Fx = Bx + b. F' = B.

A .
Ist z.B. E das Einheitsdreieck und hat E die Ecken ay,85,84,

so kann man b = aj, B = (a3 - aq, 8, - al) nehmen.

2) F isoparametrische Transformation, also

A m A A A
F(x) = £§1 Nk(x)ak =BN , B = (al,...,an)
Dann ist
A
F' = B N'
Zur Berechnung von AE, FE braucht man noch Quadraturformeln.
A A
Diese haben Knoten bl"“’bq € E und Gewichte wl,...,wq:

AL A qd A
J f(x)dx ~ X brf(br)
E r=1

Flir Dreiecke hat man z.B. folgende Formeln

Knoten Formel Exakt fiir

el £(b)
b
b, J%L s £(b.)
i 1
b
3 b,
by
P\ 4 %L (27 £(b)+8 = f(b..) + 3 = £(b.))
32 i,j 1] i .
b 4
1
b1 B

Vi

1

9%

P

3
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Fiir Quadrate kann man etwa die GauBschen Formeln in einer Variablen

verwenden.

Damit kann man folgendes Programm schreiben:

elmat: proc (AE,B);
AT = 0;
dor =1 to q;

A A A
call shape (N,N',br);

A
b. = B N;
call coeff (D,c,br);

A
F' = B N';
K = F'"ID(F') " L|det(F')|;

A A A A

AE=AE+wr(N'KN’T+cNN

end;

end elmat;

Flir die Elementvektoren kann man ein dhnliches aber einfacheres

Programm aufstellen:

elvec: proc (FE,B);

dor =1 to q;
A A A

call shape (N,N',br);

A
b. = B N;

r
call coeff (f,br);
A

R w,. £ N|det(F')|;
end;

end elvec;

Da die Unterprogramme viele Operationen gemeinsam haben, wird man

praktisch natiirlich ein gemeinsames Programm schreiben.
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§ 12 LOSUNG DER DISKRETEN PROBLEME

Die Systemmatrix A 1ist dinn besetzt: Es ist ¥ 0 nur fir

a.
ik
Freiheitsgrade i, k, die zum gleichen Element gehdren. Bei ge-

eigneter Numerierung der Knoten hat A sogar Bandstruktur:

BEISPIELE: Bilineare Elemente in Quadraten

1 2 P 1 p ptl 2p p2
p+l 2p 1 x x X X
X X X X X
X X X X X
p X X X X X
p2 ptl x X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X
2p X X X X X X X
aij =0, [i-7] > p+l .

Fiir das Eliminationsverfahren bei symmetrisch diinnbesetzter Matrix

ist der Begriff der Enveloppe von A (Env(A)) von Bedeutung:

Env(A) = {(i,3) : £, = J s i}, £, = Min {J : a; 5 + 0}
BEISPIEL:
X
X X
p X
X p 4
X X X
X X X
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Wahrend des Eliminationsprozesses treten nur innerhalb Env(A) neue
von Null verschiedene Elemente auf (fill in). Die Elemente von A
innerhalb Env(A) werden zweckmidBfigerweise nach der Methode von

Jennings abgespeichert:

U(l: N), N

Anzahl der Elemente in Env(Aa).

Z(l: M), M = Dimension von A
U apq aye ay2 @3¢ 33
2 3
4 4 +
21 ) 23

zy gibt also die Position von a4 innerhalb U an. Flir j £ 1
ist dann

U(zi - (i_j))l Zi - (i_j) > Zi_l

ij
0 sonst
Das Standard-Verfahren zur LOsung von Gleichungssystemen mit positiv
definiter Matrix ist das Cholesky-Verfahren. Es berechnet die
Choleskey~Zerlegung

A = LL*

mit einer linken Dreiecksmatrix L . Es ist in allen Lehrbiichern

der Numerik beschrieben.

Die Front-Ldsungsmethode kombiniert das Assemblieren und das Elimi-
nieren zum Zwecke der Speicherersparnis. Sie arbeitet nach folgenden

Regeln:
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1. Man assembliere so lange, bis ein Freiheitsgrad (etwa der erste)
in keinem weiteren Element mehr auftritt. Zu diesem Zeitpunkt hat

die - erst teilweise assemblierte - Systemmatrix die Gestalt

1 ... h ... M
l1|lx x x x x 0 ... 0| x
5 X X X X X

X X X X X X

X X X X X X
hlx x x X X X

0
< e X X X

X
M]|O X

Die erste Zeile und Spalte ist bereits endgliltig.

2. Man eliminiere die Elemente der ersten Spalte:

do i = 2 to h;

231 = aj1/a377
bi = bi—lil*b

do j = 2 to h;

1;

839 = 3337%11%315
end;
end;
Die Zeilen2,...,h sind zwar noch nicht endgililtig. Die von ihnhen

subtrahierten Vielfachen der ersten Zeile sind es aber, so daB dieser
Schritt die gleiche Wirkung hat wie derverste Eliminationsschritt in

der voll assemblierten Matrix.



III-12.4

3. Man schreibe die erste Zeile auf einen Hintergrundspeicher.

4. Man assembliere nun weiter, bis ein weiterer Freiheitsgrad
(etwa der zweite) in keinem weiteren Element mehr auftritt, und
verfahre entsprechend. Dies macht man wdhrend des gesamten Assem-

blierungsprozesses.

5. Ist fiir einen Freiheitsgrad Uy ein Wert 95 vorgeschrieben
(z.B. bei einer Dirichlet-Randbedingung), so wird er, sobald er in

weiteren Elementen nicht mehr vorkommt, folgendermaBen eliminiert:

(1) F, = F, - a

(ii) Streiche Zeile i

Das Riickwidrtseinsetzen wird dann nur noch fiir die freien Variablen

durchgefiihrt.

Die Freiheitsgrade (oder deren Knoten), welche schon aufgetreten sind,

die aber noch nicht eliminiert wurden, heiBen die Front.

BEISPIEL: Bilineare Elemente in Quadraten mit zeilenweiser Nume-

rierung der Elemente:

C) v ¢ " Front nach Verarbeitung

C) N von Element 9.

Entscheidend fiir den Rechenzeit- und Speicherbedarf ist die Band-

breite h von A. Die beiden folgenden Algorithmen versuchen, die
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Zeilen und Spalten einer Matrix so zu vertauschen, da h mdglichst

klein wird.

1. Der Algorithmus von Rosen.

Sei h die Bandbreite der symmetrischen Matrix und a5 * 0O ein

Element mit k = i+h:

k
X X
X X X
1 X X X X
X X X

X X X
X X X
X X

Vertauschung von Zeilen i,j (und nachfolgende Vertauschung von
Spalten i,j) reduziert die Bandbreite sicher nicht, wenn j < i
oder j > i + 2h. Ebenso reduziert die Vertauschung der Spalten

k,2 die Bandbreite sicher nicht, wenn £ > k oder & < k - 2h.

Gibt es mehrere Elemente CYEN mit # O und k = i+h, so

ik
kann man die Bandbreite nicht in einem Schritt reduzieren. So

kommt man zu folgendem plausiblen Verfahren:

1. Bestimme die Bandbreite h und ein Element aik + O mit

k = i+h.

2. Priife die Zeilen j mit 1 < j £ i + 2h, ob Vertauschung h

reduziert.
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Priife die Spalten ¢ mit k - 2h £ & < k, ob Vertauschung h

reduziert.

3. Falls ja, filihre die Vertauschung aus. Falls nein, fiihre die
Vertauschung ebenfalls durch, wenn
(a) h sich dadurch nicht vergrdBert und

(b) diese Vertauschung noch nicht durchgefiihrt wurde.

4. Zuriick zu 2.

2. Der Algorithmus von Cuthill - McKee.

Sei G(A) der Graph von A, d.h. die Knoten von @G (A) sind die
Zeilen (oder Spalten-) nummern 1,...,M von A, und zwei Knoten
i,k sind genau dann miteinander verbunden, wenn aip * O. Der

Grad eines Knotens ist die Anzahl seiner Nachbarn. Offenbar ist

dann

h = Max {|i-k| : 1 und k sind Nachbarn}

Zur Reduktion von h wird man also die Knoten so numerieren, daB

flir jeden Knoten die Nachbarn méglichst friih gezdhlt werden:

Stufe O: Wdhle einen Knoten minimalen Grades und gebe ihm
die Nr. 1.
Stufe 1: Numeriere die Nachbarn des Knotens von Stufe 0 nach

aufsteigendem Grad.

Stufe 2: Numeriere die Nachbarn der Knoten von Stufe 1
(in der in Stufe 1 festgelegten Reihenfolge) nach
aufsteigendem Grad.
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BEISPIEL: Stufe Nummer Knoten
1 A
A E M 2
3 E
sl_D F K N 4 D
2 5 C
6 M
C O 7 F
8 K
H P 9 G
3 10 N
11 0
I Q 12 H
13 L
4 14 P
15 I
16 o)

Die gefundene Numerierung fithrt zu einer Bandbreite h = 5:

3

1 6
8

2 7 10

5 > 11
13

12 14

15 16

In der urspriinglichen Numerierung (A,B,C,... ) war h = 7.
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§ 13 DIE KONDITION DER SYSTEMMATRIX

Sei Au = F zu l6sen. Sind A,F nur ndherungsweise bekannt, so
AV}
lést man statt dessen (A+AA)u = F + AF. Aus Prama I kennt man

folgenden Satz: Sei

K(A) = Ial 1A~ Ly

die Kondition von A bezliglich irgendeiner Norm, und sei

NAAI

a = k() T

Dann ist A +AA invertierbar, und es gilt

v
lu-ull . k(A) aay , HAF)
hah l-g Al NE

Diese Abschitzung ist sinnvoll nur fiir g << 1. Der folgende Satz

gibt Auskunft iber k(A) im Sinne der euklidischen Norm.

SATZ 13.1: Sei (Eih’ j?h’éi h) ) , h >0, eine ver-
' i=1,...,n(h _
trdgliche affine Familie Finiter Elemente der Klasse cs 1 mit

D ‘s . . e

‘/ih E.HS(Eih), und die Familie dieser Familien sei gleichfdrmig.
Seli V ein Unterraum von HS(Q), und sei a eine symmetrische
stetige V-elliptische Bilinearform. Sei A die zu a gehdrige

Systemmatrix. Dann gibt es eine Konstante €, so daB
k(A) £ C€h

BEWEIS: Nach Aufgabe 36 gibt es eine Konstante Cl, so daB

7 -S
(13.1)  W'v, € Jy vy < ¢y B %Ivl

1% (Q) H(Q)



ITT-13.2

Wir zeigen: Es gibt von h unabhidngige Konstanten Cyy cé >0,

so daB

d/2
S vl < ¢,h il ’
R h'1%@) 2 R

IN

(13.2) Vv, € 7y c3h® 2y

wo Vv der Vektor der Freiheitsgrade von Vi ist. Zundchst ist

”vh”20
1Y (q)

ME = < S Nk N dx
E

A A
Ist E das Referenzdreieck und entsteht E aus E durch die

A
affine Abbildung x = hBx + b, so ist

E d £ 2 AA A
M* = n%B| M° MY ={ N, N, dx
A k,2=1,...,m
A

A A
Seien A, A der kleinste bzw. grdBte Eigenwert von ME. Dann ist

A A
M vE . < vET B B < 2 oEy2 . also
R RN
Ag E, 2 ET _E E A d E, 2
X h™ [B|lvT S Vv M v £ AR [B|Iv
m
R
AuBerdem gilt
uvn2M S L NIIVII2M
pic} E R R

wenn jeder Freiheitsgrad zu maximal N Elementen gehdrt. Da N ,
[B|, IB_l[ unter unseren Voraussetzungen durch eine von h un-

abhdngige Konstante abgeschdtzt werden kdnnen, folgt (13.2).

j =V ?J Fi
Sel nun Vh = n h ur v
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2
(Av,v) = a(vh,vh) < MthM .
H™(Q)
Nach (13.1) folgt
-2s 2
[(av,v)| £ Cc, Mh [\
1 h HO(Q)
und nach (13.2)
(13.3) |(Av,v)| s c, Cc, M nd728 g2
1 72 M
R
Andererseits ist
2 2
(Av,v) = a(v,_,v.) 2 allv,_ll 2 allv, |l
h’"h h HS(Q) h HO(Q)
(13.4) zacyn? vi?,
R

Sei ‘A' die aus A durch Einarbeiten der Randbedingungen ent-

standene Matrix.
Aus (13.3), (13.4) folgt fiir die Eigenwerte Xi von A'

d-2s
aCy h i 162

Damit hat man aber

Max Ai ClC

K(A) = g, <
1

und dies ist die Behauptung.

Zur Verbesserung der Kondition kann man versuchen, gute Basen in
(2

h
Elemente der Klasse ¢° auf einer dquidistanten Unterteilung in n

zu finden. Wir betrachten zunidchst den Fall d = 1 und lineare
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P . G . . .
Teilintervalle (xi,xi+1). Als Basis von Jh bieten sich B-Splines

an:
B, (x)
A 1-|%;-x|/h, [x-x;]|<h,
B, (x) =
0 , sonst .
T 1 L) }
X, X
i
a=x, b=xn
Damit kann man etwa die Aufgabe
-(pu')' + qu = £ , a< x<b5>»
u(a) = u(b) =0
16sen, welche der Variationsaufgabe
— _ 1
u € HO(Q) , a(u,v) = (f’V)Lz(a,b) \/ v € Ho(a,b)
mit
b
a{u,v) = S (pu'v' + quv)dx
a
entspricht. a 1ist stetig und V-elliptisch auf Hé(ﬂ), wenn

Z.B. p,q € Co[a,b] und p >0, g2 0 auf [a,b]. Das Galerkin -
Verfahren mit den Funktionen

¥

J— - .
Vy = Hy(a,b) N #, = <By,...,B

n-1 ’
fiihrt dann auf das Gleichungssystem Au = F mit

4

o
I

: , A=(a(B,,B,)) , F=((£,B,)
: LR k=1, .. ,0m .
n-1
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und
n-1
u, = u. B.
h i=1 i 71
ist die Finite~Elemente-Ndherung fiir u . Die u. sind die Werte

1

der globalen Freiheitsgrade von Uy s und A ist genau die System-

matrix, F der Systemvektor. Die Kondition von A 1ist also nach

Satz 13.1 von der Ordnung h2,
Wir fiihren nun anstelle von By,...,B,_; die hierarchische Basis
. o . _ 53 : _ .
in Vh ein: Sei n 2° . Dann ist Bkl , k=0,1,...,7-1,
5L=1,...,2k wie folgt definiert (n=8):
A
N Bo1 1? B11 B12 1 P21 B2z Bas Byy
\
+ —t t ;X + t + t ¥ X
Offenbar bilden die Bk% eine Basis von Vh. Diese ist orthogonal
beziiglich des inneren Produktes
b
(u,v)l = J u' v' dx
a

Zundchst ist klar, daB (Bkz’Bki)l: 0 flir 1 # & , weil die Tré&ager
von Bkl’Bki hochstens einen Punkt gemeinsam haben. Ist aber

k < k', so ist B! im Trager von Bi'l’ konstant, und Bﬁ'l' hat

ke
Mittelwert 0. Also ist (Bkl’Bk'l')l =0 fir k < k' und alle
%, &'. Weiter ist mit h, = (b-a)27 %1
-2 _ -1
(BygrBrg)y 2hy hem = 2hy
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Setzen wir also

v _ 1/2
Bro = (By/2)777 By '
n
so bilden die Bkl ein Orthonormalsystem in Vh' Die Entwicklungs-
Y]
koeffizienten von Uy € Vh bezliglich der Bkz bezeichnen wir mit
Up also
n
u = 2 u B
h k, % k2 Tk2
Dann ist
(u,,u.) = > u2
h’"h’1 ke

k,2

Fassen wir die Komponenten u in dem Vektor u zusammen, SO

k2
ist also

|uh| 1 = |u| = euklidische Norm von u
H (a,b)

Es gibt also Zahlen o , M > 0, so daR

2 2
= aju, | < a(uy,,u,. ) £ Mu,| = M|u|® .
Bul(a,b) b’ h Bgl(a,b)

Ist nun B die Matrix des Galerkin-Verfahrens mit den Ansatzfunk-
N

tionen Bkl’ so gilt
(Bu,u) = a(u,,u,)

Es folgt
a|u|2 < (Bu,u) < M|u|2

und damit k(B) =

RI=

Die Kondition von B 1ist also unabhdngig von h beschrankt!
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TEIL IV

NICHTKONFORME METHODE DER FINITEN ELEMENTE

§ 14 NICHTKONFORMES GALERKIN - VERFAHREN

Sei V ein Hilbert-Raum, a eine stetige, V-elliptische Bilinear-
form auf V und F ein beschridnktes lineares Funktional auf V.

Wir betrachten die Variationsgleichung

uév a(u,v) = F(v) , Vveéev .

Fir h > 0 sei Wy ein Hilbert-Raum mit V c Wh,'und Vh sei
ein endlich-dimensionaler Unterraum von Wh (nicht notwendig

Vh c V!). F sei auch auf Wh stetig, und es gebe eine Bilinear-

form ah auf Wh mit

2
a (w,w) | s Miuliwly, , ap(w,w) 2 alwld Ve e vy .

Hierbei sind M und o > 0 von h unabhdngige Konstanten, und

{ "h ist eine Seminorm auf Wh, welche in V + Vh eine Norm ist.

Die nichtkonforme Galerkin-Ndherung Uy flir u 1ist erkldrt durch

u, € V

h h ah(uh,w) = F(w) , V w € Vh .

SATZ 14.1: Uy ist eindeutig bestimmt, und es gilt mit

dh(u,w) = F(w) - ah(u,w)
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‘ M : 1 dy (u,w)
(14.1) lu-uylly, s (1 + 3 ) Min Jlu-wi, + & Sup

w(:‘Vh weW "w"h

h

BEWEIS: Die Eindeutigkeit folgt durch Anwendung von Lax-Milgram

auf Vh’ah’F‘ Zur Fehlerabschdtzung wdhlen wir w ¢ Vh und haben

A

allw-u H2 a, (w-u,_,w-u,_)
h'h h h’ h

= ah(w-u, w—uh) + ah(u-uh,w-uh)

= ah(w—u, w—uh) + ah(u,w—uh) - ah(uh,w—uh)
= ah(w—u, w—uh) + ah(u,w—uh) - F(w-uh)
< Muw-unhnw—uhuh-kah(u,w—uh) - F(w-uh)

Division durch IIw—uhIIh und die Dreiecksungleichung fiihren zur

Abschidtzung.

Wir wenden Satz 14.1 an auf

vV = Hé(Q), a(u,v) = S Vu-Vv dx, F(v) = /S fv dx.
9] Q

und die Berechnung von u durch eine Finite-Elemente-Methode

mit dem Wilson-Rechteck:

4 3 PP
: 2

2
o = {P(ai), i=1,...,4, %;R (a5), 2=1,2 }
1 2 2

—
Dieses ist nicht von der Klasse Co, der Finite-Elemente-Raum 'yh

also kein Teil von Hl(Q).
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Wir setzen

Wy = {w e L,y(Q) : le ¢ HY(E) fiir alle Elemente E },
ah(u,w) = > S Vu-Vv dx ,
E E
) 1/2
ffwl,. = lel '
h ( B (E)
v, = {wcéA}h : w = 0 in Randknoten}.
Dann ist

dh(u,w) = S fw dx - a
Q

h(u,W)

= S - Au-w dx - ah(u,w)
Q

= 3 (_f ~Au'w dx - S Vu-*Vw dx)

E E E
_ ou
= > A v w do

E s 9V

Diesen Ausdruck bekommt man natiirlich auch fir andere Finite

Elemente.

Als weiteres Beispiel behandeln wir die Platten-Gleichung, d.h.

vV = Hg(Q), a(u,v) = S Au-av dx , F(v) = S fv dx
9] 9]

und ihre L&sung durch Adini-Rechtecke:

D 3 3
é (5 J’ = J <KX, XKD

® 9 ¢ = (D°p(a,) : 2=1,...,4, |a| 51}
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, so daB ﬁd nicht

ist nicht von der Klasse C1 h

Teil von Hz(Q) ist.

Wir setzen

Wh = {w €

ah(u,w)

Iwll, = ( = |w]
h E

In diesem Fall

dh(u,w) =

Fir u € HY(Q)

w 1ist stetig:

Y () : w[. € H*(E)  fir alle E }

E
> S AurAv dx ’
E E

2 ) 1/2
H? (E)

9% : Dp%w = 0 flir Randknoten, [a| £ 1}
ist

S fw dx - ah(u,w)
Q

> A Azu'w dx - J Au-Aw dx)
E E E

/
h e \QAE w - Au Q%_) da
E

E oV o
. dAu . . .
ist CYV flir jede Kante T wohldefinjert, und

Also heben sich die Integrale

dAU

v w do

S
r

fiir innere Kanten weg, und fiir Randkanten ist w=0.

Also gilt

dh(u,u)

ow

= - > S Au — do .
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Der erste Term auf der rechten Seite von 14.1 ist uns wohlbekannt.
Neu ist der zweite Term. Er ist ein MaB fliir die Nichtkonformité&t:

Fir w €V ist
dh(u,w) = a(u,w) - ah(u,w) =0

in den beiden betrachteten Beispielen.

Um Konvergenz u, *u zu beweisen, werden wir nachweisen, daf

dy (u,wp) > 0 fir hwy Iy = 1

gilt.
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§ 15 DER PATCH - TEST

Irons hat 1965 folgenden Test vorgeschlagen: Sei F ein "patch",

d.h. eine Vereinigung von Elementen E . Die Aufgabe

-Au = £ in F

. . a2 . . . ..
besitze. eine Losung u € Jl' Sei Uy die {(nichtkonforme) Finite -

Elemente-Ndherung fir u, d.h. die L&sung von

u,-u € Vh(F), ah(uh,w) = (f,w)LZ(F) V wE€ Vh(F) .

Dabei ist Vh(F) = {w E\g; W 0 auBerhalb F}. Ist dann U, =u
in F, so gilt der Test als bestanden. Irons betrachtet das Be-
stehen des Testes als ein hinreichendes Kriterium fiir die Konver-
genz bei beliebigen Aufgaben 2. Ordnung. Der entsprechende Test

jD

2 der

fiir Aufgaben 4. Ordnung verlangt, daB LOsungen u €

Gleichung A2u = f in F reproduziert werden.

Unterstellt man, daf Uy eindeutig bestimmt ist, so kann man den
. . @ { .
Patch-Test auch so formulieren: Fiir p € Ji (bzw. p € j; im

Falle einer Aufgabe 4. Ordnung) mufB
dy, (p,w) = ay(p,w) - (f,w)Lz(F) =0 ' vV w €V (F)
sein.

SATZ 15.1: Das Wilson - Rechteck besteht den Patch - Test (fiir

Probleme 2. Ordnung).

BEWEIS: Es ist zu zeigen, daB fiir p € jz und w € Vh(F)
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dy(p,w) = = S 9P o do = 0
E oE

Sei P die Interpolation in den Ecken von E mit Funktionen aus

ja Dann ist Pw € HI(Q) und daher d, (p,Pw) = 0. Also gilt
dh(p,w) = > f %g (w=-Pw)do
E oF
Sei E = (-1,+1)2. Dann sind die Fomfunktionen des Wilson-Recht-
ecks
(1+x,) (1+x.,)/4 (N N,), N.=1-x>, N, = 1-x°
-1 —2 1recc 4ty 5 1 6 2°

Da w-Pw an den Ecken (+1,+1) verschwindet, gilt
_ 2 L2
w - Pw = 05(1 xl) + ¢ (1-x5)

Flir die Integrale ilber die beiden senkrechten Teile von 3E er-

halten wir daher

+1f, +1 \
:g 55; (w—Pw)(—l,xz)dx2 + ;{'— (5§I) (w-Pw)(+1,x2)dx2
1 o5p 2 1 5p 2
= :g N (—l,x2)c6(1-X2)dX2 + 3; - 5%, (-1,%,)c (1-x5)dx,=0,

weil %E— konstant ist. Ebenso heben sich die Integrale {iber
1

die waagerechten Teile von dE weg. Da man diesen SchluB fiir

jedes Element E durchfiihren kann, ist dh(p,w) = 0 fir
oD

p € /.

SATZ 15.2: Das Adini-Rechteck besteht den Patch-Test (fiir

Probleme der Ordnung 4).
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-~

BEWEIS: Es ist zu zeigen, daB fiir p € ;2, w € Vv, (F)
dp(p,w) = = s ap s =0
E oE
Wir zerlegen dE wie folgt:
(1]
8E2
v "
aEl aEl
'
3E2

Fassen wir die waagerechten und die senkrechten Randstiicke zu-

sammen, so erhalten wir

4, (p,w) = dl(p,W)+d2(p,W), al (p,w) = z:{ S Ap oW 44 - e Apgui—do}.
h h h h . X, " OX.
E JE! Jj JE! 3j
j j
oW

Sei P der bilineare Interpolationsoperator. Da in den

dX.
J
Ecken wohldefiniert ist, hat Pw Sinn und ist eine stetige Funk-

tion, welche auf Randkanten verschwindet. Also heben sich die

Integrale

J‘Ap£>%%-do— e APIP%%—dG
0! j 9EY '

alle weg, und wir haben

Jj _ _ oW _ _ oW }
dh(p,w) = %Z{ S Ap(I-P) Tx. do J Ap(I-P) 5;; do

SE! SE
j J j

Fir we J° ist
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mit Konstanten Yor Y3 - (I-P) Dbedeutet auf Ei , EE einfach
den Fehler bei der linearen Interpolation in Xye Da bei diesen
lineare Funktionen in X, keine Rolle spielen, gilt

oW 2

(I-P) 3;; = (I—P)(sz2 + Y3X§)

und dies ist unabhdngig von X - Also stimmen die Restriktionen
von (I-P) %ﬁ— auf-aEi und BEE iberein. Weil A p konstant
1

ist, folgt dé(p,w) = 0. Entsprechend folgt di(p,w) = 0 und

damit dh(p,w) = 0.

SATZ 15.3: Sei @ ein Lipschitz-Gebiet, W ein endlich-dimen-

sionaler Teilraum von Ht(Q) mit ql—l C W. Sei b eine stetige

Bilinearform auf HS(Q) x W mit

b(v,w) =0 flir v € 52_1 oder w¢€ 91_1
Dann gibt es eine Konstante C, so daB fir alle v € Ht(Q), wE W
[b(v,w)| s C|v| S |w| &
H () H™(Q)
. . o o .
BEWEIS: Fur p€ J, . , 9qE Jt—l ist
|b(v,w)| = |b(v-p,w)| = |b(v-p,w-q)]|
s libliliv-pl S lw=qll t .
H”(Q) H™(Q)

Nach dem Bramble-Hilbert-Lemma (Satz 7.1) gibt es eine Konstante
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C, so daB
Inf lv-pl ¢ s Clv| s » Inf  lw-gll < C|w| &
Eg) H™(Q) H™(Q) G H™(Q) H (Q)
P&Jg-1 q€de g
Also folgt
[b(v,w)| £ lbll Inf lv-pl s Inf llw-qll t
€ H™(Q) @™ H™ (&)
PEJs 1 q€Je_q
2
< C%lIibli|v] s [w] &
H™(Q) H™(Q)
[ ]
Wir wenden den Satz mit Q = E, W = Vi , S=2, t=1 an auf
A

b_(v,w) = S +— (w-Pw)do
E 5F v

fiir das Wilson-Rechteck. In Beweis zu Satz 15.1 haben wir gesehen,

daB bE(v,w) =0 fir v € ji und w € j{ Fir w € ~?B ist
w = Pw und damit bE(v,w) =0 flir v e HZ(E), w € 53. Also

gibt es eine Konstante C, so daB flir v € HZ(E), we &

[b_(v,w)]| £ C|v| [w]
E HA(E)  HM(E)

Sei nun E das Referenzelement und Eh = hE. Wie in §7 setzen

wir vh(x) = v(x/h) usw. und haben dann (siehe Beweis zu Satz 7.3)

1
[vy | =& |v| e Wyl |w ,
ety M E%(E) Pl (E,) B (E)
avh vV
bE (vh,wh) = [ v (wh - Phwh)do = f Iv (w-Pw)do
h BEh oE

]
o
=
<
z
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Also wird

b, (v, ,w, )| £ C h|v,_]| |w, |
Eh h’"h h HZ(Eh) h Hl(Eh)

Summation liber alle Elemente ergibt

ldy(v,w)| = | = by (v owy) |
Eh h
< ch = |v.| [w, |
h'. 2 h' .1
E. H (Eh) H (Eh)
2 1/2 2 1/2

< Ch(Z |vh|2 ) pN |wh|1

Eh H (Eh) Eh H (Eh)
= Cch |v| il o

H2(Q) h

wobei v = v

Sei nun u die exakte LOsung des Problems 2. Ordnung. Nach

Satz 14.1 bekommen wir fiir die nichtkonforme Methode mit Wilson -

Rechtecken die Absch&dtzung

dh(u,w)
”U."U.h”h £ 2 Inf fHu-wl + Sup Wi
wEW wWEW h
h h
s Ch |uf ,

H™ (@)

und damit Konvergenz fiir h - 0.

Behandeln wir entsprechend das Problem 4. Ordnung mit dem Adini -

Rechteck. Wir wenden Satz 15.3 anmit Q@ =E, s =3, t = 2,

W = gb und
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pl(v,w) = s Av(I-P) M_ - s oav(I-P) M
OE ! i JE" j
J J
Wie in Satz 15.2 zeigen wir, daB b%(v,w) =0 filir v € j;, und
b%(v,w) =0 fiir w € j} ist wieder trivial. Also hat man
b (v,w)| € C|v| [w]
E HO(E)  H2(E)
. 3 N . .
in H (E) x J'. Mit Eh = hE, vh(x) = v(x/h) usw. wird
-2 -1
[ vy | = h “|v| , w, | = h"|w ,
e (E,) H (E) e (E,) 1% (E)
b (v,,w,.) = S Av, (I-P) W _ 46 =h™% s av(w-Pw)do
Ey h'"hT o 5p B 9Ky o
hj J
und damit
b2 (v, w )| S Chlvy | | w .
Bn B PeE)  EA(E)

Von hier an verlduft der SchluB wie beim Problem 2. Ordnung, und

wir bekommen fiir u € H3(Q) Konvergenz der Ordnung h .
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TEIL V:

NICHTLINEARE PROBLEME

§ 16 VARIATIONSUNGLEICHUNGEN

Sei V ein Hilbertraum, a eine stetige V-elliptische Bilinear-
form, und F ein stetiges lineares Funktional auf V. Sei U

eine konvexe und abgeschlossene Teilmenge von V.  Das Problem:
(16.1) u €vu a(u,v-u} 2 F(v-u) Vv €U
heifit Variationsuﬁgleichung.

SATZ 16.1: Sei a symmetrisch und

J(v) = % a(v,v) - F(v)

Dann gilt: u minimiert J(v) in U genau dann, wenn (16.1) er-

fillt ist.

BEWEIS: Es ist
J(v) = J(u) + a(u,v-u) - F(v-u) + % a(v-u,v-u)

Ist also (16.1) erfiillt, so 1l6st u das Minimierungsproblem, und

umgekehrt.

SATZ 16.2: Die Variationsungleichung ist eindeutig l&sbar.

BEWEIS: V mit dem inneren Produkt (u,v)a = a(u,v) ist V ein Hilbert-
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raum Va’ dessen Norm dquivalent zur Norm in V 1ist. Also ist F
auch stetig auf Va’ und es gibt ein Element £ € Va mit F(v)

= (£,v),, V v € V. Damit ist
=Ll (of u- _ 1
J(v) =5 (v-f,v-£) - 5 (£,£) .

u ist also die orthogonale Projektion von £ auf U im Sinne

von V_.
a

BEISPIEL: Sei V = Hé(ﬂ), a(u,v) = J Vu-Vv dx, F(v) = S fvdx,
) Q

U={vE€V:uz2VY}] mit einer meBbaren Funktion vy auf Q.
u bedeutet dann die Auslenkung einer entlang 99 eingespannten

Membran, welche nicht unter dem "Hindernis" V¥ liegen kann:

/ T

Sei Vh' ein endlichdimensionaler Teilraum von V und Uh eine
abgeschlossene konvexe Teilmenge von Vh' Es ist nicht notwendig

U, c U. Die Galerkin-Approximation Uy fir u ist erklart durch

h
- 2 - A4 €
Uy € Uh a(uh,v uh) F(v uh) ’ v Uh .
Aquivalent ist das Minimieren von J(v) in Uh.

Fiir die Abschdtzung des Fehlers u-uy legen wir folgende Situation

zugrunde:
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vV = Hé(Q), a(u,v) = / Vu-Vv dx, F(v) = S fvdx
Q )
mit £ € L2(Q) = H. Wir setzen weilter u € HZ(Q) voraus. Mit A

bezeichnen wir den zu a gehbrigen Differentialoperator, also

A= - A,

SATZ 16.3: Es gibt eine von h unabhdngige Konstante C, so daR

hu-uy lIy, = C{VISS <:Hu-vhH2 + HAu—fNHHu-vhHH>-+ HAu—fHH igg Iluh-vllv}l/2
h™"h
BEWEIS: Es ist
a(u,u) < a(u,v) + (f,u-v) , vV veETU
a(uh,uh) < a(uh,vh) + (f,uh—vh) , v Yy € Uh
Also bekommen wir flir v € U, Vh € Uh
lhkuhH$= a(u—uh,u—uh)
= a(u,u) + a(uh,uh) - a(u,uh) - a(uh,u)
< a(u,v—uh) + (f,u-v) + a(uh,vh—u) + (f,uh—vh)
= a(u,v—uh) - (f,v—uh)+ a(u,vh—u) - (f,vh-u)
+ (f,u—uh) + a(uh—u,vh—u) + (f,uh-u)
= (Au—f,v—uh)-+(Au-f,vh-u) + a(uh-u,vh—u)
< HAu—fHH(Hv—uhMH + th—uHH)-PHuh—uHVth-uHV
< IAU=Elg (-l + v -uly) + 5 -l 2+ 2, w2 .

Es folgt
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2 2
Hu—uhHV < th—uMV + 2HAu—fHH(Hv—uhHH + th—uHH) . n

Wir wollen den Satz anwenden auf die Membran mit Hindernis. Vh
sei gegeben durch lineare Finite Elemente auf einer Triangulierung,

welche die Gleichfdrmigkeitsbedingung erfiillt, und es seil
Uh = {vh € Vh P Vg 2 ¥ in Knoten ai} .

Dies fithrt auf das diskrete Problem: Minimiere

uTA'u - 2 uT F', u., 2 W(ai) , i=1,...,M-R,
vgl. § 10 fiir die Bezeichnung. Dies ist ein quadratisches Opti-
mierungsproblem mit linearen Ungleichungen als Nebenbedingungen.

Sei Ph die lineare Interpolation in den a; - Dann ist Phg EUh

fir u € U. Nach Satz 8.2 ist

lu-Pul s C h2 " , ) £ =o0,1 .
H(Q) H™(Q)
Also wird fir u € H2(Q)
Inf  {lu-v. 12 + l1Au-£l_llu-v, ..} S C h?
h'Vv H h " H ’

thVh

wobei € nur von u und f abhdngt. Bleibt noch der Ausdruck

Inf llu, -Vl

vey B H
abzuschidtzen. Sei uﬁ(x) = Max {uh(x),W(x)}. Es ist
uﬁ € Hl(Q) (dies ist plausibel, aber nicht ganz einfach zu be-

weisen) und u; 2 ¥, also u; € U. Wegen uy 2 Phw ist weiter
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und damit

% 2 _ 2 o w2 2
Tup -uy I = S (¥Yru)dx s S (Y-Pp¥)"dx £ € h7|¥Y| ,

L, (%) up <¥ Q 12 (Q)

Also gilt mit einer Konstanten C = C(u,f,Y¥)

RV M| £ Ch
2 Hg (@)
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§ 17 STRENG MONOTONE OPERATOREN

Wir wollen nun Probleme mit nichtlinearen Differentialoperatoren
behandeln. Dazu miissen wir die Hilbertr&ume HS(Q) durch Banach -
Rdume Ws’p(Q) ersetzen. Ohne auf mathematische Feinheiten einzu-

gehen, setzen wir

/ 1/p
wP(e) = L_(0) = {f : NEl = ( s £]P ax ) < o }
P Q

>l/p

It
—
Hh

wirP(q) | £] = < s |ve|Pax < o, £=0 auf 29f.
0 1,p Q
Hier bedeutet | | nach wie vor die euklidische Norm, und

1 < p < », Wir werden von der H&lder'schen Ungleichung

IA

gl
Q|-

Sei V ein normierter Raum und v - a(u,v) fir jedes u € V ein

lineares Funktional auf V mit folgenden Eigenschaften:
1) Flir jedes r > 0 gibt es eine Zahl M(r) mit
[a(u,w) - a(v,w)| £ M(r)lu-viiwl
u,v,we€ v , Jul , vl £r

2) Es gibt eine streng monoton wachsende Funktion o auf (0,«)

mit a(0) =0, a(t) » « fir t » « und
a(u,u-v) - a(v,u-v) 2 a(llu-vil)flu-vi

Sei weiter F ein stetiges lineares Funktional auf V.
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Wir betrachten nun die Variationsgleichung

u€Ev a(u,v) = F(v) VveEy

SATZ 17.1: Die Variationsgleichung hat hoéchstens eine L&sung. Ist

u eine Losung, so gilt

a(iul) s IFI + sup 120711

VEV I

BEWEIS: Sind U, U, L&sungen, so ist
a(ul,v) - a(uz,v) =0 , VVvEYV

Mit v = u,-u, folgt aus 2)

a(Hul-uzﬂ)Hul—uZH < a(ul,ul—uz) - a(uz,ul-uz) =0
und damit Hul-uzﬂ = 0. Ist u eine Losung, so folgt aus 2) mit
v=2~0

a(flull)lult £ a(u,u) - a(0,u) = F(u) - a(0,u)

IA

(IIFII + Sup "“—f,’;;‘,f—’) ul i
veEV

Sei nun Vh ein endlich-dimensionaler Teilraum von V und Uy

die Galerkin-Ndherung fiir u, also

Uy, € Vh a(uh,v) = F(v) Y v € Vh .

SATZ 17.2: Es gibt hdchstens eine Galerkin-Ndherung Uy - Hat

die Variationsgleichung eine Ldsung u, so gilt mit einer von h

unabhidngigen Konstanten C
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a(Hu—uhH) £ C Inf lu-vl
veE Vh

BEWEIS: Existiert U, SO ist Uy nach Satz 17.1 eindeutig be-

stimmt und erfiillt die gleiche Abschatzung wie u. Also

lull, fugl s a'1<uFu + sup 180wl ) -

VEV [R¥4]

Sei nun v € Vh beliebig. Dann ist
a(u,uh—v) - a(uh,uh-v) =0

und damit

A

a(Hu—uhH)Hu—uhH a(u,u—uh) - a(uh,u—uh)

A

a(u,u-v) - a(uh,u—v)

IA

M(r)Hu-uhHHu—vH .
Nun folgt die Behauptung mit C = M(r).

BEISPIEL: V = wcl)'p(sz) mit p 22, c RY,

a(u,v) = S |Vu|p—2Vu-Vv dx , F(v) = s fvdx
Q 9

it £ €L _(Q),
mi q( )

Lol
Q|-

SATZ 17.3: Die Form a erflillt die Voraussetzungen 1), 2) von

Satz 17.1 mit
a(t) = o tP71 , M(r) = M P72 .,

BEWEIS: Wir fiihren die Funktionen
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oe.m = UE®P™2 e=n[P72 n)-(£-q)
[g-n|®

p-2,_ p-2
Y(E,n) = [1&] g-1nl n|

le-n|([g]|+[n])P?

auf O = {(&,n) «+ E&,n GZRd, £ *+ n} ein und zeigen:

Es gibt Konstanten o > 0, M mit

o(g&,n) 2 o , ¥(g,n) s M

auf O. Offenbar folgt 2) aus der Ungleichung fiir ¢ . Aus der

Ungleichung fiir ¥ bekommen wir

la(u,w) -a(v,w)| =|s (|Vu|p_2Vu—|Vv|p_2Vv)-Vw dx |
2

7N

S ||Vu|p—2Vu—|Vv|p-2Vv||Vw|dx
§2

A

M | vu-vv| (| vu|+[vv])PT? | vw|dx .
Q

Hier benutzen wir die iterierte HOlder'sche Ungleichung

fah d 1 1 1
_‘ s 4 - l
[ /S £g x| lIflIp lIglIq Ihil D + 3 + 7
mit den Exponenten p , —P—_z, p und erhalten
p=2

la(u,w)-a(v,w)| £ M[u-v|, D ( S (|vu]+|vv])Pax ) |w|1 D
’ Q ’

Wir zeigen nun die Ungleichung fiir ¢ ; diejenige fiir ¥ wird
dhnlich gezeigt. ® ist stetig auf O . Wir zeigen. ¢ > 0

auf O. Es ist
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([£1P 26~ 0[P 2m) (g-n) = |£[P+[n|P-([£|P72+[n|P %) g n

v

1£1P+[n|P-([£]P72 + [n|P7%) (g]|n]

1£[P+[n|P- &P L n]-|n 1Pt ]

(g1 -n P Y (el-[n])

Dies ist positiv falls [&| # |n| oder, da in diesem Fall die
Schwarz'sche Ungleichung streng ist, falls §g,n %.u. sind.

Bleibt noch der Fall, daB |&| = |n| wund & = -n. Dann ist
-2 -2
(1£]P7%e=[n]P ™% - (g-n) = 4 [£]P > 0
Also & > 0 auf O.

Nun rechnet man noch nach, daB

o(g,0) =1 ' £+ 0

o(0,n) =1 , n#* 0

o(g,n) » ¢ ’ n->g
mit ¢ =1 fir p =2, ¢ =« flir p > 2 und kann schliefen,
daB & 2 a > 0.



vVIi-18.1

TEITL VI
DUNNE SCHALEN

§ 18 DIFFERENTIALGEOMETRISCHE GRUNDLAGEN

Sei durch f : @ +2R3 eine Fldche beschrieben. Wir setzen

f € CB(Q) voraus, und

of of
f! = ~Nr r ~No :(frf)
(8&1 8£2> 1772
habe an allen Punkten & € @ den Rang 2. Die Spalten von f'(§)

spannen den Tangentialraum der Fldche im Punkt f(&) auf. Die

Normale n 1ist definiert durch

f1 x f
f. xf

2

1 2I

Die Matrizen (genauer: die von ihnen erzeugten quadratischen

Formen)
g = f£'Tf
h = -n'lf
k = n'Tn'

heiBen die 1., 2. bzw. 3. (GauB'sche) Fundamentalform der Fl&che.

Alle drei Matrizen sind symmetrisch, und g sogar positiv definit.

Fir g, k ist dies klar. Flir h schliefen wir dies aus ani = 0,
d.h.
T of ., of,
0 T an T i_ T 1
= = == —= = -h.. + —_—
0 3t (n"f;) L - £f; +n 3E 5 hjj + 9E 5

oder
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r °f; ¢ 3%

(18.1) h.. = n = =N —=——=— = h..
1] BEj agiaij Ji
Das Oberfldchenmal dS auf der Fliche ist

ds = Jdet(qg) 4t

Zur Herleitung betrachten wir das kleine Dreieck &, & + hel

£ + he in der ¢-Ebene. Auf der Fldche entspricht ihm - bis auf

2
O(h%) - das Dreieck £(&), £(£) + hf (£), £(£) + hfy(£) mit

der Fl&ache
1.2 .
50 £ [|£,] sin ([ (£,,£,)) =
1.2 2 1/2
= 20?5015, (1 - cos?(A(£,,£)))Y
= 2 0% [£,01£,] (1 - (El'fﬁ) 2 \M2
(£, TTE, ]
= 2 h® J/det(g)
Als Beispiel betrachten wir
R cos El
£(¢) = | R sin g : 2 = (a,8) x (-H,H) ,
&2

also ein Stiick einer Zylinderoberfldche. Wir berechnen

-R sin El o] P

it

£'(g) R cos &, 0 , g9l(g) = , dS =R dg

0] 1



cos gl

n(g) sin £q

h(g)
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-sin El 0
, n'(g) = cos gl 0 ,
o) o)
R 0 1 0
, k(g) =
o) o) o) o)

of,

Die zweiten Ableitungen Egi lassen sich als Linearkombination
]

von

k

Fij

(18.

DaB

f f

17 =2

lauten diese

und n

2)

der Koeffizient

schreiben. Mit den Cristoffel-Symbolen (2. Art)

von n tatsdchlich hij

ist, folgt durch

Linksmultiplikation mit nT und (18.1). Durch Linksmultiplikation
mit fg erhdlt man
of . 2
T i k
f ~ = = Z F-- g .
3 agj k=1 13 Lk
Flir jedes Paar 1i,j 1ist dies ein lineares Gleichungssystem fiir
Fij’ k=1,2. Dieses besitzt die L&sung
2 of.
(18.3) r]i‘j = = o ] S ,
=1 j
. k2 . . -1 .
wobei (g7 7) die Matrix g bezeichnet.
Sei nun v ein tangentiales Vektorfeld, also
2
v = >, vk fk
k=1
Die vk heiBen die kontravarianten Komponenten von v. Natiirlich
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braucht 5%!- nicht mehr tangential zu sein. Die Projektion auf
J
den Tangentialraum <fl,f23> entlang n nennt man die kovarianten

Ableitungen von v. Es ist nach (18.2)

av 2o favd o, i )
agj i=1 agj i ij
2 i 2
av i k
= - f. + v > T f. + h n
i=1 \°%5 * ( k=1 13 k13 ))
2 avk 2 k i 2
= > — + > ToLv f + > h.,.v'n
k=1 \%%j j=1 13 k i=1 I
Die kovariante Ableitung von v 1ist also
2 k 2
p vk[.fk , vk|. = %g— + = FE. vt
k=1 ] j  i=1 Y

Wir bendtigen die Darstellung der kovarianten Ableitungen auch

beziiglich der Basis

2
P

) g = 1,2
k=1 k

des Tangentialraumes. Sei also

Die vy heiBen die kovarianten Komponenten von vVv. Wir werden

zeigen, daB die kovariante Ableitung von Vv

-

(18.4) = v

-
I
|_l
-
L]
t+h
<
-
—
I
Q
3
1
e
Mo
—

ist. Dazu berechnen wir

g 2
gg I (- WP 3 S
j k=1 j
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2 Lk 2
= = Q%g— £, + k(5 ys £; + hen
k=1 j i=1 %4 J
2 Lk 2 2 .
) 2k i m
= 2 > g, f + g > TI'. 2 g. f  + h,.n
k=1 ( 0bj p=p KM (i=1 k) p=p 7m k3 ))
In der ersten Summe benutzen wir
2 2 Lk 9g
P Lk 9 Lk Km
0= T g%g = = o +g _)
agj k=1 km k=1 ( ng km agj

L 2 2 g 2 .
of™ _ Lk _ km i m
ng = zi g < > ( 3. + .z: ij gim) f5 o+ hkjn)

k m=1 j i=1
Wegen
agkm 5 (f ) afk T . . fT afm
38y~ 9gy 3L . m oF
J J
2 T 2
- T i
= (gl F ) fm + fk<.Z_I ij fl>
= i=1
2 .
_ ri i
- ‘El (T kj Yim + ij Igi)
wird daraus
L 2 2 .
of _ Lk i m
ey T 0 ¢ < oy mi %k BT hkj“)
2 . 2
= - z: = 8, To i f+ = gk hy sn
m=1 i=1 ] k=1 ]
mit dem Kronecker - Symbol Gli . Also erhalten wir
L 2 2
(18.5) %g— =- = "+ = gk By n
j m=1 ™ k=1
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Dies ist das Analogon zu (18.2). Der Beweis von (18.4) ist nun

einfach: Bis auf Vielfache von n ist

2 oV L
oV - > < L fl + v of )

0% . of . L o&.
£y o1\ %85 =
2 oV 2
= > SE& £ - v, = Fi.fm)
2=1 3 m=1 ™I
2 ov 2
= > —S_é_]s - > Fi VIQ)fk
k=1 i g=1 ~J
Wir definieren noch
avk
vt|. = 55& + Z:F?.v; - = F;. vf
J 3 i J i J
SchlieBlich brauchen wir noch eine weitere Formel: Aus nTn =1
folgt, dafB 5%3 auf n senkrecht steht. Also gilt
]
an
- = > d.. I
agj X jk "k

mit gewissen Zahlen ajk‘ Multiplikation von links mit fE ergibt

- hye > %k ke '

also

oder

|
I
1
M
=3
Hh
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§ 19 DAS SCHALENMODELL VON KOITER

Eine diinne Schale sei beschrieben durch ihre Mittelfldche x = £(§)

und ihre Dicke d , d.h. die Schale ist gegeben durch

S = {x € R: x = £(5) + 6n(g), |8] sd/2, £€ a} .

Y]
Durch eine Verzerrung X - X = X + u gehe sie iber in eine Schale

N
S. In jedem Punkt x = f(g) der Fldche geben wir u als Funktion

2

von & im lokalen Koordinatensystem fl, f“, n an, also

u = = uifl + u,n .

3
i

Die Bestimmung der Verzerrung u, d.h. der Funktionen ui(g),
welche bei Belastung der Schale zum Gleichgewicht flihrt, ist unser
Ziel. In § 4 hatten wir schon den Spezialfall des zweidimensionalen

Spannungszustandes ebener Platten studiert.

ny n,
Die verzerrte Schale S werde wie S durch eine Funktion f be-
n, n,
schrieben, also x = £(&) = £(§) + u(g). Wir werden von jetzt an

ny
alle Gr&Ben, die sich auf S beziehen, mit einer Tilde wversehen.

Wir fiihren die beiden Tensoren

4"

_ 1 - - _
eix = 2 (J3x ~ Jix) ' Pix = (Myp = hyy)

ein. €1k heiBt Drehungstensor, Pik Tensor der Kriimmungsidnderungd.
Wir wollen beide Tensoren fiir kleine Verzerrungen durch u aus-

driicken.

Nach § 18 haben wir



rh e

. = (f + = uf. + u™n)
J aij i
i of . 3
U i i ou 3 on
=f. + = — f. + u + n + —
J i(aj 1 ”’j) 9% 9%
= f, + = g_uifl+2u1 > r}i‘.fk+hi.n
J i i i k J J
8u3 3 Lk
+a———n—u > hlg fk
j 2,k I
su kK i .3 2k
= f. + = a—+Z I“i.u—uz.'hlg fk
J» k j i J Q ]
8u3 i
+ a—+ Zuhi. n
j i J
=fj+iajkfk+sjn ,
3 .
_ .k _ .3 Lk _ u i
ajk_ulj u%hjzg, Bj——aj+Zi:uhij
Damit ergibt sich bis auf d(uz)

. fT £ £ £ Tie, + £
= . = . + . + . . .
gij fi J (1 ialk k B1n) ( Jj iajk k

=935t = (ogp 95 ¥ Yy Ixj) '
Es folgt
_ 1 k, _..3 Lk k, _3
€55 = 3 <i: (u lju %hjz )gik+<u |;-u %
- 1 k k _ 3
= 5 f (u |J gy t U |l gkj) hij u
In einer Rechnung im Stil von § 18 zeigt man

VI-19.2

+ Bjn)
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k
3 out|s gi, =
K j “ik

Dies ergibt schlieBlich (u3 =u

Im Falle einer ebenen Schale ist f' konstant, also

1 aui ou.
e =L L, 3
ij 2 ng agi

wie in § 4 und Ubungsaufgabe 13.
Eine dhnliche Rechnung ergibt bis auf d(uz)

= L L L _
ij = u3|ij + = (hilj u, + hjulli + hiugfs) - kjsu

J j 3 ’

ou
Dabel ist u3| einfach die kovariante Ableitung von Sgl nach
i

ij
gj , und

W= ¢¥n
K

i ki

Nun kommen wir zur Formulierung des Hooke'schen Gesetzes. Die Schale

habe den Elastizitdtsmodul E wund die Poisson'sche Querzahl v .

Wir setzen

= 2(1+v) gt g

ijke E ik j&
R

12gjk + 2V gij glk)

Dann fiihren wir die Spannungstensoren

. 3 2
ij _ d
€ ’ T = == >
kg » 12 K, 0=

Dljkz
1

Dljkl

. 2
o] =d >
L= 1

P
K, ke

ein. Die der Verzerrung u entsprechende Deformationsenergie ist

dann
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a(u,u) = > (oij €.. + Tij p..)ds
S i ij ij

Wir berechnen bis auf 6(u3)

2 . 2 . . , .
ij _ Ed ik _jg i2 Jjk 2v _ij 'k
> oY, = ————r s>t (g7g”” + g7g + —— g g " )e, €.
i,3=1 ij 2(1+v) i,5.k,2=1 1-v k27i7j
2 2
Ed i i k 2v ki
= N e~ el + > € € + —— g€, €
2(14v) (1,2=1 271 i, k=1 k “i -v “k “i )
_ __Ed _ 1,2 2.2 2 1 1 2,2
= 1—v2 ((1 v)((el) + (82) + 281 82) + v(sl + 52) )
FEbenso:
2 i Ed> 1,2 2.2 21 1,22
T plj = —2 ((1'\))((pl) + (p2) + 2plp2)+\)(p1+p2) )
i,j=1 12(1-v7)
Hierbei haben wir gesetzt:
2 . 2 .
1 12 12
g, = 2 g ’ P, = 2 g Tp
k o=1 Lk k o=1 Lk
BEISPIELE:
1) Ebene Platte, d.h. f(x) = (g ) , X € Q
2
g =1 ] . 1 aui Buk . _ pl _ 0 u3
ik k 2 axk axi ik k axlaxk
ou 2 ou,\2 ou du,\2 du., dou
Ed 1 2 1-v 2 1 2
a(u,u) = f{(————) + | —= + ( + ) +2\)——}dx
! 1_\? Q 9xq 9X, 2 9X 94 90X, 9%,
Ed3 82u3 2 82u3 2 82u3 2 32u3 82u3
+ > JF{ > + R ) +2(1-v) Y + 2v
12(1-v°) Q@ Bxl 2 1772 axl 9X
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Der Zylinder aus §18. Hier ist afl/agl = -Rn, alle anderen
. k 1 _ 1

afi/agj sind 0. Also Fij = 0. AuBerdem h1 =R alle
£

anderen hi sind O. Damit wird

1 8ui u..
€15 T 2138, T 3g. ] TR 831 651 Yy

j i
ou au

Piy T 3% ag + ; 3 - - $i1 %31 43 o
1773 1

1 -2 2 _

&1 7 R €11 ’ €1 T Ey4

und entsprechend fiir pi.

Wie in § 4 nimmt man nun an, die Schale sei einer Volumenkraft

der Schale gegen diese Kraft verlangt die Arbeit

2 .
(F,v) =d S FL v ds = d J‘( > Flvi + F3v3) ds .

S S i=1

Das Prinzip der virtuellen Verriickungen fiihrt dann fiir den wirk-
lich sich einstellenden Zustand u der Schale zu der Variations-

gleichung
u€Ev , a(u,v) = (F,v) VveEy

Der relevante Hilbertraum V ist ein abgeschlossener Unterraum

von Hl(Q) x Hl(ﬂ) x HZ(Q). Ist die Schale auf 8% eingespannt,
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so ist etwa
R 1 2
vV = HO(Q) x HO(Q) x HO(Q) .

Die V-Elliptizitdt von a Kkann dann dhnlich wie Satz 4.2 be-

wiesen werden.

BEISPIEL: Ebene Platte.
Es ist a = a; + a,, wobei a; (bis auf den Faktor d ) mit
der Bilinearform a aus Satz 4.2 identisch ist. Fir a

2
erhalten wir durch partielle Integration
3
12(1-v7) @

Aus Satz 4.2 und {ibungsaufgabe 8 folgt also fir uev
2
a(u,u) 2 c(\),E,d)IIuIIV .

Die Variationsgleichung zerfdllt hier iibrigens in eine Vari-

ationsgleichung fiir Uy, U, und eine in ujy. Diese lautet

2 _ 2
Uy € HO(Q) , a2(u3,v3) = d SF F3v3 dx , VY Vj € HO(Q).
Ist U, € H4(Q), so erfilillt U,y
2 , ou
___EQ_E_ A2u3 = F3 in @, uy = —7% =0 auf 382 .
12(1-v°)

Die Gleichung A2u f heiBt daher auch Plattengleichung.



§ 20

Wir wo

mit V

durch
flache

Schema

setzt

Da die
mochte

Finite

VI-20.1

DIE METHODE DER FINITEN ELEMENTE FUR KOITER'sche SCHALEN

llen nun die Variationsgleichung

uev , a(u,v) = (F,v) ’ v vev

= Hé(Q) x Hé(ﬂ) X HS(Q) und den Formen a, F aus § 19

die Methode der Finiten Elemente 1l6sen. Wird die Mittel-
x = f(£) exakt dargestellt, so kommt man mit dem lblichen
aus: Man wdhlt Finite-Element-Raume

g

1 _ 2
in € Ho(®) ., i=1,2, 5@;15 HG(Q)

V:g\/-xg_’ Xg—‘

h 1h 2h 3h und definiert Uy als LdOsung von

u, € V.

h h ' a(uy,v) = (F,v) ' vV VE Vy

Fliche f aber ein sehr kompliziertes Gebildes sein kann,
man auch f approximieren. Es liegt nahe, auch £ durch

Element-Funktionen 2zu approximieren. Um die durch diese

Approximation entstehenden Fehler zu verstehen, missen wir unter-

suchen, wie a und die Form ( , ) von f abhédngen. Dazu fiihren

wir fo

lgende Bezeichnungen ein:

U bedeutet einen Vektor mit 12 Komponenten, und zwar

Dann i

D%u, , &=1,2, J[als1 , Dy, |af s2
st
i ——
a(uu) = = S A_._.U_U_dg, (u,F) = = S Fu, /det(g) dg
1,0 o W I Y i=1 @ 1
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7

SATZ 20.1: Es gibt Polynome PIJ in R und eine halbzahlige
positive Zahl Crys SO daf
2. .3 €19
AIJ = PIJ(af,a f,97f)/(det(g))
BEWEIS: Mit der Schreibweise g = g(af,azf,...) meinen wir, daB

g ein Polynom in den ersten, zweiten usw. Ableitungen von f mit

‘konstanten Koeffizienten ist. Dann gilt

g4 = 9py 3%i )+ hyy = hij(af,azf) , Kyy = kij(af,azf)
ok, = F?j(af,azf)/det(g) , hglz - hilg(af,azf,a3f)/(det(g))2
ds(g) = J/det(g) dat
Aus den Formeln fiir a aus § 19 folgt die Behauptung. "

—

Sei nun £ ein Polygon und yh erzeugt von dem Argyris-Dreieck

auf einer Triangulierung, welche die Gleichfdrmigkeitsbedingung

erfiillt. Sei P der zugehdrige Interpolations-Operator. Dann

h

setzen wir

IT '

£, = Ppf 9y T fpiiy g

2 3 €13
AIJ,h = PIJ(afh’a fhr8 fh)/(det(gh)) ’

3 i y
a, (u,v) = = S A U.u.d¢ , (u,F), = = J Fuydet(g,) dg
h Iy @ I3,h T h ™ 21 b h
Ahnlich wie Satz 7.1 zeigt man:
Qe < b a

ID”(£ th)uLm(Q) £ Ch |aTi6 1D f"Lm(Q)
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Damit und mit Satz 20.1 folgt fiir f € <@
3

(20.1) lay (u,v)-a(u,v)| s Ch¥iuly Ivi,
3

(20.2) (u,F)h - (u,F) £ Ch HuHV

Die Finite-Element-Ndherung Uy fir u ist nun erkldrt durch

h ah(uh,V) = (F,V)h p Vv € Vi

SATZ 20.2: 1Ist f € c4(§) und - u € H4(Q) X H4(Q) X H5(9), so gilt

A

IIu—uhIIV Ch ' c = C(u,f)

BEWEIS: Der Satz 5.1 13Bt sich auf unsere Situation in der Form

a(u,v)—ah(u,V)
la-u, I, £ C-{Inf flu-vill,, + Sup
h'v vEV v VEV "V”V
h h
(VIF)—(VIF)h
+ Sup Tl }
VEVh \Y

iibertragen. Die Behauptung folgt nun direkt aus (20.1), (20.2).
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Blatt 1

Ubungen zur Vorlesung "FINITE ELEMENTE"

Abgabe: 27.10.87 in den Kdsten 7 - 10

Aufgabe 1: Filir welche k sind die folgenden Funktionen aus Hk(Q)?

a) Q= (-1,+1) , £(x) = sgn(x)x> .
b) @ = (-1,+1) , £(x) = |x|1/? .
c) Q= (-2,2)2 , £(x) = Max(0,1-[x|?).

Aufgabe 2: Sei @ < ®rY .

a) Seien f,qg € Hk(Q) ’

zeigen Sie: DX*(f + g) = D% + D% fir J|o| £ k .
b) Seien £ € HI(2) , g€ c™(q) ,
zeigen Sie: D%(fg) = (D%f)g + £D% flir |a # 1 /::

c) Seien f € Hl(Q) , g € Hl(Q) ,

zeigen Sie: D%(fg) = (D% )g + £D% fir |aj

A
-
.

Hinweis: Benutzen Sie b) und Satz 2.3.

Aufgabe 3: Sei f € H™(Q) und D*t = 0 fir  |af

v
=4

Zeigen Sie: Dann ist f ein Polynom vom Grad < m-1

Hinweis: Benutzen Sie Satz 2.3.

Aufgabe 4: Sei p ein Polynom vom Grad k und sei § offen

<
‘und nicht leer, und es gelte D% dx =0 Vo mit J|af S k.
Q

Zeigen Sie: Dann ist p = 0.
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Blatt 2
ibungen zur Vorlesung "FINITE ELEMENTE"
Abgabe: 03.11.87, in den Kdsten 7 - 10
Aufgabe 5: Sei Q = |x| R? : [x] < 1/2 }. sSei £(x) = log 1og-T%T

Zeigen Sie: f ¢ HY(Q).

Aufgabe 6: Sei @ die Einheitskugel in :md. Fir £ € C (aQ) setzen

wir

£l = Inf{ ful . uweHn(e , u=f auf 90 }

11’2 (5q) 5l (q)

Zeigen Sie: Il . |l 1/2 ist eine Norm auf Cm(aﬂ).
H (382)

Aufgabe 7: Sei V ein Hilbertraum, f € V, und a eine stetige

und V-elliptische Bilinearform auf V . Nach Lax-Milgram gibt es

dann genau ein ue€Eyv mit

a(u,v) = (£,v) , vEV

Zeigen Sie: Ist a symmetrisch, so minimiert u das Funktional
_ 1 X
s(v) = 35 alv,v) - (£,v)

in V.

Aufgabe 8: Sei @ ein Lipschitz - Gebiet. Zeigen Sie:

Fir u ¢ Hg(ﬂ) gilt:

Il Aull = |ul
L, (%) 12 (9)
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Blatt 3

tibungen zur Vorlesung "FINITE ELEMENTE"

Abgabe: Di., 10.11.87, in den Kasten 7 - 10

Aufgabe 9: Sei @ ein Lipschitz-Gebiet. Sei y € C(3@), y(x) > 0

flir x € 3@, g¢E LZ(SQ), f € LZ(Q).
Zeigen Sie:

(a) Es gibt genau ein u € Hl(Q), so daB fiir alle v € Hl(Q) gilt:

S VWu.Yvdx + S yuv do = S fvdx + S gvdo
Q o8 Q o8

(b) Ist u € HZ(Q), so gilt:

- Au = f in Q
/V g% £ yu =/6’ auf 3@ .

Aufgabe 10: Sei @ ein Lipschitz-Gebiet, und sei T < @ eine

hinreichend regulire Flidche (z.B. Rand eines in @ liegenden

Lipschitz-Gebietes). Sei £ € Lz(p).
Zeigen Sie:

(a) Es gi;% genau ein u € Hé(Q) mit

S oVuevv dx = S v g, v v e H Q) .
Q T ’

(b) Sei Q' offen und Q' Q@ -T. Ist u¢€ HZ(Q'), so gilt

- Au = O in Q' .

Aufgabe 11: Sei @ ein Lipschitz-Gebiet. Sei V := {v €

J v dx = 0}, Zeigen Sie:
Q .
(a) V 1ist unter dem inneren Produkt

(u,v) = S Vu-Vv dx

ein Hilbertraum.

Hl(Q):
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Blatt 4

Ubungen zur Vorlesung "FINITE ELEMENT"

Abgabe: Di., 17.11.87 in den K&dsten 7 - 10

Aufgabe 13: Wir betrachten in der Ebene die Verzerrung X -> X + u(x).

Die Verzerrung sei klein in dem Sinne, da u € C2 und
Sui
|WI§G<<1, i,k =1,2

ist.
Man zeige: Das Dreieck x+he1, X x+he2 geht bei der Verzerrung
iiber in ein Dreieck a, b, ¢ mit

aul 2
la-b| = h(1 + TR (x) + O(h+687))
X1
U, 2
fc-b| = h(1 + T (x) + O(h+87))
2
7 ou Ju
_ 1 2 2
cos{<IZ (a-b,c~b)) = ( 5;; + 5§I >(x) + O(h+6°) .

Aufgabe 14: Sei u die Ldsung der Variationsgleichung aus §4,

Aufgabe 6 der Vorlesung. Seli u € HZ(Q) x HZ(Q). Zeigen Sie:
(a) u erflillt in @

E E

—2—(1-+—\))—Au-2(T\)—)gradd1vu=f .

(b) Mit den zu u gehbérigen Spannungen oij(u), also

ou
o, (1) —L
11 axl
8u2
92 | =P 3k,
ou au
1 2
0, ,(1) — + —=
12 8x2 axl
gilt auf 9@ - I flir i =1,2:

oil(u)\)l + oiz(u)\)2 =0 .
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Blatt 5

{{bungen zur Vorlesung "FINITE ELEMENTE"

‘Abgabe: Di., 24.11.87, in den K&dsten 7 - 10

Aufgabe 17: Sei E das Dreieck ai,‘az,;a3 und sei a, ‘sein

Schwerpunkt. Sei

3 3
¢(p) = 6p(a,) - 2 = p(a,) + = Vp(a,) * (a, - a,) .
4 %=1 2 4=1 2 4 14 ,

:Das Finite Element (E,j?,@)_ mit

P=(p € Py : o(p) =0)

¢ = {D%p(a,), || s1, & =1,2,3}
heiBft Zienkiewicz-Dreieck. Man zeige:
. e P . .
(a) ~~(E,n/, ®) ist unisolvent,

) P, cP.

Aufgabe 18: Berechnen Sie bis auf Symmetrie sdmtliche Formfunk-

tionen des dreieckig-hermite'schen-kubischen Elements

‘fiir das Einheitsdreieck.

‘Aufgabe 19: Sei (E;ﬂa, ¢) das reduzierte Hsieh-Clough-Tocher -

‘Dreieck, d.h. 3D;={p € j%CT ::%5 linear auf den Kanten von E -}

und @ = {qu@az) : 2 =1,2,3, |a|] £ 1}. Zeigen Sie, 'daB f(E,gbf¢f)

unisolvent .ist und ;dimuga=:3.

‘Hinweis: Orientieren Sie sich am Beweis zu Satz 6.3.
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Blatt 8

ﬁbungen zur Vorlesung "FINITE ELEMENTE"

Abgabe: Di., 15.12.87, in den Kdsten 7 - 10

Aufnge 29: LOsen Sie das Problem

u=20
i — 1 ]
! [ i i
"-7-_f-j‘-]~-
' |> f i
j '
_ —_—l—- u= --L_.‘ =
u=290 i 100 ; u 0
i _,, _
L, oo
---'""=-Au =10 .-
1 i t i
b i X
u=20

durch das Programm SEG3P1 Verwenden Sie dle in der Flgur ange-

deutete Untertellung.

Aufgabe 30: Bestidtigen Sie folgende Tabelle fiir Quadraturformeln

in Dreiecken:

Knoten und Gewichte Faktor Exaktheitsklasse
)
. IE| | S

1E| P
3 2
E| QR
60 ,J3'
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Blatt 9

Ubungen zur Vorlesung "FINITE ELEMENTE"

Abgabe: 'Di., 05.01.88, in den Kidsten 7 - 10

Aufgabe 33: Sei

der Graph einer symmetrischen Matrix G(A). Zeigen Sie, daB man
flir A durch Umnumerieren von Zeilen und Spalten die Bandbreite
4 - erreichen kann.

Aufgabe 34: Sei A eine symmetrische Matrix und G(A) ihr Graph.

(a) Sei d der maximale'Knotengrad in G(A). Dann gilt fiir die
Bandbreite h von A

d+
> ==
n e |
(b) Sei Nk die Anzahl der Knoten der Stufe k , welche im
Cuthill - McKee Algorithmus fiir G(A) auftreten. Dann kann man
durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen erreichen, da A die
Bandbreite

h < Max (.Nk + N
k

k-1 =~ 1)

hat.

Baw,
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Blatt 10

Ubungen zur Vorlesung "FINITE ELEMENTE"

Abgabe: Di., 12.01.88, in den Kédsten 7 - 10

Y " n

Aufgabe 37: Sei =49 x %, wobei ¥ den linearen Raum der

Finite-Elemente-Funktionen mit dem Crouzeix-Raviart-Dreieck auf

7

einer Triangulierung mit +t Dreiecken '(Ez' £=1,...,t) und v
Ecken bezeichne.
Man zeige:

(a) dim J = 2(v+t-1)

. g _ g . s _ _ ,
(b) Sei ‘fdiv = {ueF : div u|E£xE2 =0, &=1,...,t}. Dann ist
. <G _ _
dim ‘;div = 2v + t 2
Aufgabe 38: Man l&se
- Au=1 in Q , u=0 auf 290
fir © = (0,1) x (0,1) mit Lagrangeschen linearen Dreiecken auf
der Triangulierung
}h
-1
h = n

und zeige, daB mit uij = uh(ih,jh) gilt

2

4uij - ui+l’j - ui_l,j - ui’j+l - ui'j_l = h I3 l,]':l’o..,n_lo

Aufgabe 39: Man 1l6se das Problem von Aufgabe 38 mit dem Crouzeix -

Raviart-Dreieck.
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Blatt 11

{ibungen zur Vorlesung "FINITE ELEMENTE"

Abgabe: Di., 19.01.88, in den Kidsten 7 - 10

Aufgabe 41: Zeigen Sie, daB das Crouzeix - Raviart - Element
den Patch-Test (filir Probleme 2. Ordnung) besteht.

Aufgabe 42: Sei (E,Spnb) das Lagrangesche Finite Element mit
P = ?1 im Einheitsdreieck, wobel die Knoten die Katheten bzw.

die Hypothenuse dreiteilen:

Zeigen Sie: Dieses Element besteht den Patch-Test (filir Probleme
2. Ordnung) nicht.

Aufgabe 43: Seli u € HZ(Q) X HZ(Q) die L&sung des Stokesschen

Problems:
- Au +p =°¢£ .
) in Q
divu =0
u =0 auf 02Q ’

wobei p ¢ HY(Q), £ ¢ L,(2) x L,(2).

Zeigen Sie: u 16st die Variationsgleichung:.

e Hy i (0) a(u,v) = (£,v) \/’V'G,Ho’div(n),
wobei a(u,v) = d“ (Vul-Vvl + Vuz-sz)dX'
(£,v) = é’ flvl + f2v2 dx
H = (v € HY(Q) x HE(Q) : div v =0} .
0,div 0 0 : o

b.w.
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Blatt 12

{bungen zur Vorlesung "FINITE ELEMENTE"

Abgabe: Di., 26.01.88, in den Kdsten 7 - 10

Aufgabe 45: Sei @ ein Lipschitz-Gebiet, Y € HZ(Q) mit ¢ < 0
auf 89. Sei U = {v € Hj(a): vzy), undsei f€ Ly(a). Sei u
die LOsung der Variationsungleichung

ue€Eevu J Vu-V(v-u)dx =2 S f(v-u)dx , VvETU .
) )

Man zeige: Ist u € CZ(Q), f € Cc(Q), so gilt in

- Au 2 £, u

v
<

(-Au-f)(u-y) =0 .

Aufgabe 46: Seli @ ein Lipschitz-Gebiet und f € LZ(Q). Sei
U= {v € Hé(ﬂ): |vv| < 1}.

Zeigen Sie: Die Variationsungleichung

u €vu S vu-v(v-u)dx 2 S f(v-u)dx VVveETU
Q 9]

ist eindeutig 1loOsbar.

Aufgabe 47: Sei @ ein Lipschitz-Gebiet, ¢ € HZ(Q) und f € LZ(Q).
Sei U= {v € Hl(Q): vz auf 90}

Zeigen Sie:
(a) Die Variationsungleichung

u€vu S (Vu-V(v-u) + u(v-u))dx J f(v-u)dx VvV v EU
Q Q2

v

ist eindeutig 1losbar.

(b) Sei Q ein Polygon, sei 57; der Raum der Finiten-Elemente -
Funktionen, welche von linearen Lagrange'schen Elementen auf
einer Triangulierung von & erzeugt werden, und es gebe
Konstanten CL’ CZ’ so daBl jedes Dreieck eine Kugel vom
Radius Clh enthdlt und in einer Kugel vom Radius C.,h ent-

2
halten ist. Sei U, = {v E-g; : v 2 Y in Randknoten},

h



