Colin W. Cryer

_Numerik Partieller
Differentialgleichungen 1

Wintersemester! 1994/95

@lﬁﬁw T o oo oo 0l
r\r\ﬁnm GIE[E] =[] [=]s]a) g (& E;E [0Hooo[oo[oog| r\r\ﬁnn
(s e A T a
%%% noo[oojooo] [ [ A H boo[oojoog D%%L
Westfalische
Wilhelms-Universitat
Miinster

1Letzte Anderung am 2. Oktober 1995






Inhalts

1 Einfiihrung

verzelichnis

1.1 Gewohnliche Differentialgleichungen . . . . . .. ... ... ... .....

1.2 Partiell

e Differentialgleichungen . . . . . . . . . .. ... ... ... ...

2 Die Punktmechanik
2.1 Einleitung . . . . . . . L e e e e

2.2 Die Newtonschen AXiome . . . . . . . . o v v v v v v e i e e s e e e

2.3 Das n-Korperproblem . . . ... ... . ... ... Lo oo
2.4 Arbeit und Energie . . . . . . .. Lo
2.5 Erhaltungssdtze . . . . . . . . . . ..

3 Die Kontinuumsmechanik

3.1 Gravitation . . . . . . . . . e e e e e e e e e e

3.2 Elektro

magnetische Felder . . . . . . .. ... ... ... ... .......

3.3 Erhaltungssétze (einfache Form) . . . ... .. ... ... .........

3.4 Die Advektionsgleichung . . . . . . . . . ... ... oo

3.5 Die Warmeleitungsgleichung . . . . . . . .. ... ... ... ... .....

3.6 Gleichungen, die mit der Warmeleitungsgleichung verwandt sind . . . . .

3.6.1
3.6.2
3.6.3
3.6.4
3.6.5

Die Diffusionsgleichung . . . .. ... ... ... ... .......
Konvektion-Diffusion . . . . . . . ... ... .. ... ... ...
Reaktion-Diffusion . . . . . . . . . ... .. .. ... ..
Gasstromung in Porosen Medien . . . . . .. ... ... .. ....
Sickerstromung . . . . . . ... Lo Lo

4 Die Kontinuumsmechanik: die Kinematik

4.1 Die Bewegung eines Korpers. . . . . . . . . . . .. . oo

4.2 Die Ansatze von Euler und Lagrange . . . . . . .. .. ... ... .....

4.3 Die Bilanzgleichungen . . . .. . .. .. ... ... ... 000

4.3.1
4.3.2
4.3.3
4.3.4

Erhaltung der Masse . . . . . . . . . . . .. ... .. . ...
Erhaltung des linearen Impulses . . .. .. ... ... .. .....
Erhaltung des Drehimpulses . . . . . . . .. . ... ... ......
Erhaltung der Energie . . . . . . .. .. .. ... ... ... ...,

W = =

© N N

10
15

19
19
22
24
25
25
27
27
28
28
29
30



iv INHALTSVERZEICHNIS
4.4 Die Deutung des Tensors £ und Vektors b . . .. ... ... ... ..... 38
4.5 Wellen im elastischen Material . . . .. ... ... ... ... ....... 40

5 Die Kontinuumsmechanik: die Stromungsmechanik 43
5.1 Einleitung . . . . . . . . L 43
5.2 Die Eulerschen Gleichungen . . . . . . . . . ... ... ... ... ..... 43
5.3 Die Navier-Stokes-Gleichung . . . . . . . . . ... ... ... .. ...... 44
5.4 Die Theorie von Biot fiir den wasserdurchtrankten Erdboden . . . . . .. 47
5.5 Die Wettervorhersage . . . ... . . .. . . . .. ... .. 48

6 Die Advektionsgleichung u; + cu, =0 53
6.1 Einfilhrung . . . . . . . . . . . . e e e 53
6.2 Die allgemeine Lésung . . . . . . . . . . . ..o 54
6.3 Charakteristiken . . . . .. .. ... . Lo 55
6.4 Anfangswert- und Anfangswert-Randwertprobleme . . . . . . .. ... .. 56

6.4.1 Das Anfangswertproblem . . .. .. ... ... ... ... ..... 56

6.4.2 Das Anfangswert-Randwertproblem . .. ... ... ... ..... 56

6.4.3 Sachgemafgestellte Probleme . . . . . . .. .. ... ... ..... 58

6.5 Abhangigkeits- und Bestimmtheitsbereiche . .. . .. ... ... ... .. 60
6.6 Anwendungen in der Biologie . . . . .. . . ... ..o L. 61

7 Einfache Differenzenverfahren fiir die Advektionsgleichung u; + cu, =0 63

8

7.1 Einfithrung . . . . . . . . . . . e 63
7.2 Approximation von Ableitungen durch Differenzen . . . . .. .. .. ... 64
7.3 Ein einfaches Differenzenverfahren . . . .. ... . ... ... ... .... 66
7.4 Ein zweites einfaches Differenzenverfahren . . . . . . . . . .. .. .. ... 68
7.5 Die Courant-Friedrich-Lewy-Bedingung . . . . . . ... ... .. ..... 69
7.6 Beweis der Konvergenz beziiglich || - ||oo . . . . . . . . . .o L 71
7.7 Zusammenfassung einfacher Methoden . . . . . . . . ... ... ... ... 73
7.7.1 Zeitvorwarts und Raumvorwarts . . . . . . .. .. ... ... L. 73
7.7.2 Zeitvorwarts und Raumriickwarts . . . . . .. ... ... ... .. 73
7.7.3 Zeitvorwarts und raumlich zentrierte . . . . . . ... 74
7.7.4 Lax-Friedrichs . . . . . . . . . . . . . . .. . . e 74
7.7.5 Leap-frog oder Bockspringen . . ... ... ... ... ....... 74
7.8 Beweis der Konvergenz bzgl. || - ||» (Energie-Methode) . . .. .. .. ... 74
7.8.1 Notation . . . . . . . . . . . e e 75
7.8.2 Die Energienorm . . . . . . . . . . 0t e e e e 75
7.8.3 Der Existenz- und Konvergenzbeweis . . . . . . . ... ... .... 76
7.9 Das Lax-Wendroff-Verfahren. . . . . . . . . . .. ... ... ... ..... 79
Die Wiarmeleitungsgleichung 85

8.1 Einfilhrung . . . . . . . . . . . . e e e e 85



INHALTSVERZEICHNIS A4

8.2 Analytische Losungen der Warmeleitungsgleichung . . . . . . .. .. ... 86
8.2.1 Die Methode der Trennung der Veranderlichen . . .. ... .. .. 86

8.2.2 Die Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung . . . . . . . . 91

8.3 Eigenschaften der Warmeleitungsgleichung . . . . .. .. ... ... ... 93
8.3.1 Der Abhangigkeitsbereich . . . . ... ... ... ... ....... 93

8.3.2 Das Maximumprinzip . . . . . . .« v v v v v e e e 94

8.4 Existenz und Eindeutigkeit . . .. ... ... ... ... . 0oL, 98

9 Numerische Losung der 1D-WLG durch Differenzenverfahren 101
9.1 Einfilhrung . . . . . . . . . . . e e e e e 101
9.2 Approximation von Ableitungen durch Differenzen . . . . ... ... ... 103
9.3 Das klassische explizite Differenzenverfahren . . . . . . . . . ... .. ... 103
9.4 Stabilitdt und Konvergenz fiir das klassische explizite Differenzenverfahren 105
9.5 Implizite Differenzenverfahren - Einfithrung . . . . . . .. .. .. ... .. 107
9.6 Ordnung und Stabilitat . . ... ... ... ... ... ... .. ... ... 112

10 Die eindimensionale Wellengleichung 121
10.1 Einfihrung . . . . . . . . . . . e e e e e e 121
10.2 Die Losung des Anfangswertproblems der Wellengleichung . . . . . . . .. 124
10.3 Weitere Eigenschaften . . . . . . . . . . .. ... ..o o L. 125

11 Charakteristiken 131
11.1 Einleitung . . . . . . . . . L 131
11.2 Differentialgleichungen héherer Ordnung . . . . . . . . . . . ... .. ... 132
11.3 Klassifikation . . . . . . . . . .o 135
11.3.1 Elliptische Gleichungen . . . .. .. .. ... ... ... ...... 135

11.3.2 Parabolische Gleichungen . . . . .. .. ... ... ... ...... 137

11.3.3 Hyperbolische Gleichungen . . . .. .. .. ... ... ....... 137

11.3.4 Gleichungssysteme . . . . . . . . .. .. ... ... . ... 138

11.4 Existenz und Eindeutigkeit fiir das Cauchy Problem . . .. ... .. ... 142

12 Schwache Lésungen 145
13 Die Burger-Gleichung 153
14 Systeme von Differentialgleichungen in Erhaltungsform 161
14.1 Einfihrung . . . . . . . . . . . . e e e e e e 161
14.2 Beispiele: . . . . . L e e e e e e e 161
14.2.1 Die Burgersche Gleichung [Smoller, S. 241] . . . ... ... .... 161

14.2.2 Die Eulersche Gleichung fiir Stromungen [Smoller, S. 240, 347, 322] 162

14.2.3 Das p-System [Smoller, S. 306] . . . . . .. .. ... ... ... .. 162

14.3 Einige Grundbegriffe . . . . . . . . . ... oL oo 163



vi INHALTSVERZEICHNIS

14.4 Das Lax-Wendroff-Verfahren . . . . . . . . . ... ... ... .. ......
14.5 Das Zweischritt-Lax-Wendroff-Verfahren . . . . . . . . . . ... ... ...
14.6 Stabilitat des Lax-Wendroff-Verfahrens . . . . . . . . . . ... ... ....
14.7 Neue Methoden . . . . . . . . . . . . . . . . . . e

15 Der Aquivalenzsatz von Lax fiir Anfangswertaufgaben
15.1 Einleitung . . . . . . . . .. e e e e
15.2 Banachraume . . . . . . . . . . L
15.3 Das abstrakte Cauchy-Problem . . . ... ... .. ... ... .......
15.4 Differenzenverfahren . . . . . . . . . . . . .. ... ... . o 0.

16 Fourierreihen und Fouriertransformationen
16.1 Einfihrung . . . . . . . . . . . e
16.2 Die Anwendung von Fouriertransformationen fiir Stabilitatsanalyse . . . .
16.3 Die Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung . . . . . . . ... ..

17 Die Laplace-Transformation
17.1 Einleitung . . . . . . . . .. e
17.2 Die Laplace-Transformation . . . . . .. ... ... ... ... .......
17.3 Die komplexe Umkehrformel fiir die Laplacesche Transformation . . . . .
17.4 Andere Integraltransformationen . . ... ... ... ... ... ......

A Einige einfache Losungsmethoden
A.1 Die Methode der Trennung der Veranderlichen . . .. .. ... ... ...
A.2 Die Methode von Lagrange . . . . . .. . . .. ... ...

169
169
169
175
178

183
183
188
190

195
195
196
203
209



Kapitel 1

Einfiihrung

Gegenstand dieser Vorlesung ist die numerische Losung von partiellen Differentialglei-
chungen. Keine vorherigen Kenntnisse iiber partielle Differentialgleichungen oder deren
Anwendungen werden vorausgesetzt. Wir hoffen, dem Leser einen Uberblick iiber dieses
grofle Gebiet zu geben, indem eine beschriankte Auswahl von beispielhaften Methoden
und Problemen detailliert behandelt wird.

1.1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Das einfachste Beispiel einer partiellen Differentialgleichung ist eine Gleichung mit nur
einer Verdnderlichen. In diesem Fall sprechen wir von einer gewdhnlichen Differentialglei-
chung. Eine allgemeine gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung wird in Glei-
chung (1.1) dargestellt:

F(u(t),a(t),t) = 0,teGCR
u : G— R (1.1)
F  RPxR*'xG—R*.

In Gleichung (1.1) ist F eine vorgeschriebene Funktion, eine Abbildung von
R* x R* x G — R® . G ist ein Teilgebiet von R' . Eine Lésung u von Glei-
chung (1.1) ordnet jedem ¢t € G einen Vektor u(¢) zu.

Die Gleichung (1.1) ist sehr allgemein. Eine spezielle Form von (1.1) wird in Gleichung
(1.2) gegeben.

at) = flu(t),t), t € (a,b)
u e C'Y(a,b)R". } (1.2)

Gleichung (1.2) unterscheidet sich von Gleichung (1.1) in folgender Weise:
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1. Es ist angenommen worden, daf8 die Gleichung (1.1) fiir u(¢) geldst werden kann,
damit die Gleichung F' = 0 nach der Form u = f aufgelést werden kann, wo f
bekannt ist.

2. Statt eines allgemeinen offenen Gebiets G aus R' wird ein offenes Intervall (a,b)
betrachtet.

3. Zuletzt sind einige Voraussetzungen iiber die Differenzierbarkeit von u gemacht
worden, und zwar, dafl u stetig differenzierbar ist.

Die Gleichung (1.2) hat im allgemeinen mehrere Losungen. Betrachten wir z.B. die lineare
Gleichung mit n =2 :

ialt) = u1<t>} (18)

Aus Gleichung (1.3) laBt sich leicht erkennen, dafl die erste Komponente u;(¢) eine
gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung erfiillt:

i (£) = wi (£) (1.4)

Hieraus folgt, da8 die allgemeine Ldsung von Gleichung (1.3) von zwei Parametern o und
(3 abhingt, wie in Gleichung (1.5) dargestellt.

ui(t) = aet+ Be”t } (1.5)

us(t) = ae' —pfet

Durch geeignete Wahl von « und £ in Gleichung (1.5) &8t sich jede Losung von Gleichung
(1.3) bestimmen. Es gibt zwei Moglichkeiten, die hdufig vorkommen.

1. Man kann die Werte von u, d.h. von den zwei Komponenten u; und u,, an der Stelle
t = a festlegen:

ula) = "1’} (1.6)

’UQ(CL) = N2,

wobei 7; und 7, vorgeschriebene Konstanten sind. Dies heifit eine Anfangswertauf-
gabe oder ein Anfangswertproblem fiir Gleichung (1.3).

2. Man kann den Wert von u; an der Stelle ¢t = a und u, an der Stelle t = b festlegen:
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m(a) = ’71’} (1.7)

U2 (b) = 12,

wobei 7; und 7, wieder zwei vorgeschriebene Konstanten sind. Dies heifit ein Rand-
wertproblem oder eine Randwertaufgabe fiir Gleichung (1.3).

Walter [1976] ist eine Einfithrung in die klassische Theorie gewdhnlicher Differential-
gleichungen. Neuere Gesichtspunkte werden in Wiggins [1990] und in den dort zitierten
Biichern beschrieben.

1.2 Partielle Differentialgleichungen

Jetzt werden wir die vorherigen Uberlegungen fiir gewdhnliche Differentialgleichungen
auf den Fall von partiellen Differentialgleichungen iibertragen. Es sei G ein Gebiet des
R™. Ein Punkt aus G wird mit x = (zy,...,z,,) bezeichnet. Auf G sei ein Vektor u
mit n-Komponenten uq, us, ... ,u, definiert. Die Komponenten von u seien p-mal stetig
differenzierbar. F sei eine Abbildung von R® — R™ , wobei

1)... —1
f=m+n 1+%+...+m(n%L ) '(m+p )
! p!

(1.8)

Gesucht wird u , so daf8 u die folgende partielle Differentialgleichung erfiillt:

F(x,u,Du,... ,DPu)=0, x€ G, (1.9)

wobei Du, ..., DPu die partiellen Ableitungen von u darstellen. Die partielle Differential-
gleichung (1.9) ist der gewdhnlichen Differentialgleichung (1.1) formal dhnlich. Dennoch
sind partielle Differentialgleichungen theoretisch und numerisch wesentlich schwieriger zu
behandeln als gewdhnliche Differentialgleichungen.

1. Der numerische Aufwand steigt mit der Anzahl der Dimensionen sehr rasch. Dies
1aft sich leicht einsehen. Wenn wir z.B. eine gewohnliche Differentialgleichung auf
dem Intervall [0, 1] l6sen wollen, kénnen wir 1.000 Stiitzpunkte im Intervall nehmen
und die Losung auf diesen Stiitzpunkten mit einer modernen Rechenanlage schnell
berechnen. Wenn wir eine partielle Differentialgleichung auf einem Einheitswiirfel
in d-Dimensionen betrachten und in jeder Richtung 1.000 Stiitzpunkte nehmen,
dann gibt es insgesamt 103? Stiitzpunkte. Aus diesem Grunde wurde es erst in den
letzten Jahren moglich, Probleme in 3 oder mehr Dimensionen mit annehmbarer
Genauigkeit numerisch zu 16sen, und die numerische Losung von partiellen Differen-
tialgleichungen ist ein Grund fiir die Entwicklung von sog. Super-Computern mit
sehr grofler Leistungskapazitat.
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2. Das allgemeine Gebiet in einer Dimension ist ein Intervall und dies hat sehr einfa-
che topologische HEigenschaften. Bei Problemen in héheren Dimensionen ist es nétig,
viel kompliziertere Gebiete zu betrachten. Man braucht nur daran zu denken, wenn
man die Warmeverteilung in einem Dieselmotor berechnen will. Die topologischen
Komplikationen eines Dieselmotors mit seinen verschiedenen Brennkammern lassen
sich leicht vorstellen. Man kann deshalb einsehen, dafl die Betrachtung von relativ
komplizierten Randern immer sehr grofie Schwierigkeiten fiir partielle Differential-
gleichungen mit sich bringt.

3. Die Theorie von partiellen Differentialgleichungen ist viel komplizierter als die von
gewohnlichen Differentialgleichungen. Fragen iiber Existenz, Eindeutigkeit und Dif-
ferenzierbarkeit der Losung sind oft nicht leicht zu beantworten. Diese Schwierigkei-
ten spiegeln sich wider in der Theorie fiir numerische Methoden, weil es natiirlich
einen engen Zusammenhang gibt zwischen numerischen Methoden einerseits und
der Existenz- und Eindeutigkeitstheorie andererseits. Viele Existenzsatze stiitzen
sich sogar auf einfache numerische Methoden.

4. Die mathematische Theorie von und die numerischen Methoden fiir partielle Diffe-
rentialgleichungen verlangen eine enge Verkniipfung mit den jeweiligen Anwendun-
gen, so dafl auch diese Bestandteil der Vorlesung sind.
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Kapitel 2

Die Punktmechanik

2.1 Einleitung

Die Theorie partieller Differentialgleichungen wird sehr stark durch die Anwendungen
beeinflufit, da dadurch interessante und wichtige Aufgaben erkannt werden konnen.
Viele partielle Differentialgleichungen entstehen in der Kontinuumsmechanik, die eine
Erweiterung der Newtonschen Mechanik ist. Die Newtonsche Mechanik wird deshalb in
diesem Kapitel kurz beschrieben.

2.2 Die Newtonschen Axiome

Die Newtonschen Axiome (Newton: 1643 - 1727) lauten:

Lex prima: Jeder Korper beharrt in seinem Zustand der Ruhe oder gleichférmigen
geradlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Krafte gezwungen wird, seinen
Zustand zu andern.

Lex secunda: Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegenden Kraft
proportional und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher
jene Kraft wirkt.

Lex tertia: Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, oder die Wirkungen zweier
Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetzter Richtung.

Lex quarta: Zusatz zu den Bewegungsgesetzen: Regel vom Parallelogramm der Krafte,
d.h. Kréfte addieren sich wie Vektoren. Damit wird das Superpositionsprinzip der

Kraftwirkungen festgelegt (das Prinzip der ungestorten Uberlagerung).

Sei nun M ein Massenpunkt mit:
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|
3

(t): Masse zur Zeit ¢

x = x(t): Koordinaten zur Zeit ¢
dx(t
v = v(t):= % . Geschwindigkeit zur Zeit ¢
dv(t)  d*x(t) . .
a = a(t):= 0= g Beschleunigung zur Zeit ¢

Die Newtonschen Axiome lauten dann:

Axiom 2.1 (Das Trigheitsgesetz) Der Massenpunkt verharrt im Zustand der Ru-
he oder der geradlinigen gleichférmigen Bewegung, bis dieser Zustand durch das
Ewnwirken von Krdften beendet wird. D.h.

dv
F=0= —=0. 2.1
Axiom 2.2 (Das dynamische Grundgesetz) Die erste zeitliche Ableitung des li-
nearen Impulses des Massenpunktes ist gleich der auf thn einwirkenden Kraft F.

D.h.

d
7 (mv)=F. (2.2)

Ist die Masse m konstant, dann gilt:

dv
ma=m — (2.3)
(Kraft = Masse mal Beschleunigung.)
Die Beziehung
F=2 (mv) (24)
= — {mvVv .
dt

ist zum einen Definition der Kraft, zum anderen Gesetz.

Wirken gleichzeitig mehrere Krdfte F; auf den Massenpunkt, so gilt

d
7 (mv) =F :=%,F; . (2.5)
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Axiom 2.3 (Das Reaktionsprinzip, Wechselwirkungsgesetz) Ubt der Massen-
punkt M, auf einen Massenpunkt M, die Kraft Fi5 aus, so ubt der Massenpunkt
M, auf den Massenpunkt M, eine Kraft Fo; aus, deren Betrag gleich dem von Fi,
und deren Richtung entgegengesetzt ist, Foy = —F 5. (Kraft = Gegenkraft, zu jeder
“actio” gehdrt eine “reactio”.)

2.3 Das n-Korperproblem

Das beriihmteste Beispiel der Anwendung der Newtonschen Axiome ist das n-Korper-
problem.

Seien M; bis M,, (n > 1) n Punktmassen im R3 mit Koordinaten

r(t) = (zx(t), yr(t), 21(2))

und Massen my. Nach dem Newtonschen Anziehungsgesetz iibt die Masse M, (£ # k) eine
Anziehungskraft

mgimy ry — Iy

F =7 . 2.6
¢ r) — 1> [rg— 1y (26)
auf My, wobei v die Gravitationskonstante ist.
Die Bewegungsgleichungen der n Korper sind:
d2 n
o
D.h. es gilt
n . JE—

= ok = zel® + lye — yel® + [z — 2>
£k
mit entsprechenden Gleichungen fiir y; und z;. Dies ist ein System von 3n Differential-
gleichungen zweiter Ordnung fiir die 3n Unbekannten z1, v, 21,--- , Tn, Yn, Zn-

Das n-Korperproblem besteht in der Beschreibung des Gesamtverlaufes aller Lésungen
der Bewegungsgleichungen fiir beliebig vorgegebene Anfangswerte. Trotz der Bemiihun-
gen hervorragender Mathematiker seit 250 Jahren ist dieses Problem fiir n > 3 bis heute
ungeldst geblieben.
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Die Geschichte des n-Korperproblems wird wie folgt in dem Buch von Siegel [1956, S.
21] beschrieben:

Im Jahre 1858 duferte DIRICHLET zu seinem Freunde KRONECKER, er habe
eine allgemeine Methode zur Behandlung der Probleme der Mechanik gefunden,
und zwar gehe diese Methode nicht auf die direkte Integration der D:ifferentialgler-
chungen der Bewegung aus, sondern bestehe in einer stufenweisen Anndherung
an die Losung des Problems. In einem anderen Gesprdch sagte er noch, dafl thm
der Beweis fiir die Stabilitat des Planetensystems gelungen sei. Da DIRICHLET
bald darauf starb und keine schriftlichen Aufzeichnungen tber diese Entdeckungen
hinterliefs, so wissen wir nichts weiteres iber seine Methode. WEIERSTRASZ ver-
mutete, es handele sich daber um Entwicklungen in Potenzreithen, und er bemihte
sich dann, eine entsprechende Losung des n-Korperproblems zu finden; auch wies
er seine Schiler S. KOVALEVSKI und G. MITTAG-LEFFLER auf diesen Ansatz
hin. Auf Anreqgqung von MITTAG-LEFFLER stiftete der damalige Koénig von
Schweden und Norwegen sogar einen Preis fir die Losung der Aufgabe, eine fir
alle Zeiten giltige Reihenentwicklung der Koordinaten der n Korper zu finden.
Der Preis wurde 1889 POINCARE zuerkannt, obwohl er die gestellte Aufgabe
auch nicht gelést hatte, doch enthdlt seine Preisschrift eine Fiille von originellen
Ideen, die fir die weitere Entwicklung der Mechanik von grofier Bedeutung waren
und auch andere Teile der Mathematik befruchteten. SchliefSlich wurde 20 Jahre
spdter die Preisaufgabe im Falle n = 3 durch SUNDMAN gelést. Die hauptsdachliche
Schwierigkeit des Problems rihrt davon her, dafs es bisher nicht gelang, etwaige
Zusammenstofle von zwer Korpern durch geeignete Ungleichheitsbedingungen fir
die Anfangswerte von vornherein dauernd auszuschlieffen. SUNDMAN umging
diese Schuwnrerigkeit, indem er an Stelle der Zeit t eine neue unabhdangige Variable
w derart einfihrte, dafs t und die sdamtlichen Koordinaten q als Funktionen von w
auch ber einem ZusammenstofSizweier Korper noch requldr bleiben, und so gewann
er Reihenentwicklungen von q und t nach Potenzen von w, welche den gesamten
Bewegungsvorgang darstellen.

Das n-Korperproblem bleibt noch ungelost. Neuere Ergebnisse werden in Siegel und
Moser [1971], Abraham und Marsden [1978] beschrieben.

2.4 Arbeit und Energie

Sei M ein Massenpunkt, der einer Kraft F unterworfen ist und sich entlang einer Kurve
C von P; nach P, bewegt.
Die geleistete Arbeit ist:
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B

P1

Abbildung 2.1: Bewegung eines Massenpunktes

P> to
W:/ F-dr:/F-dr(t)
P t1

Um einen Massenpunkt M zu beschleunigen und ihn auf eine bestimmte Geschwin-
digkeit v zu bringen, muflArbeit geleistet werden. Diese steckt dann in Form von
kinetischer Energie 7' im Massenpunkt. D.h.
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wobei

1
5 m (val? = [vi?)

T, - T

1

T := -mlv|?

2

die kinetische Energie eines Massenpunktes M mit Masse m und Geschwindigkeit v ist.

Sei F eine Kraft, die auf einen Massenpunkt M mit Koordinaten r einwirkt. Sei V (r) eine

reelle Funktion mit

F(r)

Man spricht dann von einem konservativen Kraftefeld.

Wenn sich ein Massenpunkt unter Einwirkung einer konservativen Kraft F von P, nach
P, entlang einer Kurve C bewegt, ist die geleistete Arbeit

Py

/ F.dr

P,
Py

—/ grad V(r) - dr
P,

V(P) - V(P).

Diese Arbeit ist in diesem Fall somit wegunabhangig.
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Gilt
F) = —grad V(r),

dann heifit die skalare Groéfie V(r) potentielle Energie, skalares Potential oder kurz
Potential.

Beispiel 2.1 Bei dem n-Koérperproblem ist die Gravitationskraft, die auf den Mas-
senpunkt M; einwirkt, gleich

n
Fr = ) Fi
ik
n
my - (re - I‘k)
= m _—
P Yy
L#£k

= —grad, V(ry,...,ry,)

mait
n £—1
m;my
V(rl,...,rn):—q/zz J ,
=1 j=1 |rj — 1]

so dafl ber dem n-Korperproblem die Gravitationsskrdfte konservativ sind.

Beweis:
Sei
1
QD(I', a) - |I' - a|
B 1
T e al Ty ar T G-
Dann gilt:
0 —1/2 —
oz [(x—a1)?+ (y —a2)? + (2 — a3)?]3/2 Ir —al?
Es folgt
dp
5%
grad, p(r;a) = | 35
dp
0z
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Fir V gilt:
n £—1
V(rla ,I'n) = - Z ’ym]mggo(r], I‘g) )
(=1 j=1
so daf
gradrkv = - gra‘drk Z Ymmep(Ty; Te)
=1
1+£k

= - Z YMgMy gradrk(P(rk;TE)

{=1

t#k
= (r — o)
= + mEmy ——————=
; YMEmy |I'k—1'e|3
t#£k
k
= =Y Fu=-F
=1
t#k

Bemerkung 2.1
dw grad p(r;a) = @0 + Qyy + ¢, =0,
so dafl ¢ und V die Laplace-Gleichung erfillen.

Bewelis:

Sei ohne Einschrankung a = 0.

oz
(Pz— |7"|2 (pa
woraus folgt, dafl
® T T
? R U A A
p | 2-2%0 T
= -+ + =
r2 |r|*
2
¥ z
= —— *t3p
r|? |r|*

Die Tatsache, dafl ¢ eine Losung der Laplace-Gleichung ist, folgt durch Summation von

Pzr » Pyy und ¢,,.

Diese Eigenschaft von ¢ und V wird spater verallgemeinert.
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2.5 Erhaltungssatze
Seien My,... ,M, ein System von Punktmassen. Der Vektor

n

P = Z MgV

k=1
heifit linearer Impuls des Systems.
Behauptung 2.1 (Erhaltung des linearen Impulses) Solange keine dufieren

Krdfte auf das System wirken, ist der lineare Impuls konstant.

Beweis:

p
dt

da Fy, = —Fy (Lex tertia).

Der Vektor

L=

k=1

heifit Drehimpuls des Systems. Der Vektor

heifit Drehmoment.

mgrE X Vi

DI:Z I‘kXFk

k=1

Behauptung 2.2 (Erhaltung des Drehimpulses) Solange keine dufleren Krdfte
auf das System wirken, ist der Drehimpuls konstant.
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Bewelis:

d L d &
— = — mgrE X Vi
dt dt =
n n
= mgr, X ‘.fk + Z mki'k X Vg
1 k=1
n

rkXFk+Z mgVg X Vi

T

Il
M=

k=1 k=1
n n
= erkXka (VXVZO)
k=1 (=1
£k
n n
= Z Z(I’k—rg)XFkg
1 <k

i}

da Fy, ein Vielfaches von (r; — ry) ist.

Behauptung 2.3 (Erhaltung der Energie) Solange keine duferen Krdfte auf das
System wirken, 1st die Gesamtenergie £ :=T + V konstant.

Beweis: Es gelte:

ar

= —> vj-grad, V

k=1

= — kz::l grad, V(ry,...,ry) o
av

-

Als erstes Integral fiir eine C'-Kurve £(t) = (&,(¢),...,&n(t)) € R™ bezeichnet man ei-

ne C'-Funktion H : R™ — R mit 4 H({(¢)) = 0, d.h. H ist konstant ldngs der Kurve £(t).
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Fiir das n-Korperproblem ergeben sich also folgende erste Integrale fiir (zy,... , 2,) € R%":

a) 3 erste Integrale, die die Erhaltung des linearen Impulses beschreiben, z.B.
Z my T = const
k=1
b) 3 erste Integrale, die die Erhaltung des Drehimpulses beschreiben, z.B.
> mu(yrée — 2xYx) = const
k=1
c) 1 erstes Integral, das die Erhaltung der Gesamtenergie beschreibt:
"1
> = mglve]>+ V(r1,...,r,) = const
-1 2
d) 3 weitere erste Integrale, z.B.:
Z my(zy — tg) = const

k=1

Es wurde von Bruns gezeigt, dal jedes weitere algebraische erste Integral fiir das
n-Korperproblem eine Linearkombination dieser zehn ist.

Literatur

Abraham, R.; Marsden, J.E.: Foundations of Mechanics. Reading, Mass.: Benjamin
Cummings, 1978.

Siegel, C.L.: Vorlesungen iiber Himmelsmechanik. Berlin: Springer, 1956.

Siegel, C.L.; Moser, J.K.: Lectures on Celestial Mechanics. Berlin: Springer, 1971.






Kapitel 3

Die Kontinuumsmechanik

Die Kontinuumsmechanik ist eine Erweiterung der Punktmechanik. In der Punktmecha-
nik werden Eigenschaften, wie Masse, idealisierten Massenpunkten zugeordnet. In der
Kontinuumsmechanik dagegen wird so postuliert, daf solche Eigenschaften raumlich ver-
teilt sind und durch Dichtefunktionen beschrieben werden kdénnen, so dafl z.B. die Masse
eines Volumenelements V' durch

/p(x)dx (3.1)

7
gegeben wird, wobei p(x) die Dichte im Punkt x ist.

Literatur:

Becker, E. und Biirger, W.: Kontinuumsmechanik. Stuttgart: Teubner, 1975.

Prager, W.: Einfilhrung in die Kontinuumsmechanik. Basel: Birkhauser, 1961.
Truesdell, C.: The Elements of Rational Continuum Mechanics. Berlin: Springer, 1965.

Truesdell, C. und Toupin, R.A.: The Classical Field Theories. Handbuch der Physik,
Bd. III/1. Berlin: Springer, 1960.

3.1 Gravitation

Gemaéfidem Newtonschen Anziehungsgesetz iibt ein Massenpunkt M mit Masse m im
Punkt ¢ eine Anziehungskraft
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m E—x
F = +v :
€ —x* 1§ —x|
m
= +vygrad, —— 3.2
x—¢] 42
auf einen Einheitsmassenpunkt im Punkt x aus, wobei 7 eine Konstante ist.
m
u(x; M) = —— (3.3)
x —¢]

heifit die Potentialfunktion des Massenpunktes M (¢). (N.B.: u(x; M) ist die Potential-
funktion aus dem letzten Kapitel mit umgekehrten Vorzeichen.)

Sei nun V C R3 ein Kérper mit der stetigen Dichteverteilung p(£). Um das Potential u
von V in einem Punkt x auflerhalb V' zu bestimmen, zerlegt man V' in hinreichend kleine
Teilgebiete AV und summiert die entsprechenden Potentiale. Es folgt:

u(x) = u(x; V) = V/ | ;(—g)ﬂ e (x¢V) (3.4)
= [ p©)e(x;€)de (3.5)

mit )
p(x;€) = ﬁ : (3.6)

Fir x ¢ V ist ¢(x;¢) eine glatte Funktion von x, die die Laplace-Gleichung

A@:V290:g0$$+(’0yy+gozz =0 (37)

erfiillt. Es folgt, daB u(x; V') ebenfalls eine (glatte) harmonische Funktion ist:

Uy + Uyy + Uy, =0 (3.8)

(Dies wurde 1782/85 durch Laplace zuerst bewiesen.)

Der Korper V iibt eine Anziehungskraft

F = +v grad u(x;V) (3.9)
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auf einen Einheitsmassenpunkt im Punkt x aus.

Die o.a. Formeln setzen voraus, dafl x ¢ V. Aber die Schwerkraft ist auch innerhalb eines
Korpers, z.B. der Erde, vorhanden. Es ergibt sich dann die Frage, ob diese Formeln auch
fiir x € V giiltig sind.

Definition 3.1 Ses D ¢ R* |, f : D — R und o € (0,1]. f heylt
Hoélderstetig mit Exzponent o auf D, wenn
xy€D |x —y|*

Hoélderstetige Funktionen sind stetig.

Satz 3.1 (Poisson, 1813) Set D C R” ein beschrdnktes Gebiet, n > 3. Seip: D — R
Hélderstetig mit Exponent o auf D. Sex

u(x)z! %d&

und

o2
Wn = )

(n/2)

[die Oberfiiche der n-dimensionalen Einheitskugel].

Dann st u(x) stetig fir x € R* und zweimal stetig differenzierbar fir x € R*\dD,
und

0, xeR\D

Aulx) = { —(n—2wpp(x) , x€D

Insbesondere fir n =3 gilt:

0, xeR\D
—4drp(x) , x€D

Au(x) = {
Beweis:

Siehe Gilbarg und Trudinger [1977, Lemma 4.2], Giinter [1957, S. 87|, Kellogg [1953, S.
156], Forster [1984, S. 163]. Der Beweis von Forster setzt voraus, daB$ p € CZ(R") ist.
Giinter gibt eine nur stetige Funktion p an, fiir die eine der zweiten Ableitungen von u
nicht definiert ist. Dies zeigt, dal man i.A. auf die Hélderstetigkeit von p nicht verzichten
kann. Der Beweis von Kellogg erlaubt bestimmte Unstetigkeiten von p, fordert aber, dafl



22 Die Kontinuumsmechanik

V “regular” sei.
Literatur:
Forster, O.: Analysis 3. Braunschweig: Vieweg, 1984.

Gilbarg, D. und Trudinger, N.: Elliptic Partial Differential Equations of Second Order.
Berlin: Springer, 1977.

Giinter, N.M.: Die Potentialtheorie und ihre Anwendungen auf Grundaufgaben der
mathematischen Physik. Leipzig: Teubner, 1957. [fjbersetzung aus der franzosischen
Ausgabe von 1934.] [In der Institutsbibliothek.]

Kellogg, O.D.: Foundations of Potential Theory. New York: Dover, 1953. [Neudruck der
Ausgabe von 1929.]

3.2 Elektromagnetische Felder

Im Jahre 1785 wurden folgende Gesetze von Coulomb gefunden:

1. Coulombsches Gesetz (elektrostatisches Gesetz).

Seien (); und @), zwei punktformige elektrische Ladungen mit Koordinaten r; bzw.
ro. Die Ladung (), iibt die Kraft

F., — 1 Q:1Q2 T—1;
12 = — 5
dmege, [rp — 13| [rg — 1y
auf (), wobei
€0 = elektrische Feldkonstante (Influenzkonstante)
¢, = relative Dielektrizitatskonstante

2. Coulombsches Gesetz (magnetisches Gesetz)

Seien p; und p, zwei punktférmige Magnetpole mit Koordinaten r; bzw. r,. Der Pol
po bt die Kraft

1 . Pipp Ty

Fio=—
12 4:7'('/_,&0/_,&1 |I']_ - I'2|2 |I'2 — I
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V
Vy 3
Gluh- Elektronenstrah
kathode
V
V ' Vs
2
Abbildung 3.1: Eine Elektronenkanone
auf p;, wobei
o = magnetische Feldkonstante (Induktionskonstante)

i, = relative Permeabilitat

Es folgt aus den Coulombschen Gesetzen, dafl die Theorie der Gravitationspotentiale so-
fort auf die Theorie der elektrischen und magnetischen Kraftfelder iibertragen werden
kann. (Elektrisches Potential, Magnetisches Potential.) Es gibt sehr viele wichtige prak-
tische Anwendungen, z.B. Elektronenmikroskope, Elektronenrohren, Elektronenkanonen
(siehe Abbildung 3.1, wobei V' eine harmonische Funktion mit den angegebenen Rand-
werten ist).

Noch allgemeiner sind die Maxwellschen Gleichungen:

10D 4w,

rot H = EE}; o J
rot E = o
div B = 0
div D dmtp

D cE

B pwH

j = oE

mit



24 Die Kontinuumsmechanik

= elektrische Feldstarke
magnetische Feldstarke
Stromdichte
Ladungsdichte
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum

Qbh.mm

magnetische Permeabilitat
Leitfahigkeit

Dielektrizitatskonstante

SER S

™
|

3.3 Erhaltungssitze (einfache Form)

Satz 3.2 (Gauflscher Integralsatz) Se: V C R" eine kompakte Teilmenge mit glat-
tem Rand, n: 0V — R" der dufere Einheitsnormalenvektor und U DV eine offene
Teilmenge von R". Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld ¥ : U — R

/ div F dx:/ F.ndS.
Vv ov

Beweis: Forster, Analysis 3, S. 155.

Wir betrachten jetzt eine Materialeigenschaft F, fiir die ein Erhaltungsgesetz gelte.
Sei

¥ := Menge E pro Volumeneinheit, d.h. in einem Volumenelement AV ist AV von F
vorhanden.

e := Menge E, die pro Volumeneinheit und Zeiteinheit erzeugt (oder benutzt) wird, d.h.
in einem Volumenelement AV wird in Zeit At die Menge AV Ate von E erzeugt (oder
benutzt).

q := Stromdichte, d.h. durch ein Flachenelement AS mit Normalen n flieit in Zeit At
die Menge ASAtq-n von E.

Sei nun V' C R” eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand und duflerem Normalenvek-
tor n. Da F erhalten wird, folgt:

%V/\Il(x;t)d:c:/edx—agqﬂds

\%4

Mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes folgt:



3.4 Die Advektionsgleichung 25

ov .
/(E—eqLdW q)dx_().

v
Da V eine beliebige Teilmenge von R" war, gilt

ov
E—e—i—div q=0 fir xeV.

Einige Anwendungen folgen.

3.4 Die Advektionsgleichung

Eine Fliissigkeit (z.B. Luft oder Wasser) bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit
v. Die Fliissigkeit tragt einen Schadstoff mit sich, dessen Dichte pro Volumeneinheit u sei.

In bezug auf die Gleichungen in Absatz 3.3 gilt:

U = u
e 0
q = uv
Es folgt:
%—i—v-gradu:().

3.5 Die Wirmeleitungsgleichung

Sei () eine Teilmenge von R™. Wir betrachten die Warmeverteilung in ) fiir Zeit ¢ in
einem endlichen oder unendlichen Intervall I. Sei G := Q x I, u(x,t) die Temperatur an
einem Punkt (x,t) € G (siehe Abbildung 3.2).

Der Warmeinhalt an einem Punkt aus G wird mit H(x,t) bezeichnet. H ist die Warme
[Energie|, die bendtigt wird, um ein Einheitsvolumen des Materials von Null Grad Kelvin
bis zum jetzigen Zustand zu bringen [0°K = —273°C] .

Warme wird durch chemische Reaktionen, radioaktiven Verfall, Erhitzung mittels
Mikrowellen o.4. erzeugt, und zwar in einer Hohe von e(z,t,u, H) Warmeeinheiten pro
Einheitsvolumen und Einheitszeit.

Ist die Temperatur nicht konstant, so entsteht ein Warmestrom. Sei q = q(x,t) die
Warmestromdichte:
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(x,1)

Abbildung 3.2:

a(x,t) = (qu(x,1),... ,qn(x,t))T .

D.h. durch das Flichenelement im Punkt x mit Oberflacheninhalt AS und Normalen n
fliet wahrend des Zeitintervalls (¢,¢ + At) die Warmemenge AH

AH = q(x,t) - nASAt .

In bezug auf die Gleichungen in Absatz 3.3 gilt ¥ = H. Es folgt:

OH .
E—e—f—dlquo.

Es bleibt, die Beziehung zwischen dem Warmeinhalt H, der Warmestromdichte q und der
Temperatur u anzugeben. Diese Beziehungen (constitutive equations) sind natiirlich vom
Material abhingig. Obwohl ihre Gestalt auf Grund theoretischer Uberlegungen oft etwas
eingeschrankt werden kann, basieren sie letztendlich auf experimentellen Ergebnissen und
sind deshalb teilweise sehr umstritten. In unserem Fall werden wir annehmen, dafl der
Warmestrom nach dem Fourierschen Gesetz (Fourier 1822) gegeben ist:

q(x,t) = —K(x,t,u(x,t)) grad, u(x,t) , (3.10)

wobei K eine n x n-Matrix ist mit Komponenten, die von x,¢# und u abhéngig sind.
Diese Gleichung (3.10) ist sehr allgemein und wird nur erwdhnt, damit die méglichen
Verallgemeinerungen zur Kenntnis genommen werden. Es wird oft angenommen, dal K
von u unabhéingig ist. Ist das Material homogen, dann ist K von x unabhéngig. Ist das
Material isotropisch, dann ist K ein Vielfaches der Einheitsmatrix und Gleichung (3.10)
nimmt die einfache Gestalt an:

q = —kgradu , lgrad := grad,| , (3.11)

wobei k die Warmeleitfahigkeit des Materials ist.
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Wir werden uns in Zukunft fast ausschliefilich mit Gleichung (3.11) beschaftigen. Es
sollte aber bemerkt werden, da8 die Komplikationen, die in Gleichung (3.10) dargestellt
werden, oft in der Praxis vorkommen konnen. Es gibt namlich in der Natur und
auch in der modernen Industrie viele Werkstoffe, die weder isotropisch noch homo-
gen sind und fiir die die Warmeleitfahigkeitsmatrix K von der Temperatur « abhangig ist.

Der Warmeinhalt H kann auch oft eine komplizierte Funktion der Temperatur u sein. Ein
besonders interessanter Fall ist, wenn u, die Schmelztemperatur des Stoffes ist, weil dann
H um die latente Warme (Umwandlungsenthalpie) einen Sprung macht, so da8 H nicht
eine eindeutige Funktion von u ist. Diesen Fall (eine frete Randwertaufgabe) werden wir
evtl. spater ndher besprechen. Im jetzigen Absatz wird allerdings angenommen, dafl H
wie folgt definiert ist:

H = pcu (3.12)

wobei c die spezifische Wdrmekapazitat und p die Dichte bezeichnen; ¢ und p seien
Konstanten.

Durch Ersetzen von H und q durch Gleichungen (3.11) und (3.12) erhalt man

?9_1; = i div(kgradu) + % , fir (x,t)eqG. (3.13)
Die Gleichung
ou
— =A 3.14

die Wdrmeleitungsgleichung, erhdlt man, fallse=0und p=c=k = 1.

Literatur:
Carslaw, H.S., Jaeger, J.C.: Conduction of Heat in Solids. Oxford: Clarendon Press,
1959.

Grigull, U., Sondner, H.: Warmeleitung. Berlin: Springer, 1979. (In der Inst. Bibl.)
3.6 Gleichungen, die mit der Wirmeleitungsgleichung
verwandt sind

3.6.1 Die Diffusionsgleichung

Ist die Konzentration u(x) eines gelosten Stoffes nicht iiberall gleich, so erfolgt Diffusion
von Stellen hoherer Konzentration zu Stellen niedriger Konzentration. Die Diffusions-
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gleichung beschreibt diesen Vorgang:

c % = div(Dgradu) , (3.15)

wobei

¢ = Porositatskoeffizient
D = Diffusionskoeffizient

Die Herleitung der Diffusionsgleichung ist fast identisch mit der Herleitung der Warme-
leitungsgleichung. Statt des Fourierschen Gesetzes gilt das Ficksche Gesetz (Fick, 1855):

q = —Dgradu

Ein Unterschied zwischen der Warmeleitungsgleichung und der Diffusionsgleichung ist,
dafl der Diffusionskoeffizient D oft eine nichtlineare Funktion der Konzentration w ist.

Literatur:
Crank, J.: The Mathematics of Diffusion, 2. ed. Oxford: Clarendon Press, 1975.

Jacobs, M.H.: Diffusion Processes. Berlin: Springer, 1967.

3.6.2 Konvektion-Diffusion

Die Konvektion-Diffusions-Gleichung (englisch: convection-diffusion or advection-
diffusion)

g—? = eAu + v - gradu (3.16)

beschreibt die zeitlichen und 6rtlichen Anderungen der Konzentration u(x,t) eines Stof-
fes, der gleichzeitig diffundiert und durch einen Strom mit konstanter Geschwindigkeit
v getragen wird. Hierbei sei ¢ eine Konstante.

Diese Gleichung ist z.B. fiir die Berechnung der Luft- und Wasserverschmutzung wichtig.

Die numerische Losung beinhaltet mehrere Schwierigkeiten, wenn ¢ klein oder v grofiist.

3.6.3 Reaktion-Diffusion

Die Hodgkin-Huxley-Gleichungen
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cuy = R Mugy + g(u,v,w,2)

v = €Uz + g1(w)(hi(u) —v) (3.17)
Wy = €W + g2(u)(ha(u) —w)

z = €325 + g3(u)(hs(u) - 2),

wobei ¢ und R positive, €, €5, €3 nichtnegative Konstanten sind, beschreiben die Ubert-
ragung von Information in Nervenbahnen.

Ahnliche Gleichungen treten auf bei der Modellierung einiger chemischer Reaktionen,
z.B. (Aris [1975, S. 3]):

% = Au— ¢*R(u,v)
% = Av+ 3 ¢*R(u,v)

mit

Konzentration des Stoffes

S
|

Temperatur
Reaktionsgeschwindigkeit (bekannt)
Thiele-Modulus (Konstante)

= Praterzahl (Konstante) .

=@ S XN

Literatur:

Aris, R.: The Mathematical Theory of Diffusion and Reaction in Permeable Catalysts.
Vol. 2. Oxford, 1975.

Buckmaster, J.D. und Ludford, G.S.S.: Theory of Laminar Flames. Cambridge, 1982.

Smoller, J.: Shock Waves and Reaction-Diffusion Equations. New York: Springer, 1983.

3.6.4 Gasstromung in Pordsen Medien

Fiir ein Gas in einem porosen Medium gilt:
q = —kgradp ,

wobei k eine Konstante und p der Druck ist. Wegen der Erhaltung der Masse ergibt sich:
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0
div(pq) + 3—;) =0,
wobei p die Dichte ist. Wenn
p=cp’ (3.18)
ist, dann folgt:
0
8_2; = Au" (m>1)
= (U™)az + (U™)yy + (u")22 (3.19)
mit
m = 147y
u = ap

(Siehe Friedman [1982, Seite 589].)

Literatur:
Friedman, A.: Variational Principles and Free Boundary Problems. New York: Wiley,
1982.

3.6.5 Sickerstréomung

Das Stromungspotential p(x,t) = ¢((z,y, 2),t) einer Sickerstromung geniigt der Differen-
tialgleichung (Bear [1972, S. 199]):

div(K - gradyp) = 0
p = z+Dp/y (3.20)
q = K-gradyp

q bezeichnet dann die Geschwindigkeit der Sickerstromung.

Die Gleichung
q = Kgradyp

heiflt das verallgemeinerte Darcysche Gesetz (Darcy, 1856). Wegen der geologischen
Geschichte des Bodens ist K oft anisotropisch und inhomogen.
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Bei der Forderung von Erdol entstehen folgende Differentialgleichungen:

1 0(2p,5,)

div - MK dP, — p, _ U (FPoo) 3
iv - A\ K(x)(gra 09)] — .

: 1 8(®py S,
div - [\, K (x)(gradP, — pwg)] = —~ # o

t>0, x=(z,y,2) €N

S, + Sy =1,

Pcow:Po_Pw:f(Sw)
mit der Anfangsbedingung
P(z,y,2,0) = P’(z,y,2) fir l=0,w x€Q

und den Randbedingungen

@:0 [=o0,w fiir xe, t>0
on

Die Indizes o und w entsprechen Ol bzw. Wasser.

Literatur:
Bear, J.: Dynamics of Fluids in Porous Media. American Elsevier, 1972.

Freeze, J. und Cherry, J.A.: Groundwater. Prentice Hall, 1979.

Hornung, U. und Messing, W.: Porose Medien-Methoden und Simulation. Beitrage zur

Hydrologie, 1984.

Kinzelbach, W.: Groundwater Modelling. Amsterdam: Elsevier, 1986.

Knabner, J.:Mathematische Modelle fuer Transport und Sorption gelcster Stoffe in

pordsen Medien. Peter Lang, 1991.

Zhu, J.: Using a hypercube to solve inverse problems in reservoir simulations. SIAM News

25, No. 2, March 1992, S. 1.






Kapitel 4

Die Kontinuumsmechanik: die Kinematik

4.1 Die Bewegung eines Korpers

In der Punktmechanik sind Punktmassen behandelt worden. In der Kontinuumsmechanik
betrachten wir materielle Korper, d.h. zusammenhangende Menge von Materiepunkten.

Sei B ein Korper, dessen Bewegung betrachtet wird. Die Materiepunkte von B werden
mit X bezeichnet, wobei X die rdumlichen Koordinaten des Materiepunktes zu einem
festen Zeitpunkt darstellt. Die Koordinaten X heiflen materielle Koordinaten. Zu jedem
Zeitpunkt ¢ hat der Materiepunkt X rdumliche Koordinaten x := x(X,t). Es wird vor-
ausgesetzt, dafl die Abbildung

x = x(X,t) = x(X, t)
ein Diffeomorphismus ist, so dafl insbesondere fiir jedes feste ¢ die inverse Abbildung
Xﬁl(',t) mit
X =x""(x,1)

existiert. (Siehe Abbildung 4.1.)

4.2 Die Ansitze von Euler und Lagrange

In der Punktmechanik wird die Bewegung einzelner Massenpunkte analysiert. In der
Kontinuumsmechanik kann man ebenfalls der Bewegung eines Materiepunktes folgen,
z.B. die Geschwindigkeit V(X t) des Materiepunktes X ist

0 0
V(Xat) = EX(X7t) = EX(X7t) :

Diese Betrachtungsweise heifit auch der Lagrangesche Ansatz.
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Referenzkonfiguration
des Korpers

x (X,t) = Bewegung des Massepunktes X

X3

2 Konfiguration des Korpers
zum Zeitpunkt t

Abbildung 4.1: Deformation eines Korpers

In mehreren Anwendungen benutzt man den Eulerschen Ansatz, indem die Eigenschaften
der Bewegung in einem festen Punkt x betrachtet werden. Dann ist z.B.

v(x,t) = V(x '(x,t),t)

die Geschwindigkeit des Materiepunktes X, der sich zur Zeit ¢ an der Position x = x(X, ?)
befindet.

Sei nun f eine skalare Funktion die von der Bewegung abhéngig ist. Die materielle oder
substantielle Ableltung 1st definiert als

Df _ df
Dt dt

x konstant .
Ist f = f(X,t), dann folgt
Df 9
Dt 0t
d.h. Df/Dt ist einfach die partielle Ableitung von f in t- Richtung.

(X,1),

Ist f = f(x,t), dann folgt aus x = x(X,¢) und f(x,t) = f(x(X,?),t), daB

Df  Of of Oxi
DI = Uy ,t>+;a (x, >3t<Xt>
S Vi(X, 1)
= ‘Z{ +Z‘9f £ il )
of

= 1) +grady f(x,0) v(x,1).
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Falls f eine vektorwertige Funktion ist, ist die Definition von D f/Dt komponentenweise
zu verstehen.

4.3 Die Bilanzgleichungen

Satz 4.1 (Reynoldsches Transporttheorem) Se: B(t) ein materieller Kérper.
Dann gilt:

i / f(x,t)dx = / (g{(x t)+ f(x,t) - dw v(x,t)) dx
(

Beweis:

Das Integral iiber B(¢) wird mittels der Transformationsformel fiir mehrfache Integrale
auf ein Integral iiber die Referenzkonfiguration B(0) zuriickgefiihrt:

d
a/f(x,t)d dt/ X(X, 8))| det J(X, 1)|dX .

Dabei ist J(X,t) die Jacobimatrix von y beziiglich X. Da x(X,0) = X , x stetig in X
und ¢ und x(-,¢t) invertierbar fiir alle ¢, ist det J immer positiv, und die Betragstriche

d und [ konnen jetzt vertauscht werden, und man erhilt
B(0)
das Ergebnis durch Ableiten des Integranden.

konnen weggelassen werden. -

4.3.1 Erhaltung der Masse

Sei B(t) ein materieller Korper. Es gelte fiir p: R* — R

% / p(x)dx =
B(t)

Mit Hilfe des Reynoldschen Transporttheorems folgt:

D
F[;wLpdlvv—O

oder

% +div(pv) =0.

4.3.2 Erhaltung des linearen Impulses

Das Lex secunda von Newton gibt
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d

dt(mv) F. (4.1)

Sei B(t) ein materieller Kérper. In Anlehnung an diese Gleichung setzen wir voraus, dafl
der lineare Impuls erhalten wird. Konkret heifit es

pr / x)dx = / t-nds+ / p(x)b(x)dx .
8B(t) B(t)
Die Deutung von t und b wird spéter erlautert. Hier geniigt es zu sagen, dal b(x) ein

Vektor ist und t(x) ein Tensor zweiter Stufe, der als 3 x 3- Matrix dargestellt werden kann.

Nach Anwendung des Reynoldschen Transporttheorems folgt:

D
/ <Dt(pv) +pvdivv —divt — pb) dx =0
B(t)

mit

3. (0t;; Oty Ots\
divt =
a ; ( 3.’17, ’ 8.’1}1 ’ 8.’1}1 )

Da B(0) und x, damit auch B(t) beliebig sind, folgt

D
Dt(pv)+pvd1vv—d1vt—pb—0

Unter Benutzung der Gleichung fiir die Erhaltung von Masse folgt:

D
p%—divt—pb:(].

(Das erste Gesetz von Cauchy.)

4.3.3 Erhaltung des Drehimpulses

Fiir ein diskretes System von Massepunkten folgt aus den Newtonschen Axiomen, dafl
der Drehimpuls erhalten wird:

Sei nun B(t) ein materieller Korper. Hier setzen wir die Erhaltung des Drehimpulses
voraus:

d
d—/ x)dx = /th-nds+/x><p(x)b(x)dx
B(t) oB(t) B(t)
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woraus mit Hilfe des Reynoldschen Transporttheorems folgt, dafl

D
E(px><v)+p(x><v)divv—div(th)—pxxb:(],

oder

D D
pﬁ(xxv)—div(xxt)—pxxb:<F§+pdivv>xxv:0.

Weitere Manipulationen liefern
pxx%—xx (divt) — (gradx) x t —px xb =0,
(da 2* x v =v xv=0)und
X X <p%—divt—pb> —(gradx) xt=0.

In dieser Gleichung verschwindet der erste Term (erstes Gesetz von Cauchy), so daf§
schliefllich

(gradx) x t =0 .
Es gilt aber
gradx =1

und, mit Hilfe der Levi-Civita Symbole ¢;;y,

3
(grad X X t)z = Z Eijktjk ,

J:k:]-
so daf
to3 — t32
gradxxt: t3]_—t]_3 :0,
t1g — to1

d.h., der Tensor t ist symmetrisch.

Dabei sind die ¢;;;, definiert als

1 , falls (i, 4, k) eine gerade Permutation von (1,2, 3) ist
—1 , falls (4,4, k) eine ungerade Permutation von (1,2, 3) ist
0 , falls (4,7, k) keine Permutation von (1, 2, 3) ist
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4.3.4 Erhaltung der Energie

d 1
E/(E+§v-v)p(x)dx - /(q—H;-v)-nds
B(t) oB(t

B(t)
mit
E = spezifische innere Energie
q Warmeflufl
t Spannungstensor
h Warmequelle
b = Volumenkraftdichte
Es folgt:
DE
p— —divg—t:gradv—ph =0
dt
mit

n

t:gradv:=> )" tij%.
j

i=1j=1

Die Bilanzgleichungen sind also:

D
Fj +pdivv = 0 (Masse)

D
pf‘tr —divt —pb = 0 (linearer Impuls)

t = t7 (Drehimpuls)

DE
P divg—t:gradv —ph = 0 (Energie)

Diese Gleichungen miissen jetzt durch Materialgesetze (engl. constitutive laws) erganzt
werden.

4.4 Die Deutung des Tensors ¢ und Vektors b

Der Vektor b ist eine Volumenkraftdichte, z.B. Schwerkraft. Der Cauchysche Spannungs-
tensor t (Cauchy 18277) beschreibt die Spannungen innerhalb des materiellen Korpers.
Oft schreibt man:
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S

Abbildung 4.2: Kréfteverhdltnis innerhalb eines Korpers

oder

t = Tyz Oy Tyz

Die Komponenten o,,0,,0, heilen Normalspannungen und die Gréfien

Oey = Oyz = Tay = Tyz
Oy = Oz = Tgz = Tox
Oyz = Ozy = Tyz = Ty

die Tangential- oder Schubspannungen.

Sei S eine Oberfliche mit dufieren Einheitsnormalen n (bzgl. B;) innerhalb eines materi-
ellen Korpers.

t - n ist die Kraft (pro Einheitsoberfliche), die das Teilgebiet B, auf das Teilgebiet B;
ausiibt (siehe Abbildung 4.2).

Es geniigt, t - e; , t - e; und t - e; zu kennen, wobei e; der Einheitsvektor in Richtung z;
ist (siehe Abbildung 4.3).
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€ t e
Elemente des 2
Cauchyschen Spannungstensors tn
(O]
A ez
= T32
31 3 -1 e,
\ )A\ |
T13
02
TR T2
1 N Tetraeder
/ €2 mit Oberflachen-
e, kréften

Abbildung 4.3: Der Spannungstensor t

4.5 Wellen im elastischen Material

Als Beispiel einer Anwendung der Bilanzgleichung betrachten wir Wellen in einem
elastischen Material (siehe Allen, Herrera und Pinder [1988, S. 35]).

Es wird vorausgesetzt, dafl keine Volumenkrafte vorhanden sind, so daf

D
Py _divt=0.

Dt
Sei
U=x-X
U heifit Verschiebungsvektor.
Dx DU 0U ou
=—=—=— -grad U~ —
V=Dt Dt o TV E? ot
falls v und grad U klein sind.
Ebenfalls gilt
Dv 0?U
Dt~ a2’
so daf
2
U
9 —divt=0.

P o
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Sei
1 T
e:= §(grad U + (grad U)") .

e heifit Verzerrungstensor.

Dem Hookschen Gesetz (Hooke 1678) zufolge gilt:
t = 2ue + A spur(e)l,

wobei A und u positive Konstanten sind.
Damit liegt ein System von drei partiellen Differentialgleichungen fiir die drei Kompo-
nenten von U vor.

U
U=] 0
0
so folgt
°Uy k82U1
o2 Ox2

mit k£ = ’\+—p2“ , d.h. U erfiillt die eindimensionale Wellengleichung.
Literatur:
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Kapitel 5

Die Kontinuumsmechanik: die
Stromungsmechanik

5.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden Anwendungen der Bilanzgleichungen in der Stréomungsmecha-
nik behandelt.

Dp

Dt +pdivy = 0 (Masse) (5.1)
Dv . .
PDr divt—pb = 0 (linearer Impuls) (5.2)
t = t7 (Drehimpuls) (5.3)
DE . .
p— —divg—t:gradv—ph = 0 (Energie) (5.4)

Dt

5.2 Die Eulerschen Gleichungen

In einer reibungslosen Flissigkeit gilt:

—-p 0 0
t=—pl = 0 —p O (5.5)
0O 0 —p

wobei p = p(x,t) den Druck bezeichnet. Die Bilanzgleichung (5.1) dndert sich nicht. Die
Drehimpulsgleichung (5.3) wird automatisch erfiillt. Gleichung (5.2) vereinfacht sich:

Dv 1
—_— 4+ - dp=Db. 5.6
Dt+pgra p (5.6)

Diese Vektorgleichung nennt man die Eulersche Gleichung.



44 Die Kontinuumsmechanik: die Stromungsmechanik

Unter den Voraussetzungen q = 0 und h = 0 nimmt die Energiegleichung (5.4) die Gestalt

DFE

an.
Die Massenbilanz- oder Kontinuitdtsgleichung (5.1), die Eulersche Gleichung (5.6) und
die Energieerhaltungsgleichung (5.7) bilden ein System von fiinf Gleichungen fiir die sechs

Unbekannten v, p,p, E. Es fehlt noch eine Materialgleichung. Zwei Materialgleichungen,
die oft benutzt werden, sind die allgemeine Gasgleichung

p=RTp (5.8)

mit Konstanten R und 7" und

mit Konstanten o und +.

Die Eulerschen Gleichungen werden oft bei der Modellierung von Luftbewegungen einge-
setzt.

5.3 Die Navier-Stokes-Gleichung

(5.5) gilt fiir reibungslose Fliissigkeiten. Fiir zdhe Flissigkeiten sind Schubspannungen
vorhanden. In Abbildung 5.1 wird die Stromung einer Fliissigkeit zwischen zwei Platten
gezeigt. Die untere Platte ist fest, die obere Platte hat die horizontale Geschwindigkeit
U.

Wire die Fliissigkeit reibungslos, bliebe sie in Ruhelage. Ist sie hingegen zdh, dann haftet
sie an den Plattenwéanden, so dafl die Geschwindigkeitsverteilung

u=Uvy/a (5.10)

nach geraumer Zeit angenommen wird. Die Kraft, die erforderlich ist, um die Bewegung
der oberen Platten aufrecht zu erhalten, ist - nach Newton -

U ou
T=hn —ua—y (5.11)
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y

a u=Uy/a

Abbildung 5.1: Strémung zwischen zwei Platten

wobei die Konstante p die Zdhigkeit beschreibt. Also ist die Schubspannung 7 ist eine
lineare Funktion der Ableitung g_Z'

Es kann gezeigt werden, dafl die allgemeinste lineare Beziehung zwischen t und dem
Deformationsgeschwindigkeitstensor

1
D := E(grad v + grad v7) (5.12)

folgende Gestalt hat:

t =—pl+ Asp(D)1+2uD (5.13)

mit Konstanten A\ und . Fliissigkeiten, die dieses Materialgesetz erfiillen, heiflen New-
tonsche Flissigkeiten. (Diese Gleichungen sind der Hookeschen Gleichung sehr dhnlich.)

Ist die Fliissigkeit inkompressibel, d.h.

Lo, (5.14)

folgt aus der Massenbilanzgleichung

divv =0, (5.15)

so daf
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sp(D) =divv=0. (5.16)

Die Materialgleichung fiir t wird dann

t = —pl +2uD (5.17)

Sei nun

b=0,q=0,h=0. (5.18)

Die Bilanzgleichung fiir den linearen Impuls (5.2) wird

D
p—v —div(—pl +2uD) =0. (5.19)
Dt
Es gilt
Dv ov n q
— = p—+v-gradv
Dt T P TVE
2divD = div(grad v + (grad v)7)
= Viv,
so daf
ov ) 9
Por TV grad v = —div p + uV-v. (5.20)

Diese Gleichung heifit die Navier-Stokes-Gleichung. Komponentweise geschrieben:

pUL + ULy + VUy + WU, = —Dy + plAu
Pt + uvy + Vv, +wu, = —p, + pAv (5.21)
pwi + uwy + vwy +ww, = —p, + pAw

Hierzu kommt noch die Kontinuitatsgleichung

divv=u,+v,+w,=0. (5.22)
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5.4 Die Theorie von Biot fiir den wasserdurchtriankten
Erdboden

Die Theorie von Biot ist ein Versuch, das Verhalten von wasserdurchtranktem Erdboden
zu modellieren. Insbesondere soll die Senkung des Bodens wegen erhohten Oberflachen-
druckes erklart werden (engl.: consolidation).

Es wird vorausgesetzt, dafl der Boden ein elastisches Skelett ist, das mit Wasser
durchtrankt ist. Das Volumenverhé&ltnis Wasser : Boden wird mit f bezeichnet.

Die Verschiebungsvektoren des Skeletts bzw. Wassers werden mit u bzw. U bezeichnet.
e und E bezeichnen die entsprechenden Verzerrungstensoren:
1 T
e = §(grad u+ (grad u)”)
1
E = Q(grad U + (grad U)T)

Der Spannungstensor t besteht nun aus zwei Teilen:

Or +0 Ogy o
t=1] oy oy +0 0Oy ,
Oy Oy o, +0
WO 04,04y, ... ,0, die Spannungen in dem Skelett sind und o der Wasserdruck ist.

Das Hookesche Gesetz wird verallgemeinert:

t—ol = 2ue+ del + Qel

0 = Qe+ Re

mit
e = sp(e),
e = sp(E).

Die folgenden sechs Gleichungen konnen dann hergeleitet werden:

pAu+ A+ p+Q)grad e+ (Q + R)grade = 0
grad(Qe+ Re) = b—(U—u).
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5.5 Die Wettervorhersage

Die Wettervorhersage ist ein Beispiel fiir eine Anwendung komplexer numerischer
Methoden. Es gibt mehrere Modelle, die sich beziiglich Komplexitat, Vorhersagezeitraum
und dem geografischen Anwendungsgebiet unterscheiden. Stellvertretend fiir Wetter-
vorhersagemodelle nehmen wir das Vorhersagemodell des Europaischen Zentrums fiir
Mittelfristige Wettervorhersage (EZMW) (siehe Tiedtke [1984]):

1) Einleitung

Das Vorhersagemodell des Europdischen Zentrums ist ein rein deterministisches
Modell, ber dem die hydro-thermodynamischen Gleichungen numerisch integriert
werden. Hinsichtlich seiner Struktur unterscheidet es sich deshalb nur wenig von
Modellen, mit denen man Kurzfristvorhersagen (Vorhersagezeit von 2-3 Tagen)
erstellt. Unterschiede bestehen jedoch beztuglich der Komplezitdt der Modellphysik
und der Gréfle des Integrationsgebietes. Zur Modellphysik 1st zu vermerken, daf
kurzfristige Anderungen der atmosphdrischen Stromung im wesentlichen durch
die Umwverteilung von kinetischer und potentieller Energie im Zusammenhang
mit dem Auftreten von barokliner und barotroper Instabilitdt bestimmt werden.
Der Erfolg von Kurzfristmodellen hangt deshalb in erster Linie davon ab. diese
Umwandlungsprozesse méglichst genau zu simulieren. Uber lingere Zeitintervalle
gewinnen jedoch irreversible Prozesse (Produktion und Dissipation von Energie)
zunehmend an Bedeutung, so dafl die Modellphysik in Modellen zur Maittelfristvor-
hersage zwangsldufig umfangreicher, aber damit auch rechenintensiver wird. Das
Vorhersagemodell des EZMW 1ist in dieser Hinsicht eher einem Zirkulationsmodell
vergleichbar als einem Kurzfristmodell. Beziglich des Integrationsgebietes ist zu
bedenken, dafi der Einfluflbereich fiur das an einem bestimmten Ort auftretende
Wetter mit Vergrofierung des Vorhersagezeitraumes schnell anwdchst. Wdahrend
die Wetterentwicklung in Mitteleuropa bis zu zwer Tagen in den meisten Fallen
nur durch Vorgdnge im Europdisch-Atlantischen Raum bestimmt wird, kann sich
der Ewnflufider Sidhemaisphdre in Europa bereits innerhalb einer Woche bemerk-
bar machen. Das Modell des EZMW erfafit aus diesem Grund den gesamten Globus.
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2) Modellgleichungen

Im folgenden wollen wir die wichtigsten physikalischen Eigenschaften des Modells
an Hand der Modellgleichungen illustrieren. Die Modellgleichungen (1) bis (6)
basieren auf den Bilanzgleichungen fir Impuls, Wdrme, Wasserdampf, der Zu-
standsgleichung fir ideale Gase und der statischen Grundgleichung. Hierbei sind
bereits die zwer grundsdtziichen Annahmen gemacht worden, dafi Luft sich wie ein
1deales Gas verhdlt und daf alle Zustandsdnderungen im hydrostatischen Gleichge-
wicht verlaufen, was fiur grofSiraumige Bewegungen mait sehr guter Naherung zutrifft.
Die letzte Annahme erlaubt es uns auch, die Gleichungen im p-System, d.h. mait
dem Druck p als Vertikalkoordinate zu formulieren. Die Gleichungen verknupfen die
zeitlichen Anderungen der Zustandsgréfen Wind, Druck, Temperatur, Dichte und
Feuchte mat den reversiblen Prozessen wie Advektion und Energieumformungen
(gegeben durch die Terme auf der linken Seite der Gleichungen und den irrever-
siblen Prozessen in Verbindungen mat Strahlungstransfer, Phasenumwandlungen
und subskaligen Transporten (Terme auf der rechten Seite der Gleichungen). Die
Ezistenz der subskaligen Terme beruht, wie in Promet 1’72 ausgefihrt wurde, auf
der fir die numerische Integration notwendigen Daiskretisierung der Gleichungen,
wobeir die abhdngenden Verdnderlichen entweder in einem rdumlichen Gitternetz
oder mit Hilfe endlicher Rethenentwicklungen nach orthogonalen Funktionen (z.B.
Kugelflichenfunktionen) dargestellt werden. Die Gleichungen (1) bis (6) stellen das
Grundgerist dar, von dem wir im folgenden ausgehen, wenn wir die wichtigsten
Annahmen zur Simulation der reversiblen und irreversiblen Prozesse diskutieren.

Hydrodynamische Bewegungsgleichung

) 0 -
%+V-VVH+VH¢+kaVH:_ga_pT+FM (1)

Erster Hauptsatz der Thermodynamaik

oT 0
CP<E+V.VT>_aw:Q+L(C—E)—ga—pH+CpFT (2)

Kontinuitdtsgleichung

0

Wasserdampf-Bilanzgleichung

Jdq B 0
E—l—v-Vq——(C—E)—ga—quLFq (4)

Zustandsgleichung idealer Gase



50 Die Kontinuumsmechanik: die Stromungsmechanik

p—RpT, =0 (5)
Statische Grundgleichung

0 1
09 1_

o 50 (6)

Die verwendeten Symbole haben folgende Bedeutung:

T,p,p Temperatur, Druck, Dichte

3 dim. Geschwindigkeitsvektor

_d

= &

horizont. Geschwindigkeitsvektor
Wasserdampfgehalt (spez. Feuchte)

=T(1+ 0.6077q) virtuelle Temperatur
_1

= SQ sin ¢ (Coriolisparameter)

= gz (Gravitationspotential)

Gravitation

vertikaler Einheitsvektor

Gaskonstante trockener Luft

Kondensationswdrme

spez. Wdrme trockener Luft beir konstantem Druck

Zeut

vertikaler ImpulsflufSdurch subskalige Bewegungen

vertikaler Fluffihlbarer Warme durch subskalige Bewegungen

TRmUTS NRAS e R HS <

vertikaler Fluflvon Wasserdampf durch subskalige Bewegungen

Q Strahlungsbedingte Wdarmeguelle

Fu, Fr, Fy Anderungen der Geschwindigkeit, Temperatur, Feuchte
durch subskalige Transporte in horizontaler Richtung

C,E Kondensations-, Verdunstungsrate
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Kapitel 6

Die Advektionsgleichung u; + cu, = 0

6.1 Einfiihrung
Wir betrachten die Gleichung
Ut +cuy =0 (6.1)

Ohne Einschrankung kann ¢ > 0 angenommen werden: Ist ¢ < 0, betrachtet man
v(z,t) == u(—z,t);v erfiillt dann die DGL. v; — cv, = 0.

Diese Gleichung wurde schon in Absatz 3.4 hergeleitet, und zwar in der allgemeineren
Form

%—i—v-gradu:().

Fiir den Fall n = 1 geben wir eine einfache Herleitung:

Eine Fliissigkeit (Luft oder Wasser) bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit ¢ in
der Richtung der positiven x-Achse. Die Fliissigkeit tragt einen Schadstoff mit sich. Die
Dichte (Masse pro Langeneinheit) des Schadstoffes sei u(z,t). Der Fluf des Schadstoffes
(die Masse, die in einer Zeiteinheit an dem Punkt z vorbeiflieit) sei ¢(z,¢).

Da die Masse erhalten bleibt, folgt fiir alle Intervalle V = (z1,z2) , da

9 [ (e, t)de = g(e1) — gla2) (6:2)

ot
v

so daf

X lQ(@) - Q(JH)] —0.

T2 — T

9 17
5 [332—331 /u(x,t)dx

1
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Falls u stetig differenzierbar ist, folgt, dafl fiir xo — 2y =z

Ou(z,t) N 0q(z,t)

p e 0. (6.3)
Es gilt weiter
q(z,t) = cu(z,t) . (6.4)
Aus (6.3.) und (6.4) folgt:
ou ou
— —=0. 6.5
ot tor " (6:5)

6.2 Die allgemeine Lésung

Zur Losung von (6.1) wird eine neue Variable £ eingefiihrt:

‘= x —ct
r = E+ct. (6.6)
Wir betrachten deshalb die Hilfsfunktion
v(&,t) == u(€ + ct,t) . (6.7)

Aus (6.1) und (6.7) folgt:

ov Ou O0x Ou Ou ou

E:%‘E—}_E:%C—FE:O’ (6.8)
d.h. v(&,t) ist von ¢t unabhéangig. Sei
p(§) :=v(&,1) . (6.9)
Es folgt aus (6.7) und (6.9), daf
u(z,t) = @(§) = p(z — ct) . (6.10)

Umgekehrt sei o : R — R, ¢ € C(R),u(z,t) = ¢(x — ct) . Dann gilt :

ug + cup, = —cp'(z —ct) + cp'(z —ct) = 0.

Wir fassen das Hrgebnis zusammen:
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/ / —

-1 1 2 X

Abbildung 6.1: Charakteristiken der Gleichung u; + cu; = 0

Lemma 6.1 Sei Q C R? ein konvezes zusammenhdngendes Gebiet. u(z,t) € C*(R x
R) ist genau dann eine Losung der Gleichung

us + cu, =0
in Q, wenn es eine Funktion ¢ € C'(R) gibt mit
u(z,t) =p(z —ct), (z,t) € Q. O

Bemerkung 6.1 Die Lésung u(z,t) = p(x —ct) kann man auch mit der Methode von
Lagrange herleiten.

6.3 Charakteristiken

Sei £ € R . Es folgt aus (6.10) oder Lemma 1, daf jede Lésung u(z,t) der Gleichung (6.1)
auf der Kurve C :

Ce:(z,t) ERxRiz—ct=¢ (6.11)

konstant ist:

u(z —ct) =), (z,t) € Ce . (6.12)

Diese Tatsache kann graphisch dargestellt werden (Abbildung 6.1). Die Kurven C; heifien
Charakteristiken der Gleichung (6.1). Diese Definition ist im Einklang mit einer anderen
umfassenderen Definition von Charakteristiken, die spater gegeben wird.
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“(z —ct,0) u="r "

Abbildung 6.2: Das Anfangswertproblem

6.4 Anfangswert- und Anfangswert-
Randwertprobleme

In Anwendungen wird meistens nach einer Losung gesucht, die bestimmte Bedingungen
erfiillt. Aus Abb. 6.1 sieht man, da8 fiir die Gleichung (6.1) zwei sinnvolle Mdglichkeiten
existieren:

6.4.1 Das Anfangswertproblem
(AW) :u(z,0) = fi(z), z € R. (6.13)
Da u(z,t) auf jeder Charakteristik C; konstant ist, folgt (siehe Abbildung 6.2):

u(z,t) = u(z — ct,0) = fi(z —ct) .

6.4.2 Das Anfangswert-Randwertproblem

(AW) : u(m,O) = fl(x) , 2 ERy,
(BW) :u(0,) = fa(t), tER, . (6.14)

Die Lésung ist (siehe Abbildung 6.3):

u(z,t) = u(z—ct,0)= fi(x —ct), fir z>ct
u(z,t) = u(0,t—=xz/c)= folt —x/c), fir z<ct.

Die Bezeichnungen Anfangswert bzw. Randwert stehen in Zusammenhang mit der
Identifikation von z und t als Ortsverdnderliche bzw. Zeitverdanderliche.
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(z,1)

Y

(z —ct,0) u=f1 a:

Abbildung 6.3: Das Anfangswert-Randwertproblem

(8) AWP (13) (b) AW - RWP (14) (C) AW - AWP (15)

Abbildung 6.4: Mogliche Anfangswert-Randwertprobleme

Die Probleme werden nochmals in Abbildung 6.4 dargestellt, wobei die Kurven, auf denen
die Losung u vorgeschrieben ist, fettgedruckt sind.
Das dritte Problem in Abbildung 6.4, ndmlich

u(z,0) = fi(z), z € R
u(0,t) = fot), t € Ry (6.15)

ist moglicherweise widerspriichlich, da die Bedingung

fa(t) = u(0,8) = u(—ct,0) = fi(—ct)

erfiillt werden mu8. f, kann hier also nicht frei gewahlt werden.

Aus diesem Beispiel geht hervor, dal nur bestimmte Anfangswert- und Randwert-
probleme sinnvoll sind, und dafl die sinnvollen Bedingungen von der partiellen
Differentialgleichung abhéngig sind. Z.B. fiir ¢ > 0 wéaren die Kombinationen (a) und (c)
in Abbildung 6.4 sinnvoll und die Kombination (b) mdglicherweise widerspriichlich.
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6.4.3 Sachgemaifigestellte Probleme

Definition 6.1 Ein Anfangswert- oder Anfangswert-Randwertproblem heifst sach-
gemdjgestellt (engl. properly posed), wenn es folgende Forderungen erfilit:

1. Existenz: Es erxistiert mindestens eine Lésung.
2. Eindeutigkeit: Es gibt héchstens eine Losung.

3. Stetige Abhingigkeit: Die Lésung u ist von den Daten (z.B. f; und f, bei
dem AW-RWP) stetig abhdngig.

Bemerkung 6.2 Diese Definition ist gewissermaflen unvollstdndig, da folgendes
nicht prdzise festgelegt wird:

a) der Raum (oder die Menge), in dem (in der) Losungen liegen miissen,
b) der Begriff stetig abhdngig.

Die Definition mufideshalb problembedingt ergdnzt werden.

Bemerkung 6.3 Der Begriff sachgemdfigestellt wurde von Hadamard zuerst ein-
gefihrt und wird deshalb manchmal als “sachgemdafigestellt im Sinne von Hada-
mard” bezeichnet.

Beziiglich der Gleichung (6.1) gilt:
1. Das Anfangswertproblem (6.13) ist sachgemé&fBdargestellt.
2. Das Anfangswert-Randwertproblem (6.14) ist sachgemé&fgestellt.
3. Das Anfangswert-Randwertproblem (6.15) ist nicht sachgemaf gestellt.

4. Das Anfangswert-Randwertproblem in Abbildung 6.5 ist sachgemafigestellt.

Beispiel 6.1 Als Beisptel eines schlecht gestellten  Problems gt die
Rickwartswdarmeleitungsgleichung. Die Wadrmeleitungsgleichung fir die Tem-
peratur u(z,t) in einem unendlich langen Stab am Punkt x € R zur Zeit ¢
1st:

Up = Ugy (6.16)

Das tibliche sachgemdfigestellte Problem besteht daraus, die Temperatur u(z,t) zur
Zeit t > 0 zu bestimmen, wenn die Temperatur zur Zeit t = 0 vorgeschrieben ist. D.
h. man betrachtet das AWP:
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= R
u(x7 0) f(x)7 "x E (6.17)
Uy = Uy, fuir zeR teR,.
Man kann sich aber fragen, welche Temperaturverteilung zur Zeit t = 0 die Tem-
peraturverteilung u(z,1) := f(z) verursachen wirde. D. h. finde u(z,0) = g(z), so
daf3
1) = R
Uy = Uy, TER teR,.
Dieses Problem kann transformiert werden. Se:i
S = —t+1
6.19
v(z,s) = wu(z,1—25) } (6.19)
Das Problem lautet dann: Finde v(z,1), so daf :
= R
Vs = Uy, xR teR,.
Dieses 1st ein AWP fir die Rickwartswdrmeleitungsgleichung
Vg = —Ugg. (6.21)

Dajidas Problem 6.20 schlecht gestellt ist, erkennt man aus der Losung

n27r2t

(z,s)=¢€e sinnrz.

Es qilt ndmlich

1F(@)leo = [lu(z; D]]oo
= |[9(2,0)]]o
= max|9(z,0)| =€,

ol E y
aber

l9(@)lleo = [[u(z,0)]]oo
= |[9(z, Dl]oo

2
= maxlee” T sinnmz|

x

= € en27r2. O
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e —_\/”—‘\\

u=f1 ™~

Abbildung 6.5: Ein AW-RWP fiir us + u, =0

(z,1)

(x —ct,0) T T2

Abbildung 6.6: Abhangigkeits- und Bestimmtheitsbereiche

6.5 Abhéingigkeits- und Bestimmtheitsbereiche

Aus Abbildung 6.6 sind zwei Folgerungen fiir das AWP (6.13) ersichtlich:

1. Die Losung u héngt im Punkt (z,¢) nur vom Wert u(z —ct,0) ab, d.h. der Abhdngig-
keitsbereich (engl.: domain of dependence) des Punktes (z, ¢) ist der Punkt (z—ct, 0)

2. Die Werte von u(z,0) ,
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<z <19,
bestimmen die Losung im Streifen
Q={(z,t):x1 —ct <z —ct < x5 —ct},
d.h. Q ist der Bestimmtheitsbereich (engl.: domain of influence) der Strecke

I={(z,t):t=0, ;1 <z <z}

6.6 Anwendungen in der Biologie

Advektion wird nur selten allein betrachtet. Die Advektions-Diffusionsgleichung
Ut = CUg + D Ugg,

die sowohl Advektion als auch Diffusion beriicksichtigt, hat viele Anwendungen, die wir
spater erwdhnen (siehe Kapitel 8). Eine mogliche Anwendung der Advektionsgleichung
ware der Transport von Hormonen durch das Kreislaufsystem.

Hormone sind chemische Nachrichtentrager, die in spezialisierten Zellen (inkretorischen
Driisenzellen) produziert und von diesen in die Blutbahn sezerniert werden. Auf
dem Blutwege gelangen die Hormone an die Zielorgane und iiben dort eine spezifische
Wirkung aus. Nur die Zellen der Zielorgane besitzen Rezeptoren fiir das entsprechende
Hormon. Sie kénnen deshalb die chemisch codierte Nachricht des Hormons lesen. (siehe
R. F. Schmidt und G. Thews [Hrsg.|, Physiologie des Menschen, 25. Aufl., Springer,
1993, Seite 390).

Der Transport der Hormone in einem Blutgefafikonnte durch die Advektionsgleichung
modelliert werden,

us + cuy, = 0.
Die Geschwindigkeit ¢ des Blutes ist ortsabhédngig und variiert um einen Faktor von etwa

1000:

Aorta: 33cm/s = 3,3107'm/s
Kapillaren: 0,3 mm/s = 310 *m/s

Der normale Mensch hat etwa 5 1 Blut, das im Durchschnitt einmal pro Minute durch
das ganze Kreislaufsystem fliet. Wird der Ausstof eines Hormons zur Zeit ¢ = 0 erhoht,
kann die Wirkung erst nach einer Zeit
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xr
t=2=
C

erfolgen, wo = die Lange des Blutkreislaufs zwischen der Driise und dem Empfangsorgan
ist.



Kapitel 7

Einfache Differenzenverfahren fiir die
Advektionsgleichung u; + cu, = 0

7.1 Einfiihrung

Die ersten numerischen Methoden, die allgemein zur Loésung von Anfangs- und
Randwertaufgaben eingesetzt wurden, waren die Differenzenverfahren. Schon um die
Jahrhundertwende wurden einige analytische und numerische Ergebnisse erreicht (Runge
[1908], Richardson [1911], Liebmann [1918]). Die theoretischen Grundlagen wurden u.a.
in der beriihmten Arbeit von Courant, Friedrichs und Lewy [1928] geschaffen.

Zwischen etwa 1930 und 1950 wurden Differenzenverfahren eingesetzt, um mehrere
wichtige praktische Probleme zu 16sen (Southwell [1940, 1946, 1956], Thom und Apelt
[1961]). Ab 1950 nahm die Anzahl der Anwendungen mit der zunehmenden Verfiigbarkeit
von Computern rasch zu. Die Biicher von Collatz [1955] und Forsythe und Wasow [1960]
beinhalten zahlreiche Hinweise auf all diese frithen Entwicklungen.

Die Grundidee des Differenzenverfahrens ist, die Losung u(x,t) einer partiellen Diffe-
rentialgleichung in einer Menge von Gitterpunkten (x;,¢;) zu approximieren, indem die
partiellen Ableitungen durch Differenzen ersetzt werden. Um die Methode zu beschreiben,
betrachten wir zuerst das Anfangsrandwertproblem fiir die Advektionsgleichung:
Problem 1: Das Anfangsrandwertproblem:

utcu, = 0, a<z<b, 0<t<T
u(z,0) = f(z), a<z<b (7.1)
u(a’t) = ¢(t)’ 0<t<T

Die Losung von (7.1) wird in Abbildung 7.1 dargestellt (siehe Kapitel 6).
Zur numerischen Loésung des Problems 1 mit einem Differenzenverfahren wird ein
gleichmaBiges (N + 1) x (M + 1) Gitter auf G := (a,b) x (0,T") gelegt:
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t

u(x,t) =u(a,(c, t-x +a)c) = ¢ ((ct - x +a)lc)

X=a+ct

u=¢

uxt)=u((x-ct),0)=f(x-ct)

a u=f b

Abbildung 7.1: Das ARWP fiir u; + cu; =0

b—a

h, = A =
z N

T
k = At:=—

M’
r; = a+th, 0<i<N,
tj = jk, 0<j<M.

Die Menge der Gitterpunkte wird mit G}, bezeichnet und in Abbildung 7.2 dargestellt.
Die exakte Losung u(z,t) des Problems wird auf den Gitterpunkten durch eine Ndherung

u™* approximiert:
u(zy,ty) = u* (2, t5) = uZ’J-k
Die Werte
uly = u(z;,0) = f(z;), 0<i<N
upf = u(0,t) =o(t;), 0<j<M (7.2)

liegen vor. Ein Differenzenverfahren besteht aus einer Formel, die es ermdglicht, die iibri-
gen Werte von uf]k zu berechnen. In den nachsten Abschnitten werden mehrere Differen-
zenverfahren vorgestellt.

7.2 Approximation von Ableitungen durch Differen-
zen

Sei u € C?(G) . Aus der Taylorreihenentwicklung
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J
¢ o (N,M)
(0O,M)
®
Ij+1 At=k
® ® ®
I-1,] 1] I+1,]
. L
(0,0) A x=h (N,0)
a b
Abbildung 7.2: Das Gitter Gy,
u(x—i—h,t):u(x,t)—i-h%(x,t)—i—%%(x,t)qk.. (7.3)
folgt
O (op) = UEIROZUBD 66y = D (huta ) +O)  (74)
mit
h Dyz(h)u(z,t) = u(z + h,t) — u(z,t) . (7.5)
Ebenfalls gilt:
% (z,t) = D_z(h)u(z,t) + O(h) (7.6)

mit
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z,t) — u(xz — h,t)

D_h) =Y (7.7)
h
und
Oou 9
o (z,t) = Doy (h)u(z,t) + O(h?) (7.8)
mit
u(z + h,t) —u(z — h,t
Do, (h) := ( ) ( ) (7.9)
2h
Wenn keine Verwirrung mdoglich ist, schreibt man Dy statt Dy, (h) usw.
Selbstverstandlich gelten dhnliche Formeln fiir partielle Ableitungen nach ¢, z.B.
ou
e (z,t) = Diy(k)(z,t) + O(k) (7.10)
mit
t+ k) — t
Dos(k)u(, £) = TR Zu(@,) (7.11)

7.3 Ein einfaches Differenzenverfahren
Sei u € C?(G) eine Losung der Gleichung
us +cuy =0. 7.1
Es folgt aus (7.4), (7.5), (7.10), (7.11), daB
D i(k)u(zs, tj) + ¢ Dig(h)u(z;,t;) =O(h) +O(k) fir 0<i<N,0<j<M-1.
(7.12)

Als Approximation zu u(z;,t;) wird uf]k genommen, wobei u"* die Losung der Gleichung
(7.12) mit rechter Seite gleich Null ist:

Dy (25,t5) + ¢ Dygu* (zi,t5) = 0 (7.13)

oder
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O,

&)

Abbildung 7.3: Das Molekiil

Abbildung 7.4: Die Anfangs- und Randwerte

uhk uhk uhk uhk
bk g bk g
e L (7.14)

Im folgenden wird vorausgesetzt, dafl der Quotient k/h konstant bleibt:

A= % eR. (7.15)

Statt u™* geniigt es, u" zu schreiben, da k¥ = Ak . Die Gleichung (7.14) wird in die folgende
Gleichung iiberfiihrt:

“Zjﬂ -1+ C)‘)“Zj + C)‘“?H,j =0. (7.16)

Die Gleichung (7.16) kann als “Molekiil” grafisch dargestellt werden (Abbildung 7.3):

Nun betrachten wir das Problem 1. Einige Anfangs- und Randwerte von u(z,t) sind

vorgeschrieben, und die entsprechenden Werte von u?] sind in (7.2) angegeben worden.

Die Gitterpunkte, wo u” schon bekannt ist, sind in Abbildung 7.4 mit Kreuzen markiert.
Der Gitterpunkt (1,1) ist mit einem Kreis markiert. Es gilt:
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(N, M)

Abbildung 7.5: Punkte, wo u” aus ... berechenbar ist

ufy — (L4 eA)uly+chub, =0.

Da die Werte u’f,o und u’g’o schon bekannt sind, kann u’f,l berechnet werden. Durch wieder-
holte Anwendung der Gleichung (7.16) kann «" in allen Gitterpunkten berechnet werden,
die in Abbildung 7.5 mit einem Kreuz markiert sind.

In den iibrigen Gitterpunkten (7, j) kann (7.16) nicht angewandt werden, da U?+1,j—1 nicht
bekannt ist.

7.4 Ein zweites einfaches Differenzenverfahren
Im vorherigen Absatz wurde die Gleichung
U +cuy =0
durch die Differenzengleichung
Do+ cDyu =0

approximiert. Wird die Ableitung u, durch D , statt D,, approximiert, dann erhalten
wir folgende Gleichung:

uZHl — (A —cNul, —exul =0 (7.17)

1 ’J ’J

deren Molekiil in Abbildung 7.6 gezeigt wird:

Ein wesentlicher Unterschied zu (7.16) besteht darin, daf8 die Approximation u” sich mit-
tels (7.17) in allen Gitterpunkten berechnen 148t, was darauf hindeutet, da8 (7.17) mogli-
cherweise eine bessere Approximation als (7.16) ist. Dieser Verdacht wird im n&chsten
Abschnitt bestatigt.
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) @9

Abbildung 7.6: Das Molekiil II

7.5 Die Courant-Friedrich-Lewy-Bedingung

In diesem Absatz beschreiben wir eine sehr wichtige notwendige Stabilitdatsbedingung
fiir Differenzenverfahren. Diese Bedingung heifit Courant-Friedrich-Lewy-Bedingung
oder auch CFL-Bedingung in abgekiirzter Schreibweise. Diese Bedingung wurde zum
ersten Mal in der berithmten klassischen Arbeit von Courant, Friedrichs und Lewy [1928]
veroffentlicht. Diese Bedingung ist oft die einzige bekannte Bedingung fiir Stabilitat.

Der Grundgedanke der CFL-Bedingung ist folgender: Es 1aft sich in manchen Fallen
feststellen, da8 die Losung einer partiellen Differentialgleichung an der Stelle (z,¢) von
einigen Anfangs- und Randwerten abhangig ist. In Kapitel 6 ist der Abhangigkeitsbereich
fiir das Anfangswertproblem fiir die Gleichung

us + cu, =0

untersucht worden. Es wurde festgestellt, dal der Abhangigkeitsbereich der Losung v im
Punkt (z,t) der Punkt (z — ct,0) ist:

AB(u; (z,t)) = (x — ct,0) . (7.18)

Fiir eine Differenzengleichung ist es auch moglich, einen Abhangigkeitsbereich zu finden.
Als erstes Beispiel betrachten wir die Differenzengleichung (7.16)

Die numerische Losung ufj 41 im Punkt (4,5 4+ 1) ist von den Werten der numerischen
Losung in zwei Gitterpunkten im vorherigen Zeitintervall abhangig: (i + 1, ) und (¢, 7).
Durch Wiederholung wird sofort gesehen, da8 der Abhangigkeitsbereich fiir u" im Punkt
(z;,t;) das Intervall (z;, z;;;) auf der x-Achse ist:

AB(u"; (zi,t;)) = {(2,0) 1 z; < x <z, } .
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Aus den Gleichungen

r, = a-+ th
i = jk
A = k/h
folgt
AB(u"; (z,t)) = {(£,0):z<z<z+t/\} (7.19)

fir (z,t) € Gy,

Fiir die Gleichung (7.17) ergibt sich dhnlicherweise:

AB(u"; (z,t)) = {(z,0):z—t/]A<z <z} (7.20)
fir (m,t) € Gy

Satz 7.1 (CFL-Bedingung) Fir die Konvergenz eines Differenzenverfahrens ist es
notwendig, dafl der Abhdngigkeitsbereich der Differentialgleichung im Abschlufides
Abhdangigkeitsbereiches der Differenzengleichung beim Grenzibergang von h gegen 0
enthalten 1ist.

Fiir alle (z,t) € G gilt dann genauer:

Ist (zp,tn) € G}, eine Folge von Gitterpunkten mit (zp,¢,) — (z,t) und £ € AB(u;(z,t)),
dann gibt es fiir alle € > 0 ein § > 0, so dafl

B.(€) N AB(u"; (zn,th)) # ¢
fiir 0 < h < 6, wo B({) den Kreis mit dem Radius € und dem Mittelpunkt £ bezeichnet.

Beweis:
Sei die CFL-Bedingung nicht erfiillt. Dann gibt es (z,t) € G, £ € AB(u;(z,t)) eine Folge
{(zn, tn)}, (zh,tn) = (z,t) und ein € > 0, so daf

B.(§) N AB(u"; (zn,th)) = ¢

fiir alle > 0, d.h. Anderungen der Anfangs- oder Randdaten in B.(§) dndern die Losung
u in (z,t), aber nicht die Approximationen u" in den Gitterpunkten (zy,1).
Es ist deshalb moglich, die Anfangs- oder Randwertdaten so zu wahlen, dafl der Limes

. h
lim o (1, t)

entweder nicht existiert oder nicht gegen u(z,t) konvergiert.
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Beispiel 7.1 Es folgt aus (7.18) und (7.19), da die Approximation (7.16) die CFL-
Bedingung fiir das Problem

ug+cu, = 0, ¢>0,1t>0
u(z,0) = f(z), ze€R (7.21)

nicht erfiillt.

Beispiel 7.2 Es folgt aus (7.19) und (7.20), dal die Approximation (7.17) die CFL-
Bedingung fiir das Problem erfiillt, genau dann, wenn

r—ct€lr—t/\, z]

d.h. genau dann, wenn

A< 1. (7.22)

Diese Bedingung heifit die CFL-Bedingung fir das Differenzenverfahren (7.17) bzgl.
des Problems (7.21).

Die CFL-Bedingung (7.22) ist nur eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz. Dafidiese
Bedingung :n diesem Fall auch hinreichend ist, wird in den nachsten beiden Abschnitten
bewiesen.

7.6 Beweis der Konvergenz beziiglich || - ||

Sei u"(z,y) die numerische Lésung des Anfangsrandwertproblems (7.1), die mit der Dif-
ferenzenapproximation (7.17) berechnet worden ist. Wie oben gezeigt worden ist, ist die
CFL-Bedingung

cA <1

eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz. In diesem Abschnitt zeigen wir, dafl die
CFL-Bedingung in diesem einfachen Fall auch hinreichend ist.

Zuerst werden einige Notationen eingefiihrt:

uij = u(zs,t;) (die exakte Losung)

— b o, .k
Cij = €=U — U (der Fehler)
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Satz 7.2 Set u € C*(G) eine Losung von (7.1), u" eine mit Hilfe von (7.17) berech-
nete Approrimation und A\c < 1 . Dann gilt:

5
wobet

0%u
OzPOote

M, :=sup max
G PpPta=2

Beweis:
Durch Taylor-Entwicklung folgt mit (7.1):

uz’]+1 — uz)] uz)] — ui_l’j

=fi;i, 1<i<N, 1<j<M-1
At YT Ag fig, 1sts =7 =
mit
f O?u(z;,7) At O*u(é,t;) Az
i =~ — C (o ——
»J o2 2 02 2
wobei
T E (tj,tj+1) , § € (xz'fl;xz') 3
so dafl

Ax

Die Approximation u" erfiillt die Differenzengleichung (7.17)
h h h h

Yigr =Yg Wiy~ Yic1g

At Az

Aus dieser Gleichung folgt, dafl der Fehler e?’j = e;; ebenfalls eine Differenzengleichung
erfiillt:

— Cij Cij — Ci-1j
+e = fi;

At Az

Diese Gleichung wird nun umgestaltet:
€ij+1 = (1 — c)\)ei,j + c)\ei,l,j + fi,jAt y 1 S 1 S N y 1 S _] S M—1.

Zusatzlich gilt:

und
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h .
€oj =Unj —Up; =0, 1=j=<M.

Sei
Ej = max, leisl.
Es folgt
Eign<|1—c)A-Ej+|c\-Ej+ FAt=E; + F At
dalO<eA<1.

Es folgt sofort durch Induktion unter Beriicksichtigung der Gleichung E, = 0, daf
E; <jFAt.

Bemerkung 7.1 Diese Methodik wird oft in der Theorie numerischer Verfahren ange-
wandt, und wir werden spater weitere Beispiele in Zusammenhang mit elliptischen und
parabolischen Differentialgleichungen kennenlernen.

Es mufallerdings hier erwahnt werden, dafl diese Methodik fiir hyperbolische Differenti-
algleichungen wenig Anwendung findet. Der Grund ist, dal die Maximumnorm fiir hy-
perbolische Differentialgleichungen ungeeignet ist.

7.7 Zusammenfassung einfacher Methoden
7.7.1 Zeitvorwirts und Raumvorwirts

Ui — Ui | Uit — Ui

=0
k h

oder

Ui jr1 = (1 4+ cA)uij — A
7.7.2 Zeitvorwirts und Raumriickwérts

Uij+1 Uij — Ui-1j

_ui‘
L +e =0

k h

oder

Uijy1 = (1 — eA)uij + cAuiy
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7.7.3 Zeitvorwirts und raumlich zentrierte

Uij+1 — Uiy i Cui+1,j e ¥ 0

k 2h

oder
cA

Uit = Uiy — 5 (Uiviy — Uie1)

7.7.4 Lax-Friedrichs

1
Uij+1 — Q(Uz'—l,j + “z‘+1,j) 4 Cuz'+1,j — Ui—1j

k 2N =0
7.7.5 Leap-frog oder Bockspringen
Ujj+1 — Ujj—1 Uit1,j — Ui-1,5
ok AT =0
7.8 Beweis der Konvergenz bzgl. || - |2 (Energie-

Methode)

Dieser Abschnitt konnte noch verbessert werden. Es wére vielleicht besser, periodische
Anfangswerte zu betrachten.
Wir betrachten:

Problem 2:

u+cu, = 0, t>0, x>0

mit f € C?(—o0, +00) und
e Ly(—o00,00) fiir 0<r<2.

Wir méchten beweisen, dafl die Approximationen u”, die mit dem Differenzenverfahren
(7.17) berechnet werden, gegen eine Losung u konvergieren. Die Existenz von u wird
nicht vorausgesetzt, so dafl wir einen konstruktiven Existenzbeweis erhalten. (Allerdings
wird u als Limes einer nicht genau angegebenen Teilfolge u”i definiert.)

Diese Beweismethode wurde zuerst durch Courant, Friedrichs und Lewy [1928] ange-
wandt. Siehe auch Ladyzhenskaya [1985] und Epstein [1962].
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7.8.1 Notation

In diesem Abschnitt benutzen wir die folgende Notation:

X = £2
fn = {f(ih)}:i€Z}e X
u;l = {uf] 11 € Z}
h h
hoo_ ity — %ig\ .
s = [ o)
Aiu;l — {( 1+2,5 h;+1,y z,]) = Z}

3
Al = {(7"““k um> :ieZ}

/5 sei der Vektorraum aller reellen Folgen

y={vi}={y::i=0,1,2,...}

mit
1/2
< X0.

o0

2

Iyl = [Z -
2=0

Ly(0,00) sei der Vektorraum aller reellen Funktionen f(z), = > 0, mit

00 1/2
£l == [ / If(.r)|2d.r] <0,

7.8.2 Die Energienorm

Sei u(z,t) eine glatte Funktion, die Problem 2 16st und wofiir

u(0,t) € Ly(—o0,00), 0<t<T, 0<r<1.

Dann folgt:
d7 (z,t)*d 72 d
— | u(z r = uudr
dt_ ) . t
= —2c / uu dr

= LimeSA—>oo [_C(u(x’ t))2] i—j

= 0.
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Begriindung:
Folglich gilt:
lu(-, )3 = llu(-, 0)]3 -
D.h. die Norm ||u(-, )| ist konstant.
Dieses Ergebnis fiihrt dazu, dafl man versucht zu zeigen, dafl die diskrete Energienorm

"2

ebenfalls erhalten bleibt.

7.8.3 Der Existenz- und Konvergenzbeweis

Satz 7.3 Sei f € Ly(—o00, +00),fn € X, ¢ >0, und u" durch (7.17) definiert. Seien
My, My, My Konstanten, wofir

hfallz < Mo
WIALS; < M.
Dann ezistiert eine Folge {h,} , hg > hy > ha,... und eine Funktion u, so daf
T —y)

und u eine Lésung des Problems 2 1st.
Beweis: (Skizze)
Die Grundidee ist, die sequentielle Kompaktheit der Folgen u" , A u”" usw. zu zeigen.

Ist diese vorhanden, dann existieren konvergente Teilfolgen u" , A u” und Funktionen
U, Uy USW. mit

Zusatzlich gilt:



7.8 Beweis der Konvergenz bzgl. || - || (Energie-Methode) 7

usw.

Der Beweis, dafl die Folgen sequentiell kompakt sind, wird mit Hilfe des Satzes von
Arzela-Ascoli und der unten angegebenen Hilfssdtze durchgefiihrt.

Der Satz von Arzela-Ascoli, der unten angegeben wird, ist eine Verallgemeinerung des
Satzes von Bolzano-Weierstraf:

Satz 7.4 (Bolzano-Weierstraf}) Jede beschrdnkte Folge reeller Zahlen enthdlt eine
konvergente Tezlfolge.

Beweis: Siehe Forster, Analysis I, S. 31.

Definition 7.1 Se: A eine Teilmenge eines topologischen Vektorraumes X. A heifit
sequentiell kompakt, falls jede Folge aus A eine konvergente Teilfolge mit Grenz-
wert in X enthdlt. (Siehe Dunford und Schwartz, I, S. 21.)

Definition 7.2 Se: () C R* ein Gebiet. Eine Familie F stetiger Funktionen auf 2
heifit gleichgradig stetig, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dafl fiir jedes ¢
in F und fir je zwer Punkte x; und x5 aus () stets

[p(x1) — d(x2)|| <€
gult.

Satz 7.5 ((Arzela-Ascoli)) Sei Q2 eine beschrdnkte Teilmenge von R". Eine Teil-

menge A C C(Q) ist genau dann sequentiell kompakt, falls:

1. Es existiert M € R mat
|¢lloo < M, fiir alle € A .

2. A st gleichgradig stetig.

(Siehe Adams, S. 10.)
Hilfssatz 1:

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 7.3. Dann gibt es Konstanten My, M; und M,,
so daf3

a) hllupll; < M,
b) hlAguplly < M,
¢) hAZuRI3 < My,
d) hl|Awilf < Ms
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Beweis von a):

Fir v = {v;} € X sei T der Verschiebungsoperator, Tv := {v;11}.
Nach Voraussetzung ist f;, € X, so daff u? = f, € X. Aus der Gleichung
U’?—i—l =(1- c)\)u;-Z + c/\T_lu;.Z
folgt sofort, dafl u;l € X fiir alle j und
luiillz < (1= eM)lufllz + AT ujllz = [uglle -
Zusammenfassend gilt:
hllugls < Bllfaly < Mo fiir alle ;.

Beweis von b):

Sei nun
v;? = Amu? ,
_ Uit — Uiy
. .
Dann gilt:
vg = Aalr:fh
und

U?H =(1- c)\)v? + c/\v;-[l .

Wie in a) kann bewiesen werden, dafl
h””ﬂb < h||Asfull3 < M .

Beweis von c): Wie a) und b).

Beweis von d):

Das Differenzenverfahren lautet:

h __ h
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und somit:
RIAWEE = he?|| Aput]3 < M .

Hilfssatz 2:
Sei w" Gitterfunktionen, w" € X mit h||A,w"|2 < M.
Sei w" die Erweiterung von w" durch lineare Interpolation.

Dann gibt es eine Funktion w € X und eine Teilfolge h,., so daf

Wt — w fiir r — 0.

Beweis:

Sei z,y € R, so dafl x und y Gitterpunkte sind fiir geniigend klein h. Sei

zr=rh, y=sh, s>r.

Dann gilt
s—1
wh(y) ~ @) = |3 hlAw(jh)
j=r
|-s_1 -|]./2
< h LZ |Agw" (k) | (s—r)'/?
j=r
< [hl|Agw"|3]" (hs — hr)*?
< Mly—='/?.

D.h. die Funktionen %" sind gleichgradig stetig. Man kann dann den Satz von Arzela-
Ascoli anwenden.

7.9 Das Lax-Wendroff-Verfahren

In diesem Abschnitt beschreiben wir das Lax-Wendroff-Verfahren, das spater in verallge-
meinerter Form diskutiert wird.
Betrachten wir das Anfangswertproblem

u+cu, = 0, t>0, zeR" (7.23)
u(z,0) = f(z), zeR" (7.24)
G = RxR, (7.25)
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Die Taylorentwicklung von v am Punkt (z;, ;) ist:

(At)? 9%u
2 a2 y

ou
ot |,

ui,j—l—l ’U;z’] + At + O(At3) . (*)

Es folgt aus der Differentialgleichung, dafl

ou ou
ot ox
0%u 0%u
a2 © oot

Wenn die Terme 5; und %tﬁ‘ in der Taylorentwicklung () durch —c U bzw. c? gi’z‘ ersetzt

werden, ergibt 51ch

ou

(At)? , B%u
ox ij +

c
2 ozx?|. .
Z7]

Ujj+1 = Ug5 — At e + O(Ats) .

Zuletzt werden die partiellen Ableitungen nach z approximiert:

Oou Uit1,j — Ui—1,5
— = o) O(Ax?
Oox i 2Ax (Az’)
0%u Uirrj — 2U;j + Ui1j
— = = - =) 1 O(Ar?) .
Ox? ij Ax? +0(Az)
Es folgt
cAt
Uigrr = Uig — ga (Ui — Uierg) +
2 At?

+ gage (Wirty — 2+ Uioyy)
+ O(A# + At Az® + At? Ax?)

Das Lax-Wendroff-Verfahren entsteht, wenn der Term O(Axz® + At Ax?) vernachlassigt
wird:
h CA h A
Yijr1 = o (L+eA) - ufyy + (1= eN%) iy — o (1—cX)-uly,;

Das Molekiil wird in Abbildung 7.7 dargestellt:
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Abbildung 7.7: Das Molekiil des Lax-Wendroff-Verfahrens

Bemerkung 7.2 1. Das Laz- Wendroff-Verfahren ist fir |c\| < 1 konvergent, d.h.
die CFL-Bedingung ist nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend. (Diese
Behauptung wird spdter bewiesen.)

2. Das Laz-Wendroff- Verfahren hat die Ordnung 2:
e’ = O(h* + k?) .

3. Wenn die Lésung innerhalb des Streifens a < z < b gesucht wird, mufSu(b,t)
auch vorgeschrieben werden, obwohl dies fir das analytische Problem nicht
notig ist.
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Kapitel 8

Die Wiarmeleitungsgleichung

8.1 Einfiihrung

Die Gleichung
heifit Wdarmeleitungsgleichung.

Diese Gleichung wurde in Absatz 3.5 hergeleitet. In Absatz 3.6 wurden die vielen
verwandten Gleichungen kurz erwahnt.

Wir betrachten einige einfache analytische Losungsverfahren und Eigenschaften. Diffe-
renzenverfahren zur Lésung der Warmeleitungsgleichung werden spater behandelt.

Literatur:
Cannon, J.R.: The One-Dimensional Heat Equation. Addison Wesley, 1984.

Carslaw, H.S., Jaeger, J.C.: Conduction of Heat in Solids. Oxford: Clarendon Press,
1959.

Crank, J.: The Mathematics of Diffusion, 2.ed. Oxford: Clarendon Press, 1975.
Friedman, A.: Partial Differential Equations of Parabolic Type. Prentice-Hall, 1964.
Grigull,, U.:, Sondner, H.: Warmeleitung. Berlin: Springer, 1979. (in der Inst.Bibl.)

Jacobs, M.H.: Diffusion Processes. Berlin: Springer, 1967.
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Widder, D.V.: The Heat Equation. Academic Press, 1975.

8.2 Analytische Losungen der Waéirmeleitungsglei-
chung

Wir betrachten einige Losungsmethoden fiir die Warmeleitungsgleichung. Unser Ziel ist,
analytische Lésungen fiir Modellprobleme zu finden, mit denen wir spater numerische Er-
gebnisse vergleichen und ein “Gefiihl” fiir die Warmeleitungsgleichung entwickeln konnen.

8.2.1 Die Methode der Trennung der Verédnderlichen

Man macht den Ansatz, dafl die Losung der eindimensionellen Warmeleitungsgleichung

Up = Ugy (8.2)

als ein Produkt von zwei Funktionen X (z) und 7'(¢) darstellbar ist, wobei X eine nur von
x und T eine nur von ¢ abhangige Funktion ist:

u(z,t) = X (2)T(t) . (8.3)

Setzen wir (8.3) in die Gleichung (8.2) ein und dividieren durch X und 7', dann erhalten
wir:

d’X dr
Aot — b — ) 8.4
X T ) ( )

wobei \ weder von z noch von ¢ abhangig ist und deshalb eine Konstante ist.

Zur Bestimmung von X und T liegen deshalb zwei gewohnliche Differentialgleichungen
vor:

X" — AX =0
T — AT =0 (8.5)

mit allgemeinen Losungen

b
|

a exp(VAz) +b exp(—V)z) ,
T = c exp(At),
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wobei a, b und c beliebige Konstanten sind. Es sollte beachtet werden, dafl A, a, b und
¢ negative oder sogar komplexe Zahlen sein diirfen. Da hier das Produkt aus X und T
betrachtet wird, kann o.E. ¢ = 1 angenommen werden.

Fiir jede Konstante A erhalten wir eine Losung (8.3), wobei X und 7' durch (8.6) und
(8.7) gegeben sind. Da die Wéarmeleitungsgleichung linear ist, ist eine Summe dieser

speziellen Losungen auch eine Losung der partiellen Differentialgleichung.

Zwei Anwendungen werden jetzt gegeben.

Beispiel 8.1 Gesucht wird die Losung des folgenden Anfangs-/Randwertproblems:

U = Upp, 0<z<7m, 0<t<o00 (8.8)
u(z,0) = o(z), 0<z<m (8.9)
u(0,t) = wu(mt)=0, ¢t>0. (8.10)

Diese Aufgabe entspricht dem folgenden physikalischen Problem:

Ein Stab der Lange m mit konstantem Querschnitt hat zur Zeit £y = 0 die Temperatur-
verteilung ¢(z) . Der Stab ist isoliert, so dal der Warmestrom nur in der x-Richtung
stattfindet. Die Endpunkte des Stabes werden fiir Zeit ¢ > 0 auf Temperatur 0 gehalten.

Die Losung wird mit folgendem Reihenansatz gesucht:

o0

u(z,t) = CoXn(z)T, (1), (8.11)

n=0
wobei C,, Konstanten sind und X,, und T, fiir A = A, durch die Gleichungen (8.7) und
(8.8) bestimmt werden. Die Werte von ), werden so gewé&hlt, dafl die Gleichung (8.10)
erfiillt wird, d.h.
X,(0) =X, (m)=0. (8.12)

Das erfordert:

Av=-n%, n=0,1,2,..., (8.13)

so daf
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X,(z) = sin(nz)
.14
{ T.(t) = exp(-n’) (8.14)
Setzen wir (8.14) in (8.11) ein, so erhalten wir:
u(z,t) =Y Cpsin(nz) - exp(—n’t) . (8.15)

n=1
Die Funktion u(z,t), die durch Gleichung (8.15) definiert ist, erfiillt die Warmeleitungs-

gleichung (8.8) und die Randwertbedingungen (8.10) fiir jede Wahl der Koeffizienten C,,.
Damit die Anfangswertbedingung (8.9) erfiillt wird, ist nétig, da3

u(z,0) = i Cysin(nz) = p(z) , (8.16)

n=1
d.h. die Koeffizienten C,, sind die Koeffizienten der Fourier-Sinusreihe. Aus der Theorie
der Fourier-Reihen erhalten wir:

2 K
C, = —/ o(z)sin(nz)dr, n=1,2,.... (8.17)
m
0

Beispiel 8.2 Man sucht eine zeitperiodische Losung der Warmeleitungsgleichung. Aus
Gleichung (8.7) erkennt man, daf§ solch eine Ldsung erfordert, dal A imagindr sein muf,
d.h. A = iw, wobei i = /—1 und w eine reelle Konstante ist. Unter Beriicksichtigung der
Identitdt v/i = (1 4 4)y/2 erhalten wir aus den Gleichungen (8.6) und (8.7)

u(z,t) = a exp [3: . \/§+ z(m\/g+ wt)] +b exp [—x\/g + z(—m\/g + wt)] :

(8.18)

Wenn gefordert wird, dal w > 0 und daf u fiir positive x beschrankt sein sollte, gilt
a = 0. Die Funktion « in Gleichung (8.18) ist eine komplexwertige Funktion. Da die par-
tielle Differentialgleichung eine reelle Gleichung ist, sind beide, die reellen und komplexen
Teile von u, Losungen der Warmeleitungsgleichung. Wenn wir nur den reellen Teil von u
nehmen, dann erhalten wir folgende periodische Losung:

u(z,t) = b exp (—x\/§> cos (—x\/g + wt> . (8.19)

Diese Losung kann benutzt werden, um die Temperaturschwankungen in der Erde
infolge der taglichen und jahrlichen Temperaturschwankungen an der Erdoberfliche zu
analysieren:
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Tiefe z(m) | Amplitude A(z)(°C.)
19.5
11.5
6.8
4.2
2.6

B W~ O

Tabelle 8.1:

Beispiel 8.3 (Tychonoff, Samarskii, S. 236) Im folgenden soll als Anwendung der
Warmeleitungsgleichung die Ausbreitung von Temperaturwellen im Erdboden betrach-
tet werden. Die Temperatur der Erdoberfliche dndert sich mit einer taglichen und einer
jahrlichen Periode. Diese Temperaturschwankungen breiten sich von der Erdoberflache
ins Erdinnere aus. Setzt man den Erdboden als homogen voraus, so ist ein einfaches
Modell durch folgendes Randwertproblem der Warmeleitungsgleichung gegeben:
Gesucht ist eine beschrankte Losung der Gleichung

ou , %u

5 = B2 0<zr<oo, —oc0<t, (8.20)

mit der Randbedingung (an der Erdoberflache)

u(0,t) = A cos wt . (8.21)

Hierbei beschreibt w die Periode der Temperaturschwankungen und a? ist eine Konstante
fiir die Temperaturleitfahigkeit des Bodens. Die Einheit fiir = sei ein Meter und fiir ¢ ein
Tag.

Man leitet mit Hilfe eines Separationsansatzes folgende Darstellung der Lsung her (siehe
(8.19)):

u(z,t) = A exp <— 2ia2 x) cos (wt — \/% x) . (8.22)

Die Amplitude der Temperaturschwankungen wird also durch die Funktion

w

A(z) := A exp (— Y m) (8.23)

beschrieben. In einer Beobachtungsstation in der ehemaligen UdSSR wurden die jahr-
lichen Temperaturschwankungen gemessen. Die Amplitude betrug an der Erdoberflache
19,5°C. Weiter wurden folgende Werte gemessen (siehe Tabelle 8.1):

Auf Grund dieser Werte kann man die Temperaturleitfahigkeit des Erdbodens bestimmen:



90 Die Wirmeleitungsgleichung

n Af) - —\/% z (8.24)

Sei
w
a=—/—
2a?
Da die Periode einem Jahr entspricht, gilt
w = 2m/365 .

Der Koeffizient o kann aus den Daten in der Tabelle mit Hilfe der Methode der kleinsten
Quadrate berechnet werden Als Ergebnis erhilt man:

a=4,0x10"
Da
s W
= 8.25
a4 202 ( )
folgt
a® = 4.1 x 10~ %cm?® /sec. (8.26)

Aus der Identitat

folgt, daBl in der Tiefe x die Jahresschwankungen um z% verspatet sind.

V2a
Z.B. wird die Maximaltemperatur in 4 m Tiefe etw 4 Monate spater als auf der
Erdoberflache erreicht.

Die Methode der Trennung der Veranderlichen und insbesondere die Losung der Warme-
leitungsgleichung durch Fourier-Reihen ist historisch von grofier Bedeutung. Es sollte aber
bemerkt werden, dafl die Methode der LAPLACEschen Transformation, die wir spater
besprechen, heute viel o6fter in der Praxis benutzt wird, weil es analytische Losungen zu
gleichen Problemen mit viel weniger Aufwand als die Fourier-Methode geben kann.
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2

I

Abbildung 8.1: G(z,0,t) fir -4 <z <4, 0.01 <t <2

8.2.2 Die Fundamentall6sung der Wiarmeleitungsgleichung

Wir betrachten jetzt das Anfangswertproblem

U = Ugy (8.27)
u(z,0) = f(z), ze€R. (8.28)

Die Funktion
Gla,6,1) = —— expl—(z — £)2/44] (8.29)

2/t

wird die Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung genannt. Sie ist auch als die
Greensche Funktion der unendlichen Geraden bekannt. Die folgenden Eigenschaften
von G lassen sich leicht beweisen:

oG 922G

E (I,f,t) = w (.Z',é-,t) (830)
+00 1 +oo
_Zo Gz, t)dE = W_Zo exp(—s?)ds = 1 (8.31)

Die Funktion G wird in Abbildung 8.1 grafisch dargestellt. Spater werden wir G mit Hilfe
der Fourier-Transformation herleiten.

Unter Beriicksichtigung von Gleichung (8.31) la8t sich erkennen, daf G(z,¢&,t) das fol-
gende physikalische Problem 16st: Ein unendlich langer Stab befindet sich am Zeitpunkt
t = 0 in folgendem Zustand: An der Stelle x = ¢ ist die Temperatur unendlich. Bei
allen iibrigen Punkten z # ¢ ist die Temperatur 0. Alle Warme ist an der Stelle z = £
konzentriert, und zwar in der Hohe von einer Einheit.
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Bemerkung 8.1 Die Funktion G(z,¢,t) erfiillt die Randbedingung

G($,£,0) = (5(1’ - 6) )

wo §(z) die Diracsche Deltafunktion, eine Distribution, ist. Eine Distribution ist eine
verallgemeinerte Funktion. Mehr dariiber z.B. in: Schwarz, L.: Theorie des Distributions.
Paris: Hermann, 1973.

Die eben beschriebenen Anfangswertprobleme fiir G sind natiirlich physikalisch unreali-
stisch. Sie lassen sich dadurch approximieren, daf sich zur Anfangszeit ¢t = 0 eine Einheit
von Warme in einer kleinen Umgebung von x = £ befindet.

Satz 8.1 Se: f € C(—o0,+00) mit

1 £llec = sup |f(z)| < oo .
zeR

Dann existiert das Integral

+oo

u(@,t) = [ Gla,&0)f(€)dg (8.32)

und stellt emne Lésung u(z,t) des Anfangswertproblems (8.27), (8.28) dar.

Beweis (Skizze):

Der Beweis beruht auf folgenden Bemerkungen:

1. Die Tatsache, dal G ein negatives Exponential enthélt, bedeutet, dal das Integral
in (8.32) gleichméafig konvergiert und deshalb der Tausch von Differentiation und
Integration gerechtfertigt ist.

2. Das Verhalten von G fiir kleine ¢, das in Abbildung 8.1 gezeigt wird, ndmlich dafl G
nur in der unmittelbaren Umgebung von z = £ groflist, impliziert, daf u(z,t) gegen
f(z) strebt fiir ¢ gegen 0.

Durch Benutzung dieser beiden Bemerkungen 138t es sich streng beweisen, daf8 u(z,t),
wie in Gleichung (8.32) angegeben, das Anfangswertproblem (8.27) und (8.28) 16st.

Bemerkung 8.2 Es folgt aus Gleichung (8.32), daf die Anfangsdaten geglattet werden.
Diese Higenschaft wird bei Mehrgitterverfahren (GaufB-Seidel- Verfahren) und bei der
Bildverarbeitung benutzt.

Literatur:

Rudin, W.: Real and Complex Analysis. McGraw Hill, 1983.
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8.3 Eigenschaften der Wiarmeleitungsgleichung

8.3.1 Der Abhingigkeitsbereich

Die Losung (8.32) laft eine interessante Eigenschaft der Warmeleitungsgleichung bewei-
sen. Wir betrachten den speziellen Fall, wo der Trager von f beschrankt ist, z.B.

f(z)=0 fiir |z|>1.

Zur Anfangszeit t = 0 ist die Warme auf dem Intervall (—1, +1) konzentriert. Aber es folgt
aus Gleichung (8.32), daf§ die Lésung u(z, t) fiir jeden positiven Wert von ¢ iiberall positiv
ist. Das bedeutet, dafl sich die Warme mit unendlicher Geschwindigkeit fortpflanzt. Dies
ist natiirlich physikalisch unmoglich. Es bedeutet, dafl mindestens in dieser Hinsicht die
Warmeleitungsgleichung der physikalischen Wahrheit nicht entspricht.

Bemerkung 8.3 Es ist z.B. experimentell beobachtet worden (Bertman + Sandifuco,
Scientific American [1970]), da8 in gefrorenem Helium Warmewellen entstehen kénnen.
Eine Beschreibung durch eine Wellengleichung ware hier also angemessener. In den mei-
sten Fallen ist die Warmeleitungsgleichung aber ein gutes Modell fiir Warmeverteilungs-
probleme.

Fiir das Anfangswertproblem (8.27), (8.28) ist der Abhéngigkeitsbereich der Lésung u im
Punkt (z,t) die ganz reelle Achse R;

AB(u; (z,t)) =R.

Diese Eigenschaft der Warmeleitungsgleichung hat sofort Konsequenzen fiir Differenzen-
verfahren. Wird némlich die Gleichung (8.27) durch die klassische explizite Differenzen-

gleichung
Dt+uh(x,-, tj) = Dz,Deruh(.’Ei, tj) y
d.h.
(%) Ui~ Uiy _ Ui~ 2U0s U
At (Azx)?

approximiert, dann folgt sofort aus der CFL-Bedingung, dafl die Approximationen "

nicht gegen u konvergieren kénnen, falls
At = \Azx
gilt.
Fiir die Differenzengleichung () wird deshalb immer vorausgesetzt, dal
At = \(Az)?

gilt.
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Abbildung 8.2: Das Anfangswert-Randwertproblem in einem Streifen

Bemerkung 8.4 Fiir die Warmeleitungsgleichung laufen - wenn man will - die “Charak-
teristiken” parallel zur x-Achse.

8.3.2 Das Maximumprinzip

Satz 8.2 Se:

G = (a,b) x[0,T]
G = (a,b) x {0}
0,G = {a} x[0,T]
0;G = {b} x[0,T]
4G = (a,b) x {T} .

(Siehe Abbildung 8.2)
Eine in G definierte und stetige Funktion u(z,t) , die in G U 0,G zweimal stetig
differenzierbar ist und die Wdrmeleitungsgleichung

U = Ugy

erfillt, nimmt thr Mazimum auf R := 0,G U 0,G U 035G an.

Beweis:
Die Funktion u ist in G stetig. Sei

M = max u(z,t) .
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Wir nehmen jetzt an, dafl fiir ein € > 0

(%) max u(z,t) < M —e,
und zeigen, dafl ein Widerspruch entsteht.
Gilt (%), dann folgt, dal es einen Punkt (z,yp) gibt mit

’U,(.’IT[),t()) =M y (.’IT(),t(]) eGU 84G .

Dann gilt:
uy(To,t0) > 0
’U,m(.’Eo,tQ) =0
uzz(antO) S

Sei nun v die Hilfsfunktion
v(z,t) == u(z,t) + k(ty — t),
wobei k eine positive Konstante ist. Offenbar ist dann
v(zo, tg) = u(xg, to) = M
und
k(to —t) < kT .

Wir wéhlen k£ > 0 nun so, daf§ kT < ¢/2 . Dann gilt

max v < M —¢€/2.

Da v eine stetige Funktion ist, gibt es einen Punkt (z;,¢;), in dem sie ihr Maximum
annimmt. Sicher gilt dann

v(z1,t1) > v(zo,t0) = M,
so daf
(.I'l,tl) ceGU 84G .

Es gilt auch:

ve(z,t1) = w(z1,t) — k>0
’Umm(mlatl) - umf:(mlatl) S 0.

Die Warmeleitungsgleichung wird deshalb im Punkt (z;,%;) nicht erfiillt. Damit ist der
gewiinschte Widerspruch gefunden.



96 Die Wirmeleitungsgleichung

Bemerkung 8.5 Das Maximumprinzip fiir die Warmeleitungsgleichung ist im Einklang
mit unseren alltdglichen Erfahrungen mit Warmetransport.

Bemerkung 8.6 Es folgt sofort aus dem Maximumprinzip, dal das in Abbildung 8.2
geschilderte Problem hochstens eine Losung u besitzt mit

ue C(G)NCH(GUG) .

Bemerkung 8.7 Das Maximumprinzip 148t sich in mehrerer Hinsicht verallgemeinern.
Siehe z.B. Protter, M., Weinberger, H.F.: Maximum Principles in Differential Equations.
Prentice-Hall, 1967.

Satz 8.3 (Maximumprinzip fiir die inhomogene Wirmeleitungsgleichung) u se:
eine Losung des folgenden Problems:

Up = Uge + f(zyt), a<z<b, 0<t<T, (8.33)

wobet u € C*((a,b) x (0,T)) N C([a,b] x [0,T]). . Dann gilt:

u(z,t) <m+et, fir a<z<b, 0<t<T, (8.34)

wober

e = max |f(z,1)]

G
m = max{max u(z,0), max u(a,t), max u(b,t)}
a<w<b 0<t<T 0<t<T

G := (a,b) x(0,7).

Beweis:

Falls (8.34) nicht gilt, dann gibt es (z9,tp) € G mit

u(zo,to) =M +etg, M>m. (8.35)

Wir beweisen, dafl dies zu einem Widerspruch fiihrt.

v sel die Hilfsfunktion

M—-m 9

v(z,t) := u(x,t) — et + 1= ay (z — mp)

(8.36)

Da v stetig ist und aus (8.35) und (8.36) v(zg,ty) = M, gibt es (z1,t;) € G mit



8.3 Eigenschaften der Wiarmeleitungsgleichung 97
v(zy1,t;) = max v(z,t) > M . (8.37)
G
Aber M
v(a,t) = u(a,t) — et + 4(b:;n2 (a—20)> <m(l —0O)+ MO — et
wobei ( 2
a— Ty 1
o= E=m [y 1)
4b—a2 1712
also
v(a,t) <M —et< M, fir 0<t<T. (8.38)
Auf gleiche Weise folgt:
v(bt) < M fir 0<t<T, (8.39)
v(z,0) < M fir a<z<b. (8.40)
Aus (8.37) - (8.40) folgt, daB
(mlatl) < (aab) X (OaT] .
Da v in (z1,t;) das Maximum annimmt, gilt
’Ut(l'l,tl) =0, falls ¢, <T,
ve(z1,t1) >0 , falls ¢, =T,
Uzz(xlatl) S 0 )
so daf3
[V — Vga|(21,81) > 0. (8.41)

Aber, aus (8.36),

v(z1,t1) = uzr,t1) —e,

M—-m
2(b—a)

vzz(xlatl) — umm(xlat1)+

so daB , mit Hilfe von (8.33),
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M —
o= taal(nst) = (o t) — e = 5=
M—m
= f(mbtl)—@—m,
M —m
< —m (8.42)
< 0.

Die Gleichungen (8.41) und (8.42) enthalten den gewiinschten Widerspruch. Daraus folgt,
daf} (8.34) gilt.

8.4 Existenz und Eindeutigkeit

Wir betrachten hier nur ein einziges typisches Problem:

Ut = Uge , (z,t) € G:=(a,b) x (0,T). (8.43)

’U,(.Z',O) = fl('r) ’ EAS (CL, b) )
u(a,t) = fo(t), te(0,T), (8.44)
u(b,t) = f3(t), te(0,T).

Satz 8.4 (Cannon, Satz 6.3.1, S. 62) Seien f, , 1 < k < 3, stetige Funktionen auf
la,b] bzw. [0,T]. Die Vertrdglichkeitsbedingungen

fila) = £(0),
fl(b) = f3(0)7

seien erfullt.

Dann gibt es genau eine Funktion u(z,t) mat:

a) ue C(G) .
b) u € C(GUOLG) .
c) uze € C(GUOLG) .

d) Die Anfangs-Randwertbedingung (8.44) wird erfillt.
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Bemerkung 8.8 Cannon formuliert und beweist den Satz fiir Funktionen f;, die nur
stiickweise stetig sind und die Vertraglichkeitsbedingung deshalb moglicherweise nicht
erfiillen.

Bemerkung 8.9 Ladyzenskaja, Solonnikov und Uralceva (Satz 5.1, S. 320) beweisen
einen dhnlichen Satz fiir Lésungen aus Sobolewschen Riumen H‘(G) unter der Voraus-
setzung, dafl entsprechende Vertraglichkeitsbedingungen erfiillt sind.

Satz 8.5 Seiten u und v Lésungen des Anfangswert-Randwertproblems (8.43), (8.44)

mat Daten fi, fo, f3 bzw. g1, g2, g5.
Dann gilt:

Ju = vl < max 1 = ¢l
Beweis: Maximumprinzip.
Satz 8.6 Das Problem (8.43), (8.44) ist sachgemdfSgestellt.

Bemerkung 8.10 Das Riickwartsproblem:

Up = Ugp, a<zxz<b, 0>t>-T
u(z,0) = fila), a<z<b
u(a,t) = folt), te(-T,0)
u(b,t) = fi(t), te(-T,o)

ist nicht sachgemafBgestellt.

Literatur:
Cannon, J.R.: The One-Dimensional Heat Equation. Addison-Wesley, 1984.
Friedman, A.: Partial Differential Equations of Parabolic Type. Prentice-Hall, 1964.

LadyZenskaja, O.A, Solonnikov, V.A. und Uraléeva, N.N.: Linear and Quasilinear
Equations of Parabolic Type. American Mathematical Society, 1968.






Kapitel 9

Numerische Losung der ein-dimensionalen
Wirmeleitungsgleichung durch
Differenzenverfahren

9.1 Einfiihrung

Um die Grundideen ohne unnétige Komplikationen zu erkldren, betrachten wir das
folgende Problem:

Problem 1
U = ClUze , 0<z<1,0<t<T (9.1)
u(0,t) = u(l,t)=0,t>0 (9.2)
u(z,0) = 1—]1—-2z|,0<z<1 (9.3)

mit Losung (Carslaw, Jaeger, S. 97, Gleichung (14)):

% 2n+ )7 (x — %)
u(z,t) nz::o on 1) cos 5
exp[— (2n + 1)%7%t/4] . (9.4)

Dieses Problem wird oft als Modellproblem benutzt, d.h., um die Effizienz von ver-
schiedenen numerischen Methoden zu vergleichen, werden sie zur Losung des Problems
herangezogen.
Zur numerischen Losung des Problems 1 wird, wie schon in Kapitel 7 fiir die Gleichung
U+ cugy =0
geschildert, ein regelméaBiges (N + 2) x (M + 1) Gitter auf
G := (a,b) x (0,T)
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J
10,30 (N, M)
Ti,7+1 At =k
Ti—Lj57¢5  Te+1L,J
“10,0) Az ="h e
a b

Abbildung 9.1: Das Gitter G™*

in iiblicher Weise gelegt:

b—a
= A =
h z (N+1)’
T

z; = a+ih, 0<i<N+1,
tj = jk, 0<j<M.

Das Gitter wird in Abbildung 9.1 dargestellt.
Die exakte Losung u(z,t) des Problems wird auf den Gitterpunkten durch eine Approxi-

mation u™* angenahert:
wij = u(z;, t;) = uh’k(mi,t]-) =: uf”]k (9.6)
Die Werte
uld = u(z;,0)=0, 0<i<N+1
uh = u(a,t;) =0, 0<j<M (9.7)
ut ;= ulbt;) =0, 0<j<M

liegen vor. Ein Differenzenverfahren besteht aus einer Formel, die es ermdglicht, die iibri-

hok
gen Werte von u,’ zu berechnen. u/*

iy wird als Losung eines linearen Gleichungssystems
gewonnen. Es gibt keine allgemeinen Vorschriften fiir die Konstruktion dieses Gleichungs-

systems. Wir werden verschiedene Beispiele betrachten. Es gibt aber einige Faustregeln:

1. Es sollte so viele Gleichungen wie Unbekannte geben, d.h. so viele Gleichungen wie
Gitterpunkte. Hs ist iiblich, jede Gleichung einem Gitterpunkt zuzuordnen, und
diese Gleichung sollte entweder die Differentialgleichung oder - wenn zutreffend - die
Anfangswertbedingung oder Randwertbedingung am Gitterpunkt approximieren.
Wir sprechen von der Gleichung an einem Gitterpunkt.
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2. Die Differenzengleichung an einem Gitterpunkt sollte nur die Werte von " am Git-
terpunkt selbst und naheliegende Gitterpunkte verwenden. Dies entspricht der Tat-
sache, daf eine partielle Differentialgleichung die partielle Ableitung an einer Stelle
enthédlt. Dies ist eine lokale und nicht globale Bedingung. Um festzustellen, ob eine
Funktion u eine partielle Differentialgleichung an einer Stelle erfiillt, geniigt es, die
Werte von « in einer Nachbarschaft dieser Stelle zu kennen. Es ist deshalb sinnvoll,
daf sich diese Eigenschaft in den Differenzengleichungen widerzuspiegelt. Eine sehr
wichtige Konsequenz ist, dafl die Matrix der Differenzengleichungen schwach besetzt
ist.

3. Die exakte Losung u sollte die Differenzengleichungen bis auf einen kleinen Fehler,
den sog. lokalen Fehler, erfiillen, d.h. die Differenzengleichungen sollen konsistent
sein. Um die Konsistenz einer Differenzengleichung an einem Gitterpunkt zu priifen,
ist es moglich, die Losung u in eine Taylor-Reihe um den Gitterpunkt zu entwickeln,
da - wie in 2) vorgeschrieben - die Differenzengleichung nur die Werte von « in den
Nachbarpunkten des Gitterpunktes enthalt.

9.2 Approximation von Ableitungen durch Differen-
zen

Sei v € C*(G) . Es gilt:

ov(zx) v(z+h)—v(z)  h ()

or h * 2 0Or? +0(h),
= D.,v(z) +0(h) . (9.8)
ov(z)  wv(@+h)—v(@—h) h® Pu(z) A
or 2h * 6 Oz’ +0(h%)
= Doyv(z) + 0(h?) . (9.9)
881;(233) _ v(zth) - 21;L(2x) +v(z — h) N % 881;(::) - o(h)
= D..D_v(z)+0(h?). (9.10)

9.3 Das klassische explizite Differenzenverfahren

Fiir das Modellproblem (Problem 1) sind die Werte von u an den unteren und seitli-
chen Réndern des Gebiets durch die Gleichungen (9.2) und (9.3) vorgeschrieben. Fiir die
betroffenen Gitterpunkte erhalten wir sofort die Differenzengleichungen (9.7):

ugk = 0, 0<j<M
uf; = 0, 0<j<M (9.11)
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Abbildung 9.2: Das klassische Differenzenverfahren

a+b
2 U
b—a ’
2

b—a _
2

0<i<N+1. (9.12)

y —_—
Uso =

Fiir die iibrigen Gitterpunkt, die “inneren” Gitterpunkte, brauchen wir Differenzenglei-
chungen, welche die partielle Differentialgleichung (9.1) approximieren. Der Punkt (3, j)
sei “innerer” Gitterpunkt - siehe Abbildung 9.1.

Beispiel 9.1 (Das klassische Differenzenverfahren) Wir approximieren die partielle
Differentialgleichung (9.1) durch

Dk (z5,t;) = eD o D_pu™* (24, t;) (9.13)
d.h.
uh’k — uh’k u’.l’k Jp— 2uh’k + u’.l’k )
—HE = S 0<iSN, 0<j <M.
(9.14)
Die Differenzengleichung (9.14) 1a8t sich folgendermaflen umschreiben:
ck . .
uf]kﬂ = ufjk + 7 (uffl] — 2uf]k + uZ’jk,l) ,0<i<N,0<j< M.
(9.15)

Das System von Differenzengleichungen besteht aus den Gleichungen (9.11), (9.12) und
(9.15), wobei jedem Gitterpunkt eine Differenzengleichung zugeordnet ist. Es ist sofort
erkennbar, dafl alle Werte von uf]k rekursiv berechnet werden konnen. Das Molekiil wird
in Abbildung 9.2 dargestellt, wo vorausgesetzt ist, dafl

k= A% . (9.16)

Die Gleichung (9.16) kann mit Hilfe der CFL-Bedingung begriindet werden. Es folgt
namlich aus Absatz 8.4.1, dal der Abhéangigkeitsbereich der Losung v durch

AB(u; (z,t)) = (a,b)
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Abbildung 9.3: Numerische Lésung fiir A = 15—1

gegeben wird. Genau wie in Absatz 7.5 folgt, dal der Abhéngigkeitsbereich der Approxi-
mation u™* durch

AB(M; (2,8)) = (a,5) N (w — T g 4 1

?, T+ k )
gegeben wird. Damit die CFL-Bedingung erfiillt wird, ist es deshalb erforderlich, dafl
. h
hl’}crilo L= (9.17)

9.4 Stabilitit und Konvergenz fiir das klassische ex-
plizite Differenzenverfahren

Die Losung des Problems 1 mit a =0, b=7, ¢ =1 und

5 5

wird in den Abbildungen 9.3 und 9.4 dargestellt. Es ist sofort erkennbar, dafl die Ergeb-
nisse fiir A = % befriedigend, die fiir A = g recht unbefriedigend sind.

Die numerischen Ergebnisse des klassischen expliziten Differenzenverfahrens fiir die
Warmeleitungsgleichung, die in Abbildung 9.4 dargestellt sind, zeigen, dafl die numeri-
sche Stabilitat von Differenzenverfahren betrachtet werden mufl. Es ist oft schwierig, die

Stabilitat eines Differenzenverfahrens zu untersuchen. Im jetzigen Fall ist es ausnahms-
weise einfach, einen Beweis von Stabilitdt und Konvergenz anzugeben.

Satz 9.1 u se: die Losung des Modellproblems

Up = Uz , —1<zx<1,0<t<T,
u(—1,t) = u(+1,)=0,0<t<T,
u(z,0) = o(z)
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W rmeverteil ung

Abbildung 9.4: Numerische Losung fiir A = g

mit u € C*([—1,+1] x [0,T]) . u}; sei die Lésung des klassischen expliziten Differen-

zenverfahrens mit At = \(Az)? und X\ < 5 . Dann gilt:

At Az)?
ul; —uig| < T 7M2+(1;) M4] , 0<i<N,0<;j< M,
wober 5
Pz, t
M, ;= max max Ou(z,t)
r+s=p (zt)eq | 0T Ot*
Beweis:

Der globale Fehler wird mit e; ; bezeichnet:

ei’j::ui,j—u?’j, OSZSN, OSJSM

Aus den Gleichungen (9.8) - (9.16) folgt:

€ij+1 — €ij €it1,j — 26 + € 1
fir 1<:<N , 0<j3<M,
wobei
At (Ar)?
h <K:=—M M, 9.19
|Tz,]| = 9 2+ 12 4 ( )
und
eo; = 0, 0<j<M
EN+1,; — 0, 0 <j <M (920)

€ip=0, 0<i<N+1. (9.21)
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Sei
E; := max, lei ] - (9.22)
Unter Beriicksichtigung von (9.20) und (9.21) gilt:
E; = max |e|, (9.23)
Ey = 0. (9.24)
Aus (9.18), (9.19) folgt:
|ei,j+1| = |ei,j + )\ei+1,j — 2/\6,',3' + /\6,',1,3' + kTi’,lj| R
S |1 — 2)\| |6i,j| + /\|6,’+1,j| + /\|6,’,1,j| + KAt y (925)
< 1 =2X[+2)\]E; + KAt .
Da A< % , folgt
11— 2X\ =1-2X (9.26)
und deshalb, aus (9.23) und (9.24),
Ej+1 == 12112?1% |6i7]‘+1| S E] + KAt . (927)
Durch Induktion und mit Hilfe von (9.24):
E;<jKAt<KT, 0<j<M. (9.28)

Der kritische Schritt im Beweis von Satz 9.1 ist in den Gleichungen (9.27) und (9.28)
enthalten. Es ist oft der Fall, daf die Eigenschaften von partiellen Differentialgleichungen
sich in den Eigenschaften von Differenzen-Approximationen oder Finiten-Elementen-

Approximationen widerspiegeln. Im jetzigen Fall ist es das Maximumprinzip fiir die

inhomogene Warmeleitungsgleichung.

Bemerkung 9.1 Satz 9.1 zeigt, dal das klassische explizite Differenzenverfahren stabil

ist, falls A < 1/2. Dafidiese Bedingung auch notwendig ist, wird erst spater bewiesen.

9.5 Implizite Differenzenverfahren - Einfiihrung

In den vorherigen Absdtzen ist bewiesen worden, dafl das klassische explizite Differen-

zenverfahren fiir die Warmeleitungsgleichung nur dann konvergieren kann, wenn

A
2 s, fir Az —0.
At
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In der Tat ist das klassische Differenzenverfahren nur dann konvergent, wenn

At = \(Az)*, A< <. (9.29)

DO | =

Diese Konvergenzbedingung ist ziemlich einschrankend. Sie bedeutet, dafl wir fiir kleines
Az, um eine hohere Genauigkeit zu erreichen, den Zeitschritt At sehr klein wahlen
miissen. Infolgedessen braucht man in diesem Fall einen sehr hohen Rechenaufwand, und
weil man so viele Zeitschritte benutzen muf), treten zusatzlich viel mehr Rundungsfehler
auf. Hs lohnt sich deshalb, nach numerischen Methoden zu suchen, bei denen die
Konvergenzbedingungen nicht so einschrankend wie (9.29) sind.

Ahnliche Probleme treten bei der numerischen Loésung gewdhnlicher Differentialgleichun-

gen auf. Wir betrachten diesen Fall zuerst. Als Modellproblem nehmen wir die skalare
lineare Differentialgleichung

u'(t) = —au(t), t>0
u(0) = 1, (9-30)

wobei «a eine positive Konstante ist. Die Losung dieses Anfangswertproblems ist

u(t) = exp(—at) . (9.31)

Um das Anfangswertproblem (9.30) zu ldsen, benutzen wir eine Schrittweite h = At
und setzen ¢{; = jAt. Drei bekannte numerische Methoden fiir gewdhnliche Differenti-
algleichungen sind das Eulersche Verfahren, das Volle Implizite Verfahren und die
Trapezregel. Sie werden in den Gleichungen (9.32) - (9.34) aufgezeigt.

h

ut o —
% = —aul, (Euler) (9.32)
% = —aul,,, (Volle Implizite) (9.33)
ul, . —uh

%t] = —% [u;’H + uﬂ , (Trapezregel) (9.34)

Das Eulersche Verfahren ist ein explizites Verfahren. Das Volle Implizite Verfahren und die
Trapezregel sind implizite Verfahren. Da aber die Differentialgleichung (9.30) linear ist,
ist es in diesem speziellen Fall moglich, die numerischen Losungen explizit zu berechnen.
Die numerischen Losungen fiir alle drei Verfahren werden in den Gleichungen (9.35) -
(9.37) gegeben.
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Methode Positive Beschrinkte
numerische Losungen | numerische Losungen

Euler At <1/« At <2/«

Volle Implizite alle At alle At

Trapezregel At <2/« alle At

Tabelle 9.1: Stabilitatsbedingungen fiir v'(t) = —au(t)

u! = (1-aAt)y (Euler) (9.35)
1 J
u;’ = <m> (Volle Implizite) (9.36)
o
1-laAt)’
ul = <1++2At> (Trapezregel) (9.37)
2

Die exakte Losung von (9.30) ist positiv und monoton fallend, weil « positiv ist (siehe
Gleichung (9.31)).

Aus den Gleichungen (9.35) - (9.37) ist leicht festzustellen, fiir welche Werte von At
die numerischen Losungen positiv bzw. beschrankt sind. Die Ergebnisse werden in
Tabelle 9.1 aufgefiihrt.

Die Ergebnisse in Tabelle 9.1 unterstiitzen eine bekannte Faustregel, namlich: je im-
pliziter ein numerisches Verfahren fiir Anfangswertaufgaben ist, umso stabiler ist das
Verfahren.

Wir werden die vorherigen Uberlegungen jetzt auf die numerischen Verfahren fiir die
Warmeleitungsgleichung iibertragen.

Es gibt eine deutliche Ahnlichkeit zwischen dem Anfangswertproblem fiir eine gewdhn-
liche Differentialgleichung (9.30) und einer Anfangswertaufgabe fiir die Warmeleitungs-
gleichung:

Ut = ClUygyg

u(z,0) = f(z). (9.38)

In Gleichung (9.30) steht eine Funktion von « auf der rechten Seite der Gleichung. In
Gleichung (9.38) dagegen steht ein Differentialoperator auf der rechten Seite der Glei-
chung. Dieser Differentialoperator mufl deshalb ausgewertet werden und dies geschieht
durch Differenzen in der Ortsvariablen z. Durch diese Uberlegungen wird der Zusammen-
hang zwischen den drei numerischen Verfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen
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in den Gleichungen (9.32) - (9.34) und den folgenden drei Verfahren fiir die Warmelei-
tungsgleichung klar.

ulji1 —uly ul =2l 4 ul
W = ¢ ( e ( A;:’;z Zl”) (Klassische Explizite)
(9.39)
Ui Uiy Uyt jen — 20t .
T - > ( A’;P E Volle Implizite)
(9.40)
M — lc ubiy i — 2ulin tul g (0.41)
At 2 (Az)? .
1 U?Jrlj - QU?J- + u?,lj _
2 ’ ; : Crank- Nicol
* 9¢ ( (Az)2 (Cran icolson)

Das volle Implizite Verfahren (9.40) und das Crank-Nicolson-Verfahren (9.41) sind
implizite Verfahren. Die Werte der numerischen Lésung am Zeitpunkt (j + 1)At¢ kénnen
nicht einzeln berechnet werden. Stattdessen miissen alle Werte gleichzeitig berechnet
werden, indem ein lineares Gleichungssystem gelost wird. Wie das geschieht und welcher
Rechenaufwand noétig ist, werden wir in Kiirze besprechen.

Weil das Volle Implizite Verfahren und das Crank-Nicolson-Verfahren implizit sind, ist
der Abhéangigkeitsbereich von ufj die ganze Achse. Das bedeutet, dafl die CFL-Bedingung
erfiillt ist und dafl man hoffen darf, da8 die beiden Verfahren fiir alle Werte von At und
Az stabil sind. Genauere Berechnungen, die wir spater durchfithren werden, zeigen, daf}
diese Hoffnung berechtigt ist. In diesem Zusammenhang siehe auch Tabelle 9.1.

Wir beschreiben jetzt, wie das Volle Implizite Verfahren und das Crank-Nicolson-
Verfahren fiir das Modellproblem Problem 1 numerisch implementiert werden.

Die Differenzengleichungen haben folgende Gestalt: Die numerische Losung fiir innere
Gitterpunkte am Zeitpunkt ;j bildet einen N-Vektor u;‘ :

ul = (uf, .. ul )" € RV (9.42)

A sei die N x N-Matrix
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2 -1
-1 2 -1 0,

A= € RVN (9.43)
0 -1 2 -1

Das Volle Implizite Verfahren 148t sich dann folgendermaflen beschreiben:

ll;-l_l_l = ll;-l — CAAII;—Z_i_l + b]'+1
b; = Auf;,0,0,...,0,uk,, ;) ERY (Volle Implizite) (9.44)

Um die Losung am Zeitpunkt (j + 1)At¢ zu berechnen, muf} folgendes Gleichungssystem
gelost werden:

(I + cAA)u;-Zr1 = u;-l + b (Volle Implizite) (9.45)

Fiir das Crank-Nicolson-Verfahren entstehen dhnliche Gleichungen:

cA
u;-‘H = u;? ) Au;[l
A
— % Au? + (b; +bj;1)/2 (Crank-Nicolson) (9.46)
cA cA
(I + 714)11;}_*_1 = (I — ?A)ll;l + (b] + bj+1)/2 (94:7)

Die Losung der Gleichungen (9.45) bzw. (9.47) erfordert die Losung eines Systems von N
linearen Gleichungen. Dies ist aber sehr leicht, weil die zugehdrigen Matrizen (I + cAA)
bzw. (I + % A) tridiagonale Matrizen sind. Sie sind auch irreduzibel diagonal dominant,
d.h. in jeder Zeile ist der absolute Betrag des Diagonalelements nicht kleiner als die
Summe der absoluten Betrage der nicht-diagonalen Elemente, und fiir mindestens eine
Zeile ist diese Ungleichung streng. Es folgt hieraus, dafl die betroffenen Matrizen nicht
singuldr und sogar positiv definit sind, so dafl die Gleichungen durch das LR-Verfahren
ohne Pivotsuche gelost werden konnen.

Zur Vollstandigkeit geben wir die bekannten Algorithmen fiir die Losung eines N-
Tridiagonalsystems Tz = b an mit der Bemerkung, dafl dieses Verfahren nur O(N) nu-
merische Berechnungen erfordert. Dies bedeutet, dafl das Volle Implizite Verfahren und
das Crank-Nicolson-Verfahren ohne grofien numerischen Aufwand durchfiihrbar sind.

Tx=b (9.48)
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er fi
dy ez fo O
T -— . ERNXN
0 en—1 fn-1
dN EN
= (bl,...,bN)TERN
= (xh axN)TERN
Uy ‘= ¢€1
m; = dz’/uilf }i:2,___,N (9.49)
U = € — MiJi-1
xrp = bl
Tr; = bi—mi.r,-,l 'LZQ,,N
N = bN/UN
Ty = (xi_fixi+l)/ui7 Z:N_]-aal

9.6 Ordnung und Stabilitit

Der lokale Fehler des Crank-Nicolson-Verfahrens 1afit sich folgermafien abschatzen:

C C
= Doltu(@i i) — 5 DreD-su(@iytj — 5 DiwDsu(i,tj)
k
= U <1’i,t]‘ + 5) + O(k2) — gum(xi,tj) — gum(mi,tj + k)
+ O(h? (9.50)

k k
= (mi,tj + 5) — Cllgy (mi,tj + 5) +O0(k*) + O(h?)

wobei alle partiellen Ableitungen am Punkt (z;,t;11/2) ausgewertet werden.

Es folgt aus (9.50), daB8 das Crank-Nicolson-Verfahren die Ordnung 2 hat, was ein grofier
Vorteil gegeniiber dem vollen impliziten bzw. expliziten Verfahren ist, die jeweils nur die
Ordnung 1 haben.

Die Ordnung und Stabilitdtsgrenzen fiir die drei besprochenen Methoden werden in Ta-
belle 9.2 aufgelistet. Die Berechnung der Stabilitatsgrenzen erfolgt spater.
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Bezeichnung Fehler Stabilitdtsbedingung
Klassische Explizite | O(At + Az?) Ae < %

Volle Implizite O(At + Az?) —
Crank-Nicolson O(At? + Az?) —

Tabelle 9.2: Vergleich der drei Methoden

Beispiel 9.2 Als Beispiel betrachten wir ein Problem, das schon in der urspriinglichen
Arbeit iiber die Crank-Nicolson Methode (Crank und Nicolson [1947]) benutzt wurde.

Das mathematische Problem ist wie folgt:

ou 0%u ov

% = —kve V¥ (9.52)
mit Anfangsbedingung:
u(z,0) = fi(z), 0<z<1 (9.53)
v(z,t) = fo(z), 0<z<1 (9.54)
und Randbedingungen:
ou
ou
—(1,t) = 0, t>0 9.56
h) = 0, 1> (9.56)

a,k und ¢ sind bekannte Konstanten und f, f» und H sind bekannte Funktionen.

Diese Gleichungen modellieren das Brennen einer Holzplatte, die auf beiden Seiten Flam-
men unterworfen ist (siche Abbildung 9.5).

Die Mafle der Platte in y- und z-Richtung sind so grof}, dal das Problem als eindimen-
sional betrachtet werden kann.

In den Gleichungen (9.51) - (9.56) bezeichnet u(z,t) die Temperatur des Holzes und
v(z,t) das prozentuale Gewicht der fliichtigen Chemikalien im Holz. Die Gleichung (9.51)
ist die Warmeleitungsgleichung mit einem Term —q%, der die Warme angibt, die durch
das Brennen der freigesetzten Chemikalien erzeugt wird. Nach Vollendung des Prozesses
ist v = 0, und das Holz ist verkohlt.
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z
— -

E—— o
Flammen y Flammen
: Vi <

- |.’ ’ <
X
x=0 X=2

Abbildung 9.5: Eine brennende Holzplatte

Problem 1 Problem II
22.500 16.580
q 532 261
K 7.23 x 10'7 1.62 x 10!t
Hy(u) | 0.90(ug — 1400) | 1.1(ug — 1400) + 0.253{(u0/100)* — 1920}

Tabelle 9.3: Parameter fiir die zwei Probleme

Zwei Satze von Parametern wurden benutzt (siche Tabelle 9.3).

In den Gleichungen (9.51) und (9.52) bezeichnet ¢ nicht die reelle Zeit, da eine Trans-
formation durchgefiihrt worden ist mit dem Ziel, die Koeffizienten des Termes u,, gleich
1 zu setzen. Der Zusammenhang zwischen der reellen Zeit ¢g und ¢ ist (Bamford et al.

[1946], S. 179):

mit

so dafl

Pe
tR — ?pt

2¢ = Stéarke des Brettes (cm)
K = 29x10*

c = 0.55

p = 0.60,

11
tp = 310% (9.57)
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Um das Problem zu diskritisieren, betrachten wir zuerst das Problem

U = Cugy+g(u), 0<z<1l, 0<t<T (9.58)
u(z,0) = f(z) (9.59)
ou
8_m(0’t) = « (9.60)
ou
5 bt = B (9.61)

Das fiibliche Gitter wird eingefiihrt mit £ = At und h = Axz. Das Crank-Nicolson Verfah-
ren basiert auf

Uij+1 — Uiy .
¢ k e Ecumm(xiatj—l—l)

1
+ ECUM(-% t;) + 9(zistjr1/2, u) (9.62)
Fir 1 <i < N werden u,,(z;,t;) und wg,(z;,t;11) durch die iiblichen Differenzen appro-

ximiert:

Uip1,j + Uim1,j — 2U4

U (Tiy ;) = 3 +0(M*),1<i<N. (9.63)
Fiir ¢ = 0 gilt:
h,2
u(z,t) = u(zo,t) + hugy(zo,t) + ?um(xo,t) + O(h?)
h2
= ’11,(.770, t) + h a + 3um(m0, t) + O(hs)
so daf
2 -2 2
ga(an,£) = WD eI D)2 o, (9.64)
h? h
Ebenfalls gilt:
2 - -2 2
ey, £) = 2T t) — 2ulew 1) | 2B o) (9.65)

h? h
Sei nun A die (N + 1) x (N + 1) Matrix mit

2 —2
~1 2 -1 0
A= (9.66)
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Dann ist die Crank-Nicolson Approximation zu den Gleichungen (9.58) - (9.61):

A A
u;-‘H = u;-l - %Augﬂrl - C?Au;-Z +
+ kg2 + Ch/\(b] + bj+1) (9.67)
mit
u? = (ug’j, . ,u?\,,j)T
A = k/h?
B / T (9.68)
gi+1/2 = (90,j+1/2, ces agN,j+1/2)
b]’ = (—O[]',O,... ,O,ﬁj)T
oder
cA cA
(I + 3A) ul, = (I — 3A> u)
+ kt 8j+1/2 + Ch/\(b] + bj+1) (9.69)

Seien a, und g von u unabhingig, dann ist (9.67) ein lineares Gleichungssystem fiir

;? 1+ Im vorhandenen Fall aber gilt:

u
aj = H(u(zo, 1))
Bi =0 (9.70)
ov
9ij+1/2 = _qa(‘rhtﬁrlﬂ)

Die Approximation von g wird spater ausfiihrlich erklart.

Dies bedeutet, dafl sowohl g;;/, als auch (b; + b;;;) von u;;; abhidngen. Wir schreiben
deshalb die Gleichungen (9.69) in folgender Gestalt:

cA
<I + ?A> uh, =d;j+ p(ul,,ul) (9.71)
mit
o(,ul) o RVTT — RV
(p(u;'l-Ha u;l) =k 8j+1/2 + C/\hbj + bj+1) (972)

cA
d]' = (I — 714) ll;-l
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Die Gleichung (9.71) ist eine nichtlineare Gleichung fiir u;? 11, die iterativ gelost werden

muf}, D.h. es wird eine Folge {uzfl} berechnet mit

h,s h
fim ujry =uj,
Zwei Moglichkeiten bieten sich an:
a) Einfache Iteration:
h,0 h
Uiy = Uy

A
<I+C A) B = d; + p(ul),u u?)

b) Das Newtonsche Verfahren:

“;Zfl = “;Z
"r _h,s h,s h,s h,s
F (uj+1)(uj+1+1 - u]+1) _F(ugﬂ)
mit
cA A
F(u):= I+ ?A u— ¢(u,uj) —d;
und

) A
F(u) = <I+C A) o (u,u)
(wobei die Jacobimatrix ¢ besziiglich des ersten Arguments gebildet wird)

oder

cA s
I+ A (,0( ]+1au7)] u?—]—{H = d +§0( ]-l—la h)

cA s
+ [I—F —A-¢(u +1,u7) u?jrl

(9.73)

(9.74)

(9.75)

(9.76)

(9.77)



118 Numerische Losung der eindim. WLG durch Differenzenverfahren

Falls, wie in diesem Fall,

o(u,z) = (¢o(ug,2),...,on(un,2))" (9.78)

ist ¢'(u,z) eine Diagonalmatrix

!

2 (11, Z) = (@b;](u()? Z)? s ’¢’N(UN7 Z))T (9'79)

d.h. F'(u) ist eine tridiagonale Matrix, und die Berechnung von u;’ ,, erfolgt sehr schnell.
Es bleibt noch, die Auswertung von b;, b;;; und g;,1/» zu besprechen.

Es gilt:

b; +bj1 = (—a; — @j41,0,0,...,0)" (9.80)

mit

o7 + Qi1 = H(ll;l) + H(ll;-l_'_l) (981)

In der Arbeit von Crank und Nicolson wird dies durch

(9.82)

h h
u; + u;
a; + Qi1 = 2H <]7J+1>

2
ersetzt, was wir ebenfalls machen werden. Die Differenz zwischen diesen beiden Aus-

driicken ist kleiner als der Abbruchfehler in der Differenzengleichung (9.69).

Zur Berechnung von g;,/, benutzt man die Approximation

v . Vig+1 — Vi
E(miathrl/Z) = % (9.83)

Die Koeffizienten x und a koénnen in der Praxis sehr grofisein. Deshalb wird wv; ;4
folgendermaflen approximiert:

Aus

i —kve ¥/t (9.84)
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folgt

5 In v = —ke /¥ (9.85)

und

lnM = —/{/e’a/udt

Ui, j

= _kk exp <i> (9.86)

und letztendlich die Approximation

Vi1 = Vyj exp(—kkEjj41) . (9.87)

Die Approximation (9.87) hat den Vorteil gegeniiber anderen Approximationen zur Glei-
chung (9.84), z.B. der Trapezregel

Vi j+1 — Ui,j K _ - _ -
Q [ —— I:/UZ,]e a/uh] + 'UZJ+]_6 a/uh.]"rl

k 2

dafl selbst dann, wenn ~ sehr groflist, v; ;11 noch immer positiv ist.
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Kapitel 10

Die eindimensionale Wellengleichung

10.1 Einfiihrung

Die eindimensionale Wellengleichung ist:

Uy — Uy =0, t>0, zeR. (10.1)

Es gibt viele physikalische Anwendungen, z.B.: Schwingungen einer Saite oder Membran,
Akustik, elektromagnetische Wellen. Eine Anwendung der Wellengleichung wurde schon
in Absatz 4.5 besprochen. Hier geben wir noch ein klassisches Beispiel.

Beispiel 10.1 [Schwingungen einer Saite]
(Siehe Tychonoff, Samarskii, S. 27.)

Eine Saite der Lange L wird zwischen den Punkten (0,0) und (L, 0) aufgespannt (Abbil-
dung 10.1).

Die Saite wird aus dem Ruhezustand ausgelenkt und losgelassen, so dafl Schwingungen
auftreten. Um diesen Prozefmathematisch zu beschreiben, werden folgende Vorausset-
zungen gemacht:

1. Die Verschiebung der Saite erfolge in einer Ebene, die (z,u) Ebene. Die Verschie-
bung ist immer senkrecht zur z-Achse. Dann lafit sich der Schwingungsprozefidurch
eine Funktion u(z,t) beschreiben, welche die vertikale Auslenkung der Saite cha-
rakterisiert.

2. Die Saite sei ein biegsam-elastischer Faden, d.h., die Spannungen in dem Faden
wirken stets in der Richtung der Tangente. Gegeniiber Biegungen leistet die Saite
keinen Widerstand.
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u
...schwing...
X
(0,0 (L.0)
Abbildung 10.1: Eine schwingende Saite
u

Abbildung 10.2: Die Kréfte, die auf ein Saitenelement wirken

3. Die Grofle der Spannung 7', welche in der Saite infolge der Elastizitat entsteht, kann
nach dem Hookeschen Gesetz berechnet werden:

T=E-[L(t) - Lo ,

wobei L(t) bzw. L, die Lange der Saite zur Zeit ¢t bzw. die Lange der unausgedehnten
Saite darstellt und E eine Konstante ist (Young’s Modulus).

Es wird vorausgesetzt, dafl die Lange sich nur geringfiigig andert, und dafl deshalb
die Spannung 7T konstant bleibt, 7" = Tj.

Zur Herleitung der Differentialgleichung betrachtet man ein Saitenelement zwischen z =
z; und z = z, (Abbildung 10.2):
Fiir die Projektion der Spannung auf die u-Achse (die wir mit 7, bezeichnen) finden wir

T.(z) =Ty sin a ~ Tytan a = Tyu, ,

wobei o der Winkel zwischen der Tangente an die Kurve u(z,¢) und der z-Achse ist.



10.1 Einfiihrung 123

Zur Herleitung der Gleichung einer transversal schwingenden Saite benutzen wir das zwei-
te Newtonsche Gesetz. Der gesamte lineare Impuls eines Elementes (z;,z2) in Richtung

der u-Achse ist zunachst gleich

[ w(e,ve(©)de,

1

wobei o die lineare Dichte der Saite bezeichnet. Wir setzen nun die Anderung der Bewe-
gungsgrofe wahrend der Zeit At = t, — t; gleich dem Impuls der wirkenden Kréfte, die
von den Spannungen Tyu, in den Punkten x; und z, sowie von den dufleren Kraften her-
vorgerufen werden. Letztere nehmen wir als stetig verteilt an und bezeichnen sie, bezogen
auf die Langeneinheit, mit f(z,¢). Damit erhélt man

2

[ w2~ uié,ta)le€)de

T

Ty to

- 7To[uz(m,ﬂ—uz(xlw)]dw [ [ s ndear, ()

Ty t1

die Gleichung einer transversal schwingenden Saite in Integralform. Um von dieser In-
tegralgleichung zu einer Differentialgleichung zu gelangen, setzen wir die Existenz und
Stetigkeit der zweiten Ableitungen von u(z,t) voraus. Die Gleichung (*) geht dann nach
zweimaliger Anwendung des Mittelwertsatzes und dem Grenziibergang zo — z; , t2 — t;
iiber in

Touzz = QUg — f(xa t) .

Im Fall konstanter Dichte o schreibt man diese Gleichung gewohnlich in der Gestalt

T,
utt:a2um+F(x,t) (a:11—0> ,
0

Fla,t) = % F(@,8)

wobei

die auf die Masseneinheit bezogene Kraftdichte ist. Wirken keine dufleren Krifte, so er-
halten wir die homogene Gleichung

Uy = A°Uyy OdET  Upy — Uy =0 (t=ay),

welche die freien Schwingungen einer Saite beschreibt. Diese Gleichung stellt das
einfachste Beispiel einer hyperbolischen Differentialgleichung zweiter Ordnung dar.
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Die eindimensionale Wellengleichung

Fiir weitere Uberlegungen notieren wir, da$ die kinetische Energie T’ und die potentielle
Energie U sich folgendermaflen darstellen lassen:

(10.2)

(10.3)

10.2 Die Losung des Anfangswertproblems der Wel-

lengleichung

Die Charakteristiken sind

Fiithren wir

als neue Veranderliche und

v(€n) = u(z

T —ct = const
z+ct = const
= x—ct
n = x4+ct

(&n),tEn) =u (”_Jrf n—2¢

als neue unbekannte Funktion ein, dann folgt:

Uy =
Uy =
uzz
Uy =
Es gilt:
Uy
d.h.

o€ n
U&%"‘”n%:”fj”’n’
0¢

Ui
Ve — + Uy =— = —CUg + CUy ,
Vge + 2Ugn + VUnyy
¢+ (vge — 2ugy + Vpy) -

— Uy, = —4021)5,, =0,

UETI:O'

(10.4)

(10.5)

(10.6)

(10.7)

Es folgt aus (10.7), daB v(§,n) = F (&) + G(n) fiir willkiirliche Funktionen F' und G, d.h.

u(z,t) = F(z — ct) + G(x + ct) .

(10.8)
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Umgekehrt stellt fiir beliebige differenzierbare Funktionen F' und G die durch (10.8)
definierte Funktion u eine Losung der Gleichung (10.1) dar. Folglich liefert (10.8) die
allgemeine Losung der eindimensionalen Wellengleichung.

Das Anfangswertproblem fiir (10.1) ist:

(x

u(z,0) = f(z), a<z<b,
ug(z

) = g(z), a<z<b. (10.9)

[Z.B. wenn u die transversale Verschiebung einer Saite darstellt, ist f die Anfangsver-
schiebung und ¢ die Anfangsgeschwindigkeit.|

0
0

Aus (10.8) und (10.9) folgt:

u(z,0) = f(z)=F(z)+G(x) (10.10)
u(z,0) = g(z) = —cF'(z) + cG'(z) (10.11)
und
f'(z) = F'(z) + G'(z) , (10.12)
so daf}
PR (CETT
G(a) = %ﬁg(m) (10.13)
also
F(z) = @ — i g(s)ds + ky
G(z) = @ + o0 g(s)ds + ko
Aus (10.10) folgt, daB8 k; + ko = 0. Schliellich
u(z,t) = F(z —ct) + G(x + ct) = flz = ct) ;— flz+ct) + 2% g(s)ds .
r—ct (1014:)

Der Abhéangigkeitsbereich von u(z,t) ist das Intervall (z — ct, z + ct).

10.3 Weitere Eigenschaften

Die folgenden Satze werden z.B. in Smoller, Kapitel 3, bewiesen.
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At

Abhéngigkeitsbereich
T —ct r+ct

Y
8

Abbildung 10.3: Der Abhéangigkeitsbereich fiir die eindimensionale Wellengleichung

(x+ck, t+h)

(x+ch, t+k)

(x-ck, t-h)

Abbildung 10.4: Ein charakteristisches Rechteck (mit h > k).

Satz 10.1 (Smoller, S. 23) Eine Funktion u € C*(R?) ist eine Losung der Gleichung
Ut = Ugy
genau dann, wenn u die partielle Differenzengleichung
u(x —u,t —h) + u(z + ck,t + h) = u(xz + ch,t + k) + u(x — ch,t — k)
erfullt fur alle h,k > 0. D.h.
u(Pr) + u(Ps) = u(Py) + u(Py)

mit Py, Py, P3, P, wie in Abbildung 10.4. Die vier Punkte P, bis P, bilden ein cha-
rakteristisches Rechteck, dessen Seiten Charakteristiken sind.

Bewelis:

a) Sei u eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung. Es gilt:
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a b

Abbildung 10.5: Lésungsschema fiir das Anfangs-Randwertproblem der Wellengleichung

u(x,t) = F(x — ct) + G(x + ct) ,

so daf3 u eine Losung der partiellen Differenzengleichung ist.

b) Sei u € C3(R?) eine Lésung der partiellen Differenzengleichung. Man setzt h = 0,
addiert —2u(x,t) zur Differenzengleichung, dividiert durch k? und betrachtet den
Grenziibergang £ — 0.

Mit Hilfe von Satz 10.1 ist es moglich, das folgende Anfangswert- Randwertproblem zu
16sen (sieche Abbildung 10.5).

Uy = CUgp, a<z<b, t>0

U(.I',O) = f(l') ) ’U,t(l',O) :g(m) ) a<z<b
u(a,t) = fl(t) ’ t>0

U(b, t) = f2(t) ’ t>0

Man berechnet die Lésung in den Gebieten I bis IV in dieser Reihenfolge.

Satz 10.2 (Smoller, S. 22) Es gibt héchstens eine glatte Lésung fir das Problem

Uy = CUgy, a<z<b, t>0
u(z,0) = f(z), a<z<b
uy(z,0 g(z), a<z<b
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Beweis:

Sei u die Differenz zweier glatter Losungen zu den Anfangs/Randdaten. Dann ist u selber
Loésung mit Anfangs/Randdaten = 0.

Man benutzt das Energieintegral

b
1
I(t) :== 5 / (PuZ + uf)dx .
und differenziert nach t.

Nach einfachen Manipulationen ergibt sich

b
il , 8
% =C a/%(uzut)d.r =0 y

woraus die Behauptung wegen I(0) = 0 leicht folgt.

Satz 10.3 (Smoller, S. 20) Sei u € C? eine Lésung des inhomogenen Anfangswert-

problems
Uy — CUgy = G(z,t), TzER, t>0
u(,0) = f(x), seR
w(,0) = g(), weR.
Dann gilt:

u(z,t) = %[f(l’-Ct)‘Ff(l"FCt)]—F% / g(z)dz

iC/G/ é de dt

wobei das Gebiet G 1n Abbildung 10.6 dargestellt ist.

Beweis:
Man benutzt den Gauflschen Integralsatz der Ebene

// <%—E>dmdtzaé Pdz + Qdt

(siehe z.B. Bronstein + Semendjajew, S. 401) und erhalt:

//gbd.rdt://(utt—c2um)d.rdt = //(— t—c )dxdt

= /(—c uzdt — uyde) (10.15)
oG
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(zo,t0)

Cl C2

(:L‘o — Cto,'O) I '(.’170 + Cto, 0)

Abbildung 10.6: Die Lésung des inhomogenen Anfangswertproblems

Das Randintegral wird nun fiir jedes der Dreiecksseiten gesondert betrachtet.
Auf I gilt dt = 0, so daf3

/—c2uzdt—utd.r = —/utdx
T T
zo+-ctp
= — g(x)dz
xo—cto
Auf C) gilt
1
dex = —cdt, dt = ——dz ,
c
so daf

/—c2uzdt —wdr = /+cumdx + cuudt
Ca

Ca
= /—l—d(cu)
Ca
= cu(zo,to) — cu(xy + cty, 0)

Ebenfalls gilt

/—c2umdt — ugdr = cu(mg, tg) — cu(zo — cto,0) .
C

Einsetzen der drei Teilrandintegrale in (10.15) ergibt die Behauptung.
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Kapitel 11

Charakteristiken

11.1 Einleitung

Fiir die Advektionsgleichung

U+ cug =0 (11.1)

haben die Kurven

z — ct = const (11.2)

eine spezielle Bedeutung. Fiir die Wellengleichung

Uy = CUyy (11.3)

haben die Kurven

_ — t
T —ct cons } (11.4)

r+c = const

auch eine spezielle Bedeutung. Sowohl 11.2 als auch 11.4 sind Beispiele von Charakte-
ristiken, die wir jetzt ndher untersuchen.

Charakteristiken sind Kurven bzw. Oberflachen, die fiir eine gegebene Differentialglei-
chung definiert sind. Sie finden Anwendungen auf bei:

e der Klassifikation von partiellen Differentialgleichungen,

e der Untersuchung der Frage, welche Anfangs- oder Randwertaufgaben sinnvoll ge-
stellt sind,
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e der Konstruktion analytischer Losungen,
e der Fortpflanzung von Unstetigkeiten der Lésungen und

e der Formulierung und dem Beweis von Existenz- und Eindeutigkeitssatzen.

Als Beispiel betrachten wir zuerst die Advektionsgleichung

Lu:=u;+cu, =0 (11.5)
mit ¢ > 0:

e Klassifikation
Die Advektionsgleichung ist eine hyperbolische Gleichung, da es einen Vektor £ =

(&, €&1) € R? gibt mit £ # 0 und

TE(L7§) = 60 +c 61 =0.

e Die Anwendung der Charakteristiken
T — ct = const

bei der Theorie der Advektionsgleichung ist schon ausfiihrlich in Kapitel 6 doku-
mentiert worden.

11.2 Differentialgleichungen héherer Ordnung

Sei

L:= Y a,D" (11.6)

la|<k

ein linearer Differentialoperator der Ordnung k£ auf QO C R"*!. Das Hauptsymbol in
x = (2o, ... ,2,) €  ist definiert als

ox(L, &) = ) anl®, (eR. (11.7)

|a|=k

Ein Vektor £ = (&,...,&,) € R*™!, € #, heiit charakteristisch fiir L in x, falls

ox(L, €) = 0. (11.8)
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Die Menge aller ¢ € R**! mit o, (L,£) = 0 bezeichnen wir mit char,L.
Eine Oberflaiche S C R"! als Nullstellenmenge einer Funktion f : R**! — R
S={xeR"": f(zr) =0} (11.9)
heifit charakteristisch beziiglich L in x, falls fiir den Normalvektor
gradf
nx)= ——— 11.10
%) arads (11.10)
gilt:
n(x) € char,(L),
d. h.
> aa(gradf)® = 0. (11.11)

|a|=Fk

Sei S C R*! eine glatte Oberfliche, f(x) = 0. Sei p € S. Es ist méglich, neue Koordi-
naten &(x),...,&,(x) so einzufiihren, daf in einer Umgebung von p die Oberfliche S

durch &(x) = 0 gegeben wird.

Sei nun v und dessen Ableitungen DPu fiir |3| < k — 1 auf S in ¢-Koordinaten gegeben
(Cauchy Daten). Die Ableitungen D?+7u mit v = (0,7,...,7,) konnen berechnet

werden, da die Punkte (0,&,...,&,) innerhalb von S liegen.

Sel nun
a=(ag,...,q,), mit |af=Ek.
Es gilt
ou % 0&;
or, = 0& Oz,
ou 06 g ou 0%
3&) 81'7' i=1 862 amr
so dafl

oku
Doy = — 2%
" 0zg0 ... 0zxor

k n (e 7)) Qn

— @ . % cen 0 + bekannte Terme
0zo oz,

OFu

= ——(grad &)" + bekannte Terme
9&o
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wobei die bekannten Terme die Ableitungen von u nach &;,7 # 0, der Ordnung k enthalten.

Wir betrachten nun die partielle DGL Lu = 0. Es gilt dann:

Y aa(x)D*u = bekannte Terme

|a|=Fk
also
k
Y aq(x)(gradéo)® - 8—1]: = bekannte Terme
al=k 9o
also
oFu N
%6F Y aq(x)(gradf)® = bekannte Terme ()

0 |a|=k

Die Bedingung n(x) ¢ charx(L), d. h. S ist nicht charakteristisch (bzgl. L). Dies hat zur
Folge, dafl die Ableitung
o*u
0&ok

x=p€ES

berechenbar ist.

Umgekehrt zeigt diese Herleitung, daf es nicht sinnvoll ist, auf Charakteristiken Cauchy-
Anfangswerte vorzugeben, da die Gleichung () in diesem Fall keine neue Information
liefert und statt dessen eine Vertrédglichkeitsbedingung zwischen den gegebenen Cauchy
Daten beinhaltet.

Beispiel 11.1 Fir die eitndimensionale Wellengleichung
Uy — CUpy = 0

gilt, daf eine Oberfliche (Kurve) f(x,t) =0 in R? charakteristisch ist, genau dann,

wenn
of 2 (OF\
(5r) - (56) =
d. h.
of 8_f
E_icax

d. h.
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f= ¢z +ct),

oder

f=v(—ct)
mat beliebigen Funktionen ¢,.

Deshalb - fir die eindimensionale Wellengleichung - sind die Charakteristiken (cha-
rakteristische Kurven oder Oberflichen):

rx—ct = &

11.12
z+ct = 7 ( )

mat Konstanten &, 1.

Wir definteren zuerst Charakteristiken fiir einzelne Dafferentialgleichungen.
Anschlieflend werden Charakteristiken fiur Systeme wvon Dafferentialgleichungen
behandelt.

11.3 Klassifikation

Das Hauptsymbol 0,(L, &) der Operator

L= an(x)D% z€q,

o<k

wird benutzt, um den Operator L zu klassifizieren.

11.3.1 Elliptische Gleichungen

Die einfachste Definition betrifft elliptische Gleichungen. Der Operator L ist elliptisch
falls es keine reellen Charakteristiken gibt, d. h.

Definition 11.1 Se:

L= a.(x)0"
<k

ewn Differentialoperator fir x € Q2 C R*. L heift elliptisch zu x, falls fiur alle £ € R”,
E#£0 gult

ox(L,§) = Z ao(X)E* #0 .

|a|=k
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Beispiel 11.2 Die Laplace-Gleichung in R" ist elliptisch, da

", 0%u
Lu = ; 81’%’
ox(L,§) = 3 &

s
Il
—

Beispiel 11.3 Die biharmonische Gleichung in R?,
0*u o*u o*u

Lu—=~—— +2 + :
“ ozt 0z?0x2  Oz5

ist elliptisch, da

0o(L,€) = &+26+6&
= (G+8)".
Beispiel 11.4 Die Minimal-Oberflachengleichung
(14 ) Y ugr — 2ugUytigy + (1 + ul)uy, =0

ist elliptisch, da

Uz(La é-) = (1 + ’LLZ)&% - 2umuy§1§2 + (1 + ui)&; )
= 6% + €22 + (gluy - §2um)2

Es ist manchmal wichtig, die Elliptizitatsbedingung genauer zu klassifizieren. Fiir Diffe-
rentialgleichungen der zweiten Ordnung ist die folgende Klassifikation niitzlich:

Definition 11.2 Se:

L= an(x)0"
la|<2

ein Differentialoperator zweiter Ordnung fir x € 0 C R". L heifit gleichmdfig ellip-
tisch auf Q (uniformly elliptic), falls eine Konstante a > 0 ezistiert mat

n 1 n

a Y E< Y aa(x)Er< =Y &
i=1 a|=2 a4 =1
fiir alle x € ) .

Beispiel 11.5 Die Gleichung

TUpy + 2uy =0

ist nicht gleichmaBig elliptisch auf Q = (0,1) C R!
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11.3.2 Parabolische Gleichungen

Soweit mir bekannt ist, sind parabolische Gleichungen nur fiir Differentialgleichungen
zweiter Ordnung definiert.

Definition 11.3 Se:

L= au(z)D*
laf<2

und
A = (aq(z) : o] = 2)

die Matriz der Koeffizienten a,(z), || = 2. Dann heist L parabolisch falls A sin-
guldr ist. O

Beispiel 11.6 Die Wdarmeleitungsgleichung
Up — Ugg + Uyy = 0

1st parabolisch, da

0o 0 O
A=10 -1 0
0 0 -1

singuldr ist.

11.3.3 Hyperbolische Gleichungen

Die Definition von hyperbolischen Gleichungen ist etwas kompliziert, da es mehrere Spe-
zialisierungen gibt. Fiir £ = 2 ist die Definition am einfachsten:

Definition 11.4 Se:

L= ay(z)D*
laf<2

und
A = (an(z) : || =2)

die Matriz der Koeffizienten a,(z), |a| = 2. Dann heifst hyperbolisch falls alle
Eigenwerte von A bis auf einen das gleiche Vorzeichen haben, und ein Eigenwert
von A das andere Vorzeichen hat. O
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Beispiel 11.7 Die Wellengleichung
Ut — Ugg + Uyy = 0

1st hyperbolisch, da die Menge der Eigenwerte von

1 0 0
A=10 -1 0
0 0 -1
gleich {1,—1,—1} ust. O

Bemerkung 11.1 Die Gleichung

uttj + Ugy — Uyy — U2 = 0
1st weder elliptisch noch parabolisch noch hyperbolisch und heifft ultrahyperbolisch.
Fiir Gleichungen der Ordnung k # 2 gilt:

Definition 11.5 Se:

L= Y a.(z)D*

|alpha|<k
heiflt streng hyperbolisch in der Richtung n falls
1. 0,(L,n) #0

2. Alle Wurzeln w der Gleichung
0z(L, & +wn) =0

seien reell und unterschiedlich fir jedes £, das nicht ein Vielfaches von n ist.

Bemerkung 11.2 Die Bedingung, daff L streng hyperbolisch ist, impliziert, dafs die
Lésungen von Lu = 0 nur mdfig wachsen. (siehe Renardy and Rogers, S. 43).

11.3.4 Gleichungssysteme

Systeme von Differentialgleichungen treten oft auf. Sie werden allerdings nur selten
in der Literatur behandelt. Insbesondere werden Systeme hoherer Ordnung kaum in
Lehrbiichern behandelt. Einige der wenigen Ausnahmen sind die Biicher von Miranda
[1970, S. 275], Courant und Hilbert [1962, S. 577] und Hérmander [1963, S. 267]. Sei
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ux) = (w(x),...,uxx)7,

f(x) = (Ax),..., fvx)"

fiir x € Q C R". Sei M,; ein Differentialoperator der Ordnung «;;.

Sei

mit

a;; < s+t
Mi]‘ = 0 falls Si+tj<0.

Sei M;;(x,&) das charakteristische Polynom von M,; und

N M;:(x, , falls «;; =s;+1t;
A ,6) = {008 i
0 , falls oy; < s+t

Das System
N
> My(X)u;=fi, 1<i<N
j=1

heifit elliptisch wm Sinne von Douglis und Nirenberg, falls es moglich ist, s; und ¢; so
zu wahlen, dafl

~

a(x,€) :=det(M;;(x,8)) #0, xe€Q, £eR".
Sei

CL(X,&) = det(Mij(Xag)) )
r = Grad a,
R = Der maximale Grad der N! Terme von «

bei der Entwicklung mit der Leibniz-Regel

Es ist von Volevich bewiesen worden (Agmon, Douglis, Nirenberg [1964, S. 39]), daf8 die
folgenden Bedingungen fiir die Elliptizitat notwendig und hinreichend sind:

1. r=R,

2. a(x,£) # 0 fiir alle £ # 0, wo bei a der Hauptteil von a, d.h. der Teil vom Grade r,
ist.
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Beispiel 11.8

Uy — Uy = f1,
Uyy + Uy + Vpgo +Vgy = fo
Man setze
s$1=0, s=1, t1=1, ty=2
Es folgt:
a=a=a= 572 _ZZ =&+t r=4, R=4.

Beispiel 11.9 [Cauchy-Riemann-Gleichungen)]

Uy — Vy =

Uy +v, = 0

Man setze s; = s, =1, t; =t; =0 . Hs folgt:

. § —n

:‘ :§2—|—1’]2_
n £
a=a = a,
r=R = 2

Beispiel 11.10

Setze
Uy ‘= Ug Ug 1= Uy
Es gilt:
0 0
dup  dua _
8.’111 8.’1]2
ou
/= _ - 0
81’1 Uy 9
0
_'U/ — Uy = 0.

8.’172
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Man setze
80:0, §1 = 82 = —]_,
t0:2, t1:t2 - 1
Es folgt:
0 & &
a)=|& -1 0|=&+8
& 0 —1
a=a = a,
r=R =

In der Theorie von Agmon, Douglis und Nirenberg wird weiter vorausgesetzt:

Bedingung L: a(x,¢) ist ein Polynom vom Grade 2m beziiglich . Sei £ , ¢ € R linear
unabhéngig. Das Polynom ¢(7) := a(x, £ + 7€) hat genau n Nullstellen 7 mit positivem
Imaginarteil.

Bemerkung 11.3 Sei das System elliptisch im Sinne von Douglis und Nirenberg und
n > 2. Dann ist die Bedingung L erfiillt. (Siehe Agmon, Douglis, Nirenberg [1964, S. 39],
Miranda [1970, S. 244].)

Bemerkung 11.4 Sei n = 2. Es gebe eine Funktion y(x) und ein o > 0 mit
Re{y(x)a(x,€)} > a|é*” fiiralle E€R", xR, £#£0,

wobei 27 die Ordnung des Differentialoperators M,; ist. Dann ist die Bedingung L erfiillt
(siehe Miranda [1970, S. 245]).

Bemerkung 11.5 Die etwas komplizierte Definition ist erforderlich, da man sonst
unerwinschte Ergebnisse erhalten kann.

Beispiel 11.11 Fir die Laplace-Gleichung
Ugg + Uyy = 0
kann man das dquivalente System

u,—v = 0

I
o

Uy — W

|
o

Vg — Wy
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aufstellen. Wirden nur die hochsten Ableitungen betrachtet ware

o 0 0
det A=det| & 0 0 | =0. a.
0 & &
Definition 11.6 Das System
N
ZMij(x)u, =0
j=1

heift streng hyperbolisch in der Richtung n ... falls (siehe Renardy and Rogers,
S. 43 und S. 44).
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11.4 Existenz und Eindeutigkeit fiir das Cauchy Pro-
blem

Die Grundidee der Definition von nicht charakteristischen Oberflichen, namlich die
Moglichkeit alle weiteren Ableitungen zu berechnen, fithrt zum beriihmten Satz von
Cauchy und Kowalewski:

Satz 11.1 (Cauchy-Kowalewski:) Seien A,N x N Matrizen und B ein N-Vektor,
deren Koeffizienten analytische Funktionen sind. Se

(Lu)(x) ;==L =Y Au(x),D%(x), |B]<k

la|<k
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Se1 S C R**! eine analytische nichtcharakteristische Oberfiiche. Seien f, : R**1 —
RY, |a| < k, analytische Funktionen (x)° € S. Dann ezistiert eine Funktion u :
Rl — RN, als analytische Lésung des Cauchy Problems in einer Umgebung U
von (x)°, d. h. u ist analytisch in U und

1. Lu = BinU

2. D*u=f,, (x) €SN, |a| <k

Satz 11.2 (Holmgren) Die Voraussetzungen seten wie in Satz 11.1, mit der Ein-
schrinkung, daf A, = A,(x), die Matrizen A, also nicht von partiellen Ableitungen
von u abhdngen dirfen. Die DGL also linear ist. Dann ist die Losung u eindeutig
n U.

Siehe L. Bers, F. John und M. Schechter {1964, S. 38], Smoller [1983, S. 33].






Kapitel 12

Schwache Losungen

Ist das Gebiet, auf dem eine Differentialgleichung (DG]l) zu l6sen ist, “hinreichend glatt”
berandet, d.h. 0} ist von der Klasse C™ fiir ein m € N, so gelten bei elliptischen DGI
Regularitatsaussagen der Art, da3 bei Vorgabe glatter Daten (z.B. Randwerte) auch die
Losungen gewisse Glattheitseigenschaften erfiillen.

Bei hyperbolischen DGI ist eine solche Aussage i.allg. falsch. Als Beispiel hierfiir
betrachten wir den einfachen Fall der Burgers Gleichung in zwei Dimensionen:

Sei (z,t) € R? . Wir suchen die Lésung des Anfangswertproblems.

uuy +u; = 0

u(z,0) = f(x) (12.1)
Sei f(z) € C>°(R) mit den Eigenschaften

1 fiir <0
f(x)_{o fiir z>1

(Siehe Abbildung 12.1.)
Um das Verhalten der Losung zu studieren, miissen wir den Verlauf der Charakteristiken
betrachten. Diese seien hier noch einmal definiert:

Definition 12.1 1. Sei L = Y |4<x aa(z)0* ein linearer Differentialoperator der
Ordnung k auf Q C R . Das Hauptsymbol (Hauptteil) in x € Q) ist definiert als

0s(L,§) = > aa(x)6* (£ER?)

|a|=k

2. Ewn Vektor £ € R" heifit charakteristisch fiir L in z, falls
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A flz)

Abbildung 12.1:

oo(L,§) =0

Die Menge aller £ € R* mit 0,(L,£) = 0 bezeichnen wir mit char,(L) .

Bemerkung 12.1 L heifit elliptisch zu xz , falls char,(L) = {0} .

Definition 12.2 Eine Hyperebene S heifit charakteristisch beziiglich L in x , falls fiir
den Normalenvektor n(z) gilt:

n(z) € chary(L) .

S heifit nichtcharakteristisch , falls S an keinem Punkt r charakteristisch ist.

Unsere Gleichung (12.1) ist eine eindimensionale partielle DGL der Form

Lu=> a;0u+bu=f, (12.2)

wobei a;,bund f C*-Funktionen von z seien. Sei A = (a4, ... ,a,) ein Vektorfeld im R
. Dann ist

char, (L) = {¢[(A(z),£) = 0},

d.h. char,(L) ist die zu A orthogonale Hyperebene. Eine Hyperebene S ist charakteri-
stisch in = genau dann, wenn A(z) tangential zu S in z ist.

Die Integralkurven des Vektorfeldes A(z) heiflen charakteristische Kurven der Gleichung
(12.2). Sie sind Losungskurven des folgenden Systems gewdhnlicher DGI:

dx dx;
dt (.’IT) dt CI/J(.’IT) ) ] ) 7n’ ( 3)
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Abbildung 12.2:

Entlang dieser Kurven gilt fiir die Lésung von (12.2)

Nehmen wir nun an, S sei nichtcharakteristisch. Dann geht durch jeden Punkt z, € S eine
eindeutige Integralkurve von A , ndmlich die Lésung von (12.3) mit dem Anfangswert
z(0) = zo . Entlang dieser Kurve ist die Losung der partiellen DGI (12.2) einfach Losung
der gewShnlichen DGI (12.4) mit dem Anfangswert u(0) = f(zo).

Somit ist unser Anfangswertproblem reduziert zu einem Anfangswertproblem fiir
gewohnliche DGI. Dieses Verfahren zur Losung partieller DGl 1. Ordnung heifit auch
Charakteristikenverfahren.

Wir bestimmen nun die Charakteristiken unseres Modellproblems. Es gilt:

dz dt_1 du_

dz dt du dt 1
ds_u ds ds

0 = —=-— 12.5

dr wu ( )
Die Anfangswerte “pflanzen” sich entlang der Charakteristiken fort. Wir haben also die
Situation (siehe Abbildung 12.2):

Im Gebiet A haben die Charakteristiken die Steigung 1, also gilt in A: u=1.

In C haben die Charakteristiken die Steigung oo und es gilt: u =01in C .

In dem Bereich B geht u vom Wert 1 iiber in den Wert 0, jedoch schrumpft das Intervall,
indem der Ubergang stattfinden kann, fiir ¢ — 1 auf 0 zusammen. In dem Punkt (1,1) ist
das Problem iiberbestimmt, es kann keine stetige Losung existieren.

In dem Punkt (1.1) entsteht eine Schockwelle. Da eine Lsung von (12.1) im klassischen
Sinne nicht mehr existieren kann, ist es fiir weitere Untersuchungen erforderlich, den
Losungsbegriff zu modifizieren. Bei der folgenden Betrachtung der schwachen Losung
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wenden wir uns einem einfachen linearen Modellproblem zu:

Sei - wie oben - Q) C R? . Wir betrachten die folgende DGI 1. Ordnung:

a(z,y)us + b(z,y)uy = c fiir (z,y) € Q (12.6)

Mit der Bezeichnung aus Def. 11.1 148t sich (12.6) auch schreiben als

Lu=c mit Lu=au,+bu, (12.7)

Wir nehmen im folgenden an, da u klassische Losung von (12.7) ist, d.h. u ist stetig
differenzierbar.

Fiir die Definition der schwachen Losung bendétigen wir sog. Testfunktionen. Als Test-
funktionen wahlen wir

e € C°(Q) :={y € C*(Q)| supp ¥ kompakt , supp ¢y CC Q},
wobei
supp ) = {z € Q¢(z) # 0} .
Insbesondere gilt fiir p € C§°(Q) :

dist(supp ¢, 09) > 0,

d.h. ¢ = 0 in einer Umgebung des Randes 0f).
Aus der Gleichung (12.7) folgt nun:

/ o(Lu—¢)dz =0 Vo € C2(Q) (12.8)

Wir fithren nun den Begriff des adjungierten Differentialoperators ein.

Definition 12.3 Se: L ein Differentialoperator der Ordnung k in der offenen Menge
Q C R*. Ewn Duifferentialoperator L* der Ordnung k in  heifSt adjungiert zu L, falls

/(L*f) Lgdz = /f(Lg)dx v feCHQY g € CEQ) (12.9)

Bemerkung 12.2 Fiir den linearen Differentialoperator aus Def. 11.1 gilt

L'v= Y (-1)8*(ca(z)v) .

<k

Als letztes Hilfsmittel benotigen wir den Gaufischen Integralsatz:
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Satz 12.1 Se:r Q C R* eine kompakte Teilmenge mait glattem Rand, n : 00 — R”
das aufiere Einheitsnormalenfeld und U D ) eine offene Teilmenge von R" . Dann
gilt fir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F': U — R™ :

/ div F(x)dx = / < F(z),n(zx) >ds.

Beweis: Siehe Infini III

Wir setzen nun

v = (aup, bup) .

Dann gilt:

div v = (pa)u, + u(pa)s + (eb)uy, + u(pd),
= divev = pLu — uL*p
(12.7), (12.9)

Wir wenden nun den Gaufischen Integralsatz an und erhalten:

/divvdx = /chu—uL*god.r
)

Q
a
— / gou((b),mds:(] (12.10)
a0
da ¢ € C§°(Q2) gewdhlt war.
Aus (12.7) und (12.10) folgt nun:
/ e dx = / uL*pdx Ve e C3P(Q) (12.11)
Q Q

Ist u klassische Losung von (12.7), so gilt (12.11) fiir jede Testfunktion ¢ € C§°(Q?) . Wir
definieren nun:

Definition 12.4 u heifSt schwache Losung von (12.7), falls Vo € C(Q2) gilt
/ ul*p dz :/ e dx
Q Q

Bemerkung 12.3 1. Aus der obigen Herleitung folgt, dafl eine klassische Losung auch
schwache Losung der DGI ist. Die Umkehrung ist natiirlich nicht immer richtig.
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C
Abbildung 12.3: Das Gebiet 2

2. Ist u schwache Lésung von (12.7) und u € C(Q2) , dann ist u klassische Losung.

Beweis von 2:
Aus (12.11) folgt in (12.10)

[ o(Lu—c)dz=0 Ve G ()
Q
= Lu=c,da ¢ Dbeliebig

Wir betrachten nun das Problem (12.7) in dem Gebiet 2 = Q; U, (siehe Abbildung 12.3)
Die Kurve C zerlege (2 in die Teilgebiete (2; und (2. Wir nehmen im folgenden an:

1. u ist schwache Lésung von (12.7) in 2 .
2. u sei klassische Losung in Q\C .

Unser Ziel besteht nun darin, Eigenschaften der Kurve C zu untersuchen.

Da u nach Voraussetzung schwache Losung von (12.7) in 2 ist, gilt

/ (uL*o —pc)dz =0 V¢ e C(N) (12.12)

Q1UQ

Da u klassische Loésungin €2; , ¢« = 1,2, diirfen wir den Gaufischen Integralsatz anwenden:

/ @u((Z),nMs (12.13)

/ uL*go—cgodm:/ oLu — cp dr —
(o8 o9

Q;
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Es folgt mit (12.12):

0= / o(Lu — ¢)dz — 222; / @u((Z),n)ds (12.14)

Q1UQ Q;

Nach Voraussetzung ist u klassische Losung in ; . Dann folgt aus (12.14):

22: / gou((Z),n)ds =0 Vo e Cye () (12.15)

Da ¢ € C3°(f2) gewdhlt wird, ist in (12.15) nur die Integration iiber die Kurve C' durch-
zufithren. Sei s der Kurvenparameter, d.h. Punkte der Kurve lassen sich schreiben als

(z(s),y(s)) . Dann gilt fiir die Normalen in Q:

In den Integralen iiber den Rand taucht die duflere Normale auf. In unserem Fall gilt:
ny = —nNoy

Sei 1 eine auf (2 definierte Funktion und (z(s),y(s)) € C . Der Sprung von ¢ auf C' wird

erklart durch:

Wits) =, tim ., @) = m ) v@)
(z,y)eQy (zy)e
= ¢ — 1 (12.16)

Mit dieser Bezeichnung und den vorangegangenen Bemerkungen kénnen wir (12.15)

schreiben als

oy ox o
C[ 7 ([au]g - [bu]%> do =0 Vo e () (12.17)
Da ¢ € C3°(12) beliebig ist, folgt aus (12.17):
oy or

Sind a, b stetige Funktionen auf () , so erhalten wir die Bedingung
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d.h. C ist eine Charakteristik.
Zum Schlufibetrachten wir noch ein Beispiel.

Sei

(z,1) 2 fir x—y>0
u(z,y) =
4 1 fir z—y<0

u ist eine schwache Losung der Gleichung
Lu=1uz+uy, =0,
denn

1. u ist klassische Losung der DGI in 2; und 2,

2. die einzige Unstetigkeit von u ist entlang der Charakteristik C

(12.19)

(12.20)



Kapitel 13

Die Burger-Gleichung

Wir hatten den Begriff der schwachen Losung bei linearen hyperbolischen Differential-
gleichungen (DGI) eingefiihrt. Die Theorie der schwachen Lésungen ist jedoch insbeson-
dere bei der Betrachtung nichtlinearer DGI von Bedeutung. In der heutigen Vorlesung
beschéiftigen wir uns mit nichtlinearen DGI vom Typ

ag+b, =0, (13.1)

wobei a und b zweimal stetig differenzierbare Funktionen von z,y und « sind.

Bemerkung 13.1 Die Gestalt von (13.1) wird als Erhaltungsform bezeichnet, da Inte-
gration bzgl. z von z; nach x,

o 7
a—y / b d.r == _a|m:x2 + a/|(1::x1 (13'2)
z1

liefert.

Betrachten wir y als die Zeitvariable, so bedeutet (13.2), daf8 die zeitliche Anderung der
Grof3e b proportional zur Differenz des “Flusses” a in den Endpunkten z; und z, ist. Viele
physikalische Erhaltungssitze lassen sich in dieser Form schreiben (z.B. Masseerhaltung
bei einer stromenden Fliissigkeit).

Anhand eines einfachen (stetigen) Modells fiir den Verkehrsfluauf einer Einbahnstrafie
(ohne Abzweigungen) wollen wir Gleichungen vom Typ (13.1) nédher betrachten:

Wir nehmen an, der Verkehr bewege sich in positiver z-Richtung. Sei p(z,t) die Ver-
kehrsdichte (Anzahl der Autos pro Einheitsldnge) im Punkt z zum Zeitpunkt ¢, und sei
q(z,t) die Anzahl der Autos, die pro Einheitszeit den Punkt x passieren.

Die Gesamtzahl der Fahrzeuge im Intervall [z;, x| ist durch

T2
A:/pdx
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gegeben. Also wird die Zu- oder Abnahme der Autos zwischen den Kontrollpunkten z;

d T2 To
:%/pdx:/ptdx.

beschrieben. Diese Grofle mufider Differenz von ¢ in z; und z, entsprechen, falls keine Au-
tofabrik an der Strafie liegt oder eine sonstige Quelle oder Senke im Dichtefeld vorhanden

und x5 durch

ist. Es gilt somit fiir jeden Zeitpunkt ¢:

/Pt dr = q(z1,t) — q(z2,1) /Qz dz .

Da 1,z beliebig gewahlt werden kénnen, mufigelten:
pt+q =0 (13.3)
Um die DGI (13.3) weiter behandeln zu kdnnen, bendtigen wir eine zusdtzliche Beziehung

zwischen p und q.

Ein “verniinftiges” Modell fiir den Verkehrsflulist gegeben durch

v(z,t) = (1= p/po) (13.4)

wobei p, die maximale Dichte der Autos pro Einheitsintervall (d.h. Stofistange an
Stoistange) beschreibt. Gleichung (13.4) besagt, daB8 die Geschwindigkeit v maximal
wird, wenn die Strafle leer ist (p = 0) und der Verkehr zum Erliegen kommt, wenn p = p,
ist. Die Konstante ¢ ist die (von der kw-Zahl des Fahrzeugs abhingige) Maximalge-
schwindigkeit.

Die Anzahl der Fahrzeuge in x pro Zeiteinheit ist dann gegeben durch

g=p-v=pc(l—p/po) . (13.5)
Wir setzen
=c(1=2p/po) -
Dann gilt
2c
u = —— p
Po
0@ = cpz(1—2p/po) = ups . (13.6)
Damit erhalten wir:
P
pt+ Qe = _ut2_0 + UPy
c
= pr+ G %(ut + uuy) . (13.7)
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Aus (13.3) ergibt sich dann die DGI
U+ uty =0. (13.8)
Diese Gleichung ist ein Spezialfall der Burger Gleichung
Ut + YUy = Vg,

aus der Gasdynamik, wenn die Viskositat v verschwindet.

Bemerkung 13.2 Die einzigen C!-Lésungen von Gleichung (13.8) sind Funktionen, die
fiir alle ¢ > 0 in z-Richtung monoton wachsend sind (bei festem ¢).

Beweis: Sei u € C' und sei (zg,ty) , to > 0 beliebig. Wir betrachten die eindeutige
Losungskurve der DGI

dz
i u(z,t) z(to) = o . (13.9)

Diese Kurve ist eine Charakteristik von (13.8), denn es gilt

du(z(t),t dz
(d(t) ):quJrut:umHut:o_ (13.10)

u ist entlang von Charakteristiken konstant, also hat wg. (13.10) jede Charakteristik
eine konstante Steigung, d.h. die Charakteristiken sind Gerade mit der Geschwindigkeit
(= reziproke Steigung) u.

Angenommen u wachst nicht monoton fiir ¢ > 0. Es gibt also z; < x5, mit
u(zy,t) > u(zy,t) .

Dann ist die Steigung der Charakteristiken in z; kleiner als die in z, die Geraden
schneiden sich in einem Punkt fiir £ > 0. Dies kann aber nicht sein, da nach Voraussetzung
u € C! gewahlt war.

Beispiel 13.1 (s. Kapitel 11 (“Schwache Losungen”))

Physikalisch relevante Probleme erfiillen die Bedingung aus der Bemerkung nicht. Be-
trachten wir unser Verkehrsmodell: Falls u(z;,t) < u(za,t) V¢ > 0 gelten soll, so heifit
das

p(z1,t) > p(z2,t) fir =z <z,

d.h. die Dichte des Verkehrs nimmt fiir gréfler werdendes z ab, ein Verkehrsproblem wg.
verstopfter Strafien entfallt.
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At

1/
1 >

u(z,0) =1 u(z,0) -

Wenn wir die interessanten Probleme behandeln wollen, ist der klassische Losungsbe-
griff sinnlos. Wir sind also gezwungen, den Losungsbegriff zu verallgemeinern und die
schwachen Losungen zu betrachten.

Zur Bestimmung der schwachen Lésung von (13.8) betrachten wir die Gleichung in ihrer
Erhaltungsform:

1
(5 u2) +u;=0. (13.11)
Allgemeiner kénnen wir die Erhaltungsform schreiben als

(f(w)z +u=0. (13.12)

Wie in Vorlesung 3 wird zur Bestimmung der schwachen Losung (13.12) mit einer Test-
funktion ¢ € Cj() multipliziert und integriert. Mit Hilfe des GaufBischen Integralsatzes
erhalten wir:

/ F(w) @0 + updp =0 . (13.13)
Q
Wir nennen eine Funktion u, die (13.13) erfiillt, eine schwache Lésung von (13.12).
Wir nehmen nun an, u sei eine schwache Lsung von (13.12) und u sei stetig differenzierbar
auflerhalb einer Kurve C'. In Analogie zu Vorlesung 3 erhalten wir dann

dt dz "
[ o (g g ) is=0 voccio (13.14)
wobei wir mit [-] die Unstetigkeit iiber C' bezeichnen wollen, z.B.

[u] =ug —ur,

wobei u; der Wert von u links von C sei und ur der Wert von « rechts der Kurve C.
Auf der Kurve C muflalso die folgende Bedingung erfiillt sein:

dz dt
— = —. 13.15
] = [f(w))5 (13.15)
Bemerkung 13.3 Bei linearen hyperbolischen DGI gilt, dafl die schwache Losung nur
iiber Charakteristiken Unstetigkeiten aufweisen kann. (13.15) definiert keine Charakteri-

stik, da die Argumente von [-] von u abhingig sind.
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Wir bezeichnen die durch (13.15) bestimmte Kurve als Stofwelle. Die Bedingung (13.15)
heifit “Sprung-Bedingung” bzw. in der Gasdynamik die “Rankine-Hugoniot-Bedingung”.

Bemerkung 13.4 Bei sehr schwachen Stofiwellen ([u]klein) fallen Stofwelle und Charak-
teristik fast zusammen, denn es gilt
dt _dr [f(u)] dt

dz , B
s TR T T 4

Die Grofle s := ‘;—f bezeichnen wir als die Geschwindigkeit der Stoflwelle. Es gilt:

_doe _ [f(w)]
dt [u]
Durch die Gleichung (13.16) ist die Gréfle der Unstetigkeit und die Geschwindigkeit der
StoBwelle miteinander gekoppelt.

(13.16)

Beispiel 13.2 Betrachten wir die Burger Gleichung in der Erhaltungsform (13.11). Dann
erhalten wir fiir die Geschwindigkeit der Stofiwelle
1 u? —u% _ 1

ST Rup—up 2T

Die Erweiterung des Losungsbegriffs auf schwache Losungen ist nicht mathematischer
Selbstzweck, sondern ist fiir die physikalische Modellbildung, z.B. in der Gasdynamik,
duflerst niitzlich. Mit Hilfe der schwachen Losungen kann man Phdnomene beschreiben,
deren Losung, abgesehen von einer schmalen Ubergangsregion, in den zwei angrenzenden
Gebieten auf einfache Weise zu erhalten ist und die dort auch beliebig glatt ist.

Im folgenden wollen wir anhand einiger Beispiele Eigenschaften von Stofiwellen untersu-
chen.
Wir betrachten das Anfangswertproblem

Uy +u; = 0
u(z,0) = ()

1 fir <0
pr)=< 1—z fir 0<z<1
0 fir z>1
Der Charakteristikenverlauf ist in der folgenden Abbildung dargestellt:
Im Punkt (1,1) entsteht eine Stofwelle mit der Geschwindigkeit s = 3:
Als weiteres Beispiel betrachten wir unser Verkehrsmodell mit den Anfangsbedingungen

1 fir <0
0 fir z>0

ulz0)
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A
t
/
u=1 u=0
1
1 T
At
t=2zx—1
u=1 u=0
1
1 T
_ 1
At S_E
u=1 ‘
p=0 u=0
v=1 9/90125
1 v
T "

O.E. konnen wir ¢ = 1 wahlen. Wir erhalten die Losung:
Aus dem Verlauf der Charakteristiken ist ersichtlich, dafl eine Unstetigkeit entstehen mu$.

Fiir die Kurve C' mufigelten (siehe (13.16))

In dem Verkehrsmodell ist eine Stofiwelle durch eine scharfe Unstetigkeit der Dichte p
und folglich der Geschwindigkeit v der Autos gekennzeichnet. Die Stofiwelle entsteht,
wenn der zundchst frei fahrende Verkehr auf das Ende eines Staus auftrifft. ‘;—f gibt die

Geschwindigkeit an, mit der sich das Ende der Schlange bewegt.
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Charakteristik 1 StoBwelle

u =
p/po =%

<
Il
N[

Wir haben bereits bemerkt, dafl StofSwellen fiir ¢ > 0 nur dann entstehen kénnen, wenn
u eine monoton fallende Funktion ist, d.h. in unserem Beispiel, wenn die Verkehrsdichte
p anwachst.

Die Erweiterung des Losungsbegriffs auf schwache Losungen hat den Nachteil, daf die
Eindeutigkeit verloren geht. Dies sieht man allein daran, dafl die Wahl der Erhaltungsform
der DGI nicht eindeutig ist. Eine weitere Erhaltungsform fiir die Burger Gleichung ist
z.B. gegeben durch

v+ (") = 0
v = log u (13.17)

Fiir die Geschwindigkeit der Stofiwelle gilt dann

dx Uz, — Ug

~dt log(up/up)
Der Vergleich mit (13.16) zeigt, daB8 aus verschiedenen Erhaltungsformen verschiedene
StoBwellen resultieren. Die Wahl der richtigen Erhaltungsform ist im Zusammenhang
mit der Anwendung zu treffen. (Beispiel Physik: Energieerhaltung, Massenerhaltung etc.)

(13.18)

Es ist jedoch auch bei Wahl der richtigen Erhaltungsform moglich, dafl zwei schwache
Losungen zuléssig sind. Wir wahlen die Erhaltungsform (13.11) und betrachten die Burger
Gleichung mit den Anfangsbedingungen

0, <0

u(z,0) = { 1 250 (13.19)

Wie in dem obigen Beispiel erhalten wir eine StofSwelle mit der Geschwindigkeit s =
die in (0, 0) beginnt.

Diese Losung ist physikalisch wenig sinnvoll, da sie bedeutet, dafl die Fahrzeuge sich
links mit der Geschwindigkeit v; = % bewegen, obwohl rechts die Strafie leer ist (pr = 0).

1
27
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At t:w
u=7%
U= ) u=1
o
plpo =3 p=0
’U:% ’U:].
I "

Eine weitere Losung mit den Anfangswerten (13.19) ist gegeben durch

Diese Losung ist stetig, aber nicht stetig differenzierbar. Die Unstetigkeiten der Ablei-
tung fallen mit zwei Charakteristiken zusammen, die man als “schwache Stofwellen”
bezeichnen konnte.

Um Eindeutigkeit der schwachen Losung zu erreichen, ist also eine weitere Bedingung
erforderlich.
Fiir die Burger Gleichung lautet die Nebenbedingung fiir die Stofiwelle:

dz
uL > — > up. (13.20)

Diese Bedingung entstammt wieder der Anwendung. Fiir die Gasdynamik ist (13.20)
damit dquivalent, dal die Entropie iiber eine Stofiwelle zunehmen mufl. Deshalb nennt
man (13.20) auch die Entropiebedingung.

Eine andere Begriindung fiir eine Bedingung dieser Art ist, daf fiir ¢ > 0 durch (13.20)
gewahrleistet ist, daf jeder Punkt der Stofwelle durch die Anfangsbedingungen auf beiden
Seiten beeinflufit wird (d.h. die Charakteristiken laufen in die Stofwelle hinein).



Kapitel 14

Systeme von Differentialgleichungen
Erhaltungsform

14.1 Einfiihrung

Wir untersuchen quasi-lineare Erhaltungssysteme:

wobei

u(z,t) eR* | (z,t) e Rx Ry
feC*(Q) , QCR".

Die Erforschung solcher Systeme ist zur Zeit hochst aktuell.

14.2 Beispiele:
14.2.1 Die Burgersche Gleichung [Smoller, S. 241]

+<1 2) =0
Ut 2U x—

oder

u +uu, = 0

(14.1)

(14.2)

(14.3)
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14.2.2 Die Eulersche Gleichung fiir Stromungen [Smoller, S. 240,

347, 322]

Pt + (pu)z
(pu) + (pu* 4 p)s

0 (Erhaltung von Masse)
0 (Erhaltung von Momentum)
0

{p (“72 + e)]t + [pu (% u? + e) + pu] = (Erhaltung von Energie) (14.4)
wobei
i = e+p/p (Enthalpie)
e = e(v,s) (Gegebene Funktion)
v 1/p
p —€y
T = e,
und
de =Tds — pdv .
Die Gleichungen (11.4) lassen sich folgendermaflen schreiben:
pr+ (pu)e = 0
(pu)i + (pu® +p)s = (14.5)
sit+us; = 0
oder
U+ AU)U, =0
p u p 0
U=|u | AWU)=|p/p u ps/p (14.6)
s 0 0 w
14.2.3 Das p-System [Smoller, S. 306]
Vg — Uy 0
u + (p(v)e = 0 (14.7)
t>0 , zeR
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wobei
p<0,p">0.

Wenn p(v) = kv™?, erhalten wir die isentropischen gasdynamischen Gleichungen mit
Lagrangeschen Koordinaten.

14.3 Einige Grundbegriffe
Definition: Die Gleichung (11.1) ist hyperbolisch, falls die Funktionalmatrix df (u) := 2L n
verschiedene reelle Eigenwerte besitzt:

A(u) < ..o < Ap(u) . (14.8)

Die zugehorigen rechten und linken Eigenvektoren werden mit r;(u) bzw. /;(u) bezeichnet.

Beispiel:
Fiir das System (11.6) gilt

det(\ — A(U)) = (A — uw)[(A — u)? — ]

mit Eigenwerten:

A=u,utc (14.9)

wobei

¢ = Schallgewchwindigkeit
= /Dy

D.h., Storungen werden entweder mit der Stromung getragen oder mit Schallgeschwin-
digkeit vorwarts und riickwarts fortgepflanzt.

Definition: Eine beschréankte mefibare Funktion v ist eine (schwache) Losung (Gleichung
(11.1)) mit Anfangsdaten u = u, , falls

// (ugy + f(u)py)dx dt + / uppdzr =0 (14.10)

>0

fiir alle Testfunktionen ¢. (D.h. ¢ € C*(R x R, ) und ¢ hat einen kompakten Triger.)
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14.4 Das Lax-Wendroff-Verfahren

Fiir Gleichungen in Erhaltungsform ist das Lax-Wendroff-Verfahren im besonderen ge-
eignet. Wie {iblich wird ein Gitter (z;,¢;) , z; = o + iAz , t; = jAt eingefiihrt. Die
Herleitung dieses Verfahrens besteht aus mehreren Schritten.

1. Taylorentwicklung fiir u; ;. Dabei werden die partiellen Ableitungen nach ¢ in parti-
elle Ableitungen nach x unter Beriicksichtigung der partiellen Differentialgleichung
umgewandelt.

2. Die partiellen Ableitungen werden approximiert. Man erhdlt dadurch das normale
Lax-Wendroft-Verfahren.

3. Durch Umschreiben der partiellen Ableitungen erhdlt man das Zweischritt-Laz-
Wendroff- Verfahren, das fiir die Berechnungen einige Vorteile bietet.

Diese Schritte werden jetzt weiter erlautert:

Schritt 1
u(zi, tjp1) = Wi =u;; + At %—? - (A;)2g27121 ot O((At)%)
id i
=y autr), + B2 4 Loy +oran)
2%
da
w = —(f(u))slig
o= g ) =5 (% e
- 2 (4 tw) - o (B2 )
mit _—
A = a
Schritt 2

Approximieren wir nun die partiellen Ableitungen
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(i) — f(u)isyy) 2
= Az + O(Az?)

fi1;—fi1y

2Azx
0

o (4w )
1

Az

2%
0
Aulaiesyety) 5 1)
i+1/2,j

— A(u(zi-1)2,t;)) (8% f(u)>i—1/2,j]

Damit erhalten wir das Lax-Wendroff-Verfahren.

wobei

und

da

1 At (At)?

Wigrr = Wiy — 5 oo By —fioy) + 2(As)?

(Ao (Fiyny — fimg) = Aicayay (5 — fi1y)] (14.11)

of u; i
Ai+1/2,j = % (14:12)

(ui+1,j + lli,j) = u(mi+1/2, tj) + O(A.I‘2) (14.13)

N | —

Wiy1/2,5 =

Az Ou

U1, = Wig/25 + 5 B +0((Az)?)

i+1/2,5

+ O((Az)?).

i’j

Az Ou
W;; = Wit1/25 — > oz

Bemerkung: Das Lax-Wendroff-Verfahren hat einen lokalen Fehler der Ordnung
O((Az)?) + O((At)?) .

14.5 Das Zweischritt-Lax-Wendroff-Verfahren

Sei
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L8 j+1
// I N
e | N
// I \\
s | N
/// : \\\
e ‘ N
I i+
///‘\\\ | ,//.x 172
// \\ | // \\
7 \\ | // \\
4 N | s N
// \\ I // \\
/// \\\ : /// \\\
/ A ! 7 \,
@ o ® j
i-1 i I+1

Abbildung 14.1: Das Zweischritt-Lax-Wendroff-Verfahren
1 (A)

Uirr/zgr/z = 5 (Wiprg + i) — 2(Ar) (£iv1,; — £ij) (14.14)
1 At

Damit erhilt man
At
Wi 541 = W5 — —((Ax)) (fir1/2,511/2 — fic1/2541/2) (14.16)

das Zweischritt-Lax-Wendroff-Verfahren (siehe Abbildung 14.1).

Dieses Verfahren hat auch den Fehler O(Axz? + At?). Die Zwischenwerte u;_; /2,j+1/2 und
U;11/2,;-1/2 haben zwar einen Fehler der Ordnung O(At), aber dieser Fehler wird geloscht
in dem Ausdruck fiir u; ;.

14.6 Stabilitit des Lax-Wendroff-Verfahrens

Sowohl das Lax-Wendroff-Verfahren (11.11) als auch seine Zweischritt- Verwandte (11.16)
haben die Gestalt

1 At
Uiger = Wiy — 5 A (Wi — Uiogy)

1 At\?
+ 5 (A A—x> (llz'+1,j - 2ui,j + uifl,j) ’

falls
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f(u) = Au.
Die Verstarkungsmatrix G ist
At At \?
G(g)_l—zA—xA sin a — (A_xA> (1 —cos )
mit
a:=¢ Azx .

Sei ) ein Higenwert von A. Dann ist

At At\?
)\G—l—z/\ﬂ sin O‘_<)‘E) (1 —cos a)

ein Eigenwert von G. Es gilt
|/\G’| <1
genau dann, wenn

At
— 1
‘)\ Az S

und dies ist die notwendige Bedingung von Neumann fiir das Verfahren.
Es kann gezeigt werden, dafl diese Bedingung fiir Konvergenz auch hinreichend ist.

14.7 Neue Methoden

Es gibt mehrere neue Methoden fiir hyperbolische Gleichungen in Erhaltungsform:

1. Die Methode von Roe

2. Die Methode von Godunov
3. Monoton Methoden

4. TVD Methoden

5. ‘Flux Limited’Methoden

Wir verweisen auf die Literatur:
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Morton + Sweby (1985)

Jeltsch (1988)
Harten (1984)
Lax (1972)
Osher + Sweby  (1986)
Arminjon (1986)

Literatur:

Arminjon, Paul: Some Aspects of High Resolution Numerical Methods for Hyperbolic
Systems of Conservation Laws, with Applications to Gas Dynamics. INRIA, Rapports
de Recherche No. 520, April 1986.

Harten, A.: On a class of high resolution total-variation-stable finite difference schemes,
SIAM J. Numer. Anal., 21, 1984, 1-23.

Jeltsch, Rolf: Properties of Discrete Hyperbolic Conservation Laws. RWTH Aachen,
Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik, Bericht Nr. 54, Januar 1988.

Lax, P.D.: Hyperbolic Systems of Conservation Laws and the Mathematical Theory of
Shock Waves, CBMS Regional Conference Series in Applied Mathematics 11, SIAM,
Philadelphia, 1972.

Majda, A.: Compressible Fluid Flow and Systems of Conservation Laws in Several
Space Variables. Springer 1984.

Morton, K.W., Sweby, P.K.: A Comparison of Flux Limited Difference Methods and
Characteristic Galerkin Methods for Shock Modelling. Oxford University Computing
Laboratory, Numerical Analysis Group, Report Number 85/3.

Osher, S., Sweby, P.K.: Recent Developments in the Numerical Solution of Non-Linear
Conservation Laws. “State of the Art in Numerical Analyasis” conference, Birmingham

14th-18th April 1986.

Smoller, J.: Shock Waves and Reaction-Diffusion Equations. Springer 1983. Kapitel 15.



Kapitel 15

Der Aquivalenzsatz von Lax fiir
Anfangswertaufgaben

15.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird der beriihmte Satz von Lax fiir Anfangswertaufgaben (Lax und
Richtmyer [1956]) bewiesen, ndmlich, da8 unter bestimmten Voraussetzungen Stabilitat
<= Konvergenz.

Bemerkung 15.1 Dieses Kapitel ist groitenteils aus dem Buch von Meis und Markowitz
[1978] entnommen. Siehe auch Richtmyer und Morton [1967] und Strikwerda [1989].

15.2 Banachriaume

Definition 15.1 Es sei B ein Vektorraum tber dem Kérper K = C (resp. K = R).
B heifit komplezer (resp. reeller) Banachraum, wenn folgendes gilt:

1. In B 1ist eine Abbildung || - || : B — [0,00) (genannt Norm) mit folgenden
Eigenschaften ausgezeichnet:
(a) |la]| =04 a=0 (a € B)
(6) l[Aall = [Al [lall (AeK, acB)
(¢) lla+bl <llal+ (o]l (a,b€ B) .
2. Der Raum B 1ist beziiglich der durch || - || induzierten Topologie vollstindig;

d.h. jede Cauchy-Folge {a,},cn von Elementen von B konvergiert gegen ein
Element a von B.

Dabei heift {a, }nen Cauchy-Folge, falls es zu jedem positiven e eine natirliche
Zahl ny gibt, so daff aus n,m > ng folgt ||a, — an|| < €. Die Folge {a,}nen heift
konvergent gegen ein Element a von B, falls {||la — a,||}nen etne Nullfolge ist.
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Jeder Banachraum besteht also aus einem Vektorraum und einer Definition fiir die Norm.
Demnach sind zwei Banachrdume, denen der gleiche Vektorraum zugrundeliegt, zu un-
terscheiden, falls die Normen verschieden sind. Insbesondere beachte man, dafl ein un-
endlichdimensionaler Vektorraum, der bez. einer gegebenen Norm vollstdndig ist, diese
Eigenschaft keineswegs beziiglich einer anderen Norm besitzen musf.

Beispiel 15.1 Der Vektorraum C" wird mit jeder der beiden Normen

1/2
2] = m]ax|xj| ,lzll = (Z xjfj)
j
zu einem Banachraum.

Beispiel 15.2 Es sei K C R™ eine kompakte Menge. Der Vektorraum C°(K,C") ist
beziiglich der Norm

1£lleo = max max |f;(z)]

vollstédndig und folglich ein Banachraum. Dabei ergibt sich die Vollstandigkeit des Raumes
aus der Tatsache, daf3 jede Cauchy-Folge bei dieser Definition der Norm eine gleichmafig
konvergente Folge stetiger Funktionen darstellt. Eine solche Folge konvergiert bekanntlich

gegen eine stetige Grenzfunktion, also gegen ein Element des Raumes.
Der Raum C°(K,C") ist jedoch bez. der Norm

n 1/2
£l = (K/ > f,-(@mdx)

nicht vollstdndig. Dies ergibt sich aus dem folgenden Gegenbeispiel: In C°([0,2],C) ist
die Folge {f,},cn mit

| z+ fir z€][0,1)
f"(m)_{ 1 fir zell,2]

eine Cauchy-Folge. Sie konvergiert aber gegen keine stetige Grenzfunktion.
Wenn im folgenden vom Banachraum C°(K,C") die Rede ist, meinen wir immer den
Vektorraum der stetigen Funktionen f : K — C" in Verbindung mit der Norm || - || .

Beispiel 15.3 Es sei G ein Gebiet des R und A = {f : G —
C"|f quadratintegrierbar in G'}. Dabei heifit f quadratintegrierbar in G, falls das Integral

[ ¥ (eifs

G

im Sinne von Lebesgue existiert und endlich ist. A bildet mit der iiblichen Definition der
Addition und Multiplikation mit einem Skalar einen Vektorraum iiber C. Die durch
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1/2
151l = (/ 5 fj<m>mdm>

definierte Abbildung |||||| : A — [0, 00) hat alle Eigenschaften einer Norm mit Ausnahme
von 1.(a), da |||f]|| = O fiir alle f € N mit

N ={f € Al{z € G|f(z) # 0} hat das MafiNull} .

Um diesen Mangel zu beheben, geht man zum Quotientenraum A /N iiber. Die Elemente
von A/N sind Aquivalenzklassen von Abbildungen aus A, die sich nur auf einer Menge
vom MafSNull unterscheiden. A/N wird in kanonischer Weise zu einem Vektorraum iiber
C. Mit der Definition

IFIl=F111 (F € A/N,f € )

wird dieser Vektorraum zu einem Benachraum, den wir mit L?>(G,C") bezeichnen.
Wahrend sich die Vektorraum- und Normeigenschaften leicht zeigen lassen, gestaltet sich
der Nachweis der Vollstandigkeit wesentlich schwieriger (vgl. Yosida 1968, Kap. 1.9).
Zur Vereinfachung der Schreib- und Sprechweise werden wir im folgenden nicht mehr
zwischen den Aquivalenzklassen f € L? und deren Reprisentanten f € f unterscheiden,
da sich die jeweilige Bedeutung aus dem Zusammenhang ergibt.

Die folgende Definition fiihrt den wichtigen Begriff einer dichten Menge ein.

Definition 15.2 Es seien B ein Banachraum und D, D, Teilmengen von B mat
D, C D,. D, heifit dicht in D,, wenn es zu jedem a € Dy und zu jedem ¢ > 0 ewin
b € Dy gibt mat ||a — b|| <e.

Satz 15.1 (Approximationssatz von Weierstrafl) Es set K C R™ eine kompakte
Menge. Dann qilt: Der Vektorraum der auf K definierten Polynome mait komplezen
Koeffizienten liegt dicht im Banachraum C°(K,C).

Satz 15.2 1. Der Vektorraum
V ={f e C®(a,b],0)|f* (a) = ) (b) =0, v =1(1)o0}

liegt dicht im Banachraum C°([a,b],C).

2. Der Vektorraum der beschrdnkten Funktionen aus C*(R,C) liegt dicht im Ba-
nachraum der beschrdnkten Funktionen aus C°(R,C).

Satz 15.3 Es se1 G ein Gebiet des R™. Dann gilt:
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1. Der Vektorraum C§°(G,C) der auf G definierten unendlich-oft differenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Trager liegt dicht im Raum L*(G,C).

2. Der Vektorraum der auf G definierten Polynome mait komplezen Koeffizienten
liegt dicht t1m Raum L?*(G,C), wenn G beschrinkt ist.

Definition 15.3 Es seien By, B, Banachrdume und D ein Untervektorraum von B;.
Eine Abbildung

A:D—>B2

heiflt linearer Operator, falls fiir alle a,b € D und alle \,u € K gult:
A(Xa + pb) = AA(a) + pA(D) .

Ein linearer Operator A heifit beschrinkt, wenn es ein a > 0 gibt mit ||A(a)|| < ofal|
fiir alle a € D. Die Gréfle

|A]| := inf{a € R, | ||A(a)|| < al|a|]| fir alle a€ D}
heiflt dann Norm des linearen und beschrdnkten Operators A. Wair bezeichnen

L(D,By):={A:D — By | A linear und beschrdnkt} .

Bei der Definition beschrankter linearer Operatoren von B, nach B; genigt es, sie
auf einem dichten Unterraum von B; zu definieren. Es gilt ndmlich:

Satz 15.4 Es seien B, B, Banachrdume, D ein in B, dichter Untervektorraum von
By und A € L(D, B;). Dann gibt es genau einen Operator Ae L(By, By), der auf D
mit A dbereinstimmt. Es gilt iberdies |A|| = ||A||. A heift die Fortsetzung von A
auf B;.

Beweis: Es sei a € B;. Dann gibt es, da D dicht in B, ist, eine gegen a konvergente Folge
{a;};jen von Elementen aus D. Aus

[A(a;) — Alax)l| = [|Ae; — ar)] ALl [laj — axll

<
< [[All(le = a4l + lla — axl])

folgt, dafl { A(a;)};jen eine Cauchy-Folge in B, ist. Da B, als Banachraum vollstandig ist,
existiert ein (eindeutig bestimmter) Grenzwert der Folge {A(a;)};en in Bs, den wir mit ¢
bezeichnen. Die Grofle ¢ hangt nur von a und nicht von der speziellen Auswahl der Folge
{a;};jen ab. Denn sei {a;};cn eine andere gegen a konvergente Folge von Elementen von
D. Dann 148t sich abschatzen:
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le — A(a,)]]
le — A(a)]]

le = Alay)[| + [|A(a;) — A(a,)]]

<
< le = Alag)ll + 14ll(lle = a;]l + [la = a;l]) -

Hieraus folgt durch Grenziibergang, daf die Folge {A(a;)};en ebenfalls gegen ¢ konver-
giert.
Wir definieren die Abbildung A B; — B, durch die Vorschrift:

Aa) =c.
A ist wohldefiniert und stimmt auf D mit A iiberein.
Zum Nachweis der Linearit4t von A seien a,b € By und {a;};en {b;};cn zwei gegen a bzw.
b konvergente Folgen von Elementen von D. Dann konvergiert die Folge {Aa; + ub;}jen
gegen das HElement \a + ub. Es folgt:

A(da+ pb) = lim A(Na; + b))
j—oo
=\ jlggo Ala;) + p ]1520 A(bj) = MA(a) + nA(D) .
Zum Nachweis der Beschranktheit von A seien ¢ und {a;};jen wie oben gegeben. Es ist
|A(a;)|| < ||A|l ||laj|] und wegen der Stetigkeit der Norm

JA@I = Il Jim Ala;)] = lim |4(e;)]
<JlA]l Jim sl = 4] | Jim ol = [14]| [l

Hieraus folgt [|A|| = ||4]| .

Den Nachweis, dafl A eindeutig bestimmt ist, fithren wir indirekt:

Es sei A ein beschrinkter linearer Operator von B; in B, der auf D mit A iibereinstimmt.
Fiir ein a € B; — D gelte A(a) # A(a). Weiter sei {a;};cn eine gegen a konvergente Folge
von Elementen von D. Dann gilt:

IA(a) = A(a)ll < IIf:l(a)—{l(aj)ll+||f§(a)—f}(aj)||
= [[A(a) = Alay)ll + |Ae) — A(ay)]
< Al lla = agll + Al lla— a4l -

Hieraus folgt durch Grenziibergang ein Widerspruch.
Nach Satzen der Funktionalanalysis (Hahn-Banach) 1a8t sich ein beschrankter linearer

Operator auch dann auf ganz B; normtreu fortsetzen, wenn der Definitionsbereich D
nicht dicht in B, liegt. Die Erweiterung ist dann allerdings nicht eindeutig bestimmt.
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Definition 15.4 Es seien By, B, Banachrdume und M eine Menge von beschrdnkten
linearen Operatoren, die B; in By abbilden. M heifst gleichmdfig beschrdnkt, wenn
die Menge {||A|| |A € M} beschrdnkt ist. Dies ist gleichbedeutend damait, dafl es eine
Konstante a > 0 gibt mit ||A(a)|| < ala|| fir alle A€ M und alle a € By .

Satz 15.5 Prinzip der gleichmdffigen Beschrdnktheit (engl. uniform boundedness).

Es seien B;, B, Banachraume und M eine Menge von beschrankten linearen Operatoren,
die B; in B, abbilden. Es existiere eine Funktion §: B; — R, mit

1A(a)|| < B(a)
fiir alle a € By und alle A € M. Dann ist die Menge M gleichmafBig beschrankt.

Bemerkung 15.2 Das Prinzip der gleichméafligen Beschranktheit wird z.B. bei dem Be-
weis des Satzes von Polya-Steklov angewandt.

Definition 15.5 Es seien B ein Banachraum und [T}, T3] ein reelles Intervall. Eine
Abbildung

U : [Tl,TQ] — B
heift Fréchet-differenzierbar tm Punkte t, € [T1, T3], falls es ein Element a € B gibt
mat
i ulot+h) —ulto) —h-al| _
h—0 |h|

to+h€[Ty,Ts]

0.

Das Element a 1st eindeutig bestimmt und heifSit Ableitung von u im Punkte t,. Es
wird mit u'(t,) oder % (ty) bezeichnet. Die Abbildung u heifSt differenzierbar, falls
sie in jedem Punkt von [Ty, T,] differenzierbar ist. Die Abbildung u heif$t gleichmdfig
differenzierbar, falls sie differenzierbar ist und

1

Ig
mit h — 0 gleichmdpig fir t € [T1,Ts] gegen Null konvergiert. Die Abbildung u heifit
stetig differenzierbar, falls sie differenzierbar ist und die Ableitung u'(t) stetig in
[Ty, T3] ust.

lu(t +h) —u(1) = hu'(2)]]

Aus der obigen Definition folgt sofort, daf eine im Punkte ¢, differenzierbare Abbildung
auch stetig in ¢, ist. Aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz (vgl. Dieudonné 1960,
Satz (8.6.2)) ergibt sich fiir stetig differenzierbare Funktionen u:
1
IRl

Eine stetig differenzierbare Funktion ist somit auch gleichmaflig differenzierbar.

Ju(t + b) = u(t) = b/ ()] < sup [u'(t +vh) = w/(0)]
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15.3 Das abstrakte Cauchy-Problem

Definition 15.6 Es seien B ein Banachraum, D, ein Untervektorraum von B,T €

R, und
AIDA—>B

ewn linearer Operator. Wir betrachten dann die folgende Anfangswertaufgabe zum
Anfangswert c € D,y : Gesucht ist eine differenzierbare Abbildung

uw:[0,T] - Dy (genannt Lésung)
mat
u'(t) = A(u(t)  (t€[0,T])
u(0) = c. (15.1)
Wir bezeichnen diese Aufgabe im folgenden mit P(B,T,A) .

Wegen der Linearitdt von A bildet die Menge aller Anfangswerte, fur die die Auf-
gabe P(B,T, A) losbar ist, einen Untervektorraum von D,. Falls die Aufgabe sogar
eindeutig l6sbar ist, konnen wir fir festes ty € [0,T] durch die Zuordnung

¢ — ue(to)

einen linearen Operator definieren, wobet u.(t) die Lésung von P(B,T,A) zum An-
fangswert ¢ bezeichnet . Diese linearen Operatoren werden zur Definition von sach-
gemajgestellten Anfangswertaufgaben herangezogen.

Definition 15.7 Die Anfangswertaufgabe P(B,T,A) heifit sachgemdfgestellt, wenn
es einen Untervektorraum Dy mat

DgpCcDyCB
und eine Schar My = {Ey(t)|t € [0,T]} von auf Dg definierten linearen Operatoren
Ey(t) : Dp — Dy (t €10,77)
mat folgenden Eigenschaften gibt:

1. Dy (und damit auch D, ) liegt dicht in B.
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2. Fir alle Anfangswerte ¢ € Dy hat die Aufgabe P(B,T, A) genau eine Ldésung
uc(t). Sie wird fir alle t € [0,T] durch

uc(t) = Eo(t)(c)
dargestellt.

3. Die Menge M, ist eine gleichmadfiig beschrankte Menge von linearen Operato-
ren.

Wir nennen die Operatoren Ey(t) aus M, tm folgenden Ldésungsoperatoren.

Definition 15.8 Es seten Ey(t) die Lésungsoperatoren aus Definition 13.7. Dann
bezeichne E(t) die Fortsetzung von Ey(t) auf B und es se:

M ={E(@)|te[0,T]}.
Die fiir c € B gegebene Abbildung
E(-)(c):[0,T] - B

heift verallgemeinerte Lésung der Anfangswertaufgabe P(B,T,A) zum Anfangswert
¢, die Operatoren E(t) aus M heifien verallgemeinerte Lésungsoperatoren.

Die verallgemeinerten Lésungen sind keine Losungen, wenn sie auflerhalb von Dy
verlaufen.
Wair notieren einige Eigenschaften der eingefiihrten Begriffe.

Satz 15.6 Es ser P(B,T,A) eine sachgemdfgestellte Anfangswertaufgabe.Die linea-
ren Operatoren E(t) € C°(B, B) erfiillen die Halbgruppeneigenschaft:

E(r+s)=E(r)o E(s) (r,s,r+s€10,T]) .
Dann gilt:

1. Die Menge M = {E(t)|[t € [0,T]} ist gleichmdfig beschrdnkt mit derselben
Schranke wie die Menge My = {Ey(t)|t € [0,T]}.

2. Jede verallgemeinerte Losung E(-)(c) von P(B,T,A) zum Anfangswert ¢ € B
lagt sich im Sinne der Norm von B gleichmdf$ig durch Lésungen von P(B,T, A)
approzimieren. Dies bedeutet, dafi es zu jedem ¢ > 0 ewn Element ¢ € Dg gibt,
so daf8 gilt:

IE@)(c) = Eo(H)(@)]| < (t<[0,T]).
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3. Jede verallgemeinerte Lésung E(-)(c) von P(B,T,A) zum Anfangswert ¢ € B
ist aus C°([0,T], B).

4. Fir alle c € Dg gult:
E(t)o A(c) = Ao E(t)(c) .

5. Fir alle ¢ € Dg ist u(t) = Ey(t)(c) stetig differenzierbar.
Beweis:

zu (1): unmittelbar klar nach Satz 4.

zu (2): Es sei ¢ > 0 vorgegeben. Mit L bezeichnen wir die nach (1) gegebene
Schranke fiir die Norm der Operatoren F(t). Da Dg dicht in B liegt, gibt es
ein ¢ € Dy mit

€

—c|| <
le—dll <<

Dann 148t sich wegen E(t)(¢) = Ey(t)(¢) abschétzen:
1E(#)(c) = Eo() (@)l = [|1E()(c) — E@)(@)|| < Llle —¢f| <e.

zu (3): Es seien s € [0,7] und ¢ > 0 vorgegeben. Wir wahlen nach (2) ein
Element ¢ € Dg, so daf} gilt:

IE(£)(c) — Eo()(@)]l < % (te0,T]).

Da Ey(-)(¢) als differenzierbare Abbildung auch gleichma8Big stetig ist, gibt es
ein § > 0 mit

1 Eo(s + h)(€) — Eo(s)(e)]| < % (Ihl < é,5+h€0,T]).

Zusammengefafit ergibt sich fiir alle » mit || < § und s + h € [0,7] die
Abschatzung

1E(s + h)(c) — E(s)(c)|| <
1E(s + h)(c) — Eo(s + h)(@)l + | Eo(s + ) (&) — Eo(s)(@)]]
+[|Eo(s)(€) — E(s)(c)]
<E€.
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zu (4): Fiir ¢ € Dy und ¢ € [0,7T] gilt die folgende Abschatzung:

|E(t) 0 A(e) = Ao E(t)(c)|| <
|E(t) 0 Ac) — - E@)(E(h)(c) — o)l
+ H% E(t)(E(h)(c) —¢) = Ao E(t)(c]]]
< |—}1L| IE@IIE(R)(c) — ¢ — hA(c)]
+ — ||E(t+ h)(c) — E(t)(c) — hAo E(t)(c)| .

Weil E(-)(¢) = Eo(-)(c) im ganzen Intervall [0,T] differenzierbar ist, folgt die
Behauptung durch den Grenziibergang h — 0.
zu (5): Wegen

u'(t) = A(u(t)) = Ao E(t)(c) = E(t) o A(c) = E(t)(A(c))

folgt die Stetigkeit von u/(-) aus (3).

Bemerkung 15.3 Meis und Markowitz (S. 43) behaupten, da8 die Halbgruppeneigen-
schaft aus den iibrigen Annahmen folgt. Dies bezweifle ich:

1. In dem Buch von Richtmyer und Morton (S. 41) wird die Halbgruppeneigenschaft
vorausgesetzt.

2. Der Satz von Hille-Yosida besagt, dal ein abgeschlossener Operator A eine Halb-
gruppe erzeugt genau dann, wenn ein w > 0 existiert mit

A>w.

1
M — A7 <
IAT =47 < =

(Butzer und Berens, S. 36.)

15.4 Differenzenverfahren

Definition 15.9 Es seten P(B,T,A) eine sachgemdfgestellte Anfangswertaufgabe,
M = {E(t)|t € [0,T]} die entsprechende Schar von zugehdrigen verallgemeinerten
Lésungsoperatoren und hy € (0,T].
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1. Eine Schar Mp = {C(h)|h € (0,h¢]} von auf B definierten linearen und be-
schrankten Operatoren

C(h):B—B  (he(0,h)

heift Differenzenverfahren zu P(B,T, A), falls die Funktion ||C(-)|| in jedem
abgeschlossenen Teilintervall von (0, hy| beschrdnkt ist.

2. Das Dafferenzenverfahren Mp heifit konsistent, wenn es einen in B dichten
Unterraum D gibt, so daf fir alle c € Do der Ausdruck

ﬁ I[C(h) — E(W)(E®) ()|

mit h — 0 gleichmdfig fir t € [0,T] gegen Null konvergiert.

3. Das Duifferenzenverfahren Mp heifit stabil, wenn die Menge der Operatoren
{(C(h))*|h € (0,ho],n € Nynh < T}

gleichmadjig beschrankt ist.

4. Das Daifferenzenverfahren Mp heifst konvergent, falls der Ausdruck

(C(rs))" (c) = E@) ()l

fiir alle c € B, allet € [0,T] und alle Nullfolgen {h;};cn reeller Zahlen aus (0, ho|
gegen Null konvergiert. Dabei ist {n;};cn eine zugehdrige Folge natirlicher
Zahlen, so dafy {njh;};cn gegen t konvergiert und n;h; < T 1ist.

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen den obigen Begriffen her.

Satz 15.7 (Lax-Richtmyer) Es set Mp ein konsistentes Differenzenverfahren zu
der sachgemdf gestellten Anfangswertaufgabe P(B,T, A), die die Halbgruppenetgen-
schaft erfillt. Dann gilt: Das Differenzenverfahren Mp ist genau dann konvergent,
wenn es stabil ist.

Beweis:

a) Konvergenz impliziert Stabilitat:

Wir nehmen zwecks indirekter Beweisfiihrung an, dafl Mp konvergent und nicht
stabil ist. Dann gibt es eine Folge {h;};cn von Elementen aus (0, ko] und eine Folge
{n;}jen von natiirlichen Zahlen, die durch die Bedingung
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njh; € 0,T]  (j€N)

verkniipft sind, so dafl die Folge

{I(C ()" [I}en

nicht beschrankt ist. Wegen der Kompaktheit von [0,7] und [0, h,] kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dafl die Folgen {n; - h;}jen und {h;};cn gegen ¢ € [0,7] und
h € [0, hy| konvergieren. Angenommen, es sei & > 0. Dann ist n; von irgendeinem
Index an konstant. In dem Intervall [h/2, ho| ist ||C(-)|| nach Definition 13.9 (1)
beschrankt. Folglich ist auch ||C'(h;)"|| < ||C(h;)||™ beschrankt. Widerspruch! Also
ist {h;};cn eine Nullfolge. Da M), ein konvergentes Differenzenverfahren ist, ist auch
die Folge

{lIl(C(h3))" (e) = E(#)(c)[}jem

fiir jedes ¢ € B eine Nullfolge. Somit gibt es ein jy(c) € N, so daB fiir alle j > jj(c)
gilt:

[(C(h;))"(c) — E(t)(c)|| <1,
und
[(C(h)™ ()] <1+ [|E(E) ()] -
Wir setzen

Kf(c) := max {1+ [[E(®)(c)]|, [I(C(h;))™ ()]} -

J<jo(c
Fiir alle ¢ € B folgt dann
[ChN)V () <K() (GeN).
Aus dem Prinzip der gleichmafligen Beschranktheit ergibt sich, dafl
{(C(h;))" }jen

eine gleichmafig beschrankte Menge von Operatoren ist. Widerspruch!
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b) Stabilitdt impliziert Konvergenz:

Es seien ¢ € Do , t € [0,T] , {hj}jen eine Nullfolge reeller Zahlen aus (0, hy
und {n;};cn eine zugehorige Folge natiirlicher Zahlen, so daB8 {n;h;};en gegen ¢
konvergiert und njh; < T ist. Fiir

pi(c) = (C(hy))" (c) = E(t)(c)  (FEN)

gilt wegen der Halbgruppeneigenschaft:

n;—1

bi(e) = 1;0 (C(h;)FIC(hj) — E(hj)] o E((n; — 1 = k)hy)(c)
+ Blpj)o (E(nsh; — ) ~ Bt~ p))()  (G€M).
Dabei ist
pj = min{t,n;h;}  (j €N).
Es sei nun € > 0 vorgegeben. Wir schatzen dann wie folgt ab:

a) Wegen der Stabilitdt von Mp gibt es eine Konstante K¢, so daf

(Ch)II<Ke (GEN0<k<m).

b) Wegen der Konsistenz von M, gibt es ein j; € N, so dafl
I[C(h;) = E(h;)] o E((n; —1—k)h;)(c)l| <eh; (5> 51) .
c) Wegen Satz 13.6 (1) gibt es eine Konstante Kz, so daf
|E(T)| <Kg  (r€0,T]).
d) Wegen Satz 13.6 (3) gibt es ein j, € N, so da8
[(E(njh; —p;) — E(t —pi))(c)ll <e (G >72)-
Insgesamt folgt:
[¥i(e)ll <njKc ehj+ Kge < (KcT+Kgle  (j > max{ji,j2}) .

Damit ist bereits bewiesen, dafl das Differenzenverfahren My fiir alle ¢ € D¢ kon-
vergent ist. Fiir ¢ € B und ¢ € D¢ kénnen wir umformen:
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vi(e) = (C(hy))™(e) - E®)()
= (C(hy)"(¢) = E(t)(c) + (C(hy))™ (¢ = ¢) = B(t)(¢ - ¢)
19 @N < (o)l + Kelle =l + Kele —cl  (GeN).

Zu vorgegebenem 7 > 0 wahlen wir dann ¢ € D¢ so, daf die letzten beiden Summan-
den der rechten Seite der vorstehenden Ungleichung kleiner sind als % n . Insgesamt
folgt aus den vorstehenden Uberlegungen, daB es ein j, € N gibt, so da8

i@l <n (G > 7o) -
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Kapitel 16

Fourierreihen und Fouriertransformationen

16.1 Einfiihrung

Sei X ein (reeller bzw. komplexer) Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und Norm || - ||.
Sei T ein linearer Operator mit dem Definitionsbereich D(7") und Wertebereich R(T') ,

T:-DT)cX —-R(T)CX.
Sei I der identische Operator auf X , A eine komplexe Zahl,
Ty:=X—-T.
Jede komplexe Zahl gehort genau einer der folgenden vier Punktmengen an:

1. p(T) , die Resolventenmenge des Operators T . A € p(T), wenn T, ' existiert und
stetig ist.

RAT) =Ty = (A\[-T)"

heifit Resolvente des Operators 7' im Punkt A.
2. P,(T), das Punktspektrum. \ € P,(T), wenn T} ' nicht existiert.

3. C,(T), das Stetigkeitsspektrum. \ € C,(T), wenn T ' existiert, R(T)) = D(T) ')
dicht in X ist, aber T} ' nicht stetig ist.

4. R,(T), das Restspektrum. A\ € R,(T), wenn T, ' existiert, aber R(T)) = D(T) ')
nicht dicht in X ist.

Beispiel 16.1 Im einfachen Fall X = R* | T € Mat(n x n) , T symmetrisch, hat 7' n
Eigenwerte \; und entsprechende Eigenvektoren x;. Die Eigenvektoren bilden eine Basis
fiir X
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io =kl
mit
Ixkll® = (xr, xk)
n
(ll,V) - Z UpVy .
k=1
Es gilt

da (A\¢I — T') keine Inverse hat.

Wird z.B. die Randwertaufgabe

z(0) = z(r)=0

durch die Differenzengleichung

s
—D.D x = h =
+ z f7 n+1
approximiert, ist
2 -1
0
-1 2 -1
T =
0 -1 2 -1

A = (4 sin2kg)/h2,

x; = (sin kh,sin 2kh,... ,sin nkh)T .
Beispiel 16.2
Ly(0,m)

N~
|

2

33
|

Q

=

A
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T ist symmetrisch, da
(z,Ty) = —/ zij dt = —/ Fydt firalle z,ye D(T)
0 0

Weiter gilt
Tx, = Ao
mit
z(t) = sin(kt) , ke N, .
Es gilt
P,(T)=N, .

Die Eigenfunktionen x; bilden eine Basis fiir X,

9]
r = Z AT
k=1
ap = (1’,1‘k)

(xkaxk)

Jo x(t)sin kt dt
™ (sin kt)2dt

/ z(t)sin kt dt
0

Ao

Obwohl die Folge

k
S = Z 05 %
j=1
gegen z € X in der Norm von X konvergiert, ist die Konvergenz nicht immer gleichmasig.

Beispiel 16.3 [Gibbs Phinomen]

z(t) =

ap —

0

El I SR I )
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0. 25 0.5 0. 75 1 1.25 1.5

Abbildung 16.1: Das Gibbs Phédnomen bei der Sinusentwicklung von 7 —z in [0, 7], Abbruch nach
25 Summanden

Sei

Es gilt
lim sg(t) =m—1t, te (0,m)

k—0

aber es gibt eine Konstante o > 0 mit

sup |sp(t) — (m —t)| >, fiiralle keN,.
0<t<m

Beispiel 16.4

X = LQ(0,00),
Tr = -—-I,
D(T) = {x€ XNC*0,0): Tz € X, z(0) =0} .

In diesem Fall sind die Funktionen
z)(t) =sin(At) , A € Ry
nicht Eigenfunktionen, da z, ¢ X . Es gilt aber:

Satz 16.1 (,,Sinustransformation®) Se:i f € Ly(0,00) . Der Limes

(Sf)(p Ah_r)rgo \/7 / sin pt) f(t)dt
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ezistiert in der Norm von Ly(0,00).

S ist ein isometrischer Isomorphismus von Ly(0,00) nach Ly(0,00) ,
S*=1, S§'=8S.

Ses
[ 17 @t < oo
0

und weiter f(0) =0 . Dann gilt:

WS () = —(SF")(w) -

Beweis: Siehe z.B. Dunford + Schwartz, II, S. 1388

Wird die ganze x-Achse betrachtet, dann gilt ebenfalls

Satz 16.2 (,,Fourier-Transformation*)

X ={fi+tifa: fi,fs € La(—00,+00)},

mit der Norm

+00
lall? = [ |o(t)dt
Ser f € X . Der Limes

+A

FENW) = Jim —— [ @y (16.1)

existiert in der Norm von X .
F ist ein isometrischer Isomorphismus von X nach X mit Inverse F~1 ,

+A

(Ff)(2) = lim % / et f(k)dk . (16.2)

Beweis: Yosida, S. 153, Dunford /Schwartz S. 1382 ff.

Bemerkung 16.1 Manchmal werden F und F~! umgekehrt definiert. Auch abweichende
Vorfaktoren kommen in der Literatur vor.
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16.2 Die Anwendung von Fouriertransformationen fiir
Stabilitdtsanalyse

Die Methode wird fiir das Lax-Wendroff-Verfahren erlautert. Zuerst wird ein Lemma
zitiert:

Lemma 16.1 Set u € Ly(—00,+00), a€R . Se:
v(t):=u(t+a), teR.
Dann ist v € Ly(—00,+00) und
b= Fu =e* Fy = etk

Beweis: Hinfache Berechnungen.

Das Anfangswertproblem

us+cu, = 0, t>0,
u(z,0) = f(z), wER
wird mit Hilfe des Lax-Wendroff-Verfahrens approximiert. In der Praxis wird so ein Ver-

fahren nur auf Gitterpunkte angewandt, aber es kann auf alle Punkten angewendet wer-
den:

by
ut(z, (j + DAL = % (1+ el (z — h, jAL) + (1 — EN)ul(z, jAL) —
A\
— % (1—c\u(z+h,jAt) z€R,jeN. (16.3)

Sei X = Ly(—o00,+00) und f € X . Sei

vj(z) = u;’(x,jAt) , reR. (16.4)
Dann gilt v; € X,
cA 919 cA
vjy1(z) = 5 (1+cA)vj(z —h) + (1 — c*X%)vj(z) — > (1—cNvju(z), zeR.
(16.5)

Mit Hilfe von Lemma 14.1 folgt aus (16.3), dal

b1 (k) = gk, b, X) (k) (16.6)
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mit

A ) >\ )
glk,hy\) = | (14 eNe ™ 4 (1= e\?) = = (1= eA)e™ " (16.7)

G = g(k, h,\) heilt Verstarkungsfaktor.

Definition 16.1 Sei u"(z,t) eine Approzimation zur analytischen Lésung u(z,t) ei-
nes Anfangswert-Randwertproblems, die mit Hilfe eines numerischen Verfahrens V
erzeugt wird. Seien f; , f die Anfangswert- bzw. Randwertdaten.

Das Verfahren V heifit stabil genau dann, wenn es eine Konstante K = K(T) gibt,
so dafs

luC, 0l < K@{IIfll + [1£Ml}, - fiir alle ¢ €[0,T]. (16.8)

Set nun u"(z,t;) mit Hilfe der Gleichung (16.3) definiert. Es gilt

65(0k)| < sup [g(k,h, AP loo(k)] = |F(b) (16.9)

Das folgende Lemma ist niitzlich:

Lemma 16.2 Sei X = Ly(—00,+00,C) . Set g: R — C stetig. Set G: X — X mat

(Gw)(k) = g(k)w(k) .

Dann 1st

|Gw]]
1G]] = SUD T T Sup |g(k)] - (16.10)

Es folgt aus (16.6), (16.7), daf8 die Bedingung (16.8) genau dann erfillt wird, wenn

o5 = IG7fI < K-|Ifl, 0<jAt<T (16.11)

mit

(Gw)(k) := gk, b, \) - w(k) . (16.12)

Es folgt weiter aus dem Lemma, dafl das D:ifferenzenverfahren (16.3), (16.11),
(16.12) genau dann stabil ist, wenn es eine Konstante o > 0 gibt, mit
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sup |g(k,h, )| <1+ aAt. (16.13)
k

Diese Bedingung heifit die von Neumann Bedingung.

Wir iiberpriifen jetzt die von Neumann Bedingung. Es gilt:

2

A ) . 2)\2 ) .
|g|2 _ % (efzkh _ e+zkh) 4 C2 (efzkh 4 e+zkh) 4 (1 _ 62)\2)
232 2
= % (—2i sin kh) + CT -2cos kh+ (1 —c*\?)
= \(sin kh)® + c*A*(cos kh)? + (1 — ®A?)? + 22X (1 — ¢*A?) cos kh
= 4N 5% (1 — 82) + A1 — 2512 + (1 — A% 4+ 2¢2202%(1 — 2)?) - (1 — 25%)
mit s := sin (%) .
Es folgt
g = ["M 4 (1= AN+ 2202 (1 — AEN)] + s? 4PN + 4c* At — 4202 (1 — 2\?))

= 1—5"4-N(1 - 2\?)
Die von Neumann Bedingung wird genau dann erfiillt, wenn
8cEN (1 -2\ < 2,
d.h.

leA| < 1.

16.3 Die Fundamentall6sung der Wirmeleitungsglei-
chung

Wie schon vorher erwdhnt, kann die Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung
mit Hilfe der Fouriertransformation hergeleitet werden.

Wir betrachten das Anfangswertproblem

Ut = Usgg (16.14)
u(z,0) = f(z), zeR. (16.15)
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Lemma 16.3 Sei u € Ly(—00,4+00,C) N Li(—00,+00,C). Die Ableitung u, = u' exi-
stiere fiir jedes © € R und v’ € L; . Dann gilt:

Gy(k) = +ika(k), keR. (16.16)

Beweis:
Es gilt fiir alle A € R (Rudin, Satz 8.21, S. 179).

u(A) e = y(—A). et 4 / [u(z)e™™**]'dzx

= u(—A)- et 4 / [ (z)e”** — iku(x)e **]dzx (%)

Da u € Ly, gilt 4 € Cy (Rudin, Satz 9.6, S. 184):

lim |u(A)]= lim |u(A)]=0.

A—o0 A——o0
Weiter gilt (da u,u, € L;), daB

+A +A
lim /u(x)e‘ik’”dm, im /um(m)e_ikmdm

|
A—o00 A—o00

existieren.
Das Lemma folgt aus (*).

Bemerkung 16.2 Es ist durchaus moglich, dafl die Schluf3folgerung unter schwacheren
Bedingungen beweisbar ist.

Satz 16.3 (Faltungssatz (Yosida, S. 148)) Das Faltungsprodukt f x g zweier Funk-
tionen 1st:

—+o00

(f *g)(z) := / f(y)g(z —y)dy (16.17)

—0o0

Set f,g und fxg € Ly . Dann 1st die Fouriertransformierte des Faltungsprodukts f*g
bis auf /2w gleich dem Produkt der Fouriertransformierten der einzelnen Faktoren:

F(f+g) = vVon(Ff)-(Fg) (16.18)
VerF(f-g9) = F(f)*Flg). (16.19)
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Beweis: (von (s.0.))

+00 +00
FreW) = = [ e [ @ty
1 7;»)000 +o0o -
= o T M f (y)g( — y)da dy
1 T:oooioo —+o00 .
= 7 / e” ™ f(y)dy / e e g(z — y)dz
1 P . e .
- = [ emriwdy [ e g(uydu

— Var f(k) - 3(k) -

Bemerkung 16.3 Sei f,g € L; . Dann ist f xg € L; (Rudin, Satz 7.14, S. 146 und Satz
9.2, S. 181)

fxg=+2mjq.

Satz 16.4 (von CWC gebastelt!) Sei X = Ly(—00,+00,R) N Li(—o00,+00,R). Sez
weiter

1. feX

2. u(z,t) eine Lésung von (6.46), (6.47) mit:
(a) ue C](Rx R,) .
(b) ul- 1), us(:,1), Uzl 2) € X.

Dann qilt:

—+o00
(2—8)%

u(z,t) = / e ST f(e)de fir zeR,teR, (16.20)

Beweis:
Es gilt nach Lemma 14.3, dafl

Up(k,t) = —K*a(k,t), k€R,t>0,

so daB , aus der Differentialgleichung (16.14),

d
yr a(k,t) = —k*a(k,t), t>0.
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Es folgt sofort, dafl

a(k,t) =e ¥t f(k).

Nach Anwendung von Satz (Faltungssatz) folgt:

mit
D.h.

Es gilt:

_ »2\n oo )
( m) / efkt.andk

+oo
= / e ¥t cos kx sk (Da sin kz eine ungerade Funktion ist)

o0

= (= / ~1/2 2 ds
- L V2s (K2 = s | 2dk = 2
7 (2n)! tn+1/2 ¢ i i Vst

1 1 & [—z\" (n+1/2)
\/ﬁ'%n; ' ) T(2n + 1)

> (—z\" T(n+1/2)-V21
Z( ) 'I‘(n—l—l

)-T(n+1/2)- 2201/

da

['(22) = — - 2%712.0(2) - T(2 + 1/2)

Es folgt
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1
e/ (%)

z,t) =
9(@,t) = 7
Die Gleichung (16.20) folgt sofort aus (x) und ().

Bemerkung 16.4 Die Herleitung der Gleichung (16.20) war das Hauptziel der o.a.
Uberlegungen. Es wire evtl. sinnvoll gewesen, hinreichende Glattheit von v und f
anzunehmen, um damit die Beweise zu vereinfachen.

Die Funktion

Gz, 6,1) = 2\}% exp|—(z — £)2/44] (16.21)

wird die Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung genannt.

Literatur:
Dunford, N., Schwartz, J.T.: Linear Operators I, II, III. Interscience.
Yosida, K.: Functional Analysis, second edition. Springer, 1968

Rudin, W.: Real and Complex Analysis. McGraw Hill, 1966.



Kapitel 17

Die Laplace-Transformation

17.1 Einleitung

Sei f eine Funktion, die fiir ¢ > 0 definiert ist. Aus dieser Funktion f bildet die Laplace-
Transformation eine Funktion f(s) = £(f)(s) auf folgende Weise:

L(f)(s) == / e f(t)dt . (17.1)

Z.B.ist f(t) =e” ', dann ist

. i 1
t)y= [ e e tdt = :
£(t) / et =

Die Laplace-Transformation findet mehrere Anwendungen bei der Warmeleitungsglei-
chung.
Ist u(z,t) eine Losung der Warmeleitungsgleichung, dann definieren wir 4(z, s) :

u(z, s) ::/ e Stu(z, t)dt .
0

Es 1aBit sich dann leicht feststellen, dafl 4 eine gewdhnliche Differentialgleichung erfiillt:
su(z,s) — u(z,0) = Uy, s) .

Ist diese gewohnliche Differentialgleichung analytisch 16sbar, dann wird u(z, s) gewonnen
durch die inverse Laplace-Transformation, auf 4(z, s) anzuwenden.

Sehr viele der bekannten analytischen Losungen der Warmeleitungsgleichung sind mit
Hilfe der Laplace-Transformation herleitbar.
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17.2 Die Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation (17.1) 148t sich auch im Sinne des Lebesgueschen Integrals
definieren (siehe Dunford-Schwartz), aber wir beschranken uns auf (eigentliche und un-
eigentliche) Riemann Integration.

Definition 17.1 Eine Funktion f(t) heiffit J-Funktion, falls:
1. f(t) st wm Intervall [0,+o00| definiert bis auf isoliert liegende Ausnahmestellen.

2. f(t) ist in jedem endlichen Teilintervall [T},t;] etgentlich integrabel bis auf
héchstens endlich viele Stellen, wo sie absolut uneigentlich integrabel 1st, d.h.

o T04e
limg [ |f@)lde o+l [ 7]
Tpo—€ Zo

existiert.

Definition 17.2 Se: f eine J-Funktion. Gibt es sqg € C derart, daff der Grenzwert

w—r00

lim / et £ (£)dt
0

ezistiert, so heiffit f(t) L-Funktion. Dazu ist notwendig und hinreichend, daffl man
zu jedem € > 0 ein Q = Q(e) so wdhlen kann, dafl

v f(t)e *otdt

1

<e€

fir jedes Wertepaar wi,ws; mit Q < w; < wy .
Der Wert

Fs0) = / e f(t)dt = lim / =50 £ (1) dit
0 0

—00

heift das Laplace-Integral von f(t) fir den Parameterwert s, .

Ein besonderer Fall ist der, dafi das Laplace-Integral absolut konvergiert, d.h. dafl

w—>00

lim / o5t £ (£)|dt
0

ezistiert. Dazu 1st notwendig und hinreichend, daff man zu jedem € > 0 ein Q = Q(¢)
so bestimmen kann, daf
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w2

/ e B 50t| £(1)|dt < e

w1

fir Q <w; <ws . f(t) heyBt dann eine L,-Funktion .
Satz 17.1 (Doetsch I, S. 33) Ist

f®l<C fir t=>T,

so ist das Laplace-Integral fiir jeden Parameterwert s, mit Rsy > 0 absolut konver-
gent.

Satz 17.2 (Doetsch I, S. 33) Ist ein Laplace-Integral in einem Punkt s, absolut
konvergent, so ist es in der abgeschlossenen Halbebene Rs > Rs, absolut konver-
gent.

Satz 17.3 (Doetsch I, S. 34) Das genaue Gebiet absoluter Konvergenz des
Laplace-Integrals ist eine offene oder abgeschlossene Halbebene Rs > o bzw. Rs > a,
wober o reell 1st und —o0o0 < a < 400. Der Rand Rs = o kann nur entweder ganz
(wie bei der Funktion f(t) = 1z , a = 0) oder gar nicht (wie bei der Funktion
f(t) =1, a = 0) zum Gebiet absoluter Konvergenz gehéren. o heifit Abszisse
absoluter Konvergenz, das Gebiet R > a bzw. Rs > «a heifSt Halbebene absoluter
Konvergenz des Laplace-Integrals.

Satz 17.4 (Fundamentalsatz (Doetsch I, S. 35)) Konvergiert ein Laplace-Integral
f’l:l:f’ So-

flso) = [ e f(tyat

so konvergiert es in jedem Winkelraum W (so,v < 7/2) gleichmdfig. Insbesondere
konvergiert es also fiir jedes s der offenen Halbebene Rs > Rsy. Sez

o(t) == / e~ f(r)dr  fir t>0. (17.2)

Dann gilt:
1.

F(s) = (s — s /e sl ()dt  fiir Rs > Rsg (17.3)
0
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f(s o)+ [ (s = so)e N D(t) ~ flso)ldt

fir Rs >Rsy und s=sg. (17.4)

Die in (17.83) und (17.4) vorkommenden Integrale konvergieren fir Rs > Rsy
absolut, das in (17.4) konvergiert gleichmdfig in jedem W (so, ¥ < 7/2).

Beweis:
Durch partielle Integration folgt fiir beliebiges komplexes s:

/ e—stf(t)dt — / e—(s—So)te—sotf(t)dt
0 0

— (s so)tq)( _|_ 8—80 e~ (s—s0 th)

= ¢ —(s— so)w(I)( 8—80 e (s—s0 th)

!
!

Addiert man hierzu die Gleichung

= Foo)(1 =) — (5= 0) [ e f(sot,
0

so ergibt sich:
[ et f(a)dt = Flso) + e [@(w) — Flso)] + [ (s — so)e ¢ [@(1) — flsoldt . ()

Wegen ®(w) — f(so) fiir w — oo konvergiert der zweite Summand auf der rechten Seite
von () fiir w — oo in der Halbebene Rs > Rs, gleichméBig und zwar gegen 0 .

Wegen ®(w) — f(so) fiir w — oo ist |®(w) — f(so)| beschrankt. Der dritte Summand

in (x) konvergiert gleichmafiig im Winkelraum W. Die linke Seite konvergiert also auch
gleichméBig in W und es gilt:

70 e T f(t)d +7 (s — so)e (1 [B(t) — f(so)]dt

Das ist der Ausdruck (17.4), der fiir s = so und fiir jedes s mit Rs > Rs, gilt, da man
jedes solche s in einen Winkelraum W einfassen kann.
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LaBt man den Punkt s; weg und betrachtet nur Rs > Rsy, so ist
(s — so) / e_(s_so)tf(s())dt
0

konvergent und gleich f(sy), so daB sich (17.4) auf (17.3) reduziert.

Die Funktionen ®(¢) und ®(t) — f(so) sind fiir ¢ > 0 stetig und haben Grenzwerte fiir
t — 00, sind also beschrankt, so da8 die Integrale (17.3) und (17.4) nach Satz 15.1 fiir

R(s — s9) > 0 absolut konvergieren.

Der folgende Satz beschreibt die Konvergenzeigenschaften fiir (einfache) Konvergenz.

Satz 17.5 (Doetsch I, S. 37) Das genaue Gebiet der (einfachen) Konvergenz des
Laplace-Integrals ist eine Halbebene Rs > (3, deren Rand Rs = [ ganz, teilweise
oder gar nicht zum Konvergenzgebiet gehoren kann, wober —oo < 3 < +o0.

B heiflt Konvergenzabszisse, das Gebiet Rs > [ mit Einschlufider eventuellen
Konvergenzpunkte auf Rs = (3 die Konvergenzhalbebene, die Gerade Rs = 3 die
Konvergenzgerade des Laplace-Integrals.

Bemerkung 17.1 —oo < 8 < a < +00, wobei alle iiberhaupt denkbaren Fille vorkom-
men konnen.

f(t) L(f) Konvergenzgebiet
1
1 - Rs >0
s
<t< 1
0 O_t_a} —e Rs >0
1, t>a S
1
et Rs > Ra
f"_lst log s
log ¢t — Rs >0
Beispiel 17.1 °8 Sg s ”
cosh at 5 5 Rs > |Ral
s2—a
sinh at 5 a4 5 Rs > |Ral
s2—a
cos at % Rs > |Ial
S ta
sin at —_— |Rs| > |Ia|
82 —Ea?
Jo(t Rs >0
o(?) T

Weitere Eigenschaften:
Ist £(f) bekannt und f;(¢) := f(at + b), dann 148t sich £(f;) leicht berechnen, z.B.:
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Satz 17.6 (Doetsch 1, S. 85) Ist f eine L-Funktion

fit) = f(at), a>0, (17.5)

so ist f; eine L-Funktion und

~ ~

1
A= (5 (17.6)
L(f1) ist konvergent fir Rs > af3, wenn L(f) fir Rs > 3 konvergiert.

Satz 17.7 Ist f(t) eine L-Funktion, so ist auch o(t) = [ f(7)dT eine solche.
Wenn L(f) fir ein reelles sy > 0 (einfach) konvergiert, so konvergiert L(p) im Falle
so = 0 fir Rs > 0, @m Falle sy > 0 fir s = sy und Rs > so und es st

L(pt)) = +L(f(@) [ fir Rs>0 im Falle s,=0,
d.h.p(s) = % f(s) fir s=sy und Rs >s, wm Falle sq>0 “(17.7)
Auflerdem st
0(1) , wenn sy=0,
= 17.
o) { 0(e*®) fir t—>o0 , wenn sy>0, (178)

so daf L(p) fiir Rs > sy sogar absolut konvergiert.

Beweis:

Im Falle s, = 0 folgt die Gleichung f(s) = s¢(s) fiir Rs > 0 aus Satz 15.4, Gleichung
(17.3). Dafidie stetige Funktion ¢(¢) beschrankt ist, ergibt sich daraus, daB8 L(f) fiir
s =0, d.h. [§° f(t)dt existiert, also ¢(t) fiir ¢ — oo einen Grenzwert hat.

Im Falle sy > 0 setzen wir

x

b(z) = / e to(t)dt (x> 0)

0

und

glz) = e**P(z) , h(z) = e

Dann ist ¢'(z) und A'(z) fiir x > 0 vorhanden [wegen der Stetigkeit von ¢(t)], h'(z) #
0, h(x) reell, h(z) — oo fiir £ — oo (hierfiir wird s, > 0 gebraucht) und
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g'(z) e (sot) + ¢')

— — = !
h’(.’l?) - 50507 S0 (80¢+¢)
1 B T
= = s [ e et +e 0op()
So
B 0
1 — —sot € f —sot —SoT
= — |- o)) + [ e (E)dt + e ()
0
0
1 i —sot
- —/e O£ (£)dt .
So

0
Da L(f) fiir s, konvergiert, hat ¢/(z)|h'(z) fiir z — oo den Grenzwert f(so)/so, folglich
hat nach der de I’'Hospitalschen Regel g(z)/h(z) denselben Grenzwert:

x

B —y@) = [ ettt > - (o)

0

das heifit

Die Gleichung

das heifit

zeigt weiterhin, dafl

also

p(z) = 0(e*?)
ist.
Fiir jedes reelle s > sy trifft die Voraussetzung erst recht zu, so dal die Gleichung

o(s) = f(s)/s auch fiir diese s gilt. Da, wie gezeigt werden kann, f(s) und ¢(s)
analytische Funktionen sind, dehnt sie sich auf Rs > s, aus.
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Satz 17.8 (Doetsch I, S. 99) Se: f(t) fir t > 0 differenzierbar und f'(t) eine L-
Funktion.
Dann gilt:

1. f ist ewne L-Funktion.
2. Der Grenzwert
fo = tl_lgrlo f(t)

existiert.

3. Wenn L(f') fir ein reelles sy > 0 konvergiert, so konvergtert L(f) auch fir sy,
und es st

f'(s)=s f(s) = f(0) (17.9)

fir s =sy und Rs > sq .
4. L(f) ist fir Rs > so absolut konvergent.

Beweis:
In Satz 15.7 ersetzt man f durch f'. Es folgt aus Gleichung (17.7), mit

Satz 17.9 (Doetsch I, S. 100) Se: f(t) fir t > 0 n-mal differenzierbar und f"(¢)
eine L-Funktion.

Dann:
1. f(t),...,f™(t) sind L-Funktionen.

2. Die Grenzwerte
FO0) :=lim fP@t), 0<k<n-1

t—0

existieren.
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3. Wenn L(f) fir ein reelles sy > 0 konvergiert, so konvergiert L(f) auch fir s,
und es st

LUNs) = 57(s) = 30 fEDO) 5 F fir s=so und Rs > s,
k=1 (17.10)

Beispiel 17.2 Man l6se die Anfangswertaufgabe:

cy sin ¢

y(0) = wo, ¥'(0)=uyp-
Es gilt:
LG = 3217—83/0—3/6

1
1+ s2

Es folgt:

Yo | Yo 1

s s s2(1+s?)

Yo Yo, 1 1

s 82 2 1+s?
y(t) = yo+ypy-t+1—sint

N33
Il
|

_|_
|

_|_

und

Bemerkung 17.2 Da s% nicht meromorph ist, kann fiir diese Funktion der Residuensatz
nicht benutzt werden.

17.3 Die komplexe Umkehrformel fiir die Laplacesche
Transformation

Fiir die Fourier-Transformation gilt:

+
8

F(F)E) = f(&) = f(u)e "du

|
3

9~ 8-
3 3

(E)e*etde .

\8\
>

flz) =

|
3

Sei nun

fit) = e () H(2)
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fiir geeignete v > 0, wo H(t) die Heaviside Funktion ist. Es folgt:

1 “+00 +00
) = — / ettt g / fi(w)e~“du
2w . .
1 +00 [e’e]
= %_/ e+it§d§0/f(u)e_7“e_i“§du.

Setze s := v+ i€,

Es gilt:

2w J
¥—1i00

Hiermit haben wir die komplexe Umkehrformel heuristisch hergeleitet.
Es gibt mehrere Satze {iber die Umkehrformel. Der folgende Satz geniigt fiir viele Zwecke:

Satz 17.10 (Doetsch I, S. 263) f(s) sei in der Halbebene Rs > z; > 0 holomorph
und in der Gestalt

f(s)zi—i-s—s, 0<a<1l,e>0)

darstellbar, wo ¢(s) in jeder Halbebene Rs > x1 + 0 > x; beschrdnkt ist. Dann ist

A

f(s) die Laplace- Transformierte der Funktion

1 4100 .
f(t)=V.P. _/ e f(s)ds, (z> ). (17.11)

Das Integral (17.11) ist als Cauchyscher Hauptwert zu verstehen. Es ezxistiert fir
jedes t > 0 und ist von r unabhdngig.
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Beispiel 17.3

. s
f(S) = m , @ reell
A 1 a?
/() s s(s2—a?)

_ 1 g(s)

S §3
a’s?

9(s) = 5

Satz 15.10 ist daher anwendbar mit c=1, a=1, e=2, z; = 2a .

1 T+io0o
f(t)=V.P. _/ et f(s)ds .

Fiir die Berechnung von f(t) ist es oft niitzlich, den Integrationsweg zu deformieren.

Satz 17.11 (Doetsch, S. 224) Es sei eine Schar von Halbkreisen H, um s = 0 links
von der imagindren Achse mit den Radien p, gegeben, wobei py < pi,... ,pn — 00.

Eine Funktion f(s) sei auf U;°, H, definiert, stetig, und genige auf H, der
Abschdtzung

1£(s)| <6, wo 6, —0 fiir n— oco.

Dann 1st
/ e f(s)ds — 0 ber t>0 fir n— oco.
Hn
Beweis:
Fiir s := pe®? gilt
3mw/2
| / e f(s)ds| < 4y, / gtencos 0, 4
H, w/2

™

T

0
w/2

= 20npn / e tPnsin 0qg
0

Fir 0 < 6 < «/2 gilt:
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B A
p

C p 0 2a
D E

Abbildung 17.1: Der deformierte Weg fiir Beispiel 15.2

2
sin 6 > — 6
T
und folglich
w/2
| / e f(s)ds| < 26npn / et 20/ g
H, 0
1—etom
= 20,————— —0 bei t>0 fiir n— 0.

(2/m)t

Beispiel 15.2 Fortsetzung

Es ist
2a+1ip
= / et — 2 s = ro(t) +r_(t) — I(p)
2mi J s2 —a? ’
2a—1p

wobei r, bzw. r_ das Residuum in dem Pol +a bzw. —a bezeichnen und I das Integral
um den Weg ABCDE bezeichnet (siehe Abbildung 17.1).
Nachdem (siehe Hilfssatz 2)

I(p) — 0 fiir p— o0
1
— — _+tat
Ty 9 €
1
r — - efat
2
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folgt, daB8 f(s) die Laplace-Transformierte von
1
f(t) = 3 (e® + e™%) = cosh at

ist.

Beispiel 17.4 [Carslaw + Jaeger, S. 327]

Wir betrachten die Warmeleitung in einem unendlich langen Zylinder vom Radius a mit

der Anfangstemperatur Null und der aufleren Temperatur V :

v 10v 1 0v

- ——-=— =0, (0<r<a,t>0)

v(r,0) = 0,0<r<a
v(a,t) = V,t>0.

Fiir v = Lo gilt:

—¢v=0,0<r<a,

dr? +

v 19
ror

wobei ¢? = s/k, weil

0
L(a—qtj> =s0—1-v(r,0) = s0.
Die Randbedingungen sind:

v beschrankt bei » = 0
v(a,8) =L(V) = V/s.

Die Besselsche Gleichung fiir Jy(x) ist:

1
y+-y+y=0.
x

1 2r
. > 247
z:= Ip(qz) := Jo(igz) = > (2 ' ?
iy rir!
erfiillt die Gleichungen:
dz . dJdy
JR— —_ 2 JE—
e~ " dr |,
Pz , d*Jy

e = s

iqx

(17.12)

(17.13)
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Nachdem )
J() . 1 dJO . . -
= (iqx) + gz dz (igzr) + Jo(igr) =0
folgt
1 : L 1 .,
(g2 " gz ig " 7T
oder

I
Z+—2z—q¢°2=0.
x

Es folgt, daB8 die Losung (17.12), (17.13) ist:

5 — ¥ Dlar)
s Iy(qa)’
¢ = s/k.

Zur Berechnung von v = L~ !(¢) wird die Umkehrformel angewandt:

ot oo Iy(\/s/kr
e T B

21 R 5 Iy(y/s/ka)

Die Nullstellen von Jy(z) seien 0 < ap < a1 < ... < @y —> 00 .
Die Nullstellen von

ds .

Iy(ga) = Jy(iga)
sind deshalb bei

10nQ = Qp
oder
K
e 2 2
Sp 1= KQ, = 2 o, .

Es folgt aus (17.15) durch Residuumberechnung, daf§

> 14 Iy(qn
v(r,t) =V +> et— - 0(4n7)
n=0 Sn ds IO(qa)

8=S8n

Zur Berechnung von £ Iy(ga) ist die Beziehung
v !
L @)~ JUe) = Juaa(o)

niitzlich. Fiir v = 0 folgt:
Jo(z) = Ji(z)

(17.14)

(17.15)
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und
2 I(ga) = = Jiqa)
P olga) = d.s olqa
ia _
= 2q—m J(’)(lqa)
1a .
= —g Jl(zqa)
Es folgt (ig = ay/a) :
d —ta-a-1
s Iy(qa) T r o Ji(an)
2
- +2fmzn Jl(an)
und

) = V-2 —#(a
v(r,t) ngo e SACHS

17.4 Andere Integraltransformationen

Andere bekannte Transformationen sind:

1. Fourier-Transformation

+
3

FFE) = f()ed .

vl
3

2. Fouriersche Sinustransformation

Fsf(€) = F(t) sin(&t)dt .

N
0\8

3. Fouriersche Cosinustransformation

Ff© == [ 76 cos(enydt
0
4. Mellin-Transformation
MJ(s) = / f(@)z* tdz .
0
5. Hankel-Transformation
H,{(©) = [ af(@)(¢a)da
0

2 /a®)t Jo(anr/a)



210 Die Laplace-Transformation

Literatur:

Carslaw, H.S. und Jaeger, J.C.: Conduction of Heat in Solids, 2. Ausgabe, Oxford
1959.

Crank, J.: The Mathematics of Diffusion, 2. Ausgabe, Oxford 1975.
Doetsch, G.: Handbuch der Laplace-Transformation I, II, III. Birkhauser, 1956.

Doetsch, G.: Einfiihrung in die Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation,
Springer 1970.

Dunford, N., Schwartz, J.T.: Linear Operators I, II, III. Interscience.

Sneddon, [.N.: The Use of Integral Transforms. McGraw-Hill, 1972.



Anhang A

Einige einfache Losungsmethoden

A.1 Die Methode der Trennung der Verinderlichen

Betrachte die partielle Differentialgleichung

F(z,u,Du,D*u,... ,D’u) =0 mit z = (z,y) € R? (A.1)

Man macht den Ansatz, dafl die Losung u(z, y) als ein Produkt von zwei Funktionen X (z)
und Y (y) darstellbar ist, wobei X und Y nur von z bzw. y abhéngig sind:

u(z,y) = X(z) Y (y) (A.2)

Man setzt A.2 in die Gleichung A.1 ein und versucht, z. B. durch das Produkt X (z)Y (y)
zu dividieren, die Gleichung auf die Gestalt

oz, X, X, X,..., XP) =o(y,Y,Y,Y ..., YP) (A.3)
zu bringen, mit
dk
x® = s (2),
dk
y® = d—yk (v)

Es folgt aus A.3, dafl es eine Konstante o gibt, mit

oz, X, X, X,... XP) =q, (A.4)

Y(y,Y,Y, V..., YP) =q, (A.5)
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Die Gleichungen A.4 und A.5 sind gewohnliche Differentialgleichungen zur Bestimmung
von X und Y.

Laft sich z. B. die Gleichung A.4 in die Gestalt einer linearen Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten,

p(D)X =0, (A.6)
p
p(D) =Y a;, D", (A.7)
k=0
schreiben, so ist
_ AT
X(z)=e (A.8)

eine Losung wenn )\ eine Nullstelle des Polynoms

p(A) =0 (A.9)
ist.
Beispiel:
Man betrachtet die Wellengleichung
gz = Uyy-
Der Ansatz
u=XY
fiihrt zu der Gleichung
XY = XY.

Durch die Division durch XY erhilt man

Die Gleichung
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1a83t sich als

schreiben, so daf

eine Losung ist, falls A eine Nullstelle des Polynoms
p(A) ==X\ —«

ist.

Es folgt, daf

u(z,y) = X(z)-Y(y)
= [ale\/am + age_\/ax] : [ag,e\/ay + a4e_\/ay]

eine Losung von

Ugr = Uyy

ist, wobel a1, as, a3, a4 und « beliebige Konstanten sind.

A.2 Die Methode von Lagrange
Sei
a(xayau)um + b(.I',y,U)Uy = c(x,y,u) (A].O)

eine quasilineare Gleichung in den zwei unabhangigen Veranderlichen x, y.

Man betrachtet die gewohnlichen Differentialgleichungen
dx dy du

= = A.11
a(ayw) W) m (A1)
und versucht zwei unabhéngige Lésungen dieser Gleichungen
é(z,y,u) = ¢; = Konstante (A.12)
Y(z,y,u) = c; = Konstante
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zu finden.

Seien F(¢,v), f(¢) und g(v)) beliebige Funktionen. Wird u = wu(z,y) durch eine der
Gleichungen

F(¢7 l/)) - 0)
V= f(9), (A.13)
¢ =g(v)

definiert, dann ist u eine Losung der Gleichung A.10.
Beispiel
Man betrachtet die Differentialgleichung

(y+u)ug + yu, = —y.

Die entsprechenden gewdhnlichen Differentialgleichungen sind:

de. dy  du
y+u oy z—y

Es folgt aus der ersten und dritten Gleichung:

dlz+u) dy
r4+u oy’
so daf
In(z +u) = In y + Konstante,
oder
z + u = Konstante - y
oder
Tu = Konstante.
Yy
Man setzt:
T+ u
o(z,y,u) = y

Es gilt auch aus der ersten und zweiten Gleichung:

dlz—y) du

)
u T —y
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so daf
@-y) dz—y) = u du
(z _2?4) — % + Konstante,
(z —y)? — u? = Konstante

Man setzt:

TP(-T,.%U) = ('17 - y)2 - ’U,2.

Eine Losung u der Gleichung A.5 wird durch

b(z,y,u) = f(9),

d. h.
T+u
(z -y’ —u’ = f(——)
Y
fiir jede beliebige Funktion f definiert.
Probe
Aus der vorhergehenden Gleichung folgt:
1+ ug
2(x—y)—2uuz:f'-ﬂ
Yy
oder
y = -y~ f
’ 2uy + f'
und
, Yuy — (z + u)
—2(z —y) —2uu, = f e
Yy
oder
=@ —y)+ @t u)f
' 2uy? + yf'
Es folgt:

x—y)—f 20—y +(@x+ u)f'

(y + u)ug + yuy = (y +u) - 2y I T

usw.
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Begriindung der Methode

Sei ¢ wie in A.12 definiert. Dann gilt

bo(z,y, u)dz + dy(z,y,u)dy + ¢u(z,y,u)du =0

wo dz, dy, du die Gleichung A.11 erfiillen. Es folgt®:

a(x, Y, u)¢m + b(l‘, Y, u)¢y + C(ma Y, u)¢u = 0.

Ebenfalls gilt:

a(m, Y, U)% + b(ma Y, U)% + C(Z‘, Y, U)d’u =0.

Aus den Gleichungen A.15 und A.16 folgt:

a(z,y,u) _ bz,yu) _ ez,y,u)
by bu bu Do be by |
by Yu by Uy ba by

Aus der Identitat A.13, F(¢,) = 0, folgt:

F¢[¢z + ¢uuz] + F1/)W)z + wuuz] =0

F¢>[¢y + ¢uuy] + F«b['@by + ¢uuy] =0,

so daf
¢1‘ + ¢uum
¢y + ¢uuy
oder
by WUy by WUy
so daf
Py Du bu
by Yu |" | v

!Siehe Bemerkung

Uy +

Pz
Yz

Ve + Yuly
/@/)y + wuuy

Uy

bz Yo
bu Yu

| ¢
U

(A.19)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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Aus den Gleichungen A.17 und A.18 folgt:

a(z,y, w)u, + b(z,y, u)u, = c(z,y,u). O (A.19)

Bemerkung

Die Herleitung und Erklarung der Gleichungen A.14 und A.15 ist nicht einwandfrei.
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Kapitel 1

Elliptische Gleichungen

1.1 Definition elliptischer Gleichungen

1.1.1 Skalare Gleichungen

Definition 1.1 Se:
L= as(x)0"
|| <k
ewn Differentialoperator fir x € Q2 C R*. L heifit elliptisch zu x, falls fir alle £ € R,
§F£0 gilt

0x(L,6) i= D aa(x)§* #0.

|a|=Fk

Beispiel 1.1 Die Laplace-Gleichung in R” ist elliptisch, da

" 0%
L —
" ; oz?’
os(L,€) = > &
i=1
Beispiel 1.2 Die biharmonische Gleichung in R?,
o*u 0*u o*u

Lu + 2

- ozt 0zr20z2 * ors’

ist elliptisch, da

o.(L, &) = & +288+&
= @+&).
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Beispiel 1.3 Die Minimal-Oberflachengleichung
(14 u2)tige — 2Uptiyugy + (1 + ul)uy, =0

ist elliptisch, da

O'z(L, f) = (1 + u;)gf - 2uzuy§1§2 + (1 + ui)§22 ’
= G+&+ (Gyy — Lup)’

Es ist manchmal wichtig, die Elliptizitatsbedingung genauer zu klassifizieren. Fiir Diffe-
rentialgleichungen der zweiten Ordnung ist die folgende Klassifikation niitzlich:

Definition 1.2 Sez

L= as(x)0"
lo|<2
ein Differentialoperator zweiter Ordnung fir x € Q C R*. L heifit gleschmadfrg ellip-
tisch auf Q (uniformly elliptic), falls eine Konstante a > 0 ezistiert mat
n o 1 n
oy <Y aEEe <=y g
i=1

|| =2 i=1

fir allex € Q .

Beispiel 1.4 Die Gleichung

TUgy + 2u, =0

ist nicht gleichmiBig elliptisch auf Q = (0,1) C R

1.1.2 Gleichungssysteme

Systeme von Differentialgleichungen treten oft auf. Sie werden allerdings nur selten
in der Literatur behandelt. Insbesondere werden Systeme hoéherer Ordnung kaum in
Lehrbiichern behandelt. Einige der wenigen Ausnahmen sind die Biicher von Miranda
[1970, S. 275], Courant und Hilbert [1962, S. 577] und Hérmander [1963, S. 267]. Sei

u(x) = (u(x),...,un(x))7,

f(x) = (fl(X)’---ny(X))T

fiir x € Q C R". Sei M;; ein Differentialoperator der Ordnung o;;.
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Sei

mit

IN

aij

Si—|—tj,
0falls s;+1¢; <O0.

Sei M;;(x,&) das charakteristische Polynom von M;; und

Mij(X, f) y falls Q5 = 8 + tj
0 , falls Qi < 8 + tJ

Mij(xa 6) = {
Das System

N
> Mi(x)uj=f;, 1<i<N

j=1

heifit elliptisch im Sinne von Douglis und Nirenberg, falls es moglich ist, s; und ¢; so
zu wahlen, dafl

a(x, &) == det(M;;(x,€)) #0, x€Q, (R,
Sei

CL(X, é-) = det(MZ] (X, g)) 3
r Grad a
R = Der maximale Grad der N! Terme von «

bei der Entwicklung mit der Leibniz-Regel

Es ist von Volevich bewiesen worden (Agmon, Douglis, Nirenberg [1964, S. 39]), daf8 die
folgenden Bedingungen fiir die Elliptizitat notwendig und hinreichend sind:

1. =R,

2. a(x,£) # 0 fiir alle £ # 0, wo bei G der Hauptteil von a, d.h. der Teil vom Grade r,
ist.

Beispiel 1.5

Uy — Vyy = fla

Uy + Uy + Vgpzz + Vgy = f2



4 Elliptische Gleichungen

Man setze

Es folgt:

2
¢ U =& 4nt, r=4, R=4.

Beispiel 1.6 [Cauchy-Riemann-Gleichungen|

Up — Uy =

Uy +VUp =

Man setze s; = s, =1, t; =1, =0 . Es folgt:

6= 3 n‘:§2+n2_
n £
a=a = a,
r=R = 2

Beispiel 1.7

Setze
Uy ‘= Ug , Uz = Uy
Es gilt:
8u1 8’(1,2 — 0
(91'1 81‘2 N ’
ou
/= _ = 0,
8.’111 U
0
S = 0.
81'2
Man setze
80:0, §1 = S = —1,

t0:2, t1:t2 — 1
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Es folgt:
0 & &
i)=& -1 o0|=&+8
& 0 -1
a=a = a,
r=R =

In der Theorie von Agmon, Douglis und Nirenberg wird weiter vorausgesetzt:

Bedingung L: i(x,§) ist ein Polynom vom Grade 2m beziiglich £. Sei ¢ , é € R” linear
unabhéngig. Das Polynom ¢(7) := a(x,& + TE) hat genau n Nullstellen 7 mit positivem
Imaginarteil.

Bemerkung 1.1 Sei das System elliptisch im Sinne von Douglis und Nirenberg und
n > 2. Dann ist die Bedingung L erfiillt. (Siehe Agmon, Douglis, Nirenberg [1964, S. 39],
Miranda [1970, S. 244].)

Bemerkung 1.2 Sei n = 2. Es gebe eine Funktion y(x) und ein o > 0 mit

Re{y(x)i(x,£)} > of¢|” firalle E€R", x €R", £#0,

wobei 27 die Ordnung des Differentialoperators M,; ist. Dann ist die Bedingung L erfiillt
(siehe Miranda [1970, S. 245]).

Literatur
Agmon, S., Douglis, A., Nirenberg, L.: Estimates near the boundary for solutions of
elliptic partial differential equations satisfying general boundary conditions. II. Comm.

Pure Appl. Math. 17, 35-92(1964).

Douglis, A., Nirenberg, L.: Interior estimates for elliptic systems of partial differential
equations. Comm. Pure Appl. Math. 8, 503-538(1955).

Ho6rmander, L.: Linear Partial Differential Operators. Berlin: Springer, 1963.

Miranda, C.: Partial Differential Equations of Elliptic Type. New York: Springer, 1970.

1.2 Randwertaufgaben

1.2.1 Einfiihrung

Eine partielle Differentialgleichung hat mehrere Lésungen. In den Anwendungen werden
Randbedingungen vorgeschrieben, die der Anwendung entsprechen und eine moglichst
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eindeutige Losung bestimmen sollen. Fiir elliptische Gleichungen und Systeme gilt
folgende Faustregel fiir sachgemafigestellte Randwertaufgaben:

Auf jedem Punkt des Randes 02 von Q2 sollten m Randbedingungen vorge-
schrieben werden, wenn die Ordnung der Gleichung (des Systems) 2m ist.

Das folgende Beispiel von Hadamard zeigt, dafl - wenn diese Faustregel verletzt wird -
das Randwertproblem evtl. schlechtgestellt sein kann:

D C (m,m)
Q
A B
(0,0)

Abbildung 1.1: Das Beispiel von Hadamard

a) Au=0, (z,y) € Q

b) u =0 auf AD

c) u =0 auf BC

d) u =0 auf AB

e) u, = —uy = —75 sin kz auf AB mit k,s € N.

Eine Losung ist:

e+ky _ efky

2

1
u(z,y) = s -sin kz -

Fiir k£ grofkann u beliebig groBwerden, obwohl alle Randwerte gleichmafiig beschrankt

sind.
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1.2.2 Der Rand 00
Der Rand 02 mufleinige Glattheitsbedingungen erfiillen.

Typische Bedingungen sind:

1. Der Rand 9% ist C*® mit o € [0,1] und k € Ny, d.h. fiir jedes xo € OQ gibt es eine
Kugel B = B(x,) und ein Homdomorphismus ¥ : B — D C R" mit

(a) ¥(BNQ)CR?
(b) ¥(BNoQ) C oR™
(c)
¥ e C*(B),
vt e Cck(D),

wo
R} ={xeR":z, >0}.

2. 09 erfiillt eine gleichgradige innere Kegelbedingung, d.h. es gibt einen Kegel K C R”
mit der Spitze 0 und ein r > 0, so da$ fiir jedes o € JS2 eine Kongruenz ¥ existiert
mit

o + ¥ (K,) C Q
wo
K, ={xeK:|x|]|<r}.
(Siehe Abbildung 1.2.)

3. Q sei ein Polygongebiet.

1.2.3 Typische Randbedingungen

1. Eine Gleichung zweiter Ordnung

Sei
Lu= Y as(x)0%
|| <2
eine elliptische Gleichung zweiter Ordnung. Seien f, f;,... , vorgeschriebene Funk-

tionen. Sei 2 C R”. Es gibt drei kanonische Randwertaufgaben.
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Abbildung 1.2: Die Kegelbedingung

(a) 1. Randwertaufgabe

Lu = f, xeQ
u:fl, x € 002

Dieses Problem heifit auch Dirichlet-Problem.
(b) 2. Randwertaufgabe

Lu = f, xeQ
n 0%u n ou

Lu = ; b +c,

U Z ak@xiaxk+; 8x~+c

i,k=1 7

Lu = f, xeQ

“ 0
Z QikVk - +fou = f3, x€0Q,
ik=1 Oz;
wo v = (v, ... ,V,) der dufere einheitsnormale n-Vektor auf 0Q ist.
Ist f; = 0, heiflit dieses Problem auch Neumann-Problem, sonst Robin-
Problem.

(c) 3. Randwertaufgabe

Lu = f, xeQ
0
f4—u+f5u = fe, x€00Q.
ov

Dieses Problem heifit auch gemischte Randwertaufgaben.
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2. Eine Gleichung vierter Ordnung

Die bekannteste Gleichung vierter Ordnung ist die biharmonische Gleichung:

L — 0*u N 0*u 0*u

2 =0.
Ox* 0x20y>? + oy

Typische Randbedingungen sind:

(a) Das (verallgemeinerte) Dirichlet-Problem

Lu = 0, xeQ
u = fi, x€N
Up = fg, x € 002

3. Gleichungssysteme

Siehe z.B. Agmon, Douglis, Nirenberg [1964, S. 42].

4. BExistenz und Glattheit der Losungen der Randwertaufgaben

Fiir eine sachgemafigestellte Randwertaufgabe fiir elliptische Gleichungen gilt
folgende Faustregel:

Die Lésung u ist so glatt ure die Koeffizienten der Gleichung, die Koeffizienten
der Randbedingungen und der Rand es erlauben.

Weiter gilt:

Jede Anderung der Koeffizienten der Gleichung oder der Randbedingungen
fiihrt zu einer Anderung der Lésung u in jedem Punkt x € Q.

1.3 Existenz und Eindeutigkeit der Lésungen von
Randwertaufgaben

Die Theorie von Randwertaufgaben benutzt mehrere Methoden, die die numerischen
Methoden entweder anregen oder beeinflussen:

a) Funktionentheorie
b) Variationsgleichungen

c) Integralgleichungen
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d) Fixpunktmethoden

e) Das Maximumprinzip

Bekannte numerische Methoden sind:

a) Differenzenverfahren

b) Finite Elemente

d) Spektralmethoden

Galerkinmethoden

)
)
c) Randelementmethoden
)
e)

die oft mit

a) Mehrgittermethoden

b) Gebietszerlegungsmethoden

c) Gebietstransformationen

)
)
)
)

d) lokale Verfeinerung

kombiniert werden. Wir werden mehrere dieser Methoden und Techniken kennenlernen.



Kapitel 2

Das Maximumprinzip

Fiir elliptische Gleichungen zweiter Ordnung gilt ein Maximumprinzip, das auflerordent-
lich niitzlich ist.

2.1 Die grundlegenden Sitze

Sei
n 0%u n ou

Wir setzen voraus:
V1. Q C R*, Q ein beschranktes Gebiet.
V2. ajx = ai(x), b; = bi(x) seien stetige Funktionen auf Q.

V3. Es gebe o > 0 mit

Xn: ax(x)&ilk > @ Xn: £, EcR.
=1

ik=1

Va. ue C(Q)nC(S).

Wir benutzen hier die Beweismethode von Courant und Hilbert, S. 326 ff.

Satz 2.1 :
u habe eitn Mazimum an der Stelle P € Q2. Dann gilt:

Mu(P)<0.

Beweis: Wenn u ein Maximum an dem inneren Punkt P hat, dann sind alle ersten
Ableitungen von u an der Stelle P gleich Null. Folglich:
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Mu(P) = 3 aw(P) Ou
ik=1 ik 8m18mk
= Spur AB

mit

— (a) € Mat (n x n) ,
_ ( Ou (p)) € Mat (n x n) .

Es gibt eine orthogonale Matrix S mit

SAS” = A\ = Diag (X\;) .

Dann gilt:
Spur (AB) = Spur (SABST)
= Spur (ASBST)
= > b
i=1
mit

Gebe es ¢ mit 3; > 0, wiirde die Bedingung verletzt, dal v in P ein Maximum hat. Um
dies einzusehen, setzt man £ = es mit

S:{SZ]].S‘]STZ}ERTZ

Es gilt (Forster, II, Corollar 2, S. 59):

u(P+¢) = u(P)+ ((grad u)(P), €>+%<§,B€>+0(|I€|I2),

= u(P) + =€(s, Bs) + 0(¢€%) ,

=N =

= u(P)+ §€2ﬁz’z’ +0(€%) ,

so dafl P kein lokales Maximum von u ist.
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Die Voraussetzung V3 hat zur Folge, dafi A positiv definit ist, so dafl die Eigenwerte \;

von A positiv sind.

Es folgt
Mu(P)=> X0; <0.
i—1
Lemma 2.1 (Hopf):

Ser K C R eine offene Kugel und Py, € OK. Es gelte:

Mu>0 , xeK
u(x) <u(P) , xe K.
Dann gilt:

@
dn

T Ipo

Ppo

Beweis: (siehe Abbildung 2.1)

Abbildung 2.1: Hilfskonstruktion fiir den Beweis des Maximumprinzips

Sei K* eine kleinere Kugel, K* C K mit P, € 0K*. Dann gilt:

=u(F) .
max u u(F)

Wahle den Ursprung O als Mittelpunkt von K™ und setze

A
.= liminf —%| >0.
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Sei ry = |Py — O|. Sei K; eine Kugel mit Radius r; < o und Mittelpunkt P,. Setze

S - K]_ﬂK*,
85 — R1UR2,
hx) = e? —e 5 B>0.

Es gilt:

1. h>0, xeK*

2. h=0, x€0K*
Mh = eP. |-4ﬁ2 Z AT Ty — 20 Z(aii + bzl’z)}
i k=1 i=1

> A l4ﬁ2ar2 —20 Z a;; — 20r Z bi]
i=1 i=1

Wihle 3 > 0so,daB Mh >0, x€S.
Sei e > 0und v := u + €h.
Auf R; ist u < u(Pp) und h beschrénkt. Folglich gilt fiir geniigend kleines e:
v(x) <u(P), x€R;.
Jetzt betrachten wir die Funktion v auf S. Es gilt:

Mv=Mu+eMh>0, x€S5.

Es folgt aus Satz 3.1

max v =max v .
S as

Aber
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v(x) <u(Po) = v(P), X€R;
v(x) u(x) + eh(x)

= u(x)
< u(PRy), fir x€ R\P,.

Folglich gilt:

max v = max v = v(Py) = u(P) .

5
Es folgt:
dv . vu(P) —v(P)
an (o) = Jim, == ——=>0.
Da
dh >
an (Po) = —2free 0 <0,
folgt
du dv dh
— (Py) = — (P) — ¢ — (P, i
dn(o) dn(o) 6dn(o)>0

Satz 2.2 (Starkes Mazimumprinzip):
Set

Mu>0, x€eQ.

Es gebe P € Q) mat
=u(P).
max u u(P)

Dann st u(x) = u(P), d.h. u ist konstant.

Beweis: Sei Mu > 0 in Q. Falls u nicht konstant ist und es einen Punkt P € Q gibt mit

M := max u = u(P),
Q

dann gibt es eine offene Kugel K und einen Punkt Py mit

1. KCQ
2. u(x) <u(P), x€eK

3. Py € 0K mit u(Py) = u(P)
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Um dies einzusehen, sind folgende Uberlegungen nétig:

1.

Je zwei Punkte in einem zusammenhdngenden Gebiet Q C R” kénnen mit einem
Polygonzug I' C Q verbunden werden (Hocking und Young, Satz 3-5, S. 108).

Sei P, € Q, u(P,) < M. Sei I' C Q ein Polygonzug, der P und P; verbindet.

Es gilt:

d(T,00)=p > 0.

. Bs gibt einen Punkt P, € " mit

d(P,09) > d(P,Qu),
Qu = {xeQ:ulx)=M}.

. Es gibt eine Kugel K mit Mittelpunkt P, und Punkt P, € 8K, die die gewiinschten

Eigenschaften besitzen.

Da u ein Maximum in P, hat, ist grad « = 0, was der Tatsache widerspricht, dafl aus dem
Hopfschen Lemma

2.2 Existenz- und Eindeutigkeitsbeweise

Satz 2.3 :
Sei 2 C R" ein beschranktes Gebiet. Ser M der gleichmdfzg elliptische Differential-
operator
n 0%u n Ou
i,kzjl ik 0z; 0y, * ; ox;

Dann hat das Dirichletsche Randwertproblem:

u € C}(Q)NC(Q),
Mu = f, xeQ,
u = g, x€00

hochstens eitne Losung u.
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Beweis: Anwendung des Maximumprinzips.

Es ist moglich, einen einfachen Existenzsatz fiir elliptische Gleichungen mit Hilfe des
Maximumprinzips zu geben. Dies benutzt die Perronsche Methode von subharmonischen
Funktionen. Wir verzichten auf den Beweis (siehe z.B. Gilbary und Trudinger [1977, S.
23]). Fiir die Laplace Gleichung erhélt man z.B.:

Satz 2.4 Sei1 Q) C R" ewn beschranktes Gebiet, das die duflere Kugelbedingung erfullt:
Fiir jedes x € 002 gibt es eine Kugel Kgr(y) mit:

1. Kp(y)={x:x—y| <R},
2. Kp(y)NQ={x} .
Dann gibt es fiir jedes g € C(0R2) eine Funktion u € C%(Q) N C(Q) mit
1. u= g auf 092
2. Au=0 1 Q.

Kiirzlich sind diese Ideen erneut aufgenommen worden. Die sogenannten wviskosen
Lésungen (“viscous solutions”) ermdglichen es, Existenz- und Eindeutigkeitssatze fiir
viele nichtlineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu beweisen. Siehe
Crandall, Ishii, Lions [1992].

Literatur:

Courant, R. und Hilbert, D.: Methods of Mathematical Physics II. Partial Differential
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Kapitel 3

Finite Differenzen

3.1 Einleitung

Das Differenzenverfahren oder die Methode der finiten Differenzen wird seit 1908 zur
Losung von Randwertaufgaben fiir partielle Differentialgleichungen benutzt. Sie verliert
an Wichtigkeit im Vergleich zu neueren Methoden, wie Finiten Elementen, ist aber
noch immer sehr niitzlich. Viele Ideen werden von Differenzenverfahren auf die neueren
Methoden iibertragen.

Bahnbrechende Arbeiten wurden von Runge [1908], Richardson [1910] und Courant,
Friedrichs und Lewy [1928] geleistet. Bekannte Standardwerke sind Forsythe und Wasow
[1960], Collatz [1955]. Siehe auch Strikwerda [1989].

Sei 2 C R ein Gebiet mit Rand I' = 02, seien A und B Differentialoperatoren. Ei-
ne allgemeine Randwertaufgabe fiir eine elliptische Differentialgleichung hat die Form:
Bestimme u, so daf

Au = f, z€Q, (3.1)
Bu = g, zel. (3.2)

Es ist zuerst notig, einige Ergdnzungen zu machen:

a) Wichtig ist, die Voraussetzungen fiir die Losung u anzugeben. Es wird meistens
vorausgesetzt, dafl u in einem vorgeschriebenen Banachraum V liegt. Ebenfalls gilt:
feF.

b) Der Operator A muflals eine Abbildung zwischen den Banachrdumen V und F
definiert werden:

A:V — F.
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c) Der Operator B und das Element g miissen auch sinnvoll definiert werden.

d) Die Randbedingungen werden oft als Teil der Definition von V betrachtet. Macht
man dies, so mufinur die Gleichung

Au=f (3.3)
gelost werden.
A
\% F
| | Py S| | %
Vh R
An
Abbildung 3.1: Interne Approximation
\Y
Q)
'
W
Vh
Abbildung 3.2: Externe Approximation
Die Gleichung Au = f wird durch eine Gleichung
Ahuh = fh (34)

approximiert, wobei
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Ah : Vh — Fh ,
(3.5)
fn € Fy

und V;, und F}, geeignete endlich dimensionale Banachrdaume sind.

Die Losung der Gleichung

Apup = fh

erfordert iiblicherweise die Losung eines Systems linearer oder nichtlinearer algebraischer
Gleichungen. Danach mufider Fehler zwischen u und u; abgeschatzt werden. Es gibt drei
Moglichkeiten:

1. w und ppup in V zu vergleichen (interne Approximation, Abbildung 3.1),

2. wu und ppuy in einem anderen Raum W zu vergleichen (externe Approximation,
Abbildung 3.2),

3. rpu und uy in Vj, zu vergleichen.

Die Beschreibungen “intern” und “extern” deuten an, daBl die Approximation ppuy
innerhalb bzw. auflerhalb des Losungsraums V liegt.

Wichtig fiir jede Fehlerabschatzung sind zwei Begriffe:

Eine Approximation Aju; von Au heifit konsistent, falls

|Aprpu — spAul|lp, — 0 fir h— 0. (3.6)

Eine Approximation A; von A heifit stab:l, falls eine Konstante S > 0 existiert mit

lvrllv,, < S||Apvnl|p, , fiir alle v, € V4 . (3.7)
Die folgenden Fragen werden anschliefend behandelt:

1. Wie werden die Abbildungen A; konstruiert?

2. Existiert eine Losung uj, der Gleichung Ajup = f1?

3. Ist die Losung uy eindeutig?

4. Wie verhalt sich der Fehler u;, — rpu?
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3.2 Ein Modellproblem: das Dirichlet-Problem fiir die
Poisson- Gleichung

Wir betrachten das folgende Problem:

Au = f, (z,y)eQ
u = g, (z,y)eoR

wo {2 das Einheitsquadrat ist,
Q:={(z,y):0<z<1l, O<y<1}.

Dieses Problem heift Dirichlet-Problem (wegen der Randbedingung (3.9)) fiir die Poisson-
Gleichung (3.8), siehe Abbildung 3.3.

y u=49g (1,1)
u=g Au=f u=g
X
(0,0) u=gd

Abbildung 3.3: Das Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung

Es wird eine Maschenweite h = 1/M gewahlt. Das Gebiet Q2 wird mit einem quadratischen
Gitter iiberzogen (siehe Abbildung 3.4).
Die Gitterpunkt sind die Punkte:

wobei

(3.11)
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1 2 3

Abbildung 3.4: Das Gitter fiir h =1/4

Da die Randbedingungen Dirichlet-Bedingungen sind, ist es nur notig, die Werte von uy
im Innern des Quadrats zu bestimmen, und wir definieren:

Qh = {(mz,y])lﬁz, jSM—l}
(3.12)
Iy = {(zi,y;):i€{0,M} oder je{0,M}}
Falls u € C*(Q) und (z,y) € Qp, folgt:
Apu(z,y) = [w(z+h,y) +ulz—h,y) = 2u(z, y)] +
+ [u(x,y+h)+u(x,y—h)—2u(x,y)]
h,4
— R2Au+ E[umm(g‘, Y) + Uyyyy(z,1)] ,
mit
cc(e—hx+h), ne(ly—h,y+h). (3.13)
Somit erhdlt man als Approximation zu den Gleichungen (3.8), (3.9):
Apun(zs,y;) = flzi,y;),  (%i,y;) € Qn (3.14)
un(zi,y;) = 9(zi,y;), (zi,y;) €Th (3.15)

Fiir dieses Modellproblem gilt:

V = CYQ)nC(Q)
C*(Q) (3.16)
Au = Au

!
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(Apur)(ziyy;) = Apun(zs,y;)
N
Vi == [[ R =R"
k—1
N = (M—l)2
(3.17)
F, = RY
Th : C(Q)—)Fh
(rau)(zi, y;) = ulziy;) -

(rp, heiit Injektionsoperator.)

Der Differenzenoperator A, 148t sich wie in Abbildung 3.5 darstellen und heifit deshalb
das Fiinfpunkt-Stern oder Fiinfpunkt-Molekiil.

i
@——@
W

Abbildung 3.5: Das Fiinfpunkt-Molekiil

Ay ist die (M — 1)? x (M — 1)2-Blocktridiagonal-Matrix:

J 1
I
Ahl—
I
I J
1
I'=1Iy.=
1
-4 1
1
J=Jy1=
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3.3 Differenzenoperatoren

Es gibt ein Kalkiil fiir Differenzenoperatoren, das oft niitzlich ist bei der Erstellung von
Differenzengleichungen.

Sei f € C*(—o00,400) und h € R. Wir fiithren folgende Operatoren ein:

Ef = f(z+h) Verschiebungsoperator

Af(z) = f(z+h)— f(x) Vorwértsdifferenzenoperator
Vilz) = f(z) — f(zx —h) Riickwartsdifferenzenoperator
Df(z) = f'(z) Differentiationsoperator

Sf(z) = f (x + %h) —f (.r - —h) Zentraler Differenzenoperator
pflz) = : [f (x + %h) +f (x — —h)} Mittelwertoperator

Die Operatoren sind linear, assoziativ und kommutativ. Sie bilden einen Ring. Es folgt,
dafl der binomische Satz gilt:

(P+ Q)" ZP’“Q”’“().

Aus der Taylor-Reihe

00 hk
Bf(a) = f(z+h) =Y 75 D"()
k=0
folgt:
E =P (3.18)
Also ist
P=1+A. (3.19)

Logarithmiert man diese Gleichung, so erhalt man:

hD = {In(l1+ A)
(3.20)
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Man kann diese Gleichungen folgendermafien beweisen:
Sei f(z) = e**. Dann gilt

3 O Ak gy = 32 O (eon1rpa

-k i K
Fiir |e®" — 1| < 1 folgt:
= (=1)F ok h
> TA f(z) =fn(1+ (e* —1))f(z) = ahe®™ = hDf(z) .
k=1
Also gilt:
n(l+ A)f(z) = hDf(z) (%)
fiir f(z) = e® und |e®* — 1| < 1.
Nun setzt man
w _ o (az)’
=1
=0

ein, entwickelt die beiden Seiten von (*) nach Potenzen von a und vergleicht die Koeffi-

zienten von %f Es folgt:

£l (_1)k
hDzt = Z ~ L ARt
-k
d.h. (3.20) gilt fiir alle Polynome.

Weitere Formeln sind:

5 — 2sinh (%hD)

hD = 2sinh! (g)
_ Ll e\ 138\ 1 1-3.5 5\
_[222324252-4-62

6% 355  B47

o 5_— _— ...

24 " 6a0 7168
5t 48 58

hD)? = 60— —+— ——---

(hD) 12 "0 560

1 —1/2
u<1+152> = 1
3 55

hD = pb—p—+ p— -
Hd — pe + iz
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Diese Formeln werden in Bjérck und Dahlquist [1979, §7.6] und Norlund [1954] bewiesen.
Man kann diese Formeln natiirlich auch als Hilfsmittel betrachten, die es ermdglichen,
Differenzenapproximationen schnell herzuleiten, wobei die Richtigkeit nachher mit Hilfe
von Taylor-Reihenentwicklungen bestédtigt werden muf.

Beispiel 3.1 a)

= uy(z) = —Au(z)

= plu(z+h)—u(z)].

b) us(z) = +Vu(z) = [u(z) — u(z — h)].

c)

d)

’U’ZZ

2 sinh~'(5/2)u(z)

h
-1/2
%sinh_l(é/z) (1 + %52> yu(z)
%-é-MU(x)
u(z + h) —u(z — h)
2h '

— %(sinh15/2)2u
_afoe Y
~ m2\2 a8 “

4 42 2\

82 82
CA(-E )

Das bedeutet, dafl die Differentialgleichung

durch

u'(z) = f(z)
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1 2 1 4) _r
h? (5 20 )u=F
oder

1 ( 1 N 4 5 N 4 1 ) f
72 | 775 Wi- FUi—1 — JU T ZUi+1 — TFU = Ji
R\ 12 “2 T3t g 3t g2

approximiert werden kann. Diese Approximation ist zwar genauer als die Standardap-
proximation, hat aber mehrere Nachteile: Verlust der Positivitat; 5-Diagonalmatrizen;
usw.

Im allgemeinen besteht das Differenzenverfahren daraus, daf alle partiellen Ableitungen
in einer partiellen Differentialgleichung durch Differenzen ersetzt werden. Es gibt oft
mehrere Moglichkeiten, unter denen eine Auswahl getroffen werden musf.

3.4 Finite Differenzen: Fortsetzung

Das Differenzenverfahren fiir das Problem

Au = f, in Q
(3.21)
Bu = g, auf 0Q

besteht aus den folgenden Schritten:

a) R" wird mit einem regelmafligen Gitter G}, iiberzogen. Q; := G, N Q heifit die
Menge der inneren Gitterpunkte. Am Rand werden weitere Punkte ausgewahlt,
die meistens die Schnittpunkte von Gitterlinien und 02 sind. Die Menge dieser
Punkte sind die Randg:itterpunkte. Sie wird mit I';, bezeichnet. Siehe Abbildung
3.6.

Der Raum von Gitterfunktionen
Vh = CO(Qh U Fh, R)

ist die Menge aller reellen Funktionen, die auf Q,UI";, definiert sind. Die Bezeichnung
C° deutet an, dafl die Funktionen stetig sind, was in diesem Fall keine Einschrankung
ist, da 2, UT', eine diskrete Menge ist.

b) Sei N = N}, die Dimension von Vj,
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* innere Gitterpunkte £,

" Randgitterpunkte I},

™

Ay

Abbildung 3.6: Die Gitterpunktmengen

N = Q] + |Ts] .

Ein System von N, Gleichungen,

Ap(vp) = fa
Ah : Vh — Fh (322)
fn = sfeF,

wird so konstruiert, dafl die Restriktion von u auf €2,

Up 1= TRU (3.23)

das System (3.22) mit geringem Fehler erfiillt:

Ah(uh) - fh = O(hm) . (324:)

Das Gleichungssystem (3.22) wird so konstruiert, daB jedem Gitterpunkt
P € Q, UT, eine Gleichung A} (vy) = fn(P) zugeordnet wird:

1. Fiir P € Qj, entsteht diese Gleichung dadurch, dafl in der Gleichung
(Au)(P) = f(P)

die partiellen Ableitungen durch Differenzen ersetzt werden.

2. Fiir P € T, werden auch partielle Ableitungen durch Differenzen approximiert,
wobei allerdings sehr viele Méglichkeiten beriicksichtigt werden miissen.
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3.4.1 Beispiel 1: Das Neumann Problem
Au = 0, in Q
ou
on
Sei u € C%(G) und T glatt. Es folgt aus dem Gaufischen Integralsatz, dafl

0:/div grad udx:/ %ds:/gds.
on
Q r r

= g, auf T

(3.25)

Das Problem (3.25) ist deshalb nur sinnvoll, wenn g die folgende Bedingung erfiillt:

/gdszO.

r

Wird diese Bedingung erfiillt und erfiillt « die Gleichung (3.25), dann ist
v := u + const. auch eine Lésung von (3.25).

(3.26)

Wir betrachten jetzt das Neumann Problem (3.25) fiir das Rechteck Q@ = (0,1)? mit

h = 1/2 (Abbildung 3.7).

[ " u

7 8 9
.4 ‘5 .,6, ,,,,,,,,,,,,, 50
|1 n?2 a3

Abbildung 3.7: Das Neumann Problem auf einem Rechteck

Fiir den Randgitterpunkt P; gelten folgende Uberlegungen: Wire Ps ein innerer Punkt

mit Nachbarn P, Ps, P, und P, (sieche Abbildung 3.7), dann wiirde gelten:
us + Ug + ug + uz — 4ug = Au(FPs) =0.

Die Randbedingung g—z = g¢ kann durch die Gleichung

’

2h

= Je
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approximiert werden. Elimination von us fithrt zu der Gleichung
2’M5 + Ug + us — 4U6 = _2h96 y

die selbstverstandlich auch durch eine Taylorreihenentwicklung iiberpriift werden kann.

Entsprechende Uberlegungen bei den iibrigen Randgitterpunkten liefert folgendes Glei-

chungssystem:
Apvp = fn
mit
vp = (v1,. ,UQ)T

-4 2 0| 2 0 0, O 0 O
1 -4 1, 0 2 o0 0 0 O
o 2 -4, 0 0 2| 0 o0 O
1 0 0/—4 2 o0/ 1 0 O
Ay = o 1 o0, 1 -4 1, 0 1 O
o 0o 1, 0 2 —4| 0 o0 1
o o0 o 2 0 O0|—4 2 O
o o0 o 0 2 0| 1 -4 1
o o o, 0 O 2| 0 2 —4

Y

T T T T T
fn=—2h (g + g1, g2, 95" + 9, 94,0, 96, V" + 1, 98, 9" + 9”)

wobei die Terme giz) + g%y) dadurch entstehen, dafl an Eckpunkten zwei duflere Normale

existieren.
Die Matrix A ist, wie zu erwarten, singular: die Zeilensummen sind null.

Dieses Beispiel zeigt, wie leicht es ist, Differenzengleichungen fiir Probleme zu erstellen,
fiir die Existenzsatze nicht sofort vorhanden sind.
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3.4.2 Beispiel 2: Nichtquadratische Gitter

Es ist oft zweckmafig, nichtquadratische Gitter zu benutzen:

1. Sei Q = [0,a] x [0,b], wobei a/b eine irrationale Zahl sei. Dann gibt es keine Ma-
schenweite h mit

a=mh, b=nh, m,neN.

2. Sei ¢ :]0,1] — [0,1], (0) =1, ¢(1) =0, ¢ monoton fallend.

Das Gebiet Q
Q={(z,y):0<z <1, 0<y<p(z)}

wird in Abbildung 3.8 gezeigt.
(0.1)

(1,0
I5
Abbildung 3.8: Ein nichtquadratisches Gitter

Es werden zuerst die Randgitterpunkte auf I'; gewahlt (siehe Abbildung 3.8), dann
ergibt sich ein geeignetes Gitter.

In einem allgemeinen Gitterpunkt (z;,y;) erhdlt man z.B. mit der Schreibweise von Ab-
bildung 3.9:

I U1y — Wiy Wij — Uit 2
. ), 9, _ 9, ). — u x. B J— R..
h2 5 53 51 T Ss mc( zay]) (V]
(s3 — s1)h 53 — 5351 + 5
Rij = 7uzm(xi,yj) - —hzuzzww(§7yj) )

3 12

.Z'j—83h<§<l'j+81h.
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® (i,j+1)
szh
o S3 ‘(I,J) 1 °
(i-1,) (i+1,)
S, h
® (ij-1)

Abbildung 3.9: Ein allgemeiner Gitterpunkt

Falls
s <1, 1<k<4,
M3 = sup|uzzz|
Q
M, := Sgp|uxxxx| gilt

1 1
Ri;| < =hM —h2M.,
| f|—3 3 M

Siehe z.B. Forsythe und Wasow [1960, S. 188].

3.4.3 Beispiel 3: Neumann Bedingungen auf gekriimmten

Riandern

——

N

3 W \
Abbildung 3.10: Approximation von Neumann Bedingungen

Die Normalenableitung am Punkt P, in Abbildung 3.10 kann folgendermafien approxi-

miert werden:
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wobei

3.4.4 Beispiel 4:

ou ’U,4—’l‘23

/& :U1'|P3—P2|+U2|P1—P3|
? [Py — P

Die Minimaloberflichengleichung

(1+ U;)Um — 2ugUy gy + (1 + U;)Um =0

kann folgendermafien auf einem quadratischen Gitter (Abbildung 3.11) approximiert wer-

den:

[ = n
7 3 6
[ ® |
4 1 2
8 5 9
[ | | |

Abbildung 3.11: Nachbarpunkte fiir die Minimaloberflichengleichung

Uy = (uz — uq)/2h

u, = (uz—us)/2h
Upey = (uy+ ug — 2ui)/h?
Uy, = (us+us—2u;)/h?

Ugy = (ue+ ug— ur — ug)/4h> .

3.5 Das Maximumprinzip fiir Differenzengleichungen

Das Maximumprinzip fiir elliptische partielle Differentialgleichungen lafit sich auf
Differenzengleichungen iibertragen.
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Sei Gy, ein Gitter und S C Gy, Ein linearer Differenzenoperator /, z.B. A, kann folgen-
dermaflen geschrieben werden:

(Lu)(P) = Y A(P,Q)u(Q) . (3.27)

Qes

Man sagt, der Differenzenoperator / sei nichtnegativ an der Stelle P € 5, falls

(Lu)(P) = st A(P,Q)u(Q) , (3.28)
A(P,P)<0, AP,Q)>0 fir P#Q, (3.29)
und
%:PM(P, Q) < |A(P, P)|. (3.30)
Man setzt
(Lu)(P) = QZSB(P, Q)u(Q) + f(P)u(P)
(3.31)
= (mu)(P) + f(P)u(P)
mit
Z B(P,Q)=0. (3.32)
QceS
In diesem Absatz wird stets angenommen, daf3 m nichtnegativ ist, d.h.
B(P,P) < 0, (3.33)
B(P,Q) > 0, Q#P, (3.34)
Y B(P,Q) = —B(P,P). (3.35)

Q#P
Die Menge der Nachbarn von P € G} bzgl. £ wird durch

N(P):={Q € Gr: A(P,Q) #0, Q# P} (3.36)
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bezeichnet.

Ist R eine Teilmenge von S, wird 0R, der Rand von R bzgl. ¢, erklart durch

OR = {Q€S—R:A(P,Q)#0 fiir mindestens einen Punkt P € R}
(3.37)
R := RUOR.

Eine Menge R C G} heifit zusammenhdngend bzgl. /, falls es fiir jedes Paar P,QQ € R
eine endliche Folge Py, ..., P, gibt mit:

_P]_ — P
P = Q (3.38)
A(-Pjan-i-l) 7£ Oa 1§]§7’_1

Sei H = H(S) die Menge aller Gitterfunktionen auf S.

Es gilt

(mv)(P) = > B(P,Q)v(Q)

QeS
= 3 BPQUQ - uP)+u(P) T BPQ) (3.39)
— 3 B(P,Q)(Q) - v(P)]

Q#P

Man sagt, daB8 v € H ein lokales Maximum /Minimum bzgl. £ an der Stelle P hat, falls

v(Q) < u(P) fir Qe N(P)
bzw. (3.40)
v(Q) > v(P) fir Qe N(P).
Lemma 3.1 v € H habe ein lokales Mazimum an der Stelle P. Dann gilt

(mv)(P) < 0.

Beweis:
(mv)(P) = ) B(P,Q)[v(Q)— v(P)]

Q7P
0

IN

wegen (3.40) und (3.39).
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Satz 3.1 (Das Maximumprinzip) Se: R eine zusammenhdngende Teilmenge von

S.

1. Falls mv > 0 in R und v ein Mazimum auf R in einem Punkt P € R annimmit,
dann ist v konstant auf R.

2. Sei f <0 und fv > 0 in R, v nehme sein Mazimum auf R in einem inneren
Punkt an, und dieses Mazimum sei positiv. Dann ist v konstant auf R.

3. Ser f <0 und fv >0 mn R und OR # ¢. Dann gqilt
<
v < max{O,r%%x v}

4. Sei mv > 0 in R und das Mazimum von v auf R in einem Punkt P, € OR
erreicht. Dann ist entweder v = konstant oder v(P,) — v(P) > 0 fir P € R.

5. Sei f <0 und fv > 0 in R und sei das Mazimum von v auf R in einem Punkt
Py, € OR erreicht. Ist das Mazimum positiv, dann ist entweder v = konstant
oder v(Py) —v(P) >0 fir P € R.

Beweis von 1:
Sei P € R mit
v(P) =p=max v .
R

Da v an der Stelle das Maximum erreicht, folgt aus Lemma 3.1, da8 (mv)(P) < 0.
Es wurde angenommen, dafl mv(P) > 0. Es folgt mv(P) = 0, d.h. (mv)(P) =

Yoxp B(P,Q)[v(Q) — v(P)] = 0. Folglich gilt
v(@Q) =v(P)=n, QeN(P).
Aber R ist (-zusammenhingend, so daf v(Q) = u fiir alle Q € R.

Beweis von 2:

Sei P € R und v(P) = p = maxy v > 0. Es folgt - wie in dem Beweis von 1 - da8
mv(P) < 0. Es wurde vorausgesetzt, dafl v(P) > 0. Es ergibt sich

mv(P) = ¢v(P) — f(P)v(P) >0,

so daf3 mv(P) = 0. Wie bei dem Beweis von 1 folgt jetzt, daB8 v(Q) = u fiir Q € R.
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Beweis von 3:
3 ist nur eine andere Formulierung von 2.
Beweis von 4 und 5:

Sofort einzusehen.

Satz 3.2 Set R eine (-zusammenhdngende Teilmenge von S und OR # ¢. Sei {
nichtnegativ auf R. Die Funktionen v und g haben Definitionsbereiche R bzw. OR.
Dann hat das Problem

v = g, in R
(3.41)
v = 7, auf OR

eine eindeutige Losung v € H(R).

Beweis:

Nach Voraussetzung gilt
tv(P) = mu(P) + f(P)v(P)

mit f <O0.

Das Problem (3.41) ist auch ein Problem in linearer Algebra: es gibt M = | R| Gleichungen
fiir die M Unbekannten v(P), P € R. Es folgt, da8 v existiert, falls v eindeutig ist, d.h.
falls V' = 0 die einzige Losung des folgenden Problems ist:

lV = 0, in R

V. = 0, auf OR

Aber mit Hilfe des Satzes 3.1 sehen wir, dafl

max V < max{0,0} = 0,

R
max (—V) < max{0,0} = O,
R

so dafl V = 0 wie benétigt.
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Satz 3.3 Set R eine /-zusammenhdngende Teilmenge S mit OR # ¢.Ser { nichtne-

gativ auf R. Sei ¢ € H(R) mit
lp > 1, in R

¢ > 0, auf R
Sei

M =max ¢.

Dann gilt fir alle v € H:

max |v(P)| < max |v(P)| + M max |{v|
R OR R

Beweis:

Sei

wy =v i¢m}gx|€v| .
Man rechnet nach, daf
w <0</flw, in R.

Folglich (siehe Satz 3.1):
wy < max{O,r%%x wy}

w.o > min{O,rglilzn w }, in R

Aus (3.45) und (3.46) mit Hilfe von (3.42) und (3.43) schliefit man:

v < wy

IN

max |w.|

IN

max |v| + M max |(v|.
dR R

Genauso folgt:

v>w_ > —max |w_| > —[max |v|+ M max |(v]].
OR OR R

Damit ist der Satz bewiesen.

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)
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3.6 Konvergenzbeweise
Sei €2 ein beschranktes Gebiet und
LU := QUgy + 2bUyy + cuy, + dug, + euy, + qu, fur (z,y) € Q
gleichmiBig elliptisch mit ¢ < 0. Sei a,b,c,d,e,q € C(Q). Sei h = {hg,hy,...}, wo

hxi1 < hy und hy — 0 fiir k — oco. Fiir h € h sei S, C Q und /;, ein Differenzenoperator
auf R, C Sj. Sel im weiteren /;, nichtnegativ, R, /,-zusammenhingend, OR;, # ¢ und

OR;, C 0N.

{4, Ry, h} heift eine gleichmaBig konsistente Approximation zu £ besziiglich C(M)(Q),
wenn fiir alle u € CV)(Q)

lim max |[{yrpu — spLlu| =0
h—0 R
hch

{ln, Ry, h} heifit eine gleichmé&Big konsistente Approximation der Ordnung k zu L
beziiglich CV)(Q), wenn fiir alle u € CM(Q)

max [enrpu — spLlu| < Kh*; mit K von h unabhingig .
h

Beispiel 3.2 Wenn /¢, und Q, = R, wie in Absatz 4.2, konstruiert werden, dann ist
{4, Ry, h} gleichmiBig konsistent der Ordnung 2 beziiglich C*)(Q).

Lemma 3.2 Se: {/;, R;,h} eine gleichmdfSig konsistente Approzimation zu L. Dann
existiert eine Gitterfunktion ¢, so dafl fiir h € h, h gentigend klein,

6>0, lhp>1, in Ry .
Beweis:
Sei ¢ := ***, wo o > 0 eine Konstante ist. Dann ist ¢ > 0. Auch
Lo = e*[a0® + da+ q] .
Man wahle «, so daf
Lp>2in Q.
Es folgt fiir A klein

|shLp — Lprd| <1 in Ry .
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Satz 3.4 Sei {{s, Ry, h} eine gleichmdfig konsistente Approzimation zu L beziglich
c(Q).

Sei u € CN)(Q) mit

Lu = g, in (Q)
u = v, auf 0Q.

Ser v, die Losung der Differenzengleichungen, deren Ezistenz und Eindeutigkeit
durch Satz 3.2 gewdhrleistet st

lhvp = g, 1 Ry

v, = 7, auf ORy, .
Dann qult

lim max |v,(P) —u(P)|=0.
Ry

h—0

Set zusdtzlich {{,, Ry, h} eine gleichmdfig konsistente Approzimation der Ordnung
k zu L beziiglich C'N)(R), dann gilt

max [v,(P) — u(P)] = O(h*) .
Ry
Beweis:

Sei wy, := vy, — rpu. Aus Lemma 3.2 und Satz 3.3 folgt:

rgahx lwp| < max \wn| + M max |€hw|
mit M = maxsq ¢.
Da wp = 0 auf Ry, und {pv, = g = Lu in Ry, folgt

max |wy| < M max [{rpu — Lul .
Rh Ry,
Der Satz folgt sofort.

Satz 3.4 stammt von Gerschgorin [1930]. Ein Nachteil dieses Satzes ist, dafl vorausgesetzt
wird, daf3 der Differenzenoperator ¢, den Differentialoperator £ mit der gleichen Genau-
igkeit iiberall in Rj approximiert. Es wurde zuerst von Wasow bemerkt, dafi die Ordnung
des Fehlers ungedndert ist, wenn /;, £ mit weniger Genauigkeit in der Gegend von 0f2
approximiert. Diese Ideen werden jetzt fiir die Laplace-Gleichung erklart:
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Ugy +Uyy = 0, in

u = v, auf 0Q
Sei GG, ein Gitter mit der Maschenweite A und R; = G5 N Q. Sei
Wh = TRU — Vp,

der Fehler, wo v; die Losung der noch anzugebenden Differenzengleichungen ist.

Sei
R,=R,UR,
wo
R;Z = Menge der “reguldren” inneren Punkte
R;; = Menge der “nicht-regularen” inneren Punkte

d.h. Punkte mit mindestens einem Randpunkt als Nachbar. (Siehe Abbildung 3.12.)

-/*“\-\l o reguldreinnere Punkte
* irregulére innere Punkte
D Ya d
S N G S & " Randgitterpunkte
l\-lr—/|/

Abbildung 3.12: Reguldre und nicht-reguldre Punkte

Zuerst betrachten wir R,. Ist P € R}, benutzen wir die iibliche Fiinfpunkt-Formel:

'Uh(P]_) + 'Uh(Pz) + Uh(Pg) + Uh(P4) — 4'Uh(P)
h2

mit einem Fehler 0(h?). Folglich - siehe den Beweis von Satz 3.4 - gilt:

lwnllge < llwnllogy + K B
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R
Abbildung 3.13: Die Nachbarn eines nicht-regularen Punktes P € R;;
Aber OR, C R, U8Q und w,(P) = 0 fiir p € OR C 62, so daf
ol < llwonllgr + K 12 (+)

Jetzt betrachten wir R,. Ist P € R}, benutzen wir die Formel (siche Abbildung 3.13).

Ar1vp(Pr) + Azvp(P2) + Avp(Ps) + Aqup(Py) — Agun(Py) = 0

2 2
A — y A =
P ha(haths) T ha(ha + ha)
2 2
Ay = — A=
27 ha(hg +ha) Tt ha(hg + ha)
4
Ao - Z Az

mit einem Fehler 0(h).

|wy| erreiche das Maximum in R, an der Stelle P,. Dann gilt

4
h? Aolwn(Po)| <Y h2Ailwn(P)| + K h%,

i=1
Es ist leicht einzusehen, daf

1. h?A; > 1

2. h?A; <2, wenn h; = h.

3. Ist h; < h, dann ist P; € OR; und wy(P;) = 0.
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Sei

= {i1<i<4, P eR,}
= {i1<i<4, P eR,}
= {il1<i<4, P, €0R}

P e R;;, so daB8 Py mindestens einen Randpunkt als Nachbarn hat und I nicht leer ist.

Dann ergibt sich

h2A0|wh(P0)| S HwhHR;lh’z ZAZ + ||whHR;: ZAth + K”h,?’
II IH

so daf
(h2A0 — thAZ) “whHRZ < thAinh“R'h + K h®.
III II
Da
tho - thAz - Z h2AZ + Z h2Az Z 1 —|— Zh2Az y
1" iel” iel’ I
folgt
ol < ol - 2+ E8
th_ th a+1 a+1
mit
a = Z h2AZ .
II
Aber 0 < a < 6, so daf
6 " 3
lwllgy < llully, + KA (++)

Wir kombinieren die Ungleichungen (x) und (xx):

! 6 n
||w||R’ < K h?+ ?HMHR’h + K b )

o

so dafl

l|wl| 7[K'h? + K" h?)
lollgr < 6[K'h?+ K" h|+ K'h®.

IN
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D.h. ||ws| = 0(h2).

Diese Ideen konnen natiirlich fiir allgemeinere Operatoren /; angewandt werden. Eine
solche Verallgemeinerung befindet sich in Forsythe und Wasow [1960].
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Kapitel 4

Iterationsverfahren zur Losung grofler
linearer (Gleichungssysteme: klassische

Verfahren

4.1 Einleitung

Im vorherigen Kapitel sind Randwertaufgaben fiir elliptische partielle Differentialglei-

chungen durch finite Differenzen approximiert worden. Das Problem

Au

wurde dadurch durch das Problem

approximiert, wobei

= f auf Q
(4.1)

= g auf 00
Aput = fp (42)
Ah : Vh — Fh (43)

und V}, und F}, endlichdimensionale Banachraume sind.

Alle anderen numerischen Methoden zur Approximation der Gleichung (4.1) fiihren
ebenfalls zu einer Gleichung der Gestalt (4.2).

Die Gleichung (4.2) hat mehrere Eigenschaften:

1. Die Dimension N des Raumes V}, kann sehr grofisein, z.B. N = 10°.
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2. Wird die Gleichung (4.2) als eine Matrixgleichung betrachtet, dann ist die Matrix
A}, oft diinnbesetzt, symmetrisch, positiv- definit und diagonal dominant. (Dies gilt
insbesondere fiir das Modellproblem Au = f.)

Es gilt, diese Eigenschaften von A; auszunutzen. Zur Ldsung der Gleichung (4.2) kdnnen
entweder iterative oder direkte Methoden angewandt werden. In diesem Abschnitt
werden iterative Methoden diskutiert.

Die folgenden Themen werden behandelt:

Das Jacobi Verfahren
Das Gauf3-Seidel Verfahren
Mehrgittermethoden
Das konjugierte Gradientenverfahren

4.2 Hilfsmittel

Die folgenden Begriffe und Sétze werden spéter bendtigt (siehe Numerik I):

Definition 4.1 Sind \;, 1 < i </{, die Eigenwerte von A € M(n,n) , so nennt man
p(A) := max |\

1<i<t

den Spektralradius von A .

Definition 4.2 Eine Matriz J € M (r,r) heifst Jordanmatriz zum Eigenwert \ , wenn

A1 O
A1
J=
.1
O A

Satz 4.1 (Jordansche Normalform) Sei A € M(n,n). Es gibt eine requldre Matriz
S € M(n,n) , so daf8 gult

Ji
J:
SAS 1=7J= ’
Jy
wobes fur 1 <r <{¢ J. € Mat(n,,n,) eine Jordanmatrizc ist,
A 1 O
A 1
J, =
1
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Beweis: Siehe Fischer, Lineare Algebra, Anhang B.

Die charakteristischen Polynome p,(A\) = det(J, — AI) = (A, — A)"™ heiflen die
Elementarteiler von A .

Satz 4.2 F4ir alle Eigenwerte A\ von A gilt

|A| < lub(A) := sup | Az]
20 |2

fiir jede Vektornorm || -||.

Beweis:
Sei (A, v) ein Eigenpaar von A , d.h. Av = Av mit v # 0 . Dann folgt

AL [oll = | Av]] < Al - [lol] -

Satz 4.3 a) Zu jeder Matriz A und jedem ¢ > 0 ezxistiert eine Vektornorm ||-||x
mat

ub(A), = [|Allx < p(A) +c.

b) Hat jeder Eigenwert A von A mit der Eigenschaft |\| = p(A) nur lineare
Elementarteiler, so ezxistiert sogar eine Vektornorm || .|, mit

[A[|n == tub(A)r = p(A) .

Beweis von a):
Sei SAS™! = J , wo J in Jordannormalform ist, J = diag(J1,...,J;) ,

Ji
J—
J
A 1 O
A 1

J, =
1
O Ar

Sei C(e) := C := diag(Cy, ... ,C) mit

C, = C,(€) = diag(1,e,...,e" 1) € Mat(n,,n,) .
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Es folgt
C 'JC = diag(C,; ' J1Cy,... ,C,  J,Cy) ,
mit
A € @]
1 Ar €
C, J.C, =
€
0 Ar

Es folgt sofort, daf
IC7ICl < p(A) +¢,

so dafl gilt
ITAT oo < p(A) +¢

mit
T:=C7'S.

D.h. (siehe Hilfssatz)
[Alln := ITAT oo < p(A) + €.

Beweis von b):

Fir
e < p(A) — max |\,
p(A) = jmax ||
setze
b= { G0 Bl
I Al =p(4)
D = diag(D;, ... ,Dy) .
Dann gilt:
ID~*JDllo = p(A) -
Hilfssatz:
Sei || - || eine Vektornorm und 7' € Mat(n, n) eine reguldre Matrix. Dann ist || - ||, ,

zl|r = ||Tz||
eine Vektornorm und
lub(A), = ||TAT™'||, fiir alle A € Mat(n,n).

Beweis:
|| - [|» ist eine Vektornorm, da die drei notwendigen Voraussetzungen offensichtlich erfiillt
sind.
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Es gilt fiir A € Mat(n,n) ,

A
lub(A4), = sup | Al
20 [llln
AT !
o 14T 0l
20 [Tyl
TAT !
o ITAT ]
e ]
= |TAT|

Satz 4.4 Set A € Mat(n,n) . Der Limes
T k||1/k

ezistiert und ist gleich p(A) .

Beweis:
Sei
Ry = || 4¥

und (A, z) ein Eigenpaar von A . Dann gilt:

Ak 1/k

R s [1A5l]

]l

so dafl
Ry, > p(A) . (%)

Sei nun € > 0 beliebig. Es folgt aus Satz 4.3, daf} es eine Norm || ||, gibt mit

[Alle < p(A) + €.

Alle Normen auf dem R" sind &dquivalent, es gibt deshalb eine Konstante m = m(e) mit

1
— Mzl < llzfle < mllz]]

Es folgt

Ak 1/k
e = [ 121
z20 ||z

[ m2||Akm||5]”’“

IN

sup
w20 |zl

= /e [
melE 4],
it (p(4) + ) (4

VARVAN
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Fir alle m > 0 gilt

lim m?** =1.
k— o0

Der Satz folgt deshalb sofort aus den Ungleichungen (*) und (**).

Bemerkung 4.1 Es folgt aus diesem Satz, da8 der Spektralradius p(A) nicht nur die

Konvergenz des Verfahrens zF™! = Az + b, sondern auch dessen asymptotische Konver-

genzgeschwindigkeit bestimmt.

Bemerkung 4.2 a) p(A) < |4

b) p(A) < 1 und p(B) < 1 impliziert i.a. nicht p(AB) < 1.
a)

Beispiel 4.1

A ( 1/2 100
0

1/2 ) , AF= ( g%)’“ 1?Ok(%)k—1 )

(3)*
b)

A= ( 1/2 100
0 1/2

an

) o

10*4+1/4 50
50 1/4

1/2 0 )

100 1/2

p(A)
p(AB)

Genauere Information iiber die Potenzen A™

p(B)=1/2,
1.

einer Matrix A erhilt man aus der Jordan-

schen Normalform.

Satz 4.5 A sei eitne n X n-Matriz mit p(A) >0 . Dann gilt:

m

)" oo,

wo p die gréfite Ordnung aller Jordanscher Blockmatrizen J von A mit p(J) = p(A)
und v eine positive Konstante ist.

Beweis: Siehe Varga, Matrix Iterative Analysis, S. 65.
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Al
A=
(51
A mAmt
A™ = }
(o )

4.3 Das Jacobi-, Gauf}-Seidel-, SOR- und SSOR-
Verfahren - eine Einleitung

Beispiel 4.2

In diesem Abschnitt werden vier wichtige Iterationsverfahren zur Losung des Gleichungs-
systems

Az =b (4.4)

vorgestellt. Im nachsten Abschnitt wird die Konvergenz dieser Verfahren untersucht.

4.3.1 Anwendung auf ein Modellproblem

Als Beispiel nehmen wir

4 0O -1 -1 2 1
0 4 -1 -1 2 1
A= , b= , T = (4.5)
-1 -1 4 0 2 1
-1 -1 0 4 2 1
Die Randwertaufgabe
Au = 0 in Q
u = 1 auf 0Q
Q = (0,1) x(0,1)
werde unter Anwendung des Fiinfpunktsterns mit Schrittweite A = % approximiert. Die

Numerierung der Knoten sei dabei wie in Abbildung 4.1a) .
Es ergibt sich nach Elimination der vorgeschriebenen Randwerte:

Apup = fh

4 -1 -1 O
-1 4 0 -1
-1 0 4 -1

0 -1 -1 4
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w1 @
- S Y S vz
”””””” 1 B T B
O | ©0)

a) Natirliche Numerierung b) Schachbrettnumerieung

Abbildung 4.1: Mogliche Numerierungen

g(h, 0) + g(O, h) 2
_ | 9(2h,0) + g(1,R) | _ | 2
fu = -
g(h,1) + ¢(0,2h) 2
g(2h,1) + g(1,2h) 2
Uy 1
w1
Uh = us || 1
Ug 1

Ap,up und f;, werden natiirlich durch die Numerierung der Gitterpunkte beeinflufit. Eine
Anderung der Numerierung fithrt dazu, da8$ A, u, und f, durch Ay, @, und f; ersetzt
werden, wobei

Ay = PTALP , iy, = PTuy,, fo=PTf,

und P eine Permutationsmatrix ist.

Fiir die Numerierung in Abbildung 4.1b) gilt:

4 0 -1 -1

~ 0 4 —1 -1 ~
A, = = Uy = 4,
h 1 1 4 0 , Jn oy n=1u ( 6)
-1 -1 0 4
mit
1 00O
p— 0 001
01 00O
0 010
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Bei allen drei Verfahren wird A als Differenz von zwei Matrizen M und N dargestellt,
A=M-N, (4.7)
wobei gilt:
1. M sei regular

2. M sei “leicht invertierbar”, d.h. die Gleichung My = c sei fiir beliebiges ¢ leicht zu
16sen.

Das Gleichungssystem (4.4) kann dann in der Gestalt
Mz =b+ Nz

oder
=M1+ M Nz

geschrieben werden. Es liegt deshalb nahe, das Iterationsverfahren

¢*) = Bz 44 k>0 (4.8)
zu benutzen mit
B = M™'N,
d .= M™b.

Es ist manchmal sinnvoll, die folgende Zerlegung von A zu benutzen:
A = D—L—-—R mit
diag(A)

linke Dreiecksmatrix

N~ O

= rechte Dreiecksmatrix

4.3.2 Das Jacobi-Verfahren oder Gesamtschrittverfahren

Zur Losung von

Ax =b
wird die Zerlegung
A = M-N,
M := D =diag(4),
N = D-A=L+R

benutzt. Es folgt
2*+) = Bz(®) 4 ¢
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mit

~1
YD - A)
YL +70)
—D'A.

~ 0 O U

Es folgt weiter:
Dz 1 (A — D)z®) = .

Dies ist die Gleichung, der die Bezeichnung “Gesamtschrittverfahren” zugrunde liegt.
Die Matrix B = I — D' A wird oft als Jacobi-Matrix bezeichnet.

Beispiel 4.3 Wir betrachten das Modellproblem Az = b mit A = A,, b = }h, x = Up
aus (4.6). Dann gilt fiir das Jacobi-Verfahren

0 0 1/4 1/4

0 0 1/4 1/4

1/4 1/4 0 0

1/4 1/4 0 0

B =

Mit
2 = (0,0,0,0)7 gilt:
M = (0,5,0,5,0,5,0,5)7,
z® = (0,75,0,75,0,75,0,75)"
219 = (0,999023,0,999023,0,999023, 0, 999023)7

22 = (0,9999,0,9999,0,9999,0,9999)"

Bemerkung 4.3 Bei Verwendung der Numerierung wie in Abbildung 4.1a) erhilt man
folgende Jacobimatrix:
0 1/4 1/4 0
1/4 0 0 1/4
1/4 0 0 1/4
0 1/4 1/4 0

B =

4.3.3 Das GauB-Seidel-(Einzelschritt-) Verfahren

M = D-1L,
N = R,
B = G:=(D-L) 'R,
(D —L)z*** — Rz® =1p
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Beispiel 4.4 Mit

z® = (0,0,0,0)7 gilt:

Y = (0,5,0,5,0,75,0,75)T

z® = (0,875,0,875,0,9375,0,9375)7

219 = (0,99998,0,99998,0, 99999, 0,99999)7

4.3.4 Das S.O.R.-Verfahren

w € (0,2),
1
M = “D-1L,
w
1_
N = “““DiR,
w

Bw) = L,:=(D-wL)™((1-w)D+wR),
(D —wL)z®Y - ((1-w)D+wR)z® =¢

Beispiel 4.5 Mit

20 = (0,0,0,0)T
w = 1,5 gilt:

« = (0,75,0,75,1,3125,1,3125)7
210 = (0,99882,0,99882,1,00002, 1,00002)T .
Mit
z® = (0,0,0,0)7
w = 1,0718 gilt:
M = (0,535898,0,535898,0, 823085, 0, 823085)”
«" = (1,0000,1,0000,1,0000,1,0000)”

4.3.5 Das SSOR-Verfahren

Dieses Verfahren besteht aus der Zusammenfassung eines Vorwérts- und eines Riickwarts-
SOR-Verfahrens.
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w € (0,2)
1

M, = -D—1L
w
1_

N, = “D+R
w
1

M, = -D—R
w
1_

N, = “D+1L
w

S(w) = M N,M; !N,

d = M. 'vb+ B,M, "

Der grofie Vorteile des SSOR-Verfahrens ist, dal S(w) dhnlich zu einer symmetrischen
Matrix ist, wenn A symmetrisch ist, so dafl dann die Eigenwerte von S(w) reell sind.

Mit
z® = (0,0,0,0)T
w = 1,5 gilt:
M = (0,86719,0,86719,0,65625,0,65625)
219 = (0,99995,0,99995,0,99918,0,99918)

4.4 Allgemeine Konvergenzbetrachtungen

Definition 4.3 Das Iterationsverfahren

xk-i—l — Bl’k+d,
B = MIN,d=M"%

zur Losung des Gleichungssystems
Ar=(M —N)xz =b

heifit konvergent, falls fiir alle Startvektoren z(®) und Vektoren b die Folge {x(k)}
gegen die exakte Lésung x = A~'b konvergiert.

War kénnen jetzt notwendige und hinreichende Bedingungen fir Konvergenz herlei-
ten. Der folgende Satz ist sowohl eine Erweiterung (da eine hinreichende Bedingung
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gegeben wird) als auch eine Spezialisierung (da nur lineare Abbildungen betrachtet
werden) des Banachschen Fizpunktsatzes.

Satz 4.6 Das Iterationsverfahren
g* ) = Bz 4 4 (%)
1st genau dann konvergent, wenn
p(B) <1.
Beweis:

a) Sei (*) konvergent. Fiir jedes d konvergiert die Folge z(¥) := 0, z(**1) = Bz(*) -4 .
Sei

z:= lim z(*) .
k—o00

Es gilt x = Bx + d , so daf3 die Gleichung
y=DBy+d
fiir jedes d eine Liosung hat. D.h. die Abbildung F':=1 - B,
F:R" —R"

ist surjektiv und deshalb bijektiv (Fischer, S. 86).

Fiir den Fehler f¥) := z — z(¥) gilt:
) — B k)

Wihle (%) so, daB f(®) = v, wobei {\, v} ein Eigenpaar fiir B ist:

0)

2 = o0,

d := (I-B)
Es folgt:
fE =Xy kEeN,
und daher [\| < 1.

b) Sei umgekehrt p(B) < 1.
Es folgt aus Satz 4.3 (§2.2), daB8 eine Norm existiert mit ||B|| < 1 . Es folgt, daf die

Abbildung g(u) := Bu + d kontrahierend ist. Man benutzt jetzt den Banachschen
Fixpunktsatz.
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Eine einfache aber oft niitzliche notwendige Bedingung fiir die Konvergenz des Gesamt-
schrittverfahrens wird jetzt hergeleitet.

Definition 4.4 Die Matriz A € Mat(n,n) erfillt das starke Zeilensummenkriterium
falls

n
|a,~,~|>Z |ai]‘|, 1<:<n.
T
Satz 4.7 Die Matriz A erfille das starke Zeilensummenkriterium. Dann konvergiert
das Gesamtschrittverfahren.

Beweis:
Es gilt fiir die Jacobi-Matrix B = (b;;) ,

Mo bl = D lagl/las] <1,1<i<n,
j=1 i=1
o
(%)

Es gibt jetzt zwei einfache Methoden, um zu zeigen, da8 p(B) < 1.

Methode 1:
Wegen (*) gilt:
p(B) < |IBlle < 1.

Methode 2:
Sei {\,v} ein Eigenpaar von B . Wahle k , so dafl

[v] = ll]loo = max [v]

und betrachte die k-te Gleichung des Gleichungssystems A\v = Buv :
v = Y7 [bigl [vy]
j=1

n

< lvlloo Y 10351
=1

< [v]loo

Es folgt, daB8 |A\| < 1.

Satz 4.8 Seir A € Mat(n,n), A reguldr und L, die zugehérige SOR-Iterationsmatric.
Dann qilt:
p(Lw) = jw—1].
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Beweis:

L, = (D —-wL) *((1 —w)D + wR).

Es folgt:
(D—-wL)L,=(1-w)D+wR.

Weiter gilt:
det(D) - det(L,) = det(D —wL)-det(L,)
det((D — wL)L,),
det((1 —w)D + wR),
(1—w)"-det(D), sodaB
det(L,) = (1—w)".
Das Produkt der evtl. vielfaltigen Eigenwerte von L, ist gleich dem konstanten Term von
det(A] — L,) :
II X =det(-L,) = (w—1)".
i=1

Bemerkung 4.4 Es folgt aus Satz 4.8, dafl das SOR-Verfahren nur fiir w € (0,2) kon-
vergent ist.

Satz 4.9 (Ostrowski-Reich)
Seit A= D—FE—E* eine nxn hermitesche Matriz, D eine positiv definite hermitesche
Matriz, D — wE nichtsingular fir 0 <w <2 . Set

L,=(D—-wE)((1-w)D+wE*).

a) Wenn A positiv definit ist und w € (0,2), dann ist p(L,) < 1.

b) Falls E eine linke untere Dreiecksmatriz und D eine Diagonalmatriz ist, gult
auch die Umkehrung.

Beweis:
Zuerst wird eine Hilfsgleichung hergeleitet. Die Fehler e™ := z — 2™ erfiillen die Gleichun-
gen:

e™tt = L,e™ (4.9)
(D — wE)e™! = (wE*+ (1 —w)D)e™ (4.10)

Sei

fmi=e™—e™  m>0. (4.11)
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Aus (4.10) folgt
(D —wE)§™ =[(D —wE) — (wE* 4 (1 —w)D)]e™ = wAe™ (4.12)
und
wAe™ = w(D— E — E*)e™t!
= [(w—1)D — wE*]e™ + (D — wE)e™"!
[(1 - w)D + wE*](e™ — ™)
= (1—w)D6™ + wE*s™ . (4.13)

Werden Gleichungen (4.12) und (4.13) mit €™ bzw. e™"* multipliziert, wobei * jeweils
die konjugierte Transposition bedeutet, dann folgt, dafl

Sy = ™D — wE|0™ = we™ Ae™ und (4.14)
Sy = e™*[(1 - w)D + wE*])6™ = we™* Ae™ ! (4.15)
Sei
S:=85-5. (4.16)
Es gilt:

e™[D — wE]0™ — e™*[(1 — w)D + wE*]o™
e™[D — wE|d™ — (e™ — 0™)*[(1 — w)D + wE* 0™
0™ (1 —w)D + wE*)d™ + ™ [wD — wE — wE*|0™ (4.17)
0™[(1 —w)D + wE*]6™ + e™wAi™

= 0™[(1 —w)D+ wE*]0™ + §™wAhe™ .
Mit Hilfe der Gleichung (4.12) folgt:

S = ™{[(1l -w)D+wE*]+[D—wE]}§™

= (2-w)™Ds™ . (4.18)

Aus (4.14), (4.15), (4.16) und (4.18) folgt:
(2 — w)d™ D™ = w{e™ Ae™ — ™ Ae™ 1Y) | (4.19)

Diese Gleichung ist der Schliissel zum Konvergenzbeweis, da daraus folgt, dafl unter
bestimmten Voraussetzungen die Zielfunktion ™ Ae™ monoton fallend ist.

Wihle ein Eigenpaar (\,v) von L, und setze ¢ = v . Dann folgt aus (4.19):

el = L,e® = \e° (4.20)
& = (1-X)e° (4.21)
(2 - w)[1 =A™ De® = w(1l—|A?)e™Ae. (4.22)

Wir kénnen jetzt den Beweis durchfiihren.
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a)

b)

Sei A positiv definit und w € (0,2) . Die Matrix D ist positiv definit. Wegen
e? = v # 0gilt e2*De® > 0. Es folgt aus (4.22), dafl entweder A = 1 oder 1—|\|?> > 0.

Wire A = 1, dann folgte aus (4.21), daB §° = 0 und folglich aus (4.12), daf§
e%* Ae® = 0, was der Annahme ¢° = v # 0 widerspricht.

Es gilt deshalb
Al < 1.

Da ) einen beliebigen Eigenwert darstellt, ist p(B) < 1.

Sei nun p(L,) < 1, E eine untere Dreiecksmatrix und D eine Diagonalmatrix.
Dann konvergiert die Folge {z*} fiir jedes z°, so dafl e™ — 0 fiir m — oo .

Es ist bekannt aus Satz 4.8, daf3
w—1<p(Lu) <1,
d.h. w € (0,2).

Es gilt, da w # 0,

A:%(D—wE)(I—Lw),

so dafl A regular ist.

Ware A nicht positiv definit, hatte A mindestens einen negativen Eigenwert \ mit
Eigenvektor v. Setze ¢ := v. Es gelte:

e Ae’ < 0.
Es wiirde dann aus (4.19) folgen, daf
em+1*Aem+1 S em*Aem S S BO*AGO <0 7

was der Konvergenz der Folge {¢™} gegen Null widerspricht.

Zusammenfassend mufigelten:

w € (0,2),
A positiv definit .
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4.5 Die Gerschgorin Sitze

Gerschgorin® hat einige Satze bewiesen, die manchmal bei der Abschitzung von Eigen-
werten sehr niitzlich sind.

Satz 4.10 (Gerschgorin) Die Vereinigung aller Kreisscheiben

Ki={peC |p—ay < layl}
k=1
ki

enthdlt alle Eigenwerte der n x n-Matriz A = (a;).

Ist die Vereinigung M; = UY, K; disjunkt von der Vereinigung M, der iibrigen
Kreise, so enthdlt M; genau k Eigenwerte von A und M, genau n — k Eigenwerte.

Beweis: Stoer und Bulirsch II, S. 77 und 78.

Fiir das Modellproblem 1 haben die vier Gerschgorin Kreise alle den Mittelpunkt (0, 0)
und den Radius £, so daB p(J) < 1.

Dieses Beispiel ist aber eine Ausnahme, weil keine echten inneren Gitterpunkte existieren.
Sobald alle fiinf Gitterpunkte eines Sterns innere Gitterpunkte sind, liefert Satz 4.10
nur die Abschatzung p(J) < 1, was die Konvergenz des Gesamtschrittverfahrens nicht
garantiert. Es ist deshalb notwendig, einige weitere Begriffe einzufiihren.

Eine n x n-Matrix A heifit unzerlegbar (irreduzibel), falls es keine Permutationsmatrix P
gibt, so dafl PT AP die Gestalt

PTAP: lﬁll %12]

0 A22

besitzt, wo A;; eine p x p-Matrix, A,y eine ¢ x g-Matrix mit p+g=n, p> 0, g > 0 ist.

Die Ungzerlegbarkeit einer Matrix A kann man haufig leicht mit Hilfe des der Matrix
A zugeordneten (gerichteten) Graphen G(A) priifen. Wenn A eine n x n-Matrix ist, so
besteht G(A) aus n Knoten P, ..., P,, und es gibt eine gerichtete Kante P, — P; in G(A)
genau dann, wenn a;; # 0.

Z.B. ist der Graph von

1Gerschgorin, S.: Uber die Abgrenzung der Eigenwerte einer Matrix. [zv. Akad. Nauk SSSR Ser.Mat. 7,
749-754 (1931)
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-

Abbildung 4.2: Der Graph G(A)

in Abbildung 4.2 dargestellt.

A ist genau dann unzerlegbar, wenn der Graph G(A) in dem Sinne zusammenhéngend
ist, daB es fiir jedes Knotenpaar (P;, P;) in G(A) einen gerichteten Weg von P; nach P;
gibt.

Die Matrix A ist also genau dann unzerlegbar, wenn es fiir jedes 7,7 mit 1 < i, 7 < n
eine Folge gty - - - i, gibt mit

7:0:7;

Qigip1 a

fir 0 <k <m.

Behauptung 4.1 Die Matrix A; entstehe durch die Benutzung des Fiinfpunktesystems
auf dem Gitter G,. Dann ist die Matrix A, genau dann unzerlegbar, wenn Gj zusam-
menhangend ist.

Satz 4.11 A € Mat(n x n,C) sei unzerlegbar. Sei \ Eigenwert von A, A € 0K, wobet
K die Vereinigung aller Gerschgorin Kreisscheiben ist. Dann gilt:

Beweis:
Sei (A, z) ein Eigenpaar von A mit A € 0K. O.E. gibt es r mit

|z, | =1> |z;], 1 <i<n.
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Aus
Az = Az
folgt
> aniti = Az,
i=1
und

lay, — A < Z |arj| . |1'J|
i

< D lagl

=1
i

= Radiusvon K, ,
also A € K,. Die Voraussetzung, dal A\ € 0K, fiihrt dazu, daf§ A € 0K, und
|a,.j|7$0:>|xj|:1, 1<j53<n.

Da A unzerlegbar ist, gibt es ein p # r mit a,, # 0, so daf8 |z,| = 1. Durch Wiederholung
ergibt sich:

|z;] =1 fir 1<i<mn,

und A € 0K;, fiir 1 <i <n.

Durch Anwendung von Satz 4.11 erhalt man:

Satz 4.12 (Schwaches Zeilensummenkriterium) Falls A unzerlegbar ist und

|CL“|ZZ |azk| f'LLT alle z:1,2,,n,
k#i

aber |ai | > Yjrsiy |aiok| fiir mindestens ein iy gilt, dann konvergiert das Gesamt-
schrittverfahren.

Bemerkung 4.5 Die Jacobi Matrix J ist symmetrisch. Falls J zerlegbar ist, konnen die
einzelnen Untermatrizen Ji,... , J; getrennt betrachtet werden.

Satz 4.13 Das Gesamtschrittverfahren konvergiert fir die Finfpunkt- Differenzen-
approrimation zur Losung des Dirichlet Problems fur die Laplace Gleichung.

Beweis: Siehe Bemerkung oben.
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4.6 Das Gesamtschrittverfahren - das Modellproblem

Es wurde im letzten Abschnitt bewiesen, dafl das Gesamtschrittverfahren fiir das Dirichlet
Problem konvergiert. Es stellt sich aber heraus, dafl die Konvergenzgeschwindigkeit viel
zu wiinschen tiibrig 1afit, wie das folgende Modellproblem zeigt.

Beispiel 4.6 Zu betrachten ist das Problem:

—Au = f(x,y),inQ
u = 0, auf 00,

wobei

Q = (0,1) x(0,1)
f e C(Q).
Mit der Maschenweite
1
h= N+1

entsteht das Differenzengleichungssystem

Ahvh — fh )

wobei A; eine Blocktridiagonalmatrix ist:

H C
| cH 0)
A=
0) H C
C H
H,C € Mat(N, N,R):
4 -1
1 4 0)
H= :
o) 4 -1
1 4

C:—IN:—I
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Die entsprechende Jacobi Matrix B ist:

F I
I F . O
1
B=- ,
4
0 F I
I F
0 1
1 0 0
F = ;
O 1

1

mit B € Mat(M, M,R), F € Mat(N,N,R), M := N2.

Das Eigenwertproblem

ist dquivalent zum Gleichungssystem:

%[Uz',jJrl + v 1+ Vi1 Ui = A, 1<4,j <N,
wobei
v;j ;=0 fir ¢i=0,t=N+1,;=0,7=N+1.
Der Ansatz
v = sin(krhi) sin(rhy)

fiihrt zu dem Eigenwert:

1
PLESIES §[cos kmh + cos {mh]

(, k7rh>2 ( zm)z
= 1—|sin—— | — [sin— .
2 2

Die N? Vektoren v** sind linear unabhingig und bilden eine Basis des RV’. Weiter gilt:

h
p(B) = 1 — 2 sin? 7r7:cos mh .
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Wird das Gesamtschrittverfahren zur Losung des Gleichungssystems

Ahvh - fh

benutzt, dann folgt mit Hilfe von Satz 4.13 aus dem vorigen Abschnitt, dafl

[ )]
sup lim sup T R = p(B),
Ao, koo | lup” — vall

d.h. im Durchschnitt und fiir allgemeine Anfangsdaten v,(lo) wird der Fehler
||v,(1k) - v,(IO)H mit dem Faktor p(B) pro Iteration multipliziert. Damit sich der Fehler um
einen Faktor 1/e verringert, werden im Durchschnitt m Iterationen bendtigt, wobei

[p(B)]™ = 1]/e
m = —1/In(p(B))
L2
- m2p2

Fiir grofles N (kleines h) sind deshalb sehr viele Iterationen nétig. Der durchschnittliche
Rechenaufwand, um den Fehler um einen Faktor 1/e zu reduzieren, ist

2
m2h?

2 8
(0] ( 5 ) - Multiplikationen + O ( . 3) Additionen = O (—N 2) Operationen .
m2h? 2

Die vorherigen Uberlegungen kénnen von einem anderen Gesichtspunkt aus betrachtet
werden. Fiir die Gleichung

Apvp = fa
ist das Gesamtschrittverfahren

DUk+1 + (Ah - D)Uk == fh

oder
vFtt = BoF + D_lfh
mit
1 . h?
D := ﬁdlag(—Ll) , B=1-— ZAh .
Die Fehler

e =, — oF
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erfiillen die Gleichung
ek-l—l — Bek )

Seien nun (\;,w;), 1<i< M, M Eigenpaare von B mit [A\;| > |[X\2] > ... > |Ay|. Der
Fehler ¢° 148t sich folgendermafien darstellen:

M

0 _

e = Z a;wj; ,
=1

so daf

M
ef = Z ai)\fwi .

i=1

Es folgt - wie bei der Vektoriteration - dafl der Fehler fiir grofies k sich etwa wie a; \fw,
verhalt,

ek ~ al)\’fwl .

Die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit wird deshalb durch

|A1| = p(B)

bestimmt. Fiir kleines k dagegen ist im allgemeinen die Konvergenzgeschwindigkeit
etwas besser, da die Fehlerkomponente ajws,...,apwy sich schneller abbauen 1aft.
Gerade diese Higenschaft wird bei Mehrgitterverfahren genutzt.

Weiter gilt:

h
A1 = cos 7rh:1—2sin2%,
wy = vz-l,’jl = sin(7hi) sin(mhj) ,

so dafl w; eine nichtnegative Gitterfunktion ist.

Zusammenfassend gelten die folgenden Aussagen fiir das Modellproblem, aber auch fiir
allgemeinere nichtnegative Differenzenapproximationen:

1. Das Jacobi-Verfahren konvergiert.

2. p(B) = 1 — h%u;, mit p; > 0.



4.7 Verallgemeinerungen 71

3. Der Fehler nach k Schritten

k
ek:vh—v,(l)

1383t sich gut durch

e* ~ constant p(B)* - w;

approximieren, wobei w; > 0 eine “glatte” Gitterfunktion ist.

4. Die Anzahl der Iterationen, die bendtigt werden, um den Fehler durchschnittlich
um einen Faktor 1/e zu verringern, ist:

m = —1/In(p(B)) ~

1
h?
4.7 Verallgemeinerungen

Die Aussagen im letzten Abschnitt fiir das Modellproblem sind richtungsweisend fiir
allgemeine Probleme.

Die Tatsache, da8 p(B) ~ 1 fiir die Jacobi Matrix B gilt, 148t sich folgendermafien
erkldren:

Die Eigenwerte p und Eigenfunktionen u einer schwingenden Membran mit Oberflache
Q erfiillen die Bedingungen

Au = pu, in Q
u = 0, auf 09Q.

Bekanntlich gibt es unendlich viele Eigenpaare {u;,u;} mit 0 < p; < py < ... . Weiter
gilt: u; — oo fiir i — oo ; Span{u;} = L3(Q) und {u;} ist eine orthogonale Basis fiir
Ly(€2). (Michlin [1978, S. 372]; Garabedian [1964, Chapter 11|; Dunford und Schwartz
(1963, S. 1743].)

Das diskrete Eigenwertproblem

Apwy, = HpWh

ist eine Approximation fiir das Membranproblem. Man erwartet, dafl die Eigenwerte pg)

die Eigenwerte u(?) approximieren sollen, d.h.
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My ~ [
Bs folgt, da B = I — A, da8
K2
h
~ l—zu()

Fiir das Rechteck © = (0,1)? ist

A = (E*+)7r* und
u = sin(knz)sin({ry)
fiir £,/ € N ein Eigenpaar fiir die schwingende Membran. Es folgt

h2m? h2m?
’+1°)=1-

AMrl-—
was das exakte Ergebnis
p(B) = 1 — 2 sin? %h
gut widerspiegelt.

Die Berechnung der Eigenwerte von Aj ist eine interessante Aufgabe. Siehe z.B. Cullum
und Willoughby [1985].

4.8 Nichtnegative Matrizen

Fiir das Modellbeispiel ist A = D — L — R und B = L + R, wobei B nichtnega-
tiv und unzerlegbar ist. Es gibt eine schone Theorie der nichtnegativen Matrizen,
die viele Anwendungen hat und leider hier nur kurz aufgegriffen werden kann. (Siehe:
Varga [1962], Berman und Plemmons [1979], Seneta [1973], Minc [1988|, Windisch [1989].)

Folgender schoner Satz von Perron und Frobenius wurde zwischen 1907 und 1912 bewie-
sen:

Satz 4.14 (Perron, Frobenius) Sei: A eine n x n unzerlegbare Matriz, die nichtne-
gativ 1st, d.h. die nichtnegative Komponenten hat. Dann gilt:
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1. Es gqibt einen Eigenwert A\, von A mit A\, = p(A4) > 0.
2. Zu A\, gehort ein Eigenvektor w, > 0.
3. A\, st ein einfacher Eigenwert von A.
4. Set B> A und B # A, dann gilt p(B) > p(A).
Beweis: Siehe z.B. Varga [1962, S. 30].

Satz 4.15 (Perron, Frobenius - Erweiterung) Sei A eine n X n nichtnegative Ma-
triz. Dann gilt:

1. Es gibt einen Eigenwert A\, von A mit A, = p(A) > 0.

2. Set A\, = 0. Dann st A zerlegbar und die Jordansche Normalform von A ist
eine echte rechte Dreiecksmatriz.

3. Zu A\, gehort ein Eigenvektor w, > 0.
4. Sex B > A, dann gilt p(B) > p(A).

Beweis: Siehe Varga [1962, S. 48|.

Sei

A = D—-L—-R
B := D YL+R)
L, = (D—-wl)'(1l—-w)D+wl],

so dafl B die Jacobi Matrix ist, £, die SOR Iterationsmatrix und £; die Gaufl-Seidel
Iterationsmatrix.

Es kann durch Beispiele gezeigt werden, dafl sowohl p(B) < 1 < p(L;) als auch p(L;) <
1 < p(B) moglich ist. Unter zusatzlichen Bedingungen erhélt man allerdings mit Hilfe
des Perron-Frobenius-Satzes den folgenden Satz:

Satz 4.16 (Stein, Rosenberg) Se: die Matriz B = L + R nichtnegativ (L und R
echte linke bzw. rechte Dreiecksmatrizen), dann gilt fir B und £, = (I — L)™'U
genau eine der folgenden Beziehungen:

1. p(L1) =p(B) =0

2. 0<p(Ly)<p(B)<1
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3. p(L1) =p(B) =1
4- 1< p(B) < p(L1)

Beweis: Siehe Varga, S. 70.

4.9 Das SOR Verfahren

Der Satz von Stein und Rosenberg besagt, dafl unter den gegebenen Voraussetzungen
das Gaufl-Seidel-Verfahren besser als das Jacobi- Verfahren ist.

Es ist i.a. nicht mdglich, eine Beziehung zwischen p(B) und £; zu finden, wie das folgende
Beispiel von Young zeigt. Fiir das Modellproblem mit ~ = 1/3 und nur vier inneren
Gitterpunkten werden die Gitterpunkte auf drei verschiedene Weisen numeriert:

3 4 2 4 3
1 2 1 3 1 2
Natdrliche Rot-Schwarz Uhrzeiger

Abbildung 4.3: Verschiedene Numerierungen

Mit der Bezeichnung A(A) = Spektrum von A = Menge aller Eigenwerte von A folgt:

1. Natiirliche Numerierung

0110 0 880
1 1001 1 0 2 2 8
B _ — L"l = — .
4 1001 8 0 2 2 8
0110 0111
p(B) =3 p(L1) = 3
A(B) ={-1/2,0,0,1/2} A(L;) = {0,0,0,1/4}
2. Rot-Schwarz-Numerierung
0011 00 2 2
1 0011 1 00 2 2
B = — ‘Cl = — .
4 1100 8 0011
1100 0011
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o(B) =L p(L1) =}
A(B) ={-1/2,0,0,1/2}  A(L:) = {0,0,0,1/4}

3. Uhrzeiger-Numerierung

0101 0 64 0 64
1 1

p_l 1010 p_ L |0 16 64 16

4 |0 101 256 | 0 4 16 68

1010 0 17 4 33

p(B) =1 A(Ly) = {0,0,277,—0,011 + 0, 118i}

A(B) = {~1/2,0,0,1/2}

Unter geeigneten Voraussetzungen ist es allerdings moglich, p(L,) genauer zu be-
schreiben.

Die folgenden Begriffe sind niitzlich:

Definition 4.5 Die Matriz A besitzt die “property A”, wenn es eine Permutations-
matriz P gibt, so daf8 PAPT die Gestalt

D, M,

PAPT —
<Mz D,

) , Dy, Dy Diagonalmatrizen

besitzt.

Definition 4.6 Die Matric A= D(I — L — R), wobei L und R echte linke bzw. rechte
Dreiecksmatrizen sind, heifit “konsistent geordnet”, falls die Eigenwerte von

al+a 'R, a#0,
von o unabhdngig sind.

Bemerkung 4.6 Property A = konsistent geordnet.

O B
B= :

Sei u ein Eigenwert von B zum Eigenvektor (u,v)T.

Satz 4.17 Sez

Dann ist —p ein Eigenwert von B zum Eigenvektor (u, —v)T.

Beweis: Siehe Birkhoff und Lynch [1984, S. 133].
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Satz 4.18 (u,v)T sei ein Eigenvektor der Jacobi Matriz B zu A, wobei B die Gestalt

0 B
B=
(5.0 )

habe, mit Eigenwert u # 0. Dann gult:

a) (u,0)7 ist ein Eigenvektor der Gaufi-Seidel Matriz L, mit Eigenwert 0 und

b) (u,pv)” ist ein Eigenvektor der Gauf-Seidel Matriz mit Eigenwert u?.
Weziter gilt:

c) Kern(L,) D Kern(B).
Beweis: (Siehe Birkhoff, Lynch [1984, S. 134].)

Es folgt, daf fiir Matrizen, die Property A besitzen, das Gauf-Seidel Verfahren zweimal
so schnell wie das Jacobi-Verfahren ist. Es entsteht die Frage, ob es mdglich ist, ein w, zu
finden mit

p(L.,) = inf p(L.).

Wir betrachten jetzt symmetrische Matrizen A mit Property A. Fiir die Jacobi Matrix
B gilt dann:

Falls i ein Eigenwert ist, so ist auch —u ein Eigenwert. Die Eigenwerte von £; verteilen
sich folgendermafien:

a) Es gibt eine Menge von Eigenwerten 0.

b) Die iibrigen Eigenwerte sind positiv und liegen zwischen 0 und p(B)2.

Es kann bewiesen werden, daf sich die Eigenwerte von L, fiir zunehmendes w wie in Ab-
bildung 4.4 verhalten: die Nulleigenwerte von £, werden grofier, die positiven Eigenwerte
von L£; werden kleiner. Wenn zwei Eigenwerte sich treffen, bewegen sie sich weiter in der
komplexen Ebene auf dem Kreis |z| = w — 1.

Das Verhiltnis von p(L,) zu w wird in Abbildung 4.5 dargestellt.

Das SOR Verfahren erreicht den minimalen Wert von p(L,) bei
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Abbildung 4.4: Die Bewegung der Eigenwerte von £, mit zunehmendem w

P(Lw
1

0 1 @y, 2
Abbildung 4.5: Die Funktion p(L,)

Satz 4.19 (Young, Varga) A sei eine konsistent geordnete Matriz. Ferner seien die
Eigenwerte von B reell und es gelte y = p(B) < 1. Dann ist

wp 2 p(Ly,) =wp — 1= ( p(B) )2

1t 1 Be 1+ /1- p(B)?

Allgemein gult

w—1 fir w,<w<2
1—w+%w2u2+wu\/1—w+%w2u2 fir 0 <w <uw

p(Ly) = {
Beweis: Siehe z.B. Stoer und Bulirsch, S. 256.

Fiir das Modellproblem gilt:

p(B) ~ 1-—7?h?/2
p([:l) 1-— 7T2h2
p(Ly) 1—27h

Q

Q
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Die Geschwindigkeitsverbesserung, die mit SOR erreichbar ist, ist aus Tabelle 4.1 ersicht-
lich, wobei N(L,) die Anzahl der Iterationen ist, die nétig sind, um den Fehler um einen
Faktor 1000 zu vermindern.

1/h 10 100 200
p(L1) 0,00451 0,99901 0,99975
popt (SOR)  0,52786 0,93909 0,96907
N(L,) 69 6998 27995
N,y (SOR) 17 195 413

Tabelle 4.1: Vergleich der Gau$3-Seidel und SOR Verfahren fiir das Modellproblem

Literatur:

Berman, A., Plemmons, R.J.: Nonnegative Matrices in the Mathematical Sciences.
Academic Press, 1979.

Birkhoff, G., Lynch, R.E.: Numerical Solution of Elliptic Problems. SIAM 1984.

Cullum, J., Willoughby, R.A.: Lanczos Algorithms for Large Symmetric Eigenvalue
Problems. Birkhauser, 1985. (Programme sind mit Hilfe xnetlib verfiigbar.)

Dunford, N, Schwartz, J.T.: Linear Operators. Wiley, 1963.
Garabedian, P.R.: Partial Differential Equations. Wiley, 1964.

Golub, G.H., van Loan, C.F.: Matrix Computations. North Oxford Academic, Oxford,
1983.

Hackbusch, W.: Multigrid Methods and Applications. Springer, 1985.

Hageman, L.A., Young, D.M.: Applied Iterative Methods. Academic Press, 1981.
Jacobi, Carl Gustav (1804-1855): Uber eine neue Auflésungsart der bei der Methode
der kleinsten Quadrate vorkommenden linearen Gleichungen. Astr.Nachr. 22 Nr. 523

(297-306) 1845.

Michlin, S.G.: Partielle Differentialgleichungen in der mathematischen Physik. Harri
Deutsch, 1978.

Minc, H.: Nonnegative Matrices. Wiley, 1988.



4.9 Das SOR Verfahren

79

Seneta, E.: Nonnegative Matrices, Wiley, 1973.
Smart, D.R.: Fixed Point Theorems. Cambridge, 1974.

Varga, R.S.: Matrix Iterative Analysis. 1962.

Windisch, G.: M-Matrices in Numerical Analysis. Teubner, 1989.

Young, D.: Iterative Solutions of Large Systems, AP 1971.






Kapitel 5

Iterationsverfahren zur Losung grofler
linearer Gleichungssysteme: neue Verfahren

Dieses Kapitel befindet sich in Uberarbeitung und wird zu einem spiteren Zeitpunkt zum
Skript hinzugefiigt werden.






Kapitel 6

Die Laplace- und Poisson-Gleichung:
Methoden der Funktionentheorie

6.1 Zusammenhinge mit der Funktionentheorie

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen der Laplace-Gleichung und der Funktionen-
theorie.

Definition 6.1 : (Remmert, S. 45)
Ser D C C ein Gebiet. Eine Funktion f : D — C heifSt holomorph in D, wenn f in
jedem Punkt von D komplezx differenzierbar ist.

Satz 6.1 : (Remmert, S. 39)

Notwendzg fiir die kompleze Differenzierbarkeit von f = u+iv in c € C ist, dafs der
Realteil v und der Imagindrteil v von f in c partiell differenzierbar i1st und dafl die
Cauchy- Riemannschen Daifferentialgleichungen

ou  Ov
ox Oy
(6.1)
ou Ov
oy Oz

erfillt sind.

Es folgt aus diesem Satz, daff - wenn f = u + iv in D holomorph ist und u,v € C?(D) -
dann gilt

Au = Uy + Uy =0

Av = Vg + vy, =0,

d.h. v und v sind Losungen der Laplace-Gleichungen.
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Satz 6.2 : Mazimum-Prinzip fir beschrinkte Gebiete (Remmert, S. 203)

Es sei G ein beschrdnktes Gebiet, und es sei f eine in G := GUOG stetige und in G
holomorphe Funktion. Dann nimmt die Funktion |f| thr Mazimum auf dem Rand
von G an:

max |f| =max |f].

Beweis:
Man stellt fest, dafl

Av? = 2(ul+ul)>0
Av® = 20 +v))>0

und wendet das Maximum-Prinzip (fiir elliptische Gleichungen) auf die Ungleichung
A(u? +0%) >0

all.

6.2 Transformation der Laplace-Gleichung (siehe z.B.
Kantorowitsch und Krylow, S. 331)

Wir betrachten nochmals die Laplace-Gleichung

Pu  Pu

5t a0 (6.2)

Agyu =
Es kommt oft vor, dafl Probleme fiir einfache Gebiete wie Kreis, Quadrat, Kreisring, auf-
geschnittene Ebene usw. verhaltnismafig einfach gelost werden konnen, wahrend sich bei
einer komplizierteren Struktur des Gebietes fiir die unmittelbare Losung mitunter sehr
grofie Schwierigkeiten ergeben, selbst fiir ein so einfaches Problem wie das DIRICHLET-
sche.
Man versucht daher, das gegebene Gebiet vorher auf ein einfacheres abzubilden. Bei
derartigen Abbildungen dndern sich im allgemeinen nicht nur das Gebiet, fiir das die
Losung gesucht ist, und die Randbedingungen, sondern auch die Differentialgleichung,
die die gesuchte Funktion erfiillen musf.
Die grofite Bedeutung haben fiir die LAPLACEsche Differentialgleichung offensichtlich
die Transformationen, denen gegeniiber der LAPLACE- Ausdruck invariant bleibt.
Mit Hilfe der Gleichungen

f:&(x,y) ) 77:77(33,11) (6'3)



6.2 Transformation der Laplace-Gleichung (siehe z.B. Kantorowitsch und
Krylow, S. 331) 85

seien fiir x und y neue Veranderliche ¢ und 7 eingefithrt. Wenn die Veranderlichen z,y
im Gebiet D variieren, so variieren die neuen Veranderlichen £ und 7 in einem gewissen
Gebiet G. Wir wollen untersuchen, wie sich die Differentialgleichung bei dieser Transfor-
mation dndert:

ou _ oude oudn

oz o¢ 0r  On Oz’

82u 8u (ag)z 5 0 O 8n+82u <8n>2+8u82§+8u82n
0x? 0&? 0£0ndx O0r  On? \ Ox 0& 0x?  On 0x?

Oz

und analog

Pu_ Pu (06 L OPudon (90 e ooy
dy?  8¢% \dy 060n 0y 0y~ On? \ Oy 0 dy*  Ondy?

Die Differentialgleichung fiir die Funktion « lautet daher in den Verdnderlichen £ und 7

ot [ (e (0e\?] . 0% (ocon  o¢on
Agu = 8—62 (a) +(3_y> +28§8n (aa—l—a—ya—y)'F

(6.4)

8u | (on)° on 1 ou ou
gul(an on T+ A, m=0.
T o (m«) + <8y T g Bt T g Bavl

Damit dies wieder eine LAPL ACEsche Differentialgleichung ist, mufl offenbar die Trans-
formation (4.3) folgende Forderungen erfiillen:

Amygzo; Amyn:(),
dcon ogon_ (96 (96\' _ (on)* (o)’
ox0xr Oydy ' oz oy)  \ oz oy
Die ersten beiden dieser Differentialgleichungen sagen aus, dafl ¢ und n harmonische
Funktionen von z und y sein miissen. Die dritte Differentialgleichung liefert

on 06 _ on 06 _ . On_  0¢ on _ Of

or 0y Oy Oxr oo~ M@y’ 8y_M8x'
Wenn man jetzt in der letzten Differentialgleichung an Stelle der Ableitungen von 7 diese
Ausdriicke einsetzt, so erhdlt man

ole)- ]

Daraus folgt, dafl = +1 ist, so dal entweder
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o8 _on 08 _ On

= = 6.5
or Oy’ Oy oz’ (6-5)

oder

oc g o on

dr 9y’ Ay oz (6.6)

gilt. Die Differentialgleichungen (4.6) unterscheiden sich von (4.5) lediglich durch Vertau-
schung von ¢ und 7 und koénnen daher unberiicksichtigt bleiben; durch (4.5) wird zum
Ausdruck gebracht, dafl £ und 7 konjugierte harmonische Funktionen sind. Abbildungen,
die durch derartige Funktionen vermittelt werden, sind konform, das heifit, im Kleinen
dhnlich an allen Stellen der z,y-Ebene, in denen

ae\>  [oa¢\’
() (5) #°
ist.

Fiir die Funktion f(z) = £ + in der komplexen Verdnderlichen z = z + iy stellen die
Relationen (4.5) die bekannten Regularitdtsbedingungen von Cauchy-Riemann dar, und
die Laplace-Differentialgleichung erweist sich somit als invariant gegeniiber Transforma-
tionen, die durch reguldre Funktionen einer komplexen Verdnderlichen vermittelt werden.
Sei

fi=&+in. (6.7)

Dann kann die Gleichung (4.4) folgendermafien geschrieben werden:

Agyu = |f'(2)* Dgyu - (6.8)

Insbesondere, ist A, u = 0, dann gilt auch Ag,u =20

6.3 Konforme Abbildungen

Definition 6.2 Se: f : D — W. f heifit konform wn D, falls f in D holomorph st
und f'(z) # 0.

Bemerkung 6.1 Se: f eine konforme Abbildung. Ser v eine Kurve
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Die Abbildung von v unter f st

¥ oiw=f(2(t), a<t<g.

Es gqilt:

w'(t) = f'(z(8) - Z'(t) ,
woraus folgt:
1. w'(to) # 0, d.h. ¥' hat eine Tangente.

2. arg(uw/(to)) = arg(f'(20)) + arg(/(to))-

fz()=f(z0) | — 17(20)] -

3. ].imt*)to 2(t)—z0

Zusammenfassend, die Abbildung f ist winkeltreu, und die Ldange wird mit dem
Faktor |f'(z)| multipliziert.

Sei u = u(z,y) , I' C D eine Kurve

u = ¢ auf T

ou
n ¢ auf I'.

Sei f : D — C eine konforme Abbildung IV = f(T"). Es gilt:

v = ¢ auf IV

ou , ou
o |f(Z)|'@

Der Fundamentalsatz lautet (Kantorowitsch und Krylow, S. 332):
Der einfachste Fall einer konformen Abbildung ist der, dafl das abzubildende Gebiet

einfach zusammenh&ngend ist. Die Frage nach der Existenz einer eindeutigen Abbildung
zweier solcher Gebiete aufeinander wird durch den Riemannschen Abbildungssatz

auf TV.

beantwortet:

Sind D und G einfach zusammenhéngende schlichte Gebiete in den Ebenen der komple-
xen Verdnderlichen z = x + ¢y und ( = £ + in, die von der Vollebene und der einfach
punktierten Ebene verschieden sind, so existiert eine Funktion ( = f(z), die in D
holomorph ist und die eine konforme eindeutige Abbildung von D auf G vermittelt.
Dabei kann man vorschreiben, dafl ein in D gegebener Punkt a in einen willkiirlich
gewahlten Punkt o und eine in a gegebene Richtung in eine bestimmte, dem Punkt o
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zugeordnete Richtung iibergehen sollen.

Durch die Forderung, daf sich zwei innere Punkte und zwei in diesen Punkten gegebene
Richtungen entsprechen sollen, ist die Abbildungsfunktion vollstdndig bestimmt.

Somit hangt die Funktion, die D auf G abbildet, von drei Parametern ab, da der
willkiirlich vorgegebene Punkt o durch zwei Parameter und die Richtung in ihm durch
einen bestimmt ist. Uber die Wahl dieser drei Parameter kénnen wir auch anders verfiigen,
als im Satz von Riemann angegeben. Beispielsweise kann man fiir Gebiete, die gewissen
Einschrankungen unterworfen sind, welche fiir die praktisch vorkommenden Faille sicher
erfiillt sind, fordern, dafl drei vorgegebene Punkte der Berandung des Gebietes D in drei
vorgegebene Randpunkte von G iibergehen sollen.

6.4 Die Integralgleichung von Theodorsen

Es gibt mehrere Integralgleichungen, deren Losung eine konforme Abbildung ermittelt
(siehe Gaier, S. 6). Wir geben hier nur eine solche Gleichung an:

Real- und Imagindrteil einer in |z2| < 1 reguldren, in |z| < 1 stetigen Funktion f(z),
genommen auf |z| = 1, hdngen wie folgt zusammen:

Satz 6.3 Es set f(z) = u(z) + iv(2)(u,v reell) in |z| < 1 holomorph, in |z| < 1 stetig.
Dann hat v(e*) folgende Integraldarstellung in u(e®’):

27
. 1 , -9
v(e¥) = v(0) + o / u(e™)ctg (‘OT do .
o(H)

Das Integral 1st beztiglich ¥ = ¢ als Cauchyscher Hauptwert zu nehmen.

Beweis: Gaier, S. 62.

Wir formulieren nun unser Problem der konformen Abbildung und zeigen, wie es auf die
Losung einer Integralgleichung zuriickgefiihrt werden kann.

Vorgelegt sei eine beziiglich w = 0 sternige Jordankurve C' der w-Ebene, und o = o(f)
sei ihre Darstellung in Polarkoordinaten. Ihr Inneres heifle G, und es sei die konforme
Abbildung w = f(z) von |z| < 1 auf G zu bestimmen, die durch f(0) = 0, f/(0) > 0
normiert ist.

Nach den Ergebnissen von Caratheodory und Osgood ist f(z) in |z| < 1 stetig und bildet
|z| < 1 eineindeutig auf das abgeschlossene Gebiet G' ab. Dem Randpunkt ¢ entspricht
dabei ein Bildpunkt o(#)e? mit § = 6(p) auf C. Ist § = 0(p) bekannt, so ist f(z) auf |z| =1
und daher auch fiir |z| < 1 bekannt, etwa auf Grund der Cauchyschen Integralformel. Es
ist somit hinreichend, die Rédnderzuordnungsfunktion § = 6(y) zu bestimmen.
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Diese Funktion § = 6(y) geniigt nun einer Integralgleichung. Zu ihrer Ableitung betrach-
ten wir die Hilfsfunktion

F(z) = log @ =U(z) +iV(2);

sie ist durch die Vorschrift, dal F(0) = log f’(0) reell sei, eindeutig festgelegt, und sie
ist in |z| < 1 regular, in |z| < 1 stetig, ferner V(0) = 0.

Weiter ist

U(z) = log| 22| , also U(e*) = log o(8(v))

( ) ; (6.9)
V() —arg | also V(e) = () — .
und Satz 4.6 ergibt daher
2
1 -1
() =9+ 5 / log o(6(9))ctg —5— dv (6.10)
0(H)

oder kurz

0(¢) = ¢ + Kllog o(0(¢))] -

Dies ist die nichtlineare, singulare Integralgleichung von Theodorsen zur Ermittlung der
gesuchten Randerzuordnungsfunktion 6 = 6(¢p).

6.5 Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip

Satz 6.4 : (siehe z.B. Goluzin, S. 44)

Eine eindeutige konforme Abbildung f eines Gebiets D mat Jordanrand 0D auf
dem offenen Einheitskreis G lift sich als eine stetige eindeutige Abbildung von D
auf G erweitern.

Ist v C 0D eine offene analytische Jordankurve und zy € vy, dann ist f holomorph
n 2o und f'(z) # 0.

Satz 6.5 : (Spiegelungsprinzip von Schwarz)

Seiten D, und D, zwei Gebiete mit o, € 0D, und o, € 0D,, wo a, und a,
Geradensegmente sind. Set w = f(z) eine konforme Abbildung von D, auf D,,. Sei
f(a,) = ay. Dann ldf$t sich f iber o, hinaus wie folgt analytisch fortsetzen:

Spiegelt man D, an o, und ordnet man dem Spiegelbild z* von z den durch Spie-
gelung von w = F(z) und «, hervorgegangenen Wert w zu, so ist die so definierte
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Funktion w* = f(z*) in dem gespiegelten Gebiet D} analytisch und somit eine ana-
lytische Fortsetzung von f.

Beweis: (siehe z.B. Nehari, S. 184)

O.E. nehmen wir an, dal o, und «, Intervalle der reellen Achse sind. D.h.,
Z*

=z, w =w.

Die Funktion

9(z) :== f(2)

ist holomorph in D} wie man z.B. aus der Cauchy-Riemann- Gleichung sieht. Auf o, gilt:

wl
Il
w

~
—~~
I
N
|
~
—~~
I
N
I
~
—~
xR
N

da f(z) dort reell ist.

Durch Addition der Integrale

und

folgt, dafl die Funktion

F(z):{ g(z) , zeD:Ua,

in D} U o, U D, holomorph ist.
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6.6 Die Formel von Christoffel-Schwarz

6.6.1 Herleitung (siehe Kantorowitsch und Krylow, S. 475, und
Nehari, S. 189)

Es sei w = f(z) eine Funktion, die eine konforme Abbildung der oberen z-Halbebene
D auf das Innere G eines gegebenen Polygons A der w-Ebene mit den Innenwinkeln
a;m, 0™, . .. ,a,7 und den Eckpunkten A;, A,,..., A, vermittelt. Die Punkte A,,(v =
1,...,n) entsprechen dann gewissen Punkten a;, as, ... ,a, der reellen Achse der z-Ebene,
von denen wir annehmen wollen, dafl sie alle im Endlichen liegen und in der Ordnung

a; < ap < --- < ap

aufeinanderfolgen
Der Rand OG des Polynoms ist eine Jordan-Kurve, so daf sich (Satz 4.6 im vorherigen
Absatz) die Abbildung f stetig und eindeutig erweitern 14ft:

F:DUAD - GUIG .

Das Intervall o = (ag, ax1) ist eine analytische Jordan-Kurve, so daf§ f auf o holomorph
und konform (f' # 0) ist.

Sei nun a(!) := (a1, a,) , oV = f(al!)). Wegen des Schwarzschen Spiegelungsprinzips 148t
sich f durch Spiegelung auf der unteren Halbebene D* analytisch fortsetzen. Sei f; die
dadurch gewonnene Funktion:

fllD*—>G*.

Sei () 1= (ay,a3) , al® = f(a?).
Wegen des Schwarzschen Spiegelungsprinzips 18t sich f; durch Spiegelung auf der oberen
Halbebene (D*)* = D analytisch fortsetzen. Sei f, diese Funktion:

f2 D — (G*)* .
Das Polygon G kann durch eine Drehung und eine Verschiebung auf (G*)* abgebildet
werden:
f3 G — (G*)* y
z—>Az+ B,

wo A und B komplexe Konstanten sind.

Es folgt:

f2(2) = (fao f)(2) = Af(2) + B .
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Sei g die ‘Schwarzsche Funktion’

B fll(z)
= )
Sei
H :=C\{as,...,a,}.
Da
£ _ )
f(z)  f'(2)

folgt, dafl durch die o.a. analytische Fortsetzung von f, g als eindeutige holomorphe
Funktion in H definiert wird.

Wir werden jetzt das Verhalten der Funktion g(z) in der Umgebung der Punkte ay,... ,a,
untersuchen. Sei

h(z) = [f(2) = fa)]*" .

Sei
U = {z=z+iy:y>0und |z —a1] <€},
oV = {z:—e<z—Ra <0},
o = {z:0<z—Ray <e€}.

Es gilt:

f(agl)) = AnA17
f(@® = A4,

so daB h das Geradensegment a(') U a(?) auf einem Geradensegment abbildet. Aufgrund
des Schwarzschen Spiegelungsprinzips folgt dann, dafl ~ eine volle Umgebung des
Punktes a; konform und eineindeutig auf eine volle Umgebung des Punktes 0 abbildet.
D.h. h ist in z = a; holomorph.

Sei nun u; := 1 — «;. HEs folgt

f(2) = far) + h(z)" "

mit h(z) holomorph in z = a; und h'(a;) # 0. D.h.
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h(z) = (z — a1)hi(2)
mit h; holomorph und h;(a;) # 0. Es folgt

"z —m
f'(z)  (z—a)

mit k(z) holomorph in z = a;. Nach wiederholter Benutzung dieses Arguments kénnen

+ k(2)

wir folgern, daf

0(2) = 9(2) + 30 2

in C holomorph ist. Nach dem Satz von Liouville ist g;(z) konstant.
In einer Umgebung von z = co gibt es eine Entwicklung von f(z),
c c
FE) =10+ 2+ D,

wodurch leicht einzusehen ist, dafl

"(2)
J;”’(z) =0 (%) '

Wir kénnen sofort daraus schlielen, da g(oco) = g1(c0) = 0, so dafl

-1 _§ 1o

 f(2) _k:1 z — ay

Durch zweimalige Integration erhalt man nacheinander

In f'(z) = Zn: (ap — 1)In(z —ap) +In Cy =In Cy(z — a)* '+ (2 — a,)*> 1,

k=1
flz) = Cl/ (v —a1) v —a)® - (v —a,)* tdv+ O, .
0

Das ist die gesuchte Darstellung der Abbildung f(z). Diese Formel bezeichnet man
gewohnlich als die Formel von Christoffel-Schwarz.

6.6.2 Die Parameterwerte des Christoffel-Schwarzschen Integrals
(siehe Kantorowitsch und Krylow, S. 477)

Die Funktion
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w= 01/ (0 — a1)® (v — ag)® - (v — @) tdv + Cs (6.11)
0

welche die obere z-Halbebene auf das Innere eines Polygons der w-Ebene abbildet, enthalt
2n+ 2 Parameter oy, s, ...,y , a1,...,a,,C1,Cs. Sind die Werte aller dieser Parameter
bekannt, so ist auch das Polygon bestimmt. Die Innenwinkel des Polygons sind gleich
o1, T, QaT, ... ,a,7. Die Koordinaten b, der Eckpunkte A; erhédlt man aus den Gleichungen

ag

by = C1 /(z — ) Mz —a2)® (2 — @) At + Co, 1<k <
0 (6.12)

Fiir die Léange der Seite Ay Ay 1 berechnet man

Af+1

AkAk+]_ = |bk+1 — bk| = C]_ / (Z — al)alfl(z - az)azil ce (Z - an)anildt‘}—
0

ag

C; /(z — al)‘“’l(z — az)"‘z’1 (2= an)a"*ldt + s
0

+C, —

Ak 41
= |C1] / (z —a))™ Yz —a)® ' - (2 — ap)™ Mappy — 2)M e x
ag

X (@, —2)* 't . (6.13)

In der Praxis ist gewohnlich eine Funktion gesucht, die eine konforme Abbildung einer
Halbebene auf das Innere eines vollstandig bestimmten Polygons vermittelt. Die Parame-
ter

A1,02y...,0y , 01,02

in der Abbildungsformel miissen dann in entsprechender Weise gew&dhlt werden. Das

Verhéltnis der 2-ten, 3-ten,...,(n — 2)-ten Seite zur ersten Seite bezeichnen wir mit
AZaASa"'7An72-

Seitenldnge Ay Ay 1

= 2<k<n-1. 6.14
Seitenlange A; A, A (6.14)

Wahlen wir in der Funktion

z

w' = / (v—a))™ (v —a)® ' (v—a,)*™ 'dv

0
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die ay,as, ... ,a, so, daB die Relationen (4.14) erfiillt sind, so vermittelt diese Funktion
eine konforme Abbildung der oberen Halbebene auf das Innere eines zu G &hnlichen
Polygons G*. Durch eine lineare Abbildung der Form

w = Clw*+02

kann das Polygon G* auf G jetzt abgebildet werden.

Zur Bestimmung der Parameter ay,a,,...,a, haben wir nur n — 3 Gleichungen zur
Verfiigung. Daher konnen drei Parameter vollig willkiirlich gewahlt werden. Dies ent-
spricht der Tatsache, da8 wir in dem Integral (4.11) eine linear gebrochene Substitution
vornehmen konnen, welche die obere Halbebene so in sich transformiert, dafl drei Punk-
te der reellen Achse in drei beliebig vorgegebene Punkte derselben iibergehen. Diese
willkiirlichen Punkte seien z = a;, z = a, und z = a,. Wir bezeichnen sie im Unterschied
zu den anderen Punkten, die bestimmt werden miissen, mit p;, p, und p3. Die Relationen
(4.14) lauten ausfiihrlich geschrieben:

I(a3, a4, ... ,an_1) = XoIi(as,as,... ,an-1),
[3(&3,&4,... ,a,n,]_) = )\3[1(&3,0,4,... ,a,n,]_), (6 15)
In,z(ag,, ag, . .. ,a,n,]_) = )\nle]_(ay,, ag, . .. ,a,n,]_)
mit
D2 \
I = [(z—p)* H(ps — 2)** Haz — 2)*71... x
b1
X ... (a1 — 2)* 17 (ps — 2)*"1dt,
I, — f3(z B pl)al—l(z . pz)az_l(ae, - Z)ag—]. o
b2
X ... (ap_1 — 2)*171(ps — 2)*1dt,
............................................................. (6.16)
An—1
In—2 — f (Z - pl)alil(z - pz)arl(z — a3)°‘3*1 oo X
an—2
X ..oz = ap_2)2"a, 1 — 2)% 17 (ps — 2)*"1dt.

7

6.6.3 Die Christoffel-Schwarz-Formel: Ein Beispiel

Das Polygon G sei ein Dreieck mit den Winkeln a;m, asm, asm. Da zwei Dreiecke mit
gleichen Winkeln immer &hnlich sind, kénnen wir in diesem Falle die Konstanten a
beliebig wahlen. Wir setzen a; = 0, ay = 1, a3 = oo. Die Abbildungsfunktion hat die
Form
w=C4 /v‘“’l(l —v)®2 Yo+ C; .
0
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Zu ihrer vollstandigen Bestimmung ist es notwendig, die Konstanten C; und C; zu er-
mitteln. Wir bestimmen C; und C; fiir ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck, dessen
Ecken die Punkte A;(0), A5(1) und A3(7) sind.

Dem Punkt 2 = 0 mdége der Eckpunkt A; und dem Punkt 2z = 1 der Eckpunkt A

zugeordnet sein. Dann ist a; = 1, ay = %, und die Abbildungsfunktion lautet

2
w = 01/1)’%(1 —v) tdv+ C, .
0

Da nach Voraussetzung z = 0 in w = 0 iibergeht, ist C5 = 0. Fiir z = 1 miissen wir die
Koordinate des Eckpunktes A, erhalten. Somit ergibt sich fiir C; die Gleichung

1
C, /t’%(l —2)idt=1,
0

das heifit, es ist
1

C]_ - 1 ) R .
Jz73(1—2) 4dt
0

Wir wollen das im Nenner stehende Integral

1
2

1 1
I:/t*%(l—z)’%dt:/z’%(l—z)’%dt+/z’%(1—z)’%dt:h+Iz
0 1

0
2

berechnen.
Zunachst betrachten wir I;. Den Integranden stellen wir in der Form

(1+Zz>+z—% [(1—z)—%—1—2z]

D=

z_%(l — z)_% =2

dar und erhalten

2 3 ;i 3
1 1 3
11:/2_5 <1+Zz>dt+/z_5 [(1—z)_1—1—1z]dt.
0 0

Das erste dieser Integrale 1aft sich explizit berechnen; sein Wert ist gleich 1,5910. Das
zweite berechnen wir nach der Simpsonschen Formel. Wir bezeichnen

23 [(l—z)_% —-1- Z z]

mit y(z); dann ist
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y(0) =0, y (%) — 0,0104, y (%) — 0, 0328,
y (%) =0,0644, y (%) =0,1066, y (&) =0,1612,
y(3)=0,2309, y(L)=0,3108, y (%) = 0,4339,

f y(z)dt = 0,0707,
0
I, = 1,5910 + 0,0707 = 1, 6617.

Nun gehen wir zur Berechnung von I, iiber. Den Integranden stellen wir in der Form

l\Jlb—l

(- t=-atfiea-a) -2t L2

2~

dar und erhalten
1 1
_3 1 s [ 1 1
L=[(-2" [1+§(1—z)]dt+/(1—z) ; [z 2—1—5(1—z)]dt
: :
Der Wert des ersten Integrals ist gleich 3,5318.
Das zweite Integral 1at sich ebenso berechnen wie der zweite Teil des Integrals ;. Man

findet hierfiir den Wert 0,0506, so daf}
I,=35824, =1 +1I, =5, 2441

und somit

C, = —0,1907

5,2441
ist. Das Problem ist damit vollstandig gelost.

Um unser Resultat nachzupriifen, berechnen wir noch die Hypotenuse des Dreiecks
AsAs = 0, 1907/z—%(z —1)fdt;
1

z’%(z—l)’%dt = 2

T*%(l — T)*%dT <T = l) ;

= H\.,g
O\NIH

D=

3 3
/T*%(l—T)*%dT = /T*% <1+ZT>dT—|—/ %[1—7)%—1—17 dr =
0 0
— 3,6158 40,0922 = 3, 7080 - AyAs = 0,1907- 2 - 3,7080 = 1,4142 .

Der genaue Wert von A,A; ist gleich /2 = 1,4142. ...
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Kapitel 7

Die Laplace-Gleichung: Integralgleichungen

7.1 Einleitung

Die Losung partieller Differentialgleichungen mit Hilfe von Integralgleichungen hat ei-
ne sehr lange Geschichte. In der Tat sind solche Methoden schon vor der Herleitung
der Theorie partieller Differentialgleichungen benutzt worden. Der erste Beweis, dafl das
Dirichlet-Problem fiir die Laplace-Gleichung 13sbar ist, wurde durch Neumann 1866(7)
gegeben, und er benutzt Integralgleichungen. Siehe Enzyklopadie der Mathematik wegen
der fritheren Geschichte dieses Gebietes.

Die numerische Losung von Randwertaufgaben durch die numerische Losung von Inte-
gralgleichungen ist auch sehr lange bekannt. Z.B. hat Trefftz (1913) die Stréomung eines
Wasserstrahls auf diese Weise gelost. In letzter Zeit ist dieses Verfahren als die “Boundary-
Element” Methode bekannt geworden.

7.2 Integralgleichungen fiir die Laplace-Gleichung

Wir betrachten das Dirichlet-Randwertproblem in zwei Dimensionen:

Au = Uy +uy, =0, inQ, (7.1)
u = f auf I'=0Q. (7.2)

Es gibt drei bekannte Darstellungen der Losung u von (5.1) als Integrale auf I := 99Q.

7.2.1 Die Integralgleichung fiir eine Doppelschicht

(Siehe Kantorowitsch und Krylow, S. 115.)
Bezeichnet man mit r den Abstand zwischen den Punkten z = z + iy = P(z,y) und

¢ =¢&+in= M(&n), so ist
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u:=R(n(z—=C¢)=Ilnr = In \/(x—§)2+(y—17)2

1
= 5 nl(z =&+ (y —n)’] (7.3)
eine Losung der Laplace-Differentialgleichung
0?u  0%u
Au=—+—=0. 7.4
YT B2 + 0y? (7:4)

Die Ableitungen der Funktion v nach den Parametern £ und 7 sind ebenfalls harmonisch,

du
o¢

P (ow) @ () _ 0 (Fu, Pu)
0z \ 0¢ o2 \o¢) oe\ox2  Oy2)
Daraus folgt, da8 auch die Ableitung von u (als Funktion der Variablen ¢ und 7) in
du

einer beliebigen konstanten Richtung L, die eine Linearkombination von 5 und g—z ist,

beispielsweise gilt fiir

ebenfalls eine harmonische Funktion darstellt.

Wenn man mit ¢ den Winkel bezeichnet, den der Vektor PM mit der Richtung L bildet,
so lautet diese Ableitung

Ou 1 0r cos ¢

8_LZT3L_ r

Also ist % eine harmonische Funktion.

Nach diesen einleitenden Bemerkungen kommen wir zur Untersuchung des Dirichlet-
Problems. Es sei ein endliches Gebiet 2 gegeben, das durch eine einfach geschlossene
Kurve 0S2 begrenzt ist. Wir nehmen an, daf8 die Berandung in der Parameterdarstellung

r=1z(s), y=y(s) (0<s<sg)

gegeben ist; als Parameter verwenden wir die Bogenlange s. Wir setzen voraus, dafl die
Funktionen z(s) und y(s) stetige Ableitungen 2'(s) und y'(s) besitzen, die nicht gleich-
zeitig Null werden. Es soll eine Funktion u gefunden werden, die in 2 harmonisch ist und
auf der Berandung in eine vorgegebene stetige Funktion f(s) der Bogenlédnge s iibergeht,
das heifit, es sei

u= f(s) auf 0Q.

Wir wahlen einen beliebigen Punkt M (&, n) auf 0Q und bezeichnen mit ¢ den Winkel,
der durch den Vektor PM und die dufere Normale in M gebildet wird. Nach dem oben
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Gesagten ist “>-* eine harmonische Funktion der Verdnderlichen z und y in Q. Es sei
jetzt u(s) eine willkiirliche stetige Funktion. Dann ist auch das Integral

$0

V(z,y) = /

0

p(s)ds (7.5)
eine im Gebiet 2 harmonische Funktion der Veranderlichen x und y.

Die Funktion V nennt man das Potential einer Doppelschicht, und x(s) heifit seine Dichte.
Wir geben V eine andere Form, um die geometrische Bedeutung klarer hervortreten zu
lassen. Mit w bezeichnen wir den Winkel, den der Vektor PM mit der positiven z-Achse
bildet. Wenn man die Lage des Punktes M &andert, so ist w eine Funktion von s, und dw
ist der Winkel, unter dem das Bogenelement ds von P aus gesehen wird. Die Projektion
von ds auf das Lot zum Vektor PM ist ds cos . Daher ist der Winkel, unter dem ds
vom Punkte P aus erscheint, gleich M, also ist *># ds = dw. Man kann somit V' die
Gestalt

Il
—
=
N
QL
€
Il

r

V= 7 € 2 (s)ds 7 d p(s)ds (7.6)

geben. Dabei ist w eine Funktion von s,z und y, also w = w(s,z,y); sp bezeichnet die
Lange 0f0.

Haben wir insbesondere die Dichte y(s) = 1, dann liefert V' = jp dw offensichtlich den
0

Winkel, unter dem die gesamte Kurve 02 vom Punkte P aus gesehen wird. Es ist klar,
dafl dieser Winkel gleich 27 ist, wenn P innerhalb 02 liegt; er ist gleich 7, wenn P ein
Punkt der Berandung 0X2 ist, und schliefllich gleich Null, wenn P auflerhalb 02 liegt:

o 1 2r , falls P innerhalb 092,
/ Zds={w , falls P auf 90, (7.7)
o ¢° 0 , falls P auBerhalb 9Q .

Wir versuchen jetzt, eine Losung des Dirichtlet-Problems in Form eines Potentials einer
Doppelschicht zu ermitteln. Dazu machen wir den Ansatz

$0

u(e,) = [ () %2 as (7.8)

und suchen die unbekannte Dichte u(s) derart zu bestimmen, da88 die Funktion u(z,y)
bei Annédherung an die Berandung gegen die Werte von f(s) konvergiert.
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Wir wollen also feststellen, welchen Grenzwert u(z,y) hat, wenn P(z,y) gegen einen
Punkt Py(z(0),y(c)) € 00 strebt. Man erhélt wegen fo p(o)dw(s, o) = mu(o) ,
0

Jim u(z,y) = plﬁ%o T u(s)dw
= Jim | [lu(s) — p(@)) 2454 ds + (o) [ 420 ds
= fm, [f Tu(s) = (o)) 2422 ds
”Tu() p(o) 2 g
f [u(s) = (o)) 2422 ds (7.9)

0'+€
50
(o) o2 ]

= [lls) = n(@) %52 ds + 2mu(o)

_ % dw(s,0)
= [ o)L ds 4 mo)

mit
w(s, o) = w(s,z(0),y(0)) .
Also mufl
7o) + [ u(s) %2 ds = f(o) (7.10)
gelten.

Die erhaltene Relation ist eine Integralgleichung fiir die unbekannte Funktion p(s). Wenn
man durch 7 dividiert, so bekommt man

$0

u(o) — [ Kls,0)u(s)ds = f(o). (7.11)

0

Die Gleichung (5.11) ist eine Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art.

Der Kern K(s,0) kann, wenn man den geometrisch evidenten Ausdruck fiir den Winkel
w(s, o) benutzt, in der Form

1 1 —
K(S,O') = - d—w = —— i a_rcth

7.12
7 ds 7 ds ( )
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geschrieben werden.

Wenn man in (5.11) vor dem Integralzeichen einen Parameter )\ einfiihrt,

p(o) = A [ K(s,0u(s)ds = = (o), (7.13)

so kann man zeigen, dafl der Wert A = 1, der fiir uns interessant ist, kein Eigenwert fiir
die gegebene Integralgleichung ist. Daher hat (5.11) auf Grund der allgemeinen Theorie
der Integralgleichungen fiir beliebiges f(o) genau eine Losung.

Ist 002 konvex, so folgt die Behauptung, dafl A\ = 1 kein Eigenwert ist und zwar aus der
Tatsache, daf

S0
K(s,0) <0, / K(s,0)ds = 1,
0

wie schon von Neumann bemerkt. Der Beweis im allgemeinen Fall wurde erst von Fred-
holm im Jahre 1906 erbracht.

Fiir die angendherte Bestimmung der Lésung spielt die Verteilung der Eigenwerte dieser
Gleichung eine wesentliche Rolle. Vor allem kann man zeigen, dafl diese reell sind. Ferner
ist A = —1 ein Eigenwert, da eine Konstante y(s) = C offenbar die zu (5.13) mit A = —1
gehodrige homogene Integralgleichung erfiillt. Es gilt ndmlich unter Benutzung von (5.7)

WC—/CMds:O.
, ds

Schliefllich kann man feststellen, dafl es im Intervall (—1, 1) keine Eigenwerte gibt.

Zuletzt schreiben wir (5.11) in noch einer Form. Sei x = (z.y) , ¥y = (y1,%2) , ny =
duflere Normale zu I"'in der Stelley e I', r =y — x.

Es 1a8t sich feststellen, dafl

9 In|x —y|
Ony y

= (n i+n i>1n|x— |
= 183/1 23y2 Yi

= (n1,n2) '1’/|1'|2 )

= cos ¢/|r|,

so daf
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0
oy In|x — yldsy = dwy .

Es folgt, daB8 die Gleichung (5.11) auch folgendermaflen geschrieben werden kann:

f(z) = mu(z) +/ u(y)a% In|]x —yldsy, fir zel. (7.14)
T y

7.2.2 Die Integralgleichung fiir eine einfache Schicht

Gesucht ist eine Losung u des Dirichlet-Problems

Upy +Uyy = 0, in Q (7.15)
v = f, auf I'. (7.16)

Fiir festes y € R? ist

u(x) :=lInjx —y| =In [(xl _ y1)2 + (2 — yz)z}l/z

eine Losung (5.15). Deshalb ist
u(x) := / o(y)inly — x|dsy , z € Q (7.17)
r
eine Losung Gleichung (5.15) fiir jedes o € C(T'). Hierbei ist s, die Lange entlang I'.

Damit « die Randbedingung (5.16) erfiillt, ist es erforderlich, dafl o folgende Integralglei-
chung erfiillt:

f(x) = / o(y)inx —y|ds, , z € T (7.18)
r
Gleichung (5.18) heifit eine Integralgleichung Erster Art.

7.2.3 Anwendung der Greenschen Formel

Fiir u,v € C?(G) gilt:

//(uAv —vAu)dr = / (u % - g—Z) ds . (7.19)

G oG
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Fiir vorgeschriebene x € €2 und € > 0 seien

v(y) == In|Jx—y| und T :={y:|x—y|=¢€},
G = Q\B., Be:={y:|x—y|<e}.

Dann gilt, falls Au = Av =01in Q :

[ ) 2 — v 2 s, +

J Ony Ony |

[ ov ou |
+ 11/ _U(Y)a—ny - U(Y)a—ny_ dsy = 0.

Durch einen Grenzwertprozefifolgt:

0 0
—27u(x) +/ lu I Injx —y|— 8Tu In|x — y|l dsy , x¢T
T y y

und deshalb

0 ou
mu(x) = / [f(y)aT In|x — —y| — I In|x — y|l dsy , xeT'.
y y

r

Es ist hiermit moglich, die gemischte Randwertaufgabe
0
au + == v,xel
on

zu 16sen.

(7.20)

(7.21)

(7.22)
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7.3 Numerische Lésung von Integralgleichungen

Im vorherigen Absatz haben wir u.a. folgende Integralgleichung betrachtet:

0
u() + / ) g Inbx —¥ldsy = f(x), x €T (7.23)

Dies ist ein spezieller Fall des folgenden Problems: X sei ein Banachraum.
K € B(X) := { Menge stetiger beschrankter linearer Abbildungen von X in sich }.

f € X sei gegeben. Gesucht ist x € X:

(I-K)z=f. (7.24)

Naheliegend ist der Ansatz, den Operator K durch eine Folge von Operatoren K, €
B(X), n € Nund f durch {f, € X,, C X },en zu approximieren und z durch die Lésung
der Gleichung

zZU approximieren.

Satz 7.1 X sei ein Banachraum, A € B(X), mit ||A|| < 1. Dann gult:

(I-A)" € B(X)

1
-4 < :
1—[|A]

Beweis:
Die Abbildung (I — A) ist injektiv, weil (I — A)z; = (I — A)z, impliziert

|21 — zaf| = [JA(z1 — 22)|| < |21 — 2| -
Fir n € N sei
T, = I+A+...+ A"
T, X —=X.

Es folgt, daf
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1

1Tl < :
1—[lA]l

Fiir z € X ist {T,,x},cn eine Cauchy-Folge in X, weil
1 Thz — Tl < A"/ (1 - [|A]l),  fiir m>n.
Da X ein Banachraum ist, konvergiert 7,z . Wir setzen

Tz := lim T,z .
n—00

Es 148t sich leicht zeigen, daB8 7' € B(X). Da
(I-ATx=T,I—-A)z=1-A"")z,
folgt
(I-ATz=T(I-A)z ==z,
so daf
T=I-A)".

Satz 7.2 X sei ein Banachraum, A, B € B(X) . Ezistiere A € B(X). Wenn

1
1A= Bl < =7 »
A=

dann gilt: B~! € B(X) und

|A~H]
1— (A=Y -[[A - B
IB=F— A7 < lA7H-lA- Bl - B~

1B~

Beweis:

B=A—-(A-B)=A(I-0C),
wobei

CeB(X),C:=AA-B).

Da ||C|| < 1, folgt aus Satz 5.1, da8 (/ — C)~! € B(X) und

1

1
(I-C)Y < < .
1—|IC|| — 1—[|[A Y- ||A-B|
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Es folgt, daf
B'=(I-0)'A" € B(X).
Die Abschatzung fiir |[B~! — A™!|| folgt aus der Gleichung
Bl-Al'=BlA-B)A!.

Satz 7.3 {K,}nen sei eine Folge in B(X) mit |K — K,|| — 0 fir n — oco. Ferner
ezistiere (I — K) ' € B(X). Dann gilt:

1. Es existiere ng € N, so daf8 fiir n > nyg

(I - K,) e B(X).

2.
sup{[|(I — K,) [+ n > no} < oo
3.
I -K)?*—({I—-K,) =0 mitn—oo
4.
o I - K)
=8 o m ik w
||(I— K)71|| < ||(I_ Kn) ||

T 1=l - Kn) 7| K - Kyl

Seien {f,}nen Folge in X mit f, — f € X, ¢ die Lésung von (5.24) und fir
n > ngy r, die Loésung von (5.25).

Dann gilt:

I( = Ko) M = full + 1K = Kl [l2]]) — 0
(T = E)H (1f = fall + 1K = Kl |zal]) — 0

[ = 2|

[ = 2|

Beweis:
1 - 4 folgen aus Satz 5.2.5 folgt aus der Identitat:

f=fn = (I-K)z—(I-Ky)z,
= (I-Kn)(z — 20) + (Ko — K)z .
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Satz 7.4 : Banach-Steinhaus (Spezialfall)
Seien X ewn Banachraum, {S,} eine Folge Operatoren S, € B(X). Dann gilt 1 & 2
+ 8, wober

1. nlgrolo Spx existiere fir jedes r € X
2. lim S,z existiere fiir jedes x € Y mitY = X
n—o0

3. sup ||S,|| < oo.
n

Definition 7.1 S set eine Untermenge eines Banachraums X. S 1ist prakompakt,
falls fir jedes ¢ > 0 eine endliche Anzahl von Elementen y, € X existiert, so daf
fiir jedes y € S

i%f |y —ukl| <e€.

D.h. die Menge der Kugeln S, mit Radius ¢ und Mittelpunkte y, enthdlt S. Die
Menge {yx} heifst e-Netz fiir S.

Definition 7.2 K : X — X heifit kompakt, falls KS prdkompakt ist fir jede be-
schrankte Menge S C X. D.h. K bildet beschrankte Mengen in prikompakte Mengen
ab.

Satz 7.5 Seiten X ein Banachraum, {S,}.cn eine Folge Operatoren, S, € B(X),
A C X prakompakt,

Spr— SreX mit n— oo firjedes r € X .
Dann gilt: fir jedes € > 0 existiere N :
|Spx — Sz|| <€, firn>N wundalle xcA.

D.h. die Konvergenz der Folge {S,x} ist gleichmdfSig fir z € A.

Beweis:
Wihle ¢ > 0. Da die Menge A prakompakt ist, gibt es ein e-Netz fiir A :

Li1yeee Ly .
Sei Sz = lim S,z. Es folgt (Banach-Steinhaus), dafl es eine Konstante M gibt, mit

IS <M, |[|Sull <M fiir neN.

Wahle N mit
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|Szy, — Spzx|| <e fir 1<k<m, n>N.
Sei nun z € A. Da {z} ein e-Netz ist, gibt es ein z; mit

|z — zx]| < €.

Fir n > N folgt, dafl

15z — Sne| [Snzy = Szxl| + [|(S = Sn)(z — )|,

€+ 2Me .

Das Projektionsverfahren

P € B(X) sei eine Projektion (d.h. P2 = P) mit X := PX und dim X < .
Als Approximation zur Lésung x der Gleichung (5.24) nehme man # € X mit

P(I-K)t=Pf, (7.26)
oder
(I - PK)i = Pf . (7.27)
Es folgt:
TeX. (7.28)

Benutzt man eine Folge von endlichdimensionalen Unterrdumen { X, },cn und Projektio-
nen {P,},cn mit jeweils P, X = X,,, erhalten wir Approximationen z, mit

(I = P.K)zp = Pof , p € Xy . (7.29)

Satz 7.6 Seien X ein Banachraum, K € B(X) kompakt, {P,} eine Folge Projektio-
nen, (I — K) '€ B(X), P,x -z fir jedesz € X , K, .= P,K.
Dann gqilt: |K,, — K|| - 0 mit n — oo.

Es gibt N € N derart, daf8 (I — K,,) ' € B(X) fiir n > N. Sein > N,

(I - Kz, =P,f , [ -K)z=f.
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Dann gilt:

|z — zu|| — 0 fiir n — oo

Beweis:
Sei B die Einheitskugel um X. Dann ist A := K(B) prakompakt. Es folgt:

|K — P,K| = sup |[Kz— P,Kzl,

Tz€B
= sup |ly— Pyy|| — 0, fiir n — o0,
yeA

wie aus Satz 5.7 folgt.

Wegen des Banach-Steinhaus Satzes existieren Konstanten M € R und
N € N derart, daf fiir n > N

(I-K,)"' ¢ B(X),
(I -K.)7Y < M.

Sei, fiir n > N,
(I-Ku=f, (I-Knun=fn="Puf .
Dann folgt:
lu = ual| < I(T = K) (K = Kp)ugl| + (I = K) M- |1Paf = 1
so daf3
|lu —uy|| — 0 filr n — oo .

Satz 7.7 Es gelte die Voraussetzung von Satz 5.8.
Falls |K,|| = ||P.K|| < 1, erhalten wir:

Q. = I—-P,
(I-P.K)u—u,) = Qunlu—=z), VeeX,,
woraus folgt:
1 .
lu = unl| < m (1 +[[Pal]) zlergn lu— || .

Diese Gleichung besagt, dafl die Losung u,, optimal ist.
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7.4 Anwendungen

Wir betrachten die Gleichung

(s) — / k(s,)e(t)dt = f(s), a<s<b, (7.30)
d.h.
(I-K)z=f (7.31)
im Banachraum
X :=Cla,b] .

Satz 7.8 Sei k :[a,b] x [a,b] — R stetig. Ser K : Cla,b] — Cla,b],

(Kz)(s) = / k(s, O)a(t)dt .

Dann st K ein kompakter Operator.

Beweis:

(siehe auch Hackbusch:Integralgleichungen, Teubner Verlag, Satz 3.2.6)

k ist stetig auf einer kompakten Teilmenge von R? und deshalb auch gleichmiBig stetig.
Wahle € > 0. Es gibt § > 0 mit

|k(s1,t) — k(s2,t)| < € fiir alle ¢,s;,5, mit |53 — s3] <.
Sei
a=8 <8 <---<8,=b
mit |s; — s;_1| < 4. Sei B die Einheitskugel um X,
B:={zec X :|z|]| <1},
und

M :=|b—al- max |k(s,?)|.

a<t<b

Sei S := K(B). Es gilt:

Iy <M fiiralle ye S.
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Fiir jedes y € S gilt auch:

y(s) — sl < [ IK(s,t) = K(se, )] ly(®) dt
< : (b—a) fir s € [sq,8011] -

Teile das Intervall [— M, +M] in m Teilintervalle mit jeweils der Lange kleiner als ¢,
j=1

Sei
Skokn =iy €S y(si) €Sy, 0<i<n}.

Falls S, 1, 7 0 wéhle ein Element §§ € Sy, x,. Es gibt insgesamt nicht mehr als m"*!
Elemente §. Sei 5 die Menge aller {.
Sei nun y € S. BEs existiert § € S mit:

5(se) —y(se) <e, 0<L<m.
Es folgt:
17—yl < e+2e-(b—a).
Damit ist bewiesen, da S ein e-Netz fiir S ist, d.h. S ist prakompakt.

Es gibt natiirlich mehrere Moglichkeiten, die Projektionen P, zu wahlen. Hier wird nur
eine Moglichkeit kurz erlautert. Sei

b—a . .
$i = a+—-1, 0<1<n,
n
(Pa)s) = Lmodeslo) b m 0 sl oo
Si+1 — 84

Um die Losung z,, der Gleichung
(I — P,K)z, = P,f

zu bestimmen, geniigt es, die Werte von z, in den Stiitzpunkten s; zu berechnen. Es
folgt:

(In - An)x - bn )
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mit

Xn = (2n(80),---2n(sn)),
b, = (f(s0),---,f(ss)),
A, = (agl)) ,

8j

. t— s,
aij) = / k(s;,t) - R b S
o 55— Sj-1
Sj+1 ;
+ / k(si,t)-L-dt,
Sj+1 7 8y

i

wobei das erste bzw. letzte Integral fiir j = 0 bzw. 5 = n wegfallt.



Kapitel 8

Finite Elemente: Theoretische
Vorbereitungen

8.1 Einfiihrung

Die Methode der finiten Elemente unterscheidet sich vom Differenzenverfahren dadurch:

1. Die Approximationen u; zur gesuchten Losung u sind “echte” Funktionen und nicht
nur Gitterfunktionen.

2. Die Bedingungen, die durch die Approximationen erfiillt werden miissen, werden
durch Variationsprinzipien oder Integralbedingungen hergeleitet.

3. Die Approximationen sind Summen von Funktionen, die nur begrenzt oft differen-
zierbar sind, dafiir aber kleine Trager besitzen.

Um die erforderlichen Vorbereitungen zu motivieren, betrachten wir zuerst ein sehr ein-
faches Beispiel.

Beispiel 8.1 Gesucht ist die Losung der Randwertaufgabe

—u"(z) +u(z)=f(z), 0<z<1, (8.1)
u(0) =0,u(1) =0 (8.2)

mit
u € C*(0,1) N CJ0,1] .

Sei ¢ € C§°(0,1), d.h. ¢ ist unendlich oft differenzierbar und hat einen kompakten Trager
in (0,1). Wird die Gleichung (8.1) mit ¢ multipliziert und anschlieiend integriert, so folgt
nach partieller Integration, dafl
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[ W) +uleol@lde = [ o),

oder

a(u,p) =< b, > fiir alle ¢ € C5°(0,1),

wobei

a(u,v) = / "(z)v'(x) + u(z)v(z)]dx ,

<b > = / f(z)p(x)dx

0

(8.3)

(8.4)

Die Abbildungen a und b sind nur fiir stetig differenzierbare Funktionen bzw. stetige
Funktionen definiert. Wir setzen jetzt voraus, daB die Definitionsbereiche erweitert

werden konnen.

Sei nun X ein Hilbert-Raum mit
X > C*0,1)nClo,1] .

Sei ¢ und b eine Bilinearform

a: X xX—R

bzw. ein lineares Funktional

b: X —R.

Gesucht wird ein Element v € X mit

a(u,v) =< b,v >, fiiralle ve X.

Zur Lésung von (8.7) kann man das Galerkin-Verfahren anwenden:

1. Wahle

X, =span{zy,...,z,} C X .

(8.5)

(8.6)

(8.7)

(8.8)
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2. Bestimme u,, € X,, mit

a(ty,v,) =< byv, > fiir alle v, € X,, . (8.9)

Diese Losungsmethode ist klassisch. Die Finite-Elemente-Methode besteht darin, die Ba-
sisfunktionen z; so zu wahlen, dafl

1. jedes zj einen kleinen kompakten Tréager besitzt,
2. xp stiickweise glatt ist,

3. x durch einfache Funktionen, z.b. Polynome, definiert ist.
Fragen, die jetzt zu beantworten sind, sind folgende:

1. Existiert die Losung u von (8.7)7

2. Existiert die Losung u, von (8.9)7

3. Wie kann ein geeigneter Hilbert-Raum X definiert werden?
4. Wie konnen geeignete Basisfunktionen definiert werden?

5. Gilt ||lu — u,|| — 0 fiir n — 00?

6. Kann ||u — u,|| abgeschadtzt werden?

7. Welche numerischen Aufgaben miissen gelost werden?

Die ersten beiden Fragen (Existenz und Eindeutigkeit der Lésungen v und u,) werden
in diesem Kapitel beantwortet. Die Konstruktion des Raumes X fiihrt unausweichlich zu
einer Besprechung iiber Sobolewsche Raume, die im n&chsten Kapitel durchgefiihrt wird.
Erst danach konnen die iiblichen Fragen behandelt werden.

8.2 Variationsgleichungen im Hilbertraum

Ein reeller Hilbertraum H ist ein Vektorraum iiber R mit Skalarprodukt (-,-), der
beziiglich der Norm, die durch das Skalarprodukt induziert wird, vollstandig ist. Es gilt:

1. (u,u) >0, fiir alle w € H , (u,u) = 0 nur fiir u = 0.
2. (u,v) = (v,u), fir alle u,v € H.

3. (auy + Bug,v) = a(ug,v) + B(uz,v) fiir alle o, 8 € R und uy,uy,v € H.
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Ein Hilbertraum ist also auch ein Banachraum mit der Norm
lJul| == (u, u)*/?
und es gilt:

1. ||lu+v]] <|lu|]| + ||v]| , (Dreiecksungleichung)

2. |(u,v)| <|lu|| - ||v]|, (Schwarzsche Ungleichungen)

Beweis: Man betrachtet F(\) := (u — Av,u — Av) > 0 an der Stelle, wo F'(\) = 0.

3. [Ju+ vl + |lu—v||? = 2(||ul]* + ||v||*), (Parallelogrammidentitat)

Eine lineare Abbildung F von einem Banachraum X nach R! heifit ein lineares Funktional.
Ein Funktional F' heifit beschrankt, wenn es eine Konstante C' gibt, so dafl

[Fz|| < Cllz|

und

| Fe|
]

|| := sup

zeX
2#0
heifit die Norm von F'.
Eine Abbildung

a: X xX—R

heifit eine Bilinearform (bzw. Sesquilinearform in C), wenn gilt:

aloquy + apug,v) = ogalug,v) + asalus,v)

a(u, Brv1 + Bavz) = Bra(u,v1) + Baa(u, vs) .

a heifit beschrankt, wenn
a(u,v) < Cllul| - ||v]|, fiir alle u,v € X

und

a(u,v)
laf = sup 480
[l - o]

a heifit koerziv (X-elliptisch), falls es eine Konstante o > 0 gibt, so daf
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a(u,u) > allul]?, fiir alle v € X .
Sei M eine Teilmenge des Hilbertraums H.
M+ :={uc H:(uym)=0 firalle mec M}.

Die folgenden Satze sind in der Funktionalanalysis gut bekannt. Siehe z.B. Gilbarg, Tru-
dinger [1977], S. 76.

Satz 8.1 (Projektionssatz) Sei M ein abgeschlossener Teilraum des Hilbertraums
H. Fiir jedes u € H gilt w = v + w, wobei v € M und w € M*.

Beweis: Ist u € M, setze man v = v und w = 0.
Ist u ¢ M, sei

d:= inf ||lu —v|| .
vEM

Sei {v,} eine minimierende Folge, d.h. ||u — v,|| — d fiir n — co. Es gilt das Parallelo-
grammgesetz:

lz +yll* + llz — w1 = 201z ]1* + [lyl*) -

Mit z=u—v,, y=u—uv, folgt

2

Up + Um
+ v — vall* = 2[lu = va | + 2[u = val* . (%)

2
Sei € > 0. Es gibt NV mit

o

lu — > < d*+e, fiiralle k> N.

Wahle n,m > N. Es folgt aus (x), da

Up + U ||?

IN

2/ — val? + lu — w2, —4 Hu -

||Un - vaz

< 2(d* e+ d? +€) — 4d?
4e .

D.h. {v,} ist eine Cauchy-Folge. Da H ein Hilbert-Raum und M abgeschlossen ist, gibt
es v € M mit

v, — v fir n — oo

und
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lv—ull=4d.
Sei nun w := u — v,
u=v+w.

Sei z € M und « > 0. Dann ist v + az € M. Folglich

2 < ||u—(v+ozz)||2

= Jlwl* — 2a(w, 2) + o*||z]*

= d® - 2a(w, 2) + o?||z|]?
D.h.
(w,2) < %HZHZ fiir alle o, 2
oder
(w,2) =0, Vz.

Satz 8.2 (Riesz) Jedes lineare beschrinkte Funktional F' auf dem Hilbertraum H
1st von der Form

F(z) = (z,9) (%)

wobet y € H durch F eindeutig bestimmt ist. Umgekehrt definiert (x) fir jedes y € H
ein beschrinktes lineares Funktional auf H. Es gilt ||F|| = ||y||.

Beweis: Sei
M ={z:F(z)=0}.

M ist ein abgeschlossener Teilraum von H. Ist M = H, so erfiillt y = 0 die Vorausset-
zungen des Satzes.

Sei M # H und z € H\M. Nach dem Projektionssatz gilt

r=yYy+z

mit y € M und z € M*.

Daz ¢ M, ist z #0.
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Sei nun =z € H beliebig. Man setze

F(z)
wi=1 — -z
F(z)
Es gilt F(w) =0,sodal w € M und w L z. D.h.
F
(0,2) =0 = (5,) = 13 -l = 0.
Durch Umformung folgt:
F(z) = (z,y)
mit
F(z)
y= z
el

Es ist leicht einzusehen, dafl y eindeutig ist.
Zuletzt folgt aus

(2, 9) _ =]l - llyl

17| = sup < — gl
P S el
und
z,y Y,y
|F) = sup @85 Jw0)l
T ]
daB ||F|| = ly].

Satz 8.3 (Lax-Milgram) Seia eine beschrdnkte, koerzive Bilinearform auf dem Hil-
bertraum H und F ein beschrdnktes lineares Funktional auf H. Dann gibt es ein
eindeutiges Element f € H, so dafs

a(u, f) = F(u) fir alle u€ H .
Beweis: Sei v € H. Die Abbildung
u — a(u,v)

ist ein beschranktes lineares Funktional. Wegen des Rieszschen Satzes gibt es ein f, € H
mit

a(u,v) = (u, f,) fiir alle u € H .
Die Abbildung T': H — H,
T:v— f,

ist beschrankt und linear,
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a) Beschranktheit

£l = (fo, o) = alfo,v) < llall - Ifoll - oIl

so daf
1 foll = ITv]| < llal| - [Jv]]

b) Linearitét

Sei
a(u,v1) = (u,Tw),
a(u,v2) = (u,Tvs)
Dann gilt:
a(u, vy + ve) = (u, Tvy + Tvs)
d.h.

T(’Ul + ’U2) = TUl + T’U2 .

Es gilt auch, daf

alo]* < a(v,v) = (v, Tv) < [Jo]| - | T,
= |Tvll = vl

T ist also injektiv und 7! ist beschrankt. Der Wertebereich R(T') ist abgeschlossen.

Es folgt, dafl R(T') = H, d.h. T ist surjektiv. Denn sonst gibt es wegen des Projektions-
satzes mit M = R(T') ein Element

z € H,z#0,
z € M*+.

D.h.
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a(z,v) = (2,Tv) =0 fiir alle v € H .
Insbesondere
a(z,2) = (2,Tz) =0,
so dafi
z=0.
Die inverse Abbildung 7'~! ist deshalb eine lineare, beschrinkte Abbildung von H auf H.
Es gilt:
a(u, T 'w) = (v,w) fiir alle u,w € H .

Wegen des Rieszschen Satzes gibt es ein Element g € H mit

F(u) = (u,g) fiiralle ue H .
Es folgt:

F(u) = (u,9) = a(u,T"'g) fiir alle u € H .

Man setze f := T 1g.
Bemerkung 8.1 Es gibt auch ein eindeutiges Element v € H mit

a(u,v) = F(v) firalle v e H .

Satz 8.4 Sei a eine beschrdankte, symmetrische, koerzive Bilinearform auf dem Hil-
bertraum H und F(v) := (b,v) mitb € H,

E(v) :=a(v,v) — 2(b,v) . (%)
Dann st u € H eine Lésung der Gleichung
a(u,v) = (b,v) (%)
genau dann, wenn

Es existiert genau ein u € V, das (x x x) erfullt.
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Bewelis:

= Sei u die Losung von (**) und v € H. Dann folgt

E(v)—E(u) =

>

< u erfiille (* x ). Dann gilt:

a(v,v) — a(u,u) — 2(b,v — u)

a(v —u,v —u) + 2[a(u,v —u) — (b,v — u)]
a(v —u,v —u)

0.

E(u) < E(u+ Mv) firalle A\e R, ve H.

Es folgt

Ma(v,v) + 2xa(u,v) — 2X(b,v) > 0.

Fiir A | O erhalten wir aus

Aa(v,v) + 2a(u,v) — 2(b,v) >0

dafl

Fiir A 170 erhalten wir

a(u,v) — (b,v) > 0.

a(u,v) — (b,v) <0.
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8.3 Variationsungleichungen: Einleitung

Im letzten Absatz wurde gezeigt, dafl die Variationsgleichung
a(u,v) = (b,v), veEH

auch als Optimierungsproblem

5215 a(v,v) —2(b,v)

gestellt werden kann. Es gibt eine Erweiterung dieser beiden Probleme, die Variations-
ungleichung, die sowohl theoretische als auch praktische Anwendung findet. In diesem
Absatz betrachten wir ein einfaches Beispiel (siehe Elliot und Ockendon [1982, S. 11]).

Man betrachte das Randwertproblem (RWP)

-4 (z) = f(z):=41, 0<z<1

(8.10)
w(0) = a(1)=0
Die Losung
i(x) := @ (8.11)
erfiillt die Variationsgleichung (VG):
a(t,v) = (f,v), veX (8.12)
mit
I
a(u,v) = Uz Uy AT (8.13)
01
(f,v) = / f(a)o(z)de (8.14)
0

und die geeignete Wahl des Raumes X. (Z.B. X = H}(0,1).) Diese Lésung % wird in
Abbildung 8.1a) graphisch dargestellt.



126 Finite Elemente: Theoretische Vorbereitungen

Es wird jetzt vorausgesetzt, dafl das Problem (8.10) ein physikalisches Problem darstellt,
und zwar die Biegung eines Stabes (man denke an Splines!). Es sei jetzt ein Hindernis
y = ¢(z) := ¢(1—z) vorhanden, so dafl die Losung u(z) den Wert ¢(z) nicht iiberschreiten
darf. Man stellt sich jetzt vor, daf eine mogliche Losung u(z) wie in Abbildung 8.1b)
aussehen wiirde. Zwischen z = 0 und =z = z, liegt der Stab unterhalb des Hindernisses
und erfiillt die vorgegebene Differentialgleichung. Zwischen r = zo und = = 1 liegt der
Stab auf dem Hindernis.

0 1 0 x0 1
a) b)

Abbildung 8.1: Elastischer Stab ohne und mit Hindernis

Wenn diese Vorstellung richtig wére, dann wiirde u das folgende Problem losen:

—u'(z) = 41, 0<z <=z, (8.15)
u(0) = wu(l)=0,
u(z) = ¢(x), zp<z<1. (8.16)

Eine Lésung des Problems (8.15), (8.16) 148t sich leicht berechnen:

u(x):{ c(l1—z)—3(z—x0)? , 0<z <,

c(1 —z) = () , o<z <1 (8.17)

mit

zo =V 2c (8.18)
Die Frage stellt sich nun, ob u eine Ldsung der Form (8.12) erfiillt. Sei
K={veX: :v(z)<epx), 0<z<1}.

Offensichtlich gilt v € K.
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Sei nun v € K.

Es gilt:
1
a(u,v —u) = /uz(vz — ug)dx
0
To 1
= /uz(vz — uy)dx + /um(vz — ug)dx
0 To
xo 1
= uy(v — u)]g® + uz(v— u)]i0 — /um(v —u)dzr — /um(v —u)dz
0 o
o 1
= [0(w0) — @(wo)][ualw0 — 0) ~ walwo + O] + [ £+ (v~ w)dz ~ [ pralv ~ p)da .
0 o
Es gilt:
uz(zo —0) = wuz(xo+0)=—c
Pra — Oa $0§$§1
v(z) < p(z), 0<z<1
so daf3

a(u,v —u) = —+—/f-(v—u)dm+0
0

v

7f-(v—u)dm—+—/1f-(v—u)dm
= (o

Zusammenfassend ist u die Losung der Variationsungleichung (VU).

Finde v € K mit (VU): a(u,v —u) > (f,v —u) firv e K
Es gibt zwei weitere Probleme, die zur VU &aquivalent sind:

e Die entsprechende Minimierungsaufgabe heifit - in Anlehnung an Probleme in der
Optimierung - das Quadratische Programmierungsproblem (QP):

E(u) = inf E(v)

veK
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mit
E(v) :=a(v,v) — 2(f,v) .

e Das Lineare Komplementaritatsproblem (LKP):

(Au— @) [u(x) — o)) =0 , D<w <1
mit
(Au)(z) :== —u' (z) .
Daflu eine Losung des QP ist, 148t sich leicht bestatigen. Sei
a(u,v—u) > (f,v—u), firalle ve K.

Es folgt, fiir v € K,

E(w)—E(u) = a(v,v)—a(u,u) —2(f,v —u)
= a(v—u,v—u)+2[a(u,v —u) — (f,v — u)]
> 0.

Daflu eine Losung des LKP ist, kann ebenfalls leicht bewiesen werden, obwohl die Bedeu-
tung der Gleichungen

Au < f

und

sorgfaltig definiert werden mus$.
Der Operator A wird mit Hilfe des Rieszschen Satzes wie folgt definiert:
a(u,v) = (Au,v), fiiralle v e K .

Sei
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K=¢-Q,
so dafl auch folgendermaflen definiert werden kann:
Q={veX:v(z)>0 fi.}
oder
() = Vervollstandigung von {¥ € C;°(0,1) : ¥ > 0}
Die Ungleichung
u—p<0
wird als —u + ¢ € ) interpretiert. Die Ungleichung
Au < f
impliziert
(Au — f,w) <0 fiiralle weq@.
Sei jetzt nun u die Losung des VU Problems:
a(u,v —u) > (f,v —u) fiiralle ve K,
d.h.
(Au— f,v—u) >0 fiiralle ve K .
Insbesondere ist v := u — w € K fiir alle w € @, so dafl
(Au — f,w) <0 firalle we@,
d.h., wie behauptet,
Au— f <0.
Sei w € K,w > u. Setzt man v = w in der VU, folgt:
(Au — f,w—u)>0.
Setzt man v = 2u — w in die VI ein, folgt:

(Au — f,u—w)>0.
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Zusammengenommen folgt:
(Au— f,u—w)=0, firalle we K mit w>u.

Betrachte nun eine Folge {w,} C K, w, > v mit w, — ¢ in L?*(0,1). Da Au — f €
£2(0,1), folgt

(Au— fiu—9)| < [(Au— fu—w)|+ [(Au = f,wn — )]

<
< [[Au = fll2 - [lwn = ¢ll2

also (Au — f,u — ¢) = 0, und daraus folgt die dritte Relation des LKP, da beide Faktoren
das Vorzeichen in (0,1) nicht wechseln.

8.3.1 Diskretisierung der Variationsformulierungen
Sei nun
O=zo <21 <...<Tp1 =1
n + 2 Stiitzpunkte im Intervall [0,1] mit z; = ih, h = % und S, C X die Menge der

stetigen stiickweisen lineareren Funktionen auf [0,1] mit Stiitzpunkten z,...z,,, so
dafl die Randbedingungen s(0) = s(1) = 0 erfiillt werden. Sei

Ky :={v, € Sp:v(z;) < p(zj), 0<j<n+1}.
Wir erhalten die diskrete Variationsungleichung:
Finde u; € K} mit
VI :a(up,vp —up) > (f,on —up) fiir alle v, € K, .

Sei uy, die Losung von VI,. Man setze

up(z1)

up = € R",
up(zy)
o(1)

Ph = : S Rn )

w(;:n)
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2 -1 0
1 -1 "o e
Ah::ﬁ e 4 € mat(n x n)

0 -1 2
1
1

by, = . e R
1

R’h::{vaR":vh,iggo(xi), 1<i<n}

Es folgt
VU, : uj Ap(vi, — up) > bi (v, —uy) fiir alle vy, € K,
@f?h . Ep(up) < Ep(vy) fiir alle vy, € K,
mit
En(v) = v Apv — 2bj vy, fiir alle v, € R”
und

ZI\(:E}I . Ahuh S bh
u, < @
(Apuy, — by) (up —@n) = 0,

d.h. falls up; — @5, < 0, dann gilt: (4,u, —by) = 0.

Die Losung uy kann durch das projektierte S.O.R.-Verfahren berechnet werden:

u%o) < 5 sonst beliebig

k k+1 k k
dy) = (bh,z’ — S aniult — Zah,ijug,])) fanii — ull)
i<t >t

k+1/2 k k
D )
ulf Y = min{p,uyt?}

mit w € (0, 2).
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Beispiel 8.2

1 1
c = -, h=_2
8 3
1
Tg = V2c= 5
Finde uj, = (up1,up2)” mit
1
[2up1 —up2] < R
1
[2up2 —up1] < 9
1—-h 1
< hY= — = —
wna < ph) = —g= =3
1-—2h 1
< 2h) = = —
una < (2h) 8 24
Die Losung ist:
11 1
Upl = — , Upy = — .
VR DY

Die ersten Gaufl-Seidel-Approximationen sind:

k k
Blud  w

00 0
1| 0,05555 0,041666
210,07388 0,041666

8.4 Variationsungleichungen im Hilbertraum

In diesem Absatz wird die Existenz und Eindeutigkeit der Losung einer Variationsunglei-
chung bewiesen. Wir folgen dem Beweis in Kinderlehrer und Stampacchia [1980]. Damit
erhalten wir auch einen neuen Beweis des Satzes von Lax und Milgram.

Satz 8.5 Sei a(u,v) eine koerzive Bilinearform auf einem Hilbertraum H mat der
Koerzinitatskonstante o, K eine abgeschlossene konvere Teilmenge von H und f ein
lineares beschrdnktes Funktional auf H (d.h. f € H ). Dann ezistiert ein eindeutiges
Element u € K, so dafs

a(u,v —u) > (f,v—u) fiur alle ve K (%)

Die Abbildung f —> u ist Lipschitz; seien u; und uy Lésungen des Problems (x) fir
fi bzw. fo € H , dann gilt

1
Jur — usf| < E“fl — fal (%)
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Beweis:

Die Ungleichung (**) wird zuerst bewiesen. Seien u; und u, Lésungen der Gleichung (x):
u; € K ta(u,v—uw;) > (fi,v—w;) firveK, i=12.

Setze v = u, in der Variationsungleichung fiir u; und v = u; in der Variationsungleichung
fiir u, und addiere die beiden Ungleichungen. Es ergibt sich

a(uy — ug,uy —ug) < (fi — faur — ug) .

Unter Benutzung der Koerzivitat von a folgt:

<f1 - f2au1 - U2>
1f1 = foll - llus — ual|

04||U1 - U2||2

so daB (x*) bewiesen ist.
Die Existenz der Losung u wird in zwei Schritten durchgefiihrt. Zuerst wird die Existenz
bewiesen unter der Annahme, dafl die Bilinearform a symmetrisch sei. Anschlieflend

wird der Beweis fiir den allgemeinen Fall gegeben.

Sei nun vorerst ¢ symmetrisch. Sei

und
d:= ngt;l( ).
Es gilt
I(w) > aflull®>=2)fllg - lula
> allul|® = (/o) f]% — allul?
> —(1/a)lIf %
so daf

d > (1/a)||f|l3 > —o0 .
Sei {u,} eine minimierende Folge fiir I bzgl. K mit

{u, € K:d <I(u,) <d+(1/n)}.
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Da a symmetrisch und K konvex ist, folgt

|ty — Un|® < a(tn — Um, Un — Up)
= 2a(Un, up) + 2a(Upm, upm) — 4a <%(un + Um), %(un + um))
= 2[(up) + 21(uy,) — 41 (%(un + um)>
< 2[(1/n) + (1/m)],
wobei wir zunutze gemacht haben, dafl

4(f, un) + 4(f, um) — 8 (f, M) —0.

2

Die Folge {u,} ist deshalb eine Cauchy-Folge, und die abgeschlossene Menge K enthélt
ein Element u, so daf ||u, — ul| — 0. Da die Bilinearform a stetig ist, schlieflen wir
daraus, daf

I(u)=4d .
Wir moéchten jetzt beweisen, dal v eine Lésung der Variationsungleichung ist.
Seive K, 0<e<1. K ist konvex, so daf

utelv—u)=1—-€ut+eveK

und
It o —u)) > d = I(u)
d.h.
2ea(u,v — u) + €a(v — u,v —u) — 2e(f,v —u) >0
oder

1
a(u,v—u)Z(f,v—u)—iea(v—u,v—u) firalle e, 0<e<1.

Man betrachte den Grenziibergang ¢ — 0 und schliefle daraus, dafl u die Variationsun-
gleichung (x) erfiillt.

Bei den bisherigen Uberlegungen wurde vorausgesetzt, daB a symmetrisch ist. Diese
Voraussetzung wird jetzt fallengelassen.

Man definiere drei Bilinearformen ag, b und a; mit ¢ € [0, 1]:
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a; = ap(u,v) + tb(u,v), 0 <t <1,
wo
1
ao(ua U) = E(a(ua U) + CL(’U, ’LL))
und
1
b(u,v) = E(a(u,v) —a(v,u)) .
ao und b sind die symmetrischen bzw. unsymmetrischen Teile von a. Man merke:
CL]_(U, 'U) = a(ua 'U)
und
as(v,v) = a(v,v) ,
so daf3 a; koerziv ist mit der Konstante «.

Wir zeigen, dafl die Gleichung () eine Losung hat, indem wir eine endliche Folge 0 =
to <ty <---<t,=1konstruieren, so dafl die Ungleichung

ue K :ag(u,v—u)>(fv—u), veK

eine Losung v = uy s fiir alle f € H' besitzt. Dies gilt sicherlich fiir ¢, = 0, da ao
symmetrisch ist. Die Existenz von ¢4,... ,t, folgt aus dem nachsten Lemma.

Lemma 8.1 Die Variationsungleichung

ve K :a(u,v—u)>(ffv—u), ve K
besitze eine Lésung u fiir alle f € H .
Dann st die Variationsgleichung

uwe K :a(u,v—u)>(fv—u), veK

fiir alle f € H und alle t

T<t< 1T+
l6sbar, wo
P
°T oM
und
b
M:supM<+oo.

[l - o]
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Beweis:
Sei w € K. Definiere das lineare Funktional F}, : K — R durch
(Fiw,v) = (f,v) — (t — 7)b(w, v)
fiir 7 <t < 7+ ty. Sei u die Losung der Variationsungleichung
ve K :a(u,v—u)> (Fiuy,v—u), veEK (% % ) .

Nach den Voraussetzungen existiert u. Daflu eindeutig ist, folgt sofort aus (*x*). u ist von
der Wahl von w und ¢ abhangig. Wir schreiben

u=Tw.
Der Operator 7T ist definiert und 7: K — K.

Wir behaupten, dal 7 kontrahierend ist mit der Konstante 1. Um eben dies zu zeigen,

2
seien wy, wy € K. Sei

Uy = Tw1 y
Uy = Tw2 .
Wegen (*x) erhalten wir mit
[Twy = Twel| = |lur — s

1

S aHFt)wl - Ft,w2||

blw: —

< Z|t—7|sup (w1 = wp, v)]
a veH o]
1

< =t = 7| M|lwy — wel
a
t

< M ||wy — wy
a

| I
= —||lw—w
! 2
DaT : K — K kontrahierend ist, folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz, dafl es einen

Fixpunkt u gibt, u = Tu, d.h (siehe (* * %))

ar(u,v—u) > (Fuv—u)

(f,v—u)—(t —7)b(u,v — u)
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oder
ao(u,v —u)+ 7 b(u,v —u) > (f,v —u) — (t — 7)b(u,v — )
oder
ap(u,v —u) +t blu,v —u) > (f,v —u)
oder
a(u,v —u) > (f,v —u).
Literatur:

Alt, HW.: Lineare Funktionalanalysis. 2. verb. Aufl. Springer, 1992.

Elliot, C.M., Ockendon, J.R.: Weak and Variational Methods for Moving Boundary
Problems. Pitman, Boston, 1982.

Gilbarg, D., Trudinger, N.S.: Elliptic Partial Differential Equations of Second Order.
Springer 1977.

Heuser, H.: Funktionalanalysis. Teubner, 1986.

Kinderlehrer, D., Stampacchia, G.: An Introduction to Variational Inequalities and
their Applications. New York, Academic Press, 1980.

Morrey, C.B. Jr.: Multiple Integrals in the Calculus of Variations. Springer, 1966.

Yosida, K.: Functional Analysis, 2nd edition. Springer, 1968.






Kapitel 9

Sobolew-Raume

9.1 Einfiihrung

Im letzen Kapitel wurde die Existenz und Eindeutigkeit der Losung der Variationsglei-
chung:

a(u,v) = (byv), ve H
bzw. der Variationsungleichung
a(u,v —u) > (f,v—u) firalle ve K (%)

bewiesen. Vorausgesetz war die Existenz des Hilberraumes X. Die Sobolew- Raume sind
in vielen Anwendungen geignete Hilbertraume.

Spezielle Félle der Sobolew-Raume wurden auch frither benutzt (siehe z.B. Courant,
Friedrichs, Lewy[1928] oder Courant und Friedrichs[1937]), aber wir verdanken Sobolew
wertvolle Beitrage insbesondere die Einbettungssatze.

In diesem Kapitel werden die benctigten Begriffe, einschleifilich die Grundziige des Le-
besgueschen Integrals, kurz erlautert.

Es gibt mehrere Biicher, die die Theorie der Sobolewschen Raume ausfiihrlich beschrei-
ben. Besonders empfehlungswert ist das Buch von Adams[1975].

9.2 Die Lebesguesche Theorie

Es gibt mehrere Moglichkeiten, die Lebesguesche Theorie zu entwickeln. Wir benutzen
hier die Darstellung von Forster und untersuchen folgende Themen:

1. Integrierbare Funktionen
2. Mefibare Mengen

3. Konvergenzsatze
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1. Integrierbare Funktionen

Definition 9.1 (Oberintegral, Unterintegral)

sieheForsterIIl, S.54

Set f:R* - RU {too} eine beliebige Funktion. Dann setzt man

/* f(z)dz := inf {R/ p(z)dr : p € HI(R"), p > f} ,

/f(m)dx .= sup {R/ W(@)dz : p € HHR), ¢ < f} .
Definition 9.2 Eine Funktion f:R" — RU{+oo} heiffit Lebesgue-integrierbar, falls

—m<£f(x)dx:/*f(x)dx<m.

Der gemeinsame Wert des Ober- und Unterintegrals heifSt dann das Lebesgue-
Integral von f und wird mit [ f(z)dr bezeichnet.

Bemerkung 9.1 Jede Funktion f € C.(R") ist Lebesgue-integrierbar. Allgemei-
ner gilt: Eine Funktion f € H'(R") bzw. g € H*(R") ist genau dann Lebesgue-
integrierbar, falls

/f(m)dx < 00 bzw. /g(m)d]; S —00.

Sei f : R" — R U {+oo} eine Funktion. Dann werden Funktionen f.,f : R* —
R, U{oo} definiert durch

fi(@) = { f(z), falls f(z) =0,

0 sonst,

—f(z), falls f(z) <0,
0 sonst.

)=

Esgilt f=f, —f und [f|=fi + [ .
Satz 9.1 Se: f: R* — RU {too} eine Funktion.

a) f ist genau dann integrierbar, wenn f, und f_ integrierbar sind.
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b) Ist f integrierbar, so ist auch |f| integrierbar.
Beweis: Forster, S. 60

Definition 9.3 Wir bezeichnen mit L£,(R") die Menge aller Lebesgue-integrierbaren
Funktionen f:R* — R. (Die Werte £o0o0 sind hier nicht zugelassen.)

Satz 9.2 Seten f,g € L1(R") und A € R. Dann sind auch \f,f + g € L,(R") und es
gult:

a) [(f(x) + g(2))dz = [ f(z)dz + [ g(x)dz.

b) [Af(z)de = A [ f(z)de.

¢) Falls { < g, folgt [ f(z)dz < [ g(z)dz.
Beweis: Forster, S. 60

Bemerkung 9.2 Satz 6.7 bedeutet, daff L,(R") ein Vektorraum ist und das Integral
ewn lineares monotones Funktional auf diesem Vektorraum darstellt.

Satz 9.3 a) Seien f,g € L1(R"). Die Funktion g sei beschrdnkt, d.h. es ezistiere
eine Konstante M € R, mit |g(z)| < M fiir alle x € R*. Dann gilt fg € L;(R").

b) Set f € L1(R") eine beschrdnkte integrierbare Funktion und p > 1 eine reelle
Zahl. Dann ist auch |f[P € L;(R").

Beweis: Forster, S. 61

Satz 9.4 Seien f; € L1(R") und f, € L1(R™). Dann gehért die durch

(f1 ® fo)(=,y) := fi(z) f2(y)

fiir alle z € R* | y € R™ definierte Funktion f; ® fo : R""™ — R zu L;(R*™) und es
gult

| r@pwdary= [ f@de- [ by

Rn-‘,—m

Satz 9.5 Set f : R* — RU{+too} integrierbar und seien A € GL(n,R) , b € R*. Dann
ist auch die Funktion x — f(Axz +b) integrierbar und es gilt

[ 4w+ b)ds = |deltA|R/ f(2)ds |

R

n

2. Mefibare Mengen
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Definition 9.4 Eine Teilmenge M C R" heifit mefSbar (oder integrierbar), falls ihre
charakteristische Funktion x,s integrierbar ist. In diesem Fall st das Volumen (oder
Lebesgue-Maf3) von M definiert als

Vol (M) := / u(z)dz .

Beispiel 9.1 Jede kompakte Menge K C R" st integrierbar.

Satz 9.6 Seien A, B C R" integrierbare Mengen. Dann sind auch die Mengen AN
B, AU B und A\B integrierbar und es gilt

Vol(AUB) = Vol(A)+ Vol (B)— Vol(AN B),
Vol (A\B) = Vol(A)— Vol(ANB).
Beispiel 9.2 Jede beschrankte offene Menge U C R* st integrierbar. Denn die ab-

geschlossene Hiille U und der Rand OU sind kompakt, also integrierbar. Deshalb ist
auch U = U\OU integrierbar.

Integration iiber Teilmengen

Definition 9.5 Ser M C R" eine beliebige Teilmenge. Eine Funktion f : M — R U
{too} heifft integrierbar iber M, falls die trivial fortgesetzte Funktion } R —
R U {+o0},

w | flx) fir zeM,
f(x)'_{ 0 fir rcR\M,

uber R" integrierbar ist. Man setzt dann
/ f(z)dz := / F(z)dz .
M Rn

Definition 9.6 Eine Teilmenge M C R" heifit Nullmenge, wenn sie integrierbar ist
und das Lebesgue-Maf (Volumen) Null hat.

Bemerkung 9.3 Da das Unterintegral der charakteristischen Funktion einer belie-
bigen Menge stets nicht-negativ ist, ist M genau dann Nullmenge, wenn

/* xm(z)dx =0.

Satz 9.7 a) Set M C R* eine Nullmenge und N C M. Dann ist auch N eine
Nullmenge.
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b) Sei My C R", k € N, eine abzdhlbare Familie von Nullmengen.
Dann st auch die Vereinigung

eine Nullmenge.

Satz 9.8 Sei A C R" eine Nullmenge. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine integrierbare
offene Menge U C R* mat

AcU wund Vol(U)<e.

Satz 9.9 Eine Teilmenge A C R" ist genau dann eine Nullmenge, wenn es zu jedem
€ > 0 etne abzdhlbare Familie (Q;);c; von Quadern (oder Wiirfeln) Q; C R" gibt mat

AclJ @ wund > Vol(Qi)<e.

Satz 9.10 Ser U C R” offen und F : U — R” eine stetig differenzierbare Abbildung.
Dann ist fiir jede Nullmenge A C U das Bild F(A) eine Nullmenge.

Beispiele von Nullmengen

1. Jeder Punkt im R"(n > 1) ist eine Nullmenge. Also ist auch jede abzdhlbare Punkt-
menge eine Nullmenge.

2. Jede Hyperebene H C R” ist eine Nullmenge.
3. Der Rand jedes Polyeders ist eine Nullmenge.

4. Sei A C R*! eine kompakte Menge und f : A — R eine stetige Funktion. Dann
ist der Graph I" von f ,

T:={(z,y) eR" ' x R:zc A, y=f(z)}

eine Nullmenge in R".

Definition 9.7 Gegeben seien zwei Funktionen f,g : R* — RU {f+oo}. Wir nennen
f und g (Lebesgue-)fast iberall gleich, wenn die Menge

{z e R : f(2) # g(=)}

eine Nullmenge 1st.
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Bemerkung 9.4 Ser f = g fast uberall. Falls im Punkt a € R* beide Funktionen
endlich und stetig sind, gilt f(a) = g(a). Denn in jeder Umgebung U von a gibt es
Punkt x € U mit f(z) = g(z).

Satz 9.11 Seien f,g:R" — RU {+o0} zwer Funktionen, so dafs

f =g fast uberall.

Ist f integrierbar, so ist auch g integrierbar und es gilt

/f(.r)dx = /g(.r)dx.

Sei A C R” eine Menge und N C A eine Nullmenge. Gilt eine Aussage a fiir z € A\N,
dann sagt man, dafl die Aussage fast iiberall gilt und schreibt:

a fast iiberall .

“fast iiberall” wird auch als “presque partout” oder “p.p.” oder “almost everywhere”
oder “a.e.” geschrieben.

Satz 9.12 (Fubini):
Sei f : REXR™ — RU{400} eine integrierbare Funktion. Dann gibt es eine Nullmenge
N C R™, so daf fir jedes fest y € R™\N die Funktion

RF — RU{+oo}

z — f(z,y)

integrierbar ist. Setzt man
F(y) ;:/ f(z,y)d*z  fir yeR™N
Rk
und definiert F(y) fir y € N beliebig, so ist die Funktion F : R™ — R U {+o00}
integrierbar und es gilt
/ f(z,y)d*zd™y = / F(y)d™y .
Rk+m R™

3. Konvergenzsatze

Satz 9.13 (Satz von der monotonen Konvergenz von B. Leuvi).
Sei fr : R* - RU{+o00}, k € N, eine Folge integrierbarer Funktionen mit fi < fr.1
fir alle k € N. Falls
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’}LIEO / fr(z)de = M < o0,
so st die Funktion
f = lim f;
k—o00
integrierbar und es gult
/ f(x)dx:kll)ngo / fr(z)dzx .

Satz 9.14 (Satz von der majorisierten Konvergenz von H. Lebesgue).

Set fr, € L1(R™) , k € N, eine Folge integrierbarer Funktionen, die fast iberall auf
R™ punktweise gegen eine Funktion f : R® — R konvergiere. Es gebe eine Funktion
F:R* - R, U{oo} mit ||F||f, < o0, so daf

|fx] < F fiir alle keN.

Dann ist auch f integrierbar und

/ f()dz = lim / fu(z)dz .

9.3 Topologische Riume

In diesem Absatz besprechen wir einige Begriffe bzgl. topologischer Raume.

Topologische Raume

Sei X eine Menge. Ein System 7 von Untermengen von X,

T C P¥
ist eine Topologie auf X, falls:

1.0er

2. X er

3. Seien ay,...,q,, € 7. Dann gilt
n
ﬂ o; €T .
i=1

D.h. der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus 7 gehort zu 7.
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4. Sei o; € 7, 1 € I. Dann gilt

U o; €T

iel
D.h. die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus 7 liegt in 7.

Die Elemente « € 7 heiflen offene Mengen des topologischen Raumes (X, 7).

Eine Teilmenge M C X heilt Umgebung eines Punktes = des topologischen Raumes
(X, 7), falls

l.xe M

2. Bs existiert U € 7 mit
zreUCM.

Sei X ein linearer Vektorraum. Sei 7 eine Topologie auf X. (X, 7) heifit topologischer
Vektorraum, falls Addition und Multiplikation, d.h. die Abbildungen

(r,y) — z+y,
(\z) — Az,

stetig sind.

Eine Menge B von Umgebungen von 0 heifit Nullumgebungsbasis, wenn jede Umgebung
U von 0 ein V € B umfafit.

Ein topologischer Vektorraum heifit lokal konvez, falls jede Umgebung eines Punktes
eine konvexe Umgebung des Punktes umfafit.

Satz 9.15 Ein lokalkonvezer Vektorraum X besitzt eine Nullumgebungsbasis mat:

1. Fir jedes U,V € U gibt es ein W € U mat

wciunV.

2. FirjedesU e U und a #0 qult U € U.

3. Jedes U € U 1st balanciert, konver und absorbierend, d.h.

(a) u,veU, A€[0,1] = Au+ (1 —AN)v e U. (konvez)
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(b) Fir jedes u € X ezistiert a € R mit o 'u € U. (absorbierend)

(c) ueU, |o|<1= aU € U. (balanciert)
Umgekehrt, jede Menge U mit den Eigenschaften 1 - 3 erzeugt eine Topologie 7, so daf

(X, 7) lokalkonvex ist.
Sei

YV = {VCcX:UCYV fiir mindestens ein U € 7}
Vo = {e+V:VeV}.
Dann ist V, eine Umgebungsbasis fiir z.
Beweis: Robertson + Robertson, S. 10.
Sei X ein Vektorraum. Eine Abbildung p : X — R, heifit Halbnorm, falls:
L. p(z) + p(y) < p(z) + p(y)
2. p(aw) = |alp(x).
Satz 9.16 Se: p eine Halbnorm auf X unde € R, € > 0. Ser
M:={zre X :p(x) <e}.
Dann gilt:

1. 0Oe M.
2. M ist konvez.

3. M 1ist balanciert, d.h. setz € M , |a| <1, dann folgt

ar € M .

4. M 1st absorbierend, d.h. fir jedes x € X existiert o € R mat

alze M.

S

. p(z) =inf{a > 0:2 € aM}.
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Beweis: Robertson + Robertson, S. 13.

Sei {p,(z) : ¥ € T'} eine Familie von Halbnormen auf einem Vektorraum X der der
Eigenschaft, daf fiir jedes o € X eine Halbnorm p., existiert mit

p’y(x0)7éo
Sei
U=Ul(er, ... ,en; Ty ) ={z€X 1py,(z) <e, 1<k<n}.

U ist konvex, balanciert und absorbierend. Sei U, die Menge aller U.

Behauptung: Uy ist eine Nullumgebungsbasis fiir eine Topologie 7. (X, 7) ist ein lokal-
konvexer topologischer Raum.

Beweis: Siehe Yosida, S. 25, Robertson, S. 15.

Sei X ein Vektorraum. Sei {X,} eine Familie von Unterrdumen, X, C X, mit X = UX,.
Jedes X, sei ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum, so dafi - wenn X, C Xj - gilt:
Die Topologie von X, ist mit der relativen Topologie von X, bzgl. X3 identisch. U, sei
die Menge von allen Mengen Uy, C X mit:

1. U, ist konvex und balanciert.

2. Uy N X, ist eine Umgebung von 0 in X,.

Behauptung: U, ist eine Nullumgebungsbasis fiir eine Topologie 7. Mit dieser Topologie
7 ist (X, 7) ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum. 7 heifit die induktive Topologie
von X bzgl. {X,}.

Beweis: Siehe Robertson + Robertson, S. 79.

9.4 Sobolev-Ridume: Definition durch Vervollstindi-
gung

Sei 2 eine offene Teilmenge des R™. Sei

C>°(Q2) := Menge aller unendlich oft differenzierbaren reellen Funktionen auf €.

Satz 9.17 Seir X ein metrischer Raum. Dann gibt es einen Fréchet-Raum Y wund
einen Unterraum X C Y mit:
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1. X ist dicht in Y.
2. X und X sind isometrisch und isomorph.

Der Raum X heifit Vervollstindigung von X und ist bis auf Isometrie eindeutig.

Beweis: Der Beweis basiert auf Cauchy-Folgen, wie bei der Vervollstandigung von () zu
R.

Definition 9.8 Se: Q eine offene Teilmenge des R, , ne N, peR, m >0, p>
1. Ser LP(Q2) der Lebesquesche Raum. Die Elemente dieses Raumes sind Klassen
dquivalenter Funktionen x(t), die auf Q Lebesgue-mefbar sind und fir die |z(t)|P
Lebesgue-summaerbar ist:

1/p
ey = [ / |x(t)|f’dt] 1<p<oo,
!
|z]|le = wrat max |z(t)| = ess.sup |z(t)]
€
= inf{K :|z(t)]| < K fast dberall} .
1/p
[ellmp = l > (||D"U||p)p] ,1<p<oo,
0<[al<m
fullmee = max |D%ullc
H™P(Q) := Vervolistindigung von {u € C*(Q) : ||u||lmp < 00}
Hy"P(Q) := Vervollstindigung von {u € C3°(Q) : ||u|lmp < 0o}  beziiglich || - ||mp -

Diese Definitionen von H™?(Q2) und H, () sind sehr einfach und oft sehr niitzlich. Man
kann sie z.B. benutzen, um die Definitionsbereiche der Bilinearform a und des linearen
Funktionals b zu erweitern:

a(u,v) := lim a(pn, ¥,) .
On — U
v, —v
o, ¥n € C(Q)

Es 148t sich leicht feststellen, da8 {a(¢,, ¥,)} eine Cauchy-Folge ist, wenn {¢,, } und {¥,}
Cauchy-Folgen sind.

9.5 Sobolev-Riaume: Definition mit Hilfe schwacher
Ableitungen

Obwohl die Definition von H™?(Q2) und Hy"*(Q2) mit Hilfe der Vervollstindigung sehr
schlicht ist, hat sie den Nachteil, dafl die funktionstheoretischen Eigenschaften der
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Elemente von H™?(Q2) nicht gekldrt sind. In diesem Absatz wird deshalb ein ganz
anderer Weg eingeschlagen.

Sei 2 eine offene Teilmenge von R". Sei
X = Cy(Q)

= die Menge aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf

Q mit kompaktem Trager

Sei K C 2 kompakt,

Dk (Q) = {¢ € X : supp(¢) C K} .

Sei
Prm(®) == sup |D¢|,
ity
fir $ € Dx(Q), m € Ny , m > 0. pg, ist eine Seminorm auf Dk (). Seien ¢, ... ,€,

positive Zahlen,

U(€17"' y€ny My, n My g K):{¢€DK(Q):pK,mj(¢)§Ej7 ]-S]Sn}

Mit dieser Nullumgebungsbasis ist Xx = Dy () ein lokalkonvexer topologischer Vektor-
raum.

Definition 9.9 Mit der induktiven Topologie T bzgl. { Xk} ist (X, 7) ein lokalkonve-
zer topologischer Raum, der mit D(Q2) bezeichnet wird.

Bemerkung 9.5 Siehe Yosida, S. 28, fir weitere Eigenschaften von D(f).

Der Raum D'(2), der duale Raum zu D((2), besteht aus allen stetigen linearen Funk-
tionalen auf D(Q2). Ein Element 7' € D'(Q2) heifit Distribution oder Verallgemeinerte
Funktion. ¢ € D(Q2) heifit Testfunktion.

Seien nun S, 7,7, € D'(2) und ¢ € R. Es gilt (siche z.B. Adams, S. 19):

L (S+T)(p) = S(p) +T(p), Ve € D(Q).

2. (cI)(p) = T(p)) , Ve € D() .

3. T, — T in D'(Q2) genau dann, wenn T, — Ty fiir alle p € D(Q).

Die Topologie von D’'((2) ist die schwach*-Topologie, d.h. die schwachste Topologie, womit
alle Funktionale L, , ¢ € D(R),
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L, : D(Q) —R,
L,(T) = <T,p>=T(p)

stetig sind. Diese Topologie wird durch die Seminorm

p(T) =p(Ti¢1,... ,om) = sup |T(pk)

1<k<m

erzeugt.

Definition 9.10 Se: T € D'(Q2), a ein Multiindezx. Die Ableitung D*T ist die Distri-
bution

(D°T)(p) = (-1)*'T (D) .

Sei u € L1°(Q), d.h. u|a € Li(A) fiir jede meBbare Teilmenge A C Q, wofiir A C Q und
A kompakt ist. Sei

Tup ::/ u(z)p(z)dz .

T, ist ein lineares Funktional. Weiter ist T, stetig. D.h. T, ist eine Distribution, 7, €
D'(Q).

Definition 9.11 Sei u € L1°¢(Q). v € LI0¢(Q) heifit die schwache Ableitung D*u von
u, falls

T, = D*(T,) ,
d.h.

/ v(z)p(z)dz = (1) /u(x)Dago(x)dx fir alle ¢ € D(RQ) .

Beispiel 9.3 Se: H die Heaviside-Funktion

1, >0
H(x):{o z<0

(D(Tu)) (%) = ¢(0) = o,

wo Oy die Diracsche Funktion ist.

do == ¢(0) .
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In diesem Beispiel hat die Funktion H keine verallgemeinerte Ableitung.

Bemerkung 9.6 Falls die verallgemeinerte Ableitung D*u existiert, dann ist sie bis
auf Nullmengen eindeutig bestimmt.

Definition 9.12 Seim e Ny, pe R, p>1, Q C R*. W™P(Q) set die Menge aller
Funktionen u, die schwache Ableitungen D%u € LP(Q2) besitzen. Man setzt

1/p

[ellmp = [Z (1D%ull)”

la<m

Satz 9.18 W™P(Q) st ein Banachraum.
Beweis: (siehe Yosida, S. 55).

Sei {uy} eine Cauchy-Folge in W™P?(Q2). D.h., fiir jedes € > 0 gibt es N mit

|un — Um|lmp < € flir m,n> N .

Es folgt, dafl die Folgen von schwachen Ableitungen {Du;} auch Cauchy-Folgen sind,
so daB Elemente f(®) € L,(Q) existieren mit

D%u, — f(®) in L,(Q).

Es mufidann gezeigt werden, da8 f(®) = D (0 gilt.

9.6 Das Verhiltnis zwischen W™?(Q) und H™?(Q2)

Sei
X =C*®(Q)nH™P(Q) .
X ist dicht in H™P(Q). Jedes Element z € X liegt auch in W™?(Q2). Es folgt:
H™P(Q) Cc W™P(Q) .

Lange Zeit blieb die Frage offen, unter welchen Bedingungen H™P?(Q2) = W™P(Q2). 1964
zeigten Meyers und Serrin in einer sehr schonen Arbeit, dafl folgendes gilt:

Satz 9.19 Se1 1 <p< oo, m€Ny. Dann gilt:
H™P(Q) =W™P(Q) .

Beweis: Siehe Adams, S. 52.

Der Satz ist falsch fiir p = co.
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Beispiel 9.4 Sein=1,p=1, Q= (—1,+1), u(z) := |z|.

Die schwache Ableitung Du existiert, da fir jedes ¢ € C§°(—1,+1),

+1

(—1)/u o'(z)dr = /Ox o'(z)dz — /1.13 ¢'(z)dx

-1
0

= [re@) ~ [e(@)ds - [z @)+ [ p(e)ds

-1
+1

= / v(z)e(z)dz

-1

mat

-1, <0
v(z) =
{ +1 , >0
D.h. v=Du, u € Wh*(-1,+1) und

— « —
fulh o = gmax D%l = 1.

Ist u € HY°(—1,+1)? Wenn ja, dann ezistiert eine Cauchy- Folge {p,} mit

o, € C™(—1,+1)

und

lon = ulle —> 0,
lon —vlles — 0,

wo v € L'. Es lafit sich dann zeigen, dafl v = Du.
Sei aber € < 1. In jedem Intervall (—9,+7) ist
max Du =
min Du =
Es folgt, dafi in so einem Intervall

||c,0'n—Du||Oo >1—¢€.



154 Sobolew-Riume

9.7 Zusammenhang mit absoluten stetigen Funktio-
nen

Definition 9.13 Eine auf dem Segment [a,b] definierte endliche Funktion f(x) heifSt
absolut stetig, wenn zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so daf fiir ein beliebiges endlr-
ches System von paarweise durchschnittsfremden Intervallen (a;,by),... ,(a,,b,) mat
der Gesamtlange

gult
ki{f(bk)  fa)} <.

Satz 9.20 Jede absolut stetige Funktion ist unbestimmtes Integral threr Ableitung.

Beweis: Siehe Natanson, S. 257.

Satz 9.21 (siehe Smirnov, S. 3326.)
Sei Q:={z:0<z;<1,1<i<n}. SetuecW?(Q) undp> 1.
Dann gibt es eine Funktion ¢, die auf Q definiert ist, so daf

1. ¢ st dquivalent zu u auf Q, d.h. ¢(z) = u(z) f.4.
2. ¢ st absolut stetig bzgl. x; fir 0 < z; < 1 fir fast alle xs,... ,z,.
3. Fir alle z; € [0,1] gilt:

0p(t, T2,y ... ,Ty)

dt .
ot

o(z) = ¢(0,22,... ,2,) +/
0

Morrey, S. 66, untersucht weitere Zusammenhange zwischen verallgemeinerten Ableitun-
gen und absoluter Stetigkeit.

9.8 Die Sobolewschen Einbettungssitze
9.9 Der Spur Operator v

9.10 Die Poincarésche Ungleichung und ihre Anwen-
dungen

Sei
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) :|' . p'|1/p
[l [Z (D IIp)J

|a|=m
Auf H™?(Q) ist |ul,,, eine Halbnorm, da |1|,,, = 0. Fir Hy"?(Q) ist |ul|,,, aber eine

Norm, die zu ||u||m, dquivalent ist, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 9.22 Ser Q C R* , d > 0. Q liege zwischen den Ebenen z, = 0 und z, = d.
Dann gibt es eitne Konstante K mat

[ulmp < ||tllmp < Klulmp fir alle w € Hy*? .

Beweis: (Adams, S. 158)

Sei p € C§°(€2). Man schreibe z = (¢/, z,,) mit 2’ € R*!. Dann gilt:

d
plr) = / (e, t)dt (+)
Die Ungleichung von Hélder besagt:

/ 1 1
/|u(m)v(m)|dx <||ullp lvll, fir uwe LP(Q), v e L (), Ty =1.
Q

Satz 9.23 Sez

' 1 1
l<p<oo,uell(Q),velr(Q), -+ =1.
p p

Dann ist uv € L}(Q) und

[ 1u(@)e(@)ldz < Jully- o] -

Q

Beweis:

Sei

1
f)=—+=—t.
®) p P

Fiir t > 0 ist f > 0 mit f(1) = 0. Sei ¢t = ab~?/P. Dann folgt:

alP b
ab < — +

— (Young’s Ungleichung) .
p p

Sei [Jullp, ||v|]y > 0. Man setze
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a:= b:= .
ullp 9]

Mit uw =1 und v = Z¢(2',t) folgt aus (x):

lp(z)P = l / u(t)v(t)dt]

0

< llellp - [lollp}”

= ([ra)” ]
0 0

!
— t

AN

p

dt

d

m’r’fl-/ d
0

p

dt .

IN

!
— t

Es folgt

Rn—1

(lelo) = [ dof / (o) Pda,

d

d
< dl/pfldn/_ It
< [ i [ [ Lo

Rn—1 0 0
d
dp d
- d I/ . !
p/ T ‘dtgo(x,t) dt
R0

dp
—\®
o

dt

IN

IN

Lp)p

Zusammenfassend
dP
o, < llellf, =llello, +1elf, < | —+1) e, . (+*)
p

Die Ungleichung (xx) gilt auch, wenn ¢ durch ihre Ableitungen ersetzt wird. Der Satz
folgt nun z.B. durch Induktion.

Bemerkung 9.7 1. Damit ||¢||1, < const|p|;, ist nur erforderlich, daf8 ¢ = 0 auf
eitnem Teil I'y von 02 mit positivem Oberflichenmaf.

2. Das Problem

Minimiere |p|o2
p € Hy(Q) o2

fiihrt zu einer Eigenwertaufgabe. Siehe Polya und Szego [1951].
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3. Ungleichungen Poincaréscher Art fir D:ifferenzen wurden schon in der Ar-
beit von Courant, Friedrichs und Lewy angewandt. Siehe auch das Buch von
Epstein.

Als direkte Folgerung aus der Poincaréschen Ungleichung erhalt man:

Satz 9.24 Sei Q C R" beschrdinkt. Die Normen || - |1, und |- |1, sind dquivalente
Normen in Hy”®

Satz 9.25 Ser Q C R" beschrdnkt. Se:

a(u,v) = /divu- dw v dz
= 8u 811
= 10 33:,

fir u,v € Hy(Q).
a 1st eine beschrdnkte V-elliptische Bilinearform.
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Kapitel 10

Finite Elemente

10.1 Einfiihrung

10.2 Das Galerkin-Verfahren: Fehlerabschitzungen

Nach diesen langen, aber durchaus spannenden Vorbereitungen kénnen wir uns wieder
der Losung von Randwertaufgaben widmen.

Satz 10.1 Se: X ein reeller Hilbertraum. Sei a und b eine Bilinearform
a: XxX—R

bzw. ewn lineares Funktional

b: X —R.
Ser a beschrdankt und X-elliptisch:
a(u,v) < Mllull-[jo],
a(u,u) > aful)?.

Ser X; ein Teilraum von X.
Die Gleichungen

a(u,v) =<bv>, Vve X
und
a(uh,vh) =< b, Uy >, Yo, € X3,

haben eindeutige Losungen u bzw. u, (Laz-Milgram).
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Es qult:
M
Ju —un| < — inf lu— v .
o vn€X

Beweis: Fiir jedes v, € X}, gilt:

allu — un|* < a(u — U, u — uy,

a(u — Uy, h (U — Up, vy — Uy)

a(u — Uy, b,vp — Up > — < b, vy — Uy >

U — Up)
u—vp)+a
a(u — Up,u — vp) + a(u, vy — up) — a(uy,, vy, — up)
u—vp)+ <
u— vp)

a(u — Uy, vy,

IN

M |[u = upl| - |lu = vall -
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