Kapitel 4

Zufall und Ordnung: Diffusion

Im folgenden werden wir uns mit dem wichtigen Konzept von Diffusion beschéftigen. Zum
ersten Mal haben wir einen Diffusionseffekt durch die Viskositdt in den Navier-Stokes Glei-
chungen (3.24) gesehen, wir wollen nun ein bisschen néher die Hintergriinde von Diffusion und
auch von Drift diskutieren. Dazu werden wir drei verschiedene Ansitze betrachten: die Asym-
ptotik aus einem diskreten Sprungprozess, die Herleitung aus den Langevin-Gleichungen fiir
Brown’sche Bewegung und eine direkte Herleitung im Kontinuum. Diffusion und Brown’sche
Bewegung haben vielfaltige Anwendungen, von der Wérmeleitung bis zur Modellierung von
Aktienpreisen und Derivaten auf Finanzmérkten, die wir ebenfalls noch kurz diskutieren wol-
len.

4.1 Diskrete Sprungprozesse - Random Walks

Wir werden nun im folgenden einfache Random Walks betrachtenm auf einem Gitter der Form
hZ?, mit einer Schrittweite h > 0, die eine Skalierung des Gitters bedeutet. Wir nehmen an,
dass wir in einem kleinem Zeitschritt 7 > 0 nur einen Gitterpunkt weiter springen diirfen und
dass die Wahrscheinlichkeit dies zu tun klein sind, bzw. ihre Summe sinnvollerweise kleiner
oder gleich eins.

Wir spezifizieren im Folgenden die Wahrscheinlichkeiten fiir Spriinge in einem Zeitintervall
der Léange 7:

e Die Wahrscheinlichkeit von (z,y) nach (z + h,y) zu springen, sei a.

e Die Wahrscheinlichkeit von (z,y) nach (x,y + h

(z,y) (

e Die Wahrscheinlichkeit von (z,y) nach (z — h,y) zu springen, sei 3.
(z,y) ( ) zu springen, sei .
(z,9) (

e Die Wahrscheinlichkeit von (x,y x,y — h) zu springen, sei ¢.

e Die Wahrscheinlichkeit bei (x,y) zu bleiben, ist folglich 1 — (a+ 5+ v+ 9).

Damit haben wir schon implizit eine Markov-Eigenschaft angenommen, d.h. die Sprungwahr-
scheinlichkeit ist nur abhéngig vom aktuellen Zustand (z,y, t), nicht aber von der Geschichte.
Im Fall konstanter Ubergangsraten «, 3, v und ¢ ist die Sprungwahrscheinlichkeit sogar un-
abhéngig vom aktuellen Zustand. Wir beschreiben den Prozess nun wieder durch die Wahr-
scheinlichkeit P(x,y,t) zur Zeit ¢t im Punkt (z,y) zu sein.
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Es gilt dann

P(z,y,t+7) = Plz,y,t)(1—(a+B+7+9))+
P(x+h,y,t)a+ Pz — h,y,1)5 +
Um eine Kontinuumsgleichung zu erhalten, werden wir nun wieder annehmen, dass wir im
Grenzwert eine kontinuierliche Dichte p(z,y,t) fiir (z,y) € R? und t € R, erhalten. Dann

konnen wir fiir kleine A und 7 eine Taylor-Entwicklung durchfithren und wieder entsprechende
Terme hohere Ordnung vernachléssigen. Es gilt dann

p(z,y,t +7) = pla,y,t) + dhplz,y, )T + O(1?)

pl@+hy,m) = ple,y,t) +0up(z,y,t)h + %Bmp(% y, t)h* + O(h?)
plz —hy,m) = pl,yt) = op(z,y,t)h + %Bmp(% y, t)h* + O(h%)
ple,y+h,7) = plz,y,t)+dyp(x,y, t)h + %ayyp(w, y, t)h* + O(h%)
plz,y —h,7) = plx,y,t) — dyp(z,y, t)h + %%p(:& y,t)h? + O(h?).

Fingesetzt in die obige Gleichung fiir P erhalten wir dann nach dem Kiirzen entsprechender
Terme (und Vernachldssigung Terme hoherer Ordnung)

Opt = Opp(a— B)h+ Oyp(y —0)h +
h? h?

Wir sehen, dass die hochste Ordnung normalerweise durch die ersten Ableitungen beschrieben
wird. Dies &ndert sich, wenn der Random Walk keine links-rechts bzw. oben-unten Priferenz
hat, d.h. « = 3 und v = §. Dann fallen die Terme erster Ordnung weg und wir erhalten

Op = Dlaxxp+D2ayyp'

mit den Diffusionskoeflizienten

h2
Dy = (OH‘B)E
2

Dy, = d)—.
) (v + )27_

Ist Dy = D5 so erhalten wir nach Reskalierung der Zeit den einfachsten Fall einer Diffusions-
gleichung (oft wegen der entsprechenden Anwendung auch Wirmeleitungsgleichung genannt)

Orp = Ap. (4.1)

Sind a— 8 und «y— 9§ sehr klein im Vergleich zu a+ (3 und v+¢ (sodass man davon ausgehen
kann, dass ein Faktor der Ordnung h dazwischen ist) wird es wichtig auch Drift-Terme zu
beriicksichtigen, d.h. wir erhalten eine Gleichung der Form

Op = C10p + Czayp 4+ D102:p + Dgayyp (4.2)
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mit

Cr = (a—p)

S

Cy = (v-9)

RERS

Ein Drift-Term bedeutet eiene Bevorzugung einer gewissen Richtung. Ist z.B. a > (3, so
werden Spriinge nach rechts bevorzugt, es entsteht also ein Drift nach rechts (und umgekehrt
fir « < (). Analog entsteht Drift in der y-Richtung. Die Gleichung (4.2) ist der einfachste
Fall einer sogenannten Fokker-Planck Gleichung. Die allgemeinere Form einer linearen Fokker-
Planck Gleichung in R? x R, (falls die Sprungraten auch vom Ort abhiingen) ist

dp =V - (D(Vp+pVV)). (4.3)

Dabei ist D : R? — R4*4 ein Diffusionstensor (allgemeine Form eines Diffusionskoeffizienten)
und V : R? — R ein potential (entsprechend einer potentiellen Energie). Gleichung (4.2) lisst
sich in dieser Form schreiben mit
_ Dy 0
b = < 0 Do )

V = —z+ —y.

Im Fall eines sehr grossen Unterschieds o — # und v — 8 (von #hnlicher Gréssenordnung
wie o +  und v + ) sind natiirlich nur die Terme erster Ordnung wichtig. Dann erhalten
wir im Grenzwert die Transportgleichung

Oip = C10,p + C20,p, (4.4)

also wieder einen Spezialfall von (3.21) mit dem Geschwindigkeitsfeld u = —(Cy,Cs)T. In
diesem Fall sind die Losungen tatséchlich nur durch den Drift gegeben, es lidsst sich leicht
zeigen, dass die Losung durch

p(z,y,t) = p(x + C1t,y + Cat,0)

gegeben ist.
Wir bemerken auch, dass man auch die allgemeine Fokker-Planck Gleichung wieder als
Spezialfall von (3.21) schreiben kann, mit dem Geschwindigkeitsfeld

1
u= —D(;V,o +VV)=-DV(ogp+ V). (4.5)

Die letzte Form ist auch niitzlich, um die stationdre Losung zu bestimmen. Es gilt im stati-
ondren Fall u =konstant, d.h.
logp+V =cg

oder

p=ce,

wobei die Konstante ¢ aus der Integralbedingung [ p dz =1 zu bestimmen ist.
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Die stationére Losung minimiert das zugehorige Entropie-Energiefunktional

E(p) = /plogp dz +/pV dx (4.6)

iiber der Mannigfaltigkeit der Wahrscheinlichkeitsmafie. Dabei bezeichnet der erste Term eine
klassische logarithmische Entropie, wéhrend der zweite Term einer potentiellen Energie (mit
Potential V' entspricht). Die Analogie zum Fall der Teilchenmechanik erhélt man dabei iiber
eine empirische Dichte

1
pY = NZ5($ - ).
J

Dann gilt
1
/pNV dr = N ZV(xj),
J

d.h. wir erhalten ein externes Potential. Der Fall der Wechselwirkung ist schwieriger zu be-
schreiben - wir haben ja auch bisher nur ein Teilchen betrachtet. Der obige Zugang lasst
sich verallgemeinern, in dem man fiir jedes Teilchen den Random Walk betrachtet und den
Drift-Term entsprechend abhéingig von den anderen Teilchen betrachtet. Eine exakte Analyse
ist wieder extrem kompliziert, da man fiir N Teilchen wieder alle méglichen Konfigurationen
betrachten miisste. Vereinfachte Modelle erhélt man wieder durch eine entsprechende Ab-
schlussrelation, dieses Mal schon fiir den Random Walk. Die einfachste solche Relation ist
eine Mean-Field Annahme, die sich wieder aus der Kraft im Teilchenmodell motivieren lasst.

4.2 Langevin Gleichungen - Wiener Prozesse

In diesem Abschnitt werden wir erneut Diffusionsgleichungen und Fokker-Planck Gleichungen
herleiten, dieses Mal jedoch mit einem etwas anderen Ansatz. Wir verwenden dazu kein Gitter,
sondern betrachten direkt einen stochastischen Prozess basierend auf der Zufallsvariable W :
R — R. Dabei spezifizieren wir eine Verteilung fiir die Updates von W. Fiir kleine Zeitschritte
7 soll der Unterschied W (t+7)— W (t) bis auf Terme htherer Ordnung in 7 normalverteilt mit
Mittelwert 0 und Varianz 7. Dazu nehmen wir natiirlich wieder eine Markov-Eigenschaft an.
Man beachte dabei, dass die Varianz eine quadratische Variable ist, die Standardabweichung
wichst damit mit v/#. Der Grenzwert der Zufallsvariable fiir 7 — 0 ist sehr irregulir, eine
sogenannte Brown’sche Bewegung bzw. Wiener Prozess.

Wir betrachten wiederum die Wahrscheinlichkeitsdichte von W (t), bezeichnet durch p(z, ),
wobei p(z,t)dzdt der Wahrscheinlichkeit entspricht, dass W im Zeitintervall (¢,¢ + dt) im In-
tervall (z,z + dx) ist. Es gilt dann

1 (@=v)?
.t — ) ———c" 2z dy+ O(r%/?), 4.7
plart+m) = [ o) ay+ 06 @)

da wir alle y und die Wahrscheinlichkeit einer Anderung von y nach x betrachten miissen.
Um eine Formel im Grenzwert zu erhalten, fiihren wir eine Variablentransformation von y zu
z= %f durch. Es gilt dann

1

22
\/%e_T dz + O(T3/%).

plast+7) = [ pla+ Ve
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Da 7 klein ist, konnen wir wieder eine Taylor-Entwicklung durchfiithren. Dies ist deshalb

gerechtfertigt, da wir eigentlich nur z der Ordnung eins (genauer der Ordnung /—log T <<
2

1

VT
gilt

) betrachten miissen, fiir grosse z fillt der exponentielle Term e~ 7 schnell genug ab. Also

ple,t+71) = /Rp(x,t)\/%_ﬂe_é dz +
1

[ ouptantiv—e

1

/R@mp(m,t) N

Diese Identitit liasst sich iiber die Momente einer Standard-normalverteilten Zufallsvariable
Z ausdriicken:

22
e 2 dz+

722
2

22
e~ 7 dz+ O(r?).

pla,t+7) = pla, O EIZ°]) + Oople, ) EIZ' VT + Orupla, ) E[Z°)5 + O(F).
Fiir eine Standard-Normalverteilung gilt
E[Z° =1, E[Z'1=0, E[Z}=1.
Also erhalten wir (mit Taylor-Entwicklung in ¢
_ T 3/2
p(x’t) —|—8tp($,t)7'—p($,t) +8m,o(a:,t)§ +O(T )’

also im Grenzwert wiederum die Diffusionsgleichung

1

Oxp = iﬁmp. (4.8)

Die Normalverteilung der Abstédnde ist ein klassisches Modell fiir molekulare Bewegung -
die sogenannte Brown’sche Bewegung. Im realistischeren Fall modelliert man solche mit den
Newton’schen Bewegungsgleichungen, dabei entsteht eine Storung des externen Kraftfelds
durch Temperatur-abhéngige Bewegung und eine Dampfung. Man hat dann formal

dx dv dW
— = — =F(z)— X\ D—- 4.9
=0 o =F@) v+\/—dt, (4.9)

bzw. als Grenzwert in der Langzeit-Skalierung

dz 1 aw
—=—|F D— ). 4.10
dt A( (m)+\/_dt> (4.10)
Die Schreibweise % ist dabei problematisch, da W eben nicht differenzierbar ist. Die Updates
von W verhalten sich ja eher wie die Standardabweichung, fiir den Differenzenquotienten wiére
dann mit hoher Wahrscheinlichkeit
W(t+71)—W(t) 1

~N —

T T

zu erwarten. Deshalb verwendet man eher die Schreibweise

dX = a(X,t)dt + b(X,t)dW (4.11)
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und nennt (4.11) eine stochastische Differentialgleichung. Die Theorie stochastischer Differen-
tialgleichungen ist sehr dhnlich zu der gewohnlicher Differentialgleichungen, es gelten analoge
Aussagen wie z.B. der Satz von Picard-Lindel6f (wenn a und b Lipschitz-stetig sind). Die tech-
nische Schwierigkeit besteht dabei nur die Losung nicht mehr als Funktion von R nach R4 zu
betrachten, sondern als Zufallsvariable auf R,. Da eine Normalverteilung (und damit auch
der Wiener Prozess) symmetrisch um Null ist, wiirden wir bei Anderung des Vorzeichens die
selbe Losung erhalten. Deshalb kann man ohne Einschréinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass b > 0 gilt.

Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen mdchte man auch bei stochastischen Dif-
ferentialgleichungen oft die Evolution von Funktionalen der Losung, d.h. ¢(X(t),t) mit ¢ :
R x Ry — R betrachten. Dazu benétigt man ein Analogon der Kettenregel, das sogenannte
Ito-Lemma. Um dieses herzuleiten betrachten wir (unter der Annahme, dass ¢ glatt ist) den
Update

XA +7),t4+7)—d(X(t),1) = Od(X (1), )T + 0pd(X(1),8)(X(t +7) — X(2))

(X (), EEF D= XOF

2
DX (1),1) + O(F*?),

wobei wir fiir das Restglied wieder verwendet haben, dass sich der Update wie die Stan-
dardabweichung verhélt. Setzen wir nun noch die stochastische Differentialgleichung ein, so
gilt
QX[ +7),t+7)—o(X(1),1) = Op(X(1),t)7
F0:0(X (1), 8)(a(X (2), )7 + b(z, )(W(t +7) — W(2))) +
X (1), )7 + b(x,t t —W(t)))?
0,00 (1), A LD+ b DOV (4 7) = WD)

2
O(r%?)
= (0p(X(1),1) + O p(X (1), H)a(X (¢), ) +

Db (X (), 1)b(X (1), 1> LT 7)27— W(t))?

Do p(X(8), DX (1), ) (W (t +7) = W(t)) + O(r*/?)

)T+

In der letzten Formel haben wir oben die Terme erster Ordnung in 7 gesammelt und unten den
Term von Ordnung 7'/2. Dieser letzte Term macht keine Schwierigkeiten, da er im Grenzwert
einfach ein Vielfaches eines Wiener-Prozesses dW wird. Es bleibt nur noch der Grenzwert
von M = ﬂ zu verstehen. Der Erwartungswert dieses Terms ist genau die
Varianz elner Standard- Normalvertellung, also gleich eins. Die Standardabweichung dieses
Terms ist wieder von der Ordnung sgrtT und da er auch noch mit 7 multipliziert wird,
sind die stochastischen Effekte von der Ordnung (’)(7'3/ 2). Es erscheint daher gerechtfertigt,
diese im Vergleich zum zweiten stochastischen Term (mit Standardabweichung /7) und den
deterministischen Termen der Ordnung 7 zu vernachliissigen. Formal haben wir also dW? = dt
und dies liefert die Ito-Formel

AOX(1).1) = (Dd(X(E),1) + DX (), )a(X (£),1) + (X (1), 1) 2y gy
Dy d(X (), b(X (£), ) dW. (4.12)
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In der Finanzmathematik verwendet man typischerweise geometrische Brown’sche Bewe-
gungen der Form

dX = pXdt + o XdW (4.13)

um die Entwicklung eines Aktienwerts (zumindest fiir relativ kurze Zeit) zu modellieren. Dabei
ist zu beachten, dass Drift und Diffusion von X abhéngen, d.h. sowohl Schwankungen als auch
deterministische Anderungen steigen mit X. Ein positiver Nebeneffekt dieser Modellierung
ist, dass der Wert X immer positiv bleibt - auch bei sehr grossen negativen Schwankungen des
Wiener Prozesses. Der Drift entspricht dem einfachen deterministischen Fall einer Verzinsung

dX = rXdt, (4.14)

mit Zinsrate r > 1. Der Faktor o wird iiblicherweise als Volatilitdt bezeichnet, und ist ein
MaS$ fiir die typischen Schwankungen einer Achse. Die Schitzung der Volatilitdt aus Daten ist
ein wichter Aspekt in der Praxis, um das Risiko beim Kauf einer Aktie bewerten zu kénnen.
Ein typisches Funktional von X (), das man in diesem Zusammenhang betrachtet, ist der Wert
von Derivaten wie Optionen auf diese Aktie, deren Modellierung wir noch genauer diskutieren
werden.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Losung einer stochastischen Differentialgleichung
der Form (4.13) kann wiederum iiber eine Drift-Diffusionsgleichung der Form

2

Oup = ~0u(ap) + 0ur(—p) (4.15)

berechnet werden. Man beachte dabei, dass der resultierende Diffusionskoeffizient immer posi-
tiv (oder gleich null im deterministischen Fall) ist - eine wichtige Eigenschaft fiir die sinnvolle
Losbarkeit einer Diffusionsgleichung. Mit einfachen Transformationen kann (4.15) wieder als
Fokker-Planck Gleichung geschrieben werden.

Fiir den Anfangswert zur Zeit ¢ = 0 ist zu unterscheiden, ob der Anfangswert von X
zufillig oder deterministisch gewahlt wurde. Im zufélligen Fall ist p(x,0) = po(z), wobei pg die
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Anfangswert angibt. Im deterministischen Fall X (0) = zg
ist p(z,0) = 6(x — x0). Da aber bei einer Normalverteilung auch beliebig grosse Anderun-
gen eine positive Wahrscheinlichkeit haben, gilt dennoch p(z,t) > 0 fiir alle z, sobald ¢ > 0
ist (unter der Annahme, dass b # 0 gilt). Durch die Glittungseigenschaften einer Diffusi-
onsgleichung existiert fiir ¢ > 0 auch immer eine beschrankte Wahrscheinlichkeitsdichte. Am
einfachsten ist dies wieder im Fall der Brown’schen Bewegung zu sehen. Dort erhélt man bei
deterministischem Anfangswert die Fundamentallosung

(@) = Fla, s a0) = \/%UHOW. (4.16)

Im Fall eines stochastischen Anfangswert erhiilt man die Uberlagerung der Fundamentalldsung
mit der Wahrscheinlichkeit fiir den jeweiligen Anfangszustand als Losung, d.h.

p(x,t) = /R]:(a:,t;:co)po(:c) dx. (4.17)

4.3 Diffusion und Wirmeleitung im Kontinuum

Im Rahmen der kinetischen Gastheorie (cf. [4, 5]) kann Wirmeleitung als Energietransport
durch die Teilchen interpretiert werden. Neben dem Energietransport kénnen auch Masse
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und Impuls transportiert werden, diese Effekte haben wir ja schon im Falle von Strémungen
gesehen.

Wir betrachten nun den Energietransport in einem Gebiet  C R? fiir positive Zeit ¢ >
0. Zur makroskopischen Beschreibung verwenden wir kontinuierliche Dichten, d.h. fiir die
Enthalpie A und fiir die Temperatur u, als Funktionen

hou:Q xRy — Ry, (4.18)

Die Grundlage fiir die Modellierung ist der erste Hauptsatz der Thermodynamik. Betrach-
ten wir ein beliebiges Teilgebiet D C (2, dann ist die (zeitliche) Anderung der Enthalpie in
D gleich der zugefiihrten Warmemenge. Warmezufuhr kann durch verteilte Wirmequellen
(beschrieben durch ihre Dichte f(z,t) € R) oder Wérmefluss tiber den Rand des Teilgebietes
(beschrieben durch den Flussvektor q € R?) auftreten. Damit erhalten wir

%H(D,t) = %/Dh(x,t) dx = /Df(x,t) dx + /8D q(z,t) - n(z) dS(z).

Mit Hilfe des Gauss’schen Satzes erhalten wir daraus die Identitét
/ (Oth — divqg — f) dx = 0. (4.19)
D

Da das Teilgebiet D beliebig gew#hlt war, erhalten wir aus der schwachen Form (4.19)
eine starke Form, ndmlich die Differentialgleichung

Oh— divg=f (4.20)

in Q@ x Ry. Man nennt (4.20) auch Transportgleichung. Die rechte Seite f kann als bekannte
Funktion (bestimmt durch externe Quellen) angesehen werden, die Funktionen A und q sind
aber noch unbekannt. In der obigen Form ist die Beschreibung auch noch unabhéngig von
der Temperatur u. Man bendétigt deshalb Materialgesetze (im Englischen auch constitutive
relations), die solche Relationen herstellen. Im Gegensatz zu Relationen wie (4.20), die wir nur
aus dem fundamentalen Prinzip der Energieerhaltung hergeleitet haben, sind Materialgesetze
jeweils abhéngig von den speziellen Situationen, die betrachtet werden.

Die Beziehung zwischen der Enthalpie und der Temperatur kann in vielen Féllen als linear
modelliert werden, man erhélt dann die Beziehung

h(z,t) = p c u(z,t), (4.21)

wobei p die Dichte und ¢ die spezifische Warmekapazitét des betrachteten Materials darstellen.
Im einfachsten Fall sind p und ¢ gegebene Konstante, in manchen Situationen ist es aber
wichtig, Relationen der Form p = p(z,u) und ¢ = ¢(z, u) zu betrachten. Dies ist zum Beispiel
der Fall, wenn man es mit einer Mischung mehrerer Materialien zu tun hat, die verschiedene
(konstante) Dichten und Kapazititen haben. Die effektive Dichte und Kapazitéit sind dann
ortsabhéngige Funktionen, bestimmt durch das Material an der jeweiligen Position. Manche
Materialien dehnen sich auch stark aus wenn die Temperatur steigt. In solchen Fillen ist es
wiederum wichtig, die Relation p = p(u) zu berticksichtigen.

Die Beziehung zwischen dem Wirmefluss q und der Temperatur wird im allgemeinen
durch Wirmeausgleich bestimmt, d.h., die Teilchen bewegen sich (mikroskopisch mittels einer
Brown’schen Bewegung) bevorzugt in Richtungen des stérksten Temperaturgefilles um lokale
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Schwankungen der Temperatur auszugleichen. Da das lokal stédrkste Temperaturgefille in
Richtung des Temperaturgradienten auftritt, ergibt sich daraus das Fick’sche Gesetz (auch
Fourier’sches Abkiihlungsgesetz)

q(z,t) = A\Vu(z,t), (4.22)

wobei A > 0 den Wirmeleitkoeffizienten bezeichnet. Die spezielle Modellierung von A hingt
wieder von der jeweiligen Situation abhéngt, und im allgemeinen die Form A = A(z,u) an-
nimmt. In manchen Situationen muss man auch Abhéngigkeiten von Vu beriicksichtigen.
Falls das Material anisotrop ist, muss man die verschiedenen Transporteigenschaften in
verschiedene Richtungen beriicksichtigen und man erhélt das anisotrope Fick’sche Gesetz

q(z,t) = AVu(z,t), (4.23)

wobei A € R3*3 eine symmetrisch positiv definite Matrix (bestimmt durch die Hauptrichtun-
gen der Anisotropie) ist.

Die Wirmeleitungsgleichung

Wir betrachten nun den Fall konstanter skalarer Werte von p, ¢ und A. Dann erhalten wir die
Differentialgleichung
Ou— DAu=f, inQxR" (4.24)

wobei D = C—);) der (Temperatur-) Leitwert ist. Die lineare Wirmeleitungsgleichung (4.24)
ist eine parabolische Differentialgleichung zweiter Ordnung. Aus der Theorie der partiellen
Differentialgleichungen wissen wir, dass die Losung nur dann eindeutig bestimmt ist, wenn
wir Anfangswerte und Randbedingungen vorschreiben. Die natiirliche Anfangsbedingung ist
von der Form

u(z,0) = up(z), x €, (4.25)

fiir eine gegebene Anfangstemperatur wuy.

Randbedingungen

Um die Randbedingungen zu erhalten betrachten wir den Wéarmefluss iiber den Rand 92 und
nehmen an, dass ausserhalb von 2 eine Umgebungstemperatur «* gegeben ist. Im allgemeinen
erfolgt die Warmeiibertragung mit der Umgebung durch Stromung (Konvektion). Dabei wird
die Wérme in ein oder aus einem Fluid / Gass iibertragen, indem das Fluid / Gas die Ober-
fliche eines anderen Volumens iiberstromt und dabei eine Temperaturangleichung erfolgt. Da
der Wérmefluss iiber den Rand die Temperaturdifferenz auszugleichen versucht, erhalten wir

q-n=—-o(u—u") (4.26)

mit einem positiven Wirmeibergangskoeffizienten o = a(x,u;u*). Fir die Temperatur u
bedeutet dies eine Robin-Randbedingung der Form

A0phu = —a (u —u*). (4.27)

Besonders interessant sind zwei Grenzwerte von [ :=

>R
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e Fiir § — 0 erhalten wir eine homogene Neumann-Randbedingung g—z = 0, d.h., es erfolgt
kein Austausch von Wérme mit der Umgebung. Dies ist bei einem isolierten Rand der
Fall.

e Fiir # — oo erhalten wir eine Dirichlet-Randbedingung v = «*, d.h., der Wéarmeaus-
tausch mit der Umgebung ist so stark, dass sich die Temperatur am Rand jener der
Umgebung anpasst.

Man beachte auch, dass man fiir f = 0 und im Fall eines isolierten Randes ein abgeschlos-
senes system erhélt. Es gilt dann die Energieerhaltung

d
—H(Q,t):/ath(m,t) dx:/ diqux:/ q-ndr=0.
dt Q Q 20

Eine weitere wichtige Form des Warmeiibergangs, vor allem in Luft, ist jener durch Strah-
lung, d.h., Warme wird durch elektromagnetische Strahlung transportiert. Fiir Strahlung gilt
das Stefan-Boltzmann’sche Gesetz

Nopu = —coe (ut — (u*)?), (4.28)

mit der Konstanten o = 5,67 x 10_8ﬁ und einem Materialparameter € € [0, 1].

Skalierung

Nun kénnen wir die Wérmeleitungsgleichung (4.24) skalieren und in eine dimensionslose Form
bringen. Der Einfachheit halber ignorieren wir innere Wéarmequellen (f = 0). Dazu wiéhlen
wir eine typische Lénge ¢ fiir das Gebiet Q und Zeitskala 7 (zunéchst noch unbestimmt) und
transformieren die Variablen zu

& =01z, =711t

Weiters transformieren wir die Temperatur mittels einer Abschétzung Ty fiir die auftretende
Minimaltemperatur und einer Abschétzung AT der Temperaturschwankung zu

i = (AT)  (u —Tp).

Mittels der Kettenregel erhalten wir daraus die skalierte Warmeleitungsgleichung

ou Dt .
AR
mit der Randbedingung
ot ol o,
on = (@)

und einer Anfangsbedingung @(z,0) = @g(x), wobei wir @* und @ mittels derselben Skalierung
erhalten wie .

Wir haben nun zwei effektive Parameter, aber die Zeitskala ist noch nicht festgelegt. Es
scheint naheliegend, 7 so zu wéhlen, dass der Diffusionskoeffizient gleich eins ist, d.h., 7 = %.
Damit erhalten wir

AN
af ~ ™

und der einzig verbleibende Parameter ist der dimensionslose Wérmeiibergangskoeffizient
o=t
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4.4 Eigenschaften von Diffusionsgleichungen

Im Folgenden betrachten wir zunéchst die skalierte Form der linearen Wéarmeleitungsglei-
chung, d.h.,

Ou = Au in Q xRy
Ohu = —pfu—u*) aufdQ xRy (4.29)
u = up in Q x {0}

und betrachten einige ihrer Eigenschaften.
Wir multiplizieren nun die Gleichung mit u und integrieren iiber {2, woraus wir mit dem
Gauss’schen Satz und dem Einsetzen der Randbedingung die Identitét

/Btuudx = /Auudmz—/\Vu]de—i—/ a—uudS
Q Q Q o0 On

= —/|Vu|2dac—ﬁ (u—u*)udS
Q [e]9)
erhalten. Wir konnen nun den ersten Term als

1d
Ouudr=-— | u?dx
/Qt 2dt Jo

schreiben und erhalten nach Integration iiber ¢

/u2 dx|t:s+2/ </ \Vul|? de+ 6 [ u? dS> d5:/u2 dw|t:U—|—2/ B[ wu*udS dt
Q o Q o0 Q o o0

Fiir u* = 0 impliziert dies den monotonen Abfall des Funktionals s — V(s) := [, u? dzi—s,
das wegen u ~ h auch als Varianz der Enthalpie interpretiert werden kann. Wegen der Poin-
caré-Ungleichung der Form

C’/u2d$§2</ |Vu|2dac—|—ﬂ/ u2dx>
Q Q [2/9]

fiir eine Konstante C' > 0 erhalten wir sogar

av

’r < —=CV(t)
und daraus den exponentiellen Abfall V(¢) < e~“*V(0). Als Konsequenz daraus erhalten wir
die Konvergenz u(.,t) — 0 in L?(2). Die Funktion 4(z) = 0 ist die entsprechende stationdre
Lésung, sie erfiillt % = 0 und Au = 0 sowie die Randbedingungen. Man beachte, dass fiir
beliebige Anfangswerte die Temperatur sehr schnell gegen das immer gleiche Equilibrium
konvergiert, was auch die irreversible Natur der Wirmeleitung mittels Diffusion zeigt.

Fiir allgemeinere zeitunabhéngige Werte u* konnen wir ebenfalls eine stationére Losung
konstruieren, indem wir A4 = 0 in Q unter den obigen Randbedingungen 16sen. Es lésst
sich dann (ebenso wie oben) leicht der exponentielle Abfall des Funktionals s — V(s) :=
Jo(u— ©)? dx|i—s zeigen. Fiir die elliptische Gleichung wissen wir, dass @ das Funktional

1
J(v) =3 </Q\Vv\2 dx—i—B/BQUQ dS> —/mvu* ds
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minimiert. Dieses Funktional wird auch wihrend der Wérmeleitung reduziert, was man durch

Multiplikation der Gleichung mit % und Integration iiber €2 und ¢ sieht. Daraus erhalten wir
die Identitét
I@lew = Sl = [ [ (5P do

Abschlieflend konnen wir noch den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik betrachten,
der Einfachheit halber im Fall § = 0. Die Entropie erfiillt % — und wegen H ~ T ist
S ~ —InT. Wir nehmen an, dass v > 0 so skaliert ist, dass es eine Wahrschelnhchkeltsdlchte
iiber € entspricht. Dies haben wir ja auch schon in den ersten stochastischen Herleitungen
von Diffusiongleichungen gesehen. Dann kénnen wir den Erwartungswert der Entropie in 2

S:—/ulnudm
Q

als

auffassen. Es gilt dann

d
—S:—/(lnu—l—l —dx—/— Inu dx.
dt Q

Durch Multiplikation der Gleichung mit Inw (auf der Menge {u > 0}) und Anwendung des
Gauss’schen Satzes erhalten wir

2
ﬁz—/ Aulnudac:/ |V| dx > 0.
dt {u>0} {u>0} U

Solange Vu # 0 ist in diesem Fall dS > 0, d.h., der Prozess ist irreversibel.

Ahnliche Dissipationsrelationen fur die Entrople lassen sich auch fiir allgemeine Fokker-
Planck Gleichungen zeigen und sogar fiir nichtlineare Diffusionsgleichungen. Wir betrachten
dazu den Fall eines Diffusionskoeffizienten abhingig von u, d.h.

Ou =V - (D(u)Vu).

Definieren wir eine Funktion f : Ry — R mit f'(s) = Dgs), dann gilt (beachte f(s) = logs
im linearen Fall)

Ou =V - (uV f(u)).

Unter der sinnvollen Annahme, dass D nichtnegativ ist, gilt f/ > 0 auf R, d.h. f ist monoton.
Die entsprechende Entropie ist gegeben durch

_ / Flu(z,t)) da, (4.30)

mit der konvexen Funktion F': Ry — R definiert durch F’'(s) = f(s). Man sieht leicht

— [ fwo do = [ 1)V - @V @) do =~ [ V) (4.31)
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4.5 Der Wert einer Option: Das Black-Scholes Modell

In diesem Abschnitt werden wir die obige Modellierung von Diffusionsprozessen auf die Be-
wertung von Optionen anwenden. Eine Option ist ein Recht eine Aktie zu einem gewissen
Zeitpunkt T' zu einem gewissen Preis K (Strike-Preis) zu kaufen (Call-Option) oder zu ver-
kaufen (Put-Optionen). Es stellt sich dabei die Frage wieviel man zu einer gewissen Zeit ¢
abhingig vom aktuellen Preis der zugrunde liegenden Aktie (Underlying) X (¢) fiir eine Option
bezahlen sollte ? Dies bezeichnet man als Wert u(X (¢),t) der Option. Wir betrachten hier den
einfachsten Fall einer européischen Call-Option. Dabei kann man wirklich nur zum Zeitpunkt
T kaufen und wird die Kaufentscheidung von folgender Uberlegung abhingig machen:

o Ist K < S(t) so kann man die Option ausiiben, die Aktie zum Preis K kaufen und
konnte sie sofort wieder zum Marktwert S(t) verkaufen. Damit hat man einen Gewinn

von S(t) — K.

e Ist K > S(t) wird man die Option nicht ausiiben, dann man wiirde die Aktie auf dem
Markt ja giinstiger erhalten.

Es gibt noch verschiedenste andere Optionen (Amerikanische, Asiatische ...), die sich durch
den Ausiibungsmechanismus unterscheiden. So kann etwa man bei einer amerikanischen Op-
tion die Aktie auch schon zu jeder beliebigen Zeit ¢t < T' kaufen (early Exercise).

Aus der obigen Uberlegung erhalten wir den Wert der Option zum Zeitpunkt 7" als

u(S,T) = max{S — K, 0}. (4.32)

Um den Wert der Aktie fiir ¢ < T zu bestimmen, konstruieren wir ein Portfolio aus einer
Call-Option und einer (eventuell negativen) Anzahl von Aktien (des Underlyings). Damit ist
der Wert des Portfolios zum Zeitpunkt ¢ gegeben durch

= u(X(t),t) — aX(t).

Wir nehmen an, dass X (t) wie oben durch eine geometrische Brown’sche Bewegung gegeben
ist. Um die Verdnderung des Werts in der Zeit zu berechnen, verwenden wir Ito’s Lemma
(4.12) und erhalten

dll = dU —adX

o2a?

2

= (Opu + prdyu + Orztt — aux)dt + (Opu — a)ox dW.

Wir sehen, dass fiir & = 0, der stochastische Teil wegfillt. In diesem Fall ist II ein Portfolio
ohne Risiko, und man nimmt iiblicherweise an, dass sich ein Portfolio ohne Risiko wie ein Spar-
buch verhélt, d.h. einfach mit dem Zinssatz r verzinst wird (Vollsténdige Markt Hypothese).

Also folgt
2,2

Oru + %Qmu)dt = dII = rIldt = r(u — Oyux) dt,

und wir erhalten die Black-Scholes Gleichung fiir die Bewertung einer européischen Option

oa?

ou = — Ozgtt) — rrdzu + ru. (4.33)
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Man beachte, dass die Losung nicht vom Drift g abhéngt, sondern nur von der Volatilitdt o
und der Zinsrate 7. In diesem Fall haben wir einen negativen Diffusionskoeffizienten erhalten,
allerdings ist zu beachten, dass wir fiir den Optionswert einen End- und keinen Anfangswert
zur Verfiigung haben. Durch eine Transformation der Zeit zu s = T — ¢ erhalten wir

o2x?

Osu = Tamu) + rxdyu — ru. (4.34)

mit dem Anfangswert u(z,0) = max{x — K,0}.

Auch in diesem Fall benstigen wir Randbedingungen. Zunéchst erscheint klar, dass u(0,t) =
0 gelten sollte, da eine Option auf eine wertlose Aktie ebenfalls keinen Wert haben kann (man
beachte dass dann nach dem Optionsmodell auch dX = 0 gilt). Fiir sehr grosse Werte von
X(t) >> K ist es sehr wahrscheinlich, dass man einen Gewinn bei Ausiibung der Option
erhalten wird, man rechnet also mit u(X,t) ~ X — K fir X — oo bzw. mit dyu(x,t) — 1
fiir x — oo.

4.6 A oder B ? Ein Modell zur Konsenbildung

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir nun noch die Modellierung des A-B Spiels aus der
Vorlesung diskutieren. Wir werden dabei zwei extreme Fille betrachten - eine Gruppe von
Teilnehmern mit sehr schneller Anderung der Meinung sowie eine sehr konservative Gruppe
mit nur sehr langsamer Anpassung der Meinung,.

In jedem Fall modellieren wir das Verhalten der N Teilnehmer zunéchst durch N zeitabhingi-
ge Zufallsvariable X;(t), die jeweils die Entscheidung des i-ten Teilnehmers. Dabei steht
X;(t) = 0 fiir A und X;(t) = 1 fir B. Fiir die Zufallsvariable nehmen wir in jedem Fall
eine Markov-Eigenschaft an, d.h. X;(t + 7) ist nur abhéngig von den Entscheidungen X;(t),
nicht aber von der Geschichte davor. Da die genaue Entscheidung anderer Teilnehmer nicht
bekannt ist, kann man sogar weiter einschrinken und annehmen, dass X;(t+7) nur von X;(¢)
und vom Mittelwert

abhéngen.
Die beiden Extremfille kann man dann in folgender Weise modellieren:

1. Sehr flexible Gruppe: in diesem Fall ist es wegen der hohen Flexibilitéit eigentlich unnotig
die Entscheidung des einzelnen Teilnehmers im letzten Zeitschritt zu beriicksichtigen,
die Entscheidung wird nur vom Mittelwert abhéngen, d.h.

1

P{X;(t+ 1) =1}) = g(m(t) - 5),

mit einer geeigneten Funktion g. Bei dieser Modellierung ist zu beachten, dass die Teil-
nehmer zwar sehr flexibel sind, aber von den anderen Teilnehmern ein eher konservatives

Verhalten (nach dem Mittelwert im letzten Schritt) voraussetzen. Wiirde man anneh-

men, dass sich wirklich alle vollig flexibel verhalten, hitte man eigentlich kein rationelles

Entscheidungskriterium. Sinnlvollerweise sollte g dann monoton steigen und g(0) = %

gelten. Damit ist bei m(t) = 5 keine Préferenz fiir A oder B enthalten.
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2. Sehr konservative Gruppe: in diesem Fall sollte wegen der Konservativitit vor allem
die Entscheidung des einzelnen Teilnehmers im letzten Zeitschritt wichtig sein, und
es erscheint verniinftiger den Mittelwert nur als Kriterium zur Meinungséinderung zu
modellieren, d.h.

P{Xi(t+7) = 1|Xi(t) = 0}) = h(m(t) - 3).

Aus Symmetriegriinden wird man die umgekehrte Wechselwahrscheinlichkeit als

P({Xi(t+7) = 0]Xi(t) = a) = 1 — hom(®) — )

ansetzen. Aus der Markov-Figenschaft erhalten wir dann

P{Xi(t+7)=1}) = P{Xi(t)

IHPHX(t+71)=1X;(t) =1}) +
0 PH{X;(t+7)=1]X;(t) = 0})

PUX(H) =
= PUX(H) = 1)( — hlm(r) — ) +
(1 = PUXi(0) = THh(m(®) — 3)

= PUX:() = 1)(1 ~ 20(m(t) ~ )+ h(m(t) — 3).

Die Schwierigkeit bei beiden Modellen ist, dass die Wahrscheinlichkeit fiir den Wert der
Zufallsvariable vom tatséchlichen Wert zum vorherigen Zeitpunkt (und nicht der Wahrschein-
lichkeit abhéngt). Fiir hinreichend grosses N ldsst sich aber ein Gesetz der grossen Zahl an-
setzen (fiir den Mittelwert N gleicher und im wesentlichen unabhéngiger Zufallsvariable),
d.h.

1 & 1 1
m(t) = Y X(t) =~ N > EB[X;(t)] = N > PUX;(t) =1}).
j=1 j=1 j=1

Damit lésst sich jeweils direkt eine Gleichung fiir den Mittelwert herleiten, in dem man einfach
die Gleichungen fiir die Wahrscheinlichkeit im néchsten Schritt mittelt. Im flexiblen Fall folgt

dann 1
m(t+7) = glm(r)  3),

wahrend man im konservativen Fall
1 1
m(t+7) =m(t)(1 — 2h(m(t) — 5)) + h(m(t) — 5)

erhélt.

Im ersten Fall erhélt man (zumindest) drei stationére Punkte, einen bei %, einen dariiber
und eine darunter. Typischerweise ist (wie man aus linearer Stabilitdtsanalyse fiir passendes
g sieht) % instabil und die anderen beiden stabil. Man sieht wegen der Monotonie von g,
dass fiir einen Anfangswert grosser als % Konvergenz gegen den grosseren stationdren Punkt
eintritt, wihrend man fiir kleineren Anfangswert Konvergenz gegen den kleinsten stationéren
Punkt erhélt. D.h. die (zufillige) erste Entscheidung bestimmt eigentlich schon das Verhalten.
Im konservativen Fall ist m = % der einzige stationdre Punkt, d.h. man erhélt immer ein

unentschlossenes Verhalten fiir lange Zeit.
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Bei einem Mittelwert m ~ 0 oder m ~ 1, wie man sie im flexiblen Fall als stationére
Losungen erhilt, eriibrigt es sich eigentlich die Verteilung der A oder B Stimmen zu ana-
lysieren, da entweder fast alle A oder fast alle B wihlen. Bei einem Mittelwert m = % ist
die Verteilung aber sehr interessant. Deshalb werden wir den konservativen Fall noch etwas
genauer analysieren. Wir betrachten dazu die genaue Verteilung

N

p(n,t) =P{)_Xi(t)=n}), n=01,...,N,
=1

d.h. die Wahrscheinlichkeiten n Entscheidungen fiir B zur Zeit t zu erhalten. Bei einer sehr
konservativen Gruppe mit kleinen Zeitschritten ist es realistisch anzunehmen, dass die Wahr-
scheinlichkeit fr mehr als eine Meinungsénderung pro Zeitschritt sehr klein ist. Damit sind
wir wieder bei den urspriinglichen Annahmen fiir die Herleitung einer Diffusionsgleichung.
Wir reskalieren wieder die Variable zu 2 = & und setzen ¢(z,t) = p(n,t). Dann kénnen wir

durch Taylor-Entwicklung und Vernachléssigung Terme héherer Ordnung die Gleichung

¢ 10 T &
a—z:N%((f——f+)Q)+Ww((f—+f+)Q) (4.35)

herleiten, wobei f_ die Ubergangswahrscheinlichkeit von B nach A und f, jene von A nach
B bezeichnet. Setzen wir wie oben aus Symmetriegriinden f_f, = h(zx — %), so fallt der
Konvektionsterm weg und die resultierende Gleichung besteht nur aus einem Diffusionsteil

(allerdings mit nichtkonstantem Diffusionskoeffizienten h(x — %)) Die Gleichung kann auch

benutzt werden, um eine stationére Verteilung herzuleiten. Dann ist % =0, d.h.

1 d?

0= - ((FF1)ane) + 5 eg ((F o+ F s

Diese Gleichung kann einmal nach z integriert werden und man iiberlegt sich leicht, dass die
Integrationskonstante gleich Null sein muss. Also folgt

0=((f- — f1)q0) + %% ((= =+ f+)40)

bzw. 4 4
dis _ 2NUs=f)+ G +%
da f—+ T °°'

Diese Gleichung lisst sich zu

Goo(x) = cef @)

integrieren, wobei ¢ eine Normierungskonstante (bestimmt aus der Bedingung [ geodz = 1)

daf df_
AN(fr—f- )+~ +

f-+f+

und F' die Stammfunktion von ist.
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