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Losung partieller Differentialgleichungen mit der Methode der Charakteristiken

Partielle Differentialgleichungen 1.Ordnung koénnen mit der Charakteristiken-Methode gelost werden.
Eine Charakteristik ist eine Losung u einer partiellen Differentialgleichung entlang einer Kurve ¢ — x(t)
und kann durch die Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung fiir die Funktion ¢ — z(t) = u(t, 2(t))
bestimmt werden. Betrachtet man eine Anfangswertaufgabe, so wird fiir jeden Punkt der Anfangskurve
eine Charakteristik durch diesen Punkt bestimmt. Fiigen sich diese Charakteristiken zu einer Fléche
zusammen, so wird dies eine Losungsflache der partiellen Differentialgleichung.

1. Charakteristiken-Methode fur die eindimensionale Kontinuitatsgleichung
Wir verwenden die Charakteristiken-Methode zur Losung der Kontinuitatsgleichung

6t,0+3:c(pv) = Oa (t,l‘) € (0700) XRa
p = po, t=0,zeR.

Dazu bestimmen wir die Losung von

Lt =oltsty) s(0.5) =y 1)

fir alle y € R und setzen z(t,y) := p(t, s(t,y)).

(a) Es sei s(t,y) die Losung von (1) und p(¢,z) eine Losung der Kontinuitidtsgleichung. Zeigen
Sie, dass t — z(t,y) folgendes Anfangswertproblem 16st:

d

%Z(tvy) = _8wv(tax)\m:s(t,y)z(tay) ’ Z(O’y) = pO(y) : (2)

(b) Sei nun v(t,z) = x/(t + 1) und po(z) = 1 — tanh(z). Losen Sie die Anfangswertprobleme (1)
und (2).

2. Charakteristiken-Methode fiir die mehrdimensionale Transportgleichung
Gegeben ist die Transportgleichung

Ou+v-Vu = f, (t,:L')G(0,00)XRn, (3)

u = ug, t=0, xeR",

mit bekanntem Geschwindigkeitsfeld v (¢, z) und bekanntem Quellterm f(¢,z). Fir f = 0 entspricht
die Gleichung der Kontinuitatsgleichung im inkompressiblen Fall, d.h. bei V- v = 0.

(a) Es sei s(t,y) die Losung der Gleichung

%S(t’y) =v(t,sty), s0,y)=y

und u(t, x) eine Losung von (3). Zeigen Sie, dass z(t,y) = u(t, s(t,y)) die Charakteristiken-

gleichung
d
az(tv y) - f(t> 5(t7 y))

16st. Ermitteln Sie daraus eine Darstellung der Losung von (3).
(b) Losen Sie (3) fiir

v(t,z) = (1, a3, —x0)7 flt,z) = e~ (tartastat) und up(x) =0.



3. Erhaltung des Massenmittelpunktes

(a)

Gegeben sind der Massenmittelpunkt

X
S =+ ; m;a;(t)
des Teilchenmodells mit N Massenpunkten und
1
pN (1) = N ;miis(l“ —xi(t)) ,
wo § die Delta-Distribution ist. Zeigen Sie, dass gilt
S(t) :/ z p™(z,t) do .

Gegeben ist ein Vektorfeld

U(:E,t) = me(p(x,t))

mit einer monoton wachsenden Funktion f. Die Dichte p 16st die Kontinuitatsgleichung

dp+V-(pv) = 0, (t,x) € (0,00) x R,
P = Po, t=0 y T E R™
mit der Bedingung
plx,t) — 0 fir [lz]| = oo .

Zeigen Sie:
/ xp(amt)dm:/ x po(z) dz | YVt >0,

d.h. also, dass der Massenmittelpunkt tiber die Zeit erhalten bleibt.

Hinweis: Definieren Sie sich eine Funktion F', die durch die Gleichung

F'(p) = pf'(p)

bestimmt wird, und nehmen Sie an, dass es F/(0) = 0 erfiillt.



