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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Mehrskalenprobleme

In der Physik, der Hydrologie, den Ingenieurwissenschaften und auch vielen andern
Forschungsbereichen treffen wir auf so genannte Mehrskalenprobleme. Bei dieser
Art von Problemen sind typischerweise zwei oder mehr ’Skalen’ involviert. Wir
unterscheiden zwischen Makroskala, Mikroskala und dazwischenliegenden Meso-
skalen. Typischerweise beschreibt eine Makroskala eine Groflenordnung, auf der
sich das globale (bzw. gemittelte) Verhalten eine physikalischen Gréfle beobach-
ten ldsst. Auf einer Mikroskala finden dagegen beispielsweise Prozesse statt, die
sehr schnellen Anderungen unterworfen sind und die man ’mikroskopisch genau’
untersuchen muss, um sie zu erfassen. Im Folgenden betrachten wir verschiedene
Beispiele fiir Mehrskalenprobleme.

1.2 Anwendungsbeispiele

Beispiel 1 (Salzwasserintrusion).

Grundwasser ist eine wichtige Trinkwasserquelle. Wird mehr Grundwasser gefordert,
als wie auf natiirlichem Wege nachflieen kann, so dndern sich die Druckverhélt-
nisse im Grundwasserleiter. In kiistennahen Region bedeutet das héufig, dass es
es zu einem Druckausgleich kommt, indem Meerwasser in die Schichten des Erd-
reichs vordringt, die zuvor mit Siiwasser gefiillt waren. Diese Art der Verunrei-
nigung von Grundwasser mit Salzwasser wird als Salzwasserintrusion bezeichnet.
Um nun das genaue Ausmafl der Verunreinigung bestimmen zu koénnen (d.h. die
globale Ausbreitung der Salzwasserkonzentration) miissen kleine (‘mikroskopische’)
Anderungen in den Gesteinsformationen und Erdschichten beriicksichtigt werden.
Teilweise bis hinunter zur Porengrofie eines Bodentyps.
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Beispiel 2 (Schadstofftransport im Grundwasser).

Eine zweites Beispiel, welches dem ersten sehr dhnlich ist, bezieht sich auf die
Ausbreitung und den Abbau von Schadstoffen im Erdreich. Hierbei stellen wir
uns auch wieder vor, dass Grundwasser verunreinigt wurde. Diesmal beispielswei-
se durch landwirtschaftliche Riickstéinde oder industrielle Abwasser. Der Schad-
stoff ist dann h&ufig im Grundwasser gelost und bewegt sich mit dem normalen
Grundwasserflufl mit. Um nun die Ausbreitung verfolgen zu kénnen, miissen er-
neut sehr lokale Effekte, wie Kapillardriicke oder Anderungen der Bodenparameter,
beriicksichtigt werden. Je nach Struktur des Erdreichs lassen sich hier neben einer
Makroskala auch mehrere Mesoskalen unterscheiden.

Beispiel 3 (Faserverstiarkte Verbundmaterialien).

Auch in technischen Prozessen tauchen Mehrskalenprobleme auf. Ein Beispiel
hierfiir sind faserverstirkte Verbundmaterialien. Derartige Werkstoffe bestehen
aus einem Hauptmaterial (der Matrix), welches durch eine Vielzahl feiner Fasern
verstiarkt wird. Dabei dient die Matrix als 'Kleber’, um die Fasern einerseits in der
gewiinschten Form und Dichte zusammen zufiihren und anderseits um Spannungs-
krifte zwischen den Fasern zu iibertragen. Auf diese Art konnen neue Materialien
mit vorgegebenen Stabilitdts- und Elastitzitédtseigenschaften konstruiert und gefer-
tigt werden. In manchen Fillen dient eine solche Konstruktion auch dem Hinter-
grund ein Material leichter zu machen oder aber einfach nur um Produktionskosten
oder den Produktionsaufwand zu senken. Anwendungen finden faserverstéarkte Ver-
bundmaterialien unter anderem in der Entwicklung von Sportartikeln oder auch
in der Luft- und Raumfahrttechnik. Als Beispiel lassen sich glasfaserverstiarkte
Kunststoffe nennen, bei denen im Allgemeinen eine Harz-Basis mit Glasfasern
versetzt wird, um ein hochgradig belastbares Material zu konstruieren, welches
beispielsweise zum Verstidrken von Bootsriimpfen eingesetzt wird. Als Makroskala
hétten wir hier das ’fertige Material’ mit dessen effektiv messbaren Eigenschaften,
wéahrend wir auf der Mikroskala die Matrix und die einzelnen Fasern unterscheiden.

1.3 Motivation fiir neue Lésungsverfahren

Stellen wir uns nun vor, dass wir explizit an der Losung eines Mehrskalenproblems
interessiert wéaren und dass die zugrunde liegenden (Mehrskalen-)Gleichungen be-
reits zur Verfiigung stehen. Dann stellt sich nun die Frage nach geeigneten Losungs-
verfahren. Zunéchst konnte man sich iiberlegen Standard-Verfahren zu verwenden,
wie die Finite Elemente Methode oder Finite Volumen Verfahren. Derartige Me-
thoden setzen aber voraus, dass man das zugrundeliegende Rechengitter so fein
macht, dass die Eigenschaften der Datenfunktionen (z.B. der Diffusionskoeffizi-
ent) genau genug approximiert werden kénnen. Stellen wir uns zum Beispiel ein
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Raumdimension die Gleichung —(a(x)u/(z))" = f(z) vor. Wenn nun zum Beispiel
fiir festes € gilt |a(z) — a(xz + €)] > 0 (also a &ndert sehr schnell seine Eigen-
schaften), dann ist klar, dass die Gittergrofie in jeden Fall unterhalb von € liegen
muss, um sinnvolle Approximationen zu erhalten. Ganz allgemein kénnen wir sa-
gen, dass Standard-Verfahren die Mikrostruktur durch ein sehr feines Rechengitter
auflosen miissen. Das impliziert jedoch ein sehr grofies zu losendes Gleichungssys-
tem und damit einen erheblichen Rechenaufwand. In vielen Anwendungen wird der
Rechenaufwand sogar so grof3, dass er selbst durch die schnellsten Computer der
Welt nicht mehr zu bewéltigen wire. Man kénnte nun annehmen, dass man ein-
fach iiber die Mikro-Eigenschaften mitteln kann, um am Ende nur ein grobskaliges
Problem zu 16sen. Schliellich sind wir in vielen Féllen auch nur am grobskaligen
Verhalten interessiert. Leider fithrt auch dieser Ansatz zu falschen Ergebnissen, wie
wir in den folgenden Kapiteln noch sehen werden. Wir benétigen also alternative
Losungsstrategien zur Behandlung von Mehrskalenproblemen. Als analytische An-
satz prasentieren wir das Werkzeug der Homogenisierung, wahrend wir uns bei den
numerischen Methoden vor allem auf die Heterogene Mehrskalenmethode (HMM)
konzentrieren.

1.4 Das Setting

Im Folgenden verwenden wir den Parameter e als charakteristische Grofle fiir die
feinste Skala im betrachteten Problem. Gehen wir zum Beispiel davon aus, dass die
Datenfunktion sehr schnell periodisch oszillieren, so wére € gerade die Wellenlénge
(d.h. die Lange einer Periode). Haben wir es dagegen mit einer heterogenen, nicht-
periodischen Struktur zu tun, so sollte € als uneindeutige Grofle angesehen werden.
Wenn wir signalisieren wollen, dass eine Funktion oder ein Operator Mikroskalen-
Eigenschaften besitzt, so wird er im Folgenden mit dem Index € versehen. Typi-
scherweise betrachten wir dann Probleme wie:

finde v € X mit Lu® = f. (1.4.1)

Hier beschreibt f € X’ einen rein makroskopischen Quellterm, wihrend L€ einen
Mehrskalen-Operator mit schnellen Oszillationen bezeichnet. Die Losung u€ hat
selbst auch wieder Mehrskalen-Eigenschaften. X ist ein geeigneter Losungsraum
mit Dualraum X’. Bei der Verwendung von e gehen wir immer davon aus, dass €
sehr klein ist, im Vergleich zur Ausdehnung des eigentlichen Rechengebiets 2.

Ziel der Vorlesung ist es nun eine Ubersicht an analytischen und numerischen
Verfahren zu geben, mit deren Hilfe Gleichungen vom Typ (1.4.1) gelost werden
konnen. Wir schranken uns dabei zunéchst auf elliptische Probleme ein und kom-
men danach eventuell noch auf parabolische Probleme zu sprechen.
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Kapitel 2

Homogenisierung fiir elliptische
Mehrskalenprobleme

In diesem Kapitel untersuchen wir elliptische Mehrskalenprobleme aus rein analy-
tischen Gesichtspunkten. Dabei verwenden wir die Technik der Homogenisierung.
Dazu fithren wir zunéchst einfache funktionalanalytische Hilfsmittel in Abschnitt
2.1 ein. Dieser Abschnitt orientiert sich am Skript zur Vorlesung 'Numerik parti-
eller Differentialgleichungen I’; gelesen von Prof. Ohlberger im SS 2011. Im Ab-
schnitt 2.2 untersuchen wir erstmals den analytischen Grenzprozess fiir ¢ — 0 in
einer elliptischen Gleichung der Form (1.4.1). Dies geschieht zunéchst heuristisch
mit Hilfe einer formal asymptotischen Entwicklung. In Abschnitt 2.4, der inhalt-
lich an Allaire [3] und Lukkassen et al. [20] angelehnt ist, wird der heuristische
Ansatz schliefllich rigoros gerechtfertigt. Dazu sind jedoch weitere funktionalana-
lytische Hilfsmittel notig, die in Abschnitt 2.3 eingefiithrt werden. Fiir Beweise zu
den Sétzen in den Abschnitten 2.1 und 2.3, sowie fiir weitere Literatur zum Thema

Lineare Funktionalanalysis verweisen wir auf das Funktionalanalysis-Buch von Alt
[4].

2.1 Funktionalanalytische Hilfsmittel, Teil 1

Wir fithren nun einige grundlegende funktionalanalytische Hilfsmittel ein, die wir
im Verlauf der Vorlesung benttigen werden. Insbesondere wollen wir im Folgenden
schwache Differenzierbarkeit von Funktionen definieren, sowie passende Funktio-
nenrdume vorstellen, die wir als Sobolevraume bezeichnen. Wir werden uns dabei
im Wesentlichen auf die Angabe von Resultaten und Satzen beschranken und ver-
weisen fiir detaillierte Beweise auf [4]. In diesem Abschnitt ist € stets eine offene
Teilmenge des R".
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Definition 2.1.1 ((L?() und C*(Q2))). )
Sei Q2 C R™ eine offene Menge. Dann bezeichnet C*(2) den Raum der unendlich
oft differenzierbaren Funktion mit kompaktem Trdager in 2, d.h.

C®(Q) == {¢p € C=(Q)| {z € Qo(x) £ 0} ist kompakt in Q}.

Firl <p< oo sei

LP(Q) :={f: Q= R| f ist messbar und / |f(z)|P dz < oo},
Q
L>®(Q) :={f : Q= R| f ist messbar und 3C € R mit |f| < C f.i. in Q}.

Lp

loc

() st schlieflich der Raum der lokalen LP-Funktionen:

Lp

loc

Q) :={f: Q= R| fe’(K) VK CQ offen, K kompakt}.

Definition 2.1.2 (Schwache Ableitung).
Sei a = (aq,...,q,) € NI ein Multiindex. Eine Funktion u € L}, () besitzt die

loc

schwache Ableitung v, € L}, (Q), wenn fiir alle Testfunktionen ¢ € C’OO(Q) qgilt

loc

/QUD%: (—1)|al/ﬂva¢.

Wir schreiben dann auch D*u := v, fiir die schwache Ableitung.

Beispiel (Schwache Ableitung von |z|)
Sei 2 = (—1,1) und u(x) = |z[. Dann ist v'(x) = sign(z) die schwache Ableitung
von u. Denn: es gilt fiir beliebige ¢ € C*(Q)

/1 u(x)¢'(v) dr = /0 u(w)szﬁ’(m)dﬁ/Olu(x)gz)'(x)dx

1 -1

_ /0 (—2)/(x) dz + /01 1 (x) de

-1

[ 0@ e~ (00l - [ 16(@)do+ fa0)}

-1 0
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_ /_ ' sign()é(z) dz.

1

Im Gegensatz zu |z| ist sign(x) jedoch nicht schwach differenzierbar.

Definition 2.1.3 (Sobolevraume).
Seien m € Ny, p € [1,00], u € L, () und D*u (schwache partielle Ableitung)

loc
existiert fiir || < m. Dann definieren wir die Sobolevnormen ||u||gm»(q) durch

1/p
[ull e (o) = Z IIDQUII’EP(Q) ,
laj<m
falls 1 < p < oo und fiir p= oo als
|| mooe () = max || D%ul| Lo (q)-

laj<m
Schliefllich definieren wir die Sobolevrdume H™P(SY) durch

H™P(Q) := {u € L,,(Q)| D ezistiert fiir |o| <m, ||ullgms@) < 0o}

loc

Fiir p = 2 schreiben wir auch H™(Q)) := H™*(Q). Auferdem definieren wir die
Sobolev-Halbnormen durch

1/p
|ulmr() = Z ||Dau||7£p(9) )
o=
falls 1 < p < oo und fiir p= oo als
|ul rmooe (@) = max | D% Lo 0.

|a|=m

Beispiel 1: Seien Q := B;;5(0) € R? und u(z) := log|log|z||,z € Q. Dann
gilt: w € HY(Q), aber u € C°(Q). D.h. Funktionen in H' sind in mehreren
Raumdimensionen nicht notwendigerweise stetig.

Beispiel 2: Wir betrachten  := B;(0) C R", u(z) = |z|%, fir s € R und z € Q.
Dann ist u € H"P(2), wenn gilt s > 1 —

SIENG
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Wir haben die Sobolevraume eingefiihrt, weil die klassischen Funktionenrdume
beziiglich den LP-Normen nicht vollstdndig sind. Fiir die Sobolevraume gilt hinge-
gen der fiir uns wichtige Satz:

Satz 2.1.4 (Vollstandigkeit der Sobolevrdume).
Sei 2 C R™ offen. Dann ist H™?(Q2),1 < p < co,m € Ny ein Banachraum. H™(2)
st ein Hilbertraum mat dem Skalarprodukt

(u, V) pm() == Z (D%u, D) 12(0).

|| <m

Sobolevraume sind also insbesondere vollstdndig. Dennoch erben Sie viele Ei-
genschaften von klassischen Funktionenrdumen. Dass dies der Fall ist, liegt an der
folgenden Approximationseigenschaft von stetig differenzierbaren Funktionen.

Satz 2.1.5.

Sei 1 < p < oo und Q CR™ offen. Dann ist C*°(2) N H™P(QY) dicht in H™P(Q),
d.h. H™P(Q)-Funktionen lassen sich durch beliebig oft differenzierbare Funktionen
approximieren.

Bemerkung 2.1.6 (Rechenregeln fiir schwache Ableitungen).

Aufgrund der Tatsache, dass klassisch differenzierbare Funktionen dicht in H™P(£2)
liegen, sieht man leicht ein, dass sich bekannte Rechenregeln fiir klassische Ablei-
tungen, wie etwa die Produktregel oder die Kettenregel auf schwache Ableitungen
tibertragen.

Ferner sei bemerkt, dass sich auch der Gaufische Integralsatz und die daraus re-
sultierenden Formeln zur partiellen Integration direkt auf entsprechend schwach
differenzierbare Funktionen in H™P(Q) ibertragen.

Da wir uns mit unter anderem mit elliptischen Problemen befassen wollen, bei
denen eine homogene Dirichlet-Randbedingung (d.h. Nullrandwerte) vorgeschrie-
ben ist, bleibt zu kléaren in welchem Sinne wir bei Sobolevraumen von Nullrandwer-
ten reden kénnen, da die Funktionen zunéchst nur bis auf Nullmengen definiert sind
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und der Rand eines Gebietes eine Nullmenge darstellt, auf der man LP-Funktionen
beliebig abdndern kann. In der folgenden Definition wird dies geklart.

Definition 2.1.7 (Schwache Nullrandwerte).
Fir 1 < p < oo, Q beschrinkt und m € N definieren wir die Sobolevrdume mit
Nullrandwerten H™P(Q)) durch

Il zzm.p ()

H™P(Q) := C(Q)

Zur Definition von schwachen Nullrandwerten machen wir uns also die Ap-
proximation durch klassisch differenzierbare Funktionen mit Nullrandwerten zu
nutze. Wichtig ist dabei allerdings, dass die Vollstiandigkeit nicht verloren geht.
Dies driickt sich in folgenden Satz aus.

Satz 2.1.8. )
Fir 1 < p < oo und m € N ist H™P(Q) ein abgeschlossener Teilraum wvon
H™P(Q). Insbesondere ist also H™P(Q) ein Banachraum und die Norm || || gm» (o)

iibertrigt sich auf H™P(Q).

Als nichstes definieren wir den Sobolevraum der Funktionen mit Mittelwert
Null durch:

H™0(Q) = {6 € H™7(Q)| / b= 0.

Satz 2.1.9 (Poincarésche Ungleichung).
Sei 0 C R™ ein beschrinktes Gebiet (d.h. offen und zusammenhdingend) und p €
[1,00). Dann gibt es eine Konstante ¢, € R, so dass gilt:

[ollr) < el Vol Yo € HYP(Q) U HY(Q).
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Bemerkung 2.1.10.
Sei Q) C R™ ein beschrdnktes Gebiet, dann besagt die obige Poincarésche Unglei-
chung insbesondere, dass die Halbnorm |- |1y bereits eine echte Norm auf dem

Hilbertraum H'(Q) (bzw. HY(Q)) ist. Insbesondere ist der H'(Q) (bzw. HY(Q))
auch vollstindig bzgl. dieser Norm.

Aus dem Satz von GauB und der Tatsache, dass sich H'P-Funktionen durch
unendlich oft differenzierbare Funktionen approximieren lassen, gilt der folgende
Satz.

Satz 2.1.11 (Greensche Formel).
Sei Q) C R™ offen, beschrdinkt und mit Lipschitz-Rand. Sei 1 < p < oo, q¢ mit
% +: =1 Sei U € [HP(Q)]" und v € HY(Q), dann gilt:

_/QV.U@)U(x) dx:/QU(x)~VU(93) dac—/m (U(z) - v(z)) v(z) do(z),

wobei v die duflere Normale an 2 bezeichnet.

Wir kommen zu den letzten beiden Sédtzen in diesem Abschnitt. Diese bilden
das zentrale Werkzeug, um die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung
der zu betrachtenden elliptischen Probleme zu zeigen.

Satz 2.1.12 (Rieszscher Darstellungssatz).
Sei X ein reeller Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-)x. Dann ist durch

J(@)(y) = (v,y)x firz,ye X

ein isometrischer linearer Isomorphismus J : X — X' definiert.

Folgerung 2.1.13.
Sei X reeller Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-)x und F € X'. Dann gibt es
genau ein rog € X, so dass

F(y) = (z0,y)x VyeX.
Es gilt 1o = J~ ' o F mit J aus Satz 2.1.12.
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Der Rieszsche Darstellungssatz liefert uns ein niitzliches Werkzeug bezogen
auf Skalarprodukte von Hilbertrdumen. Eine Verallgemeinerung davon fiir nicht
notwendigerweise symmetrische Bilinearformen liefert der Satz von Lax-Milgram.

Satz 2.1.14 (Satz von Lax-Milgram).
Sei X ein reeller Hilbertraum und B : X x X — R eine stetige Bilinearform, d.h.
es existiert eine Konstante ¢c; > 0, so dass fiir alle x,y € X gilt

|B(z, y)| < erllzllxlyllx-

Weiter sei B koerziv, d.h. es existiert eine Konstante co > 0, so dass fiir alle
x € X qilt

B(z,2) > coll=[l%-

Dann gibt es zu jedem F € X' genau ein u € X, so dass fir alle ¢ € X gilt

2.2 Formal asymptotische Entwicklung

2.2.1 Das elliptische Mehrskalenproblem

In diesem Abschnitt setzen wir voraus, dass 2 C R"™ ein beschrianktes Gebiet
ist. Alle Betrachtungen werden weitestgehend heuristisch sein. Behandelt wird die
folgende elliptische Gleichung: finde u¢ mit

—V - (AVu)=f in Q, (2.2.1)
u* =0 auf 90.

u® € C?(Q) heifit klassische Losung.

Mogliche Interpretation der Gleichung - Diffusion eines Schadstoffs im Erdreich:
e () beschreibt einen Bodenausschnitt;
e uf(x) beschreibt die Konzentration des Schadstoffs im Punkt x;

e uf(x) =0 fiir x € 0N besagt, dass sich kein Schadstoff am Rand des Gebiets
befindet;
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Abbildung 2.1: Beispiel fiir die Werte von einem schnell oszillierenden A€ in einem
2d-Rechengebiet.

e A€ beschreibt eine sich schnell &ndernde hydraulischen Leitfahigkeit im Re-
chengebiet (Siehe z.B. Abbildung 2.2.1);

e f beschreibt dulere Krifte wie die Gravitation.

Exemplarische formulieren wir nun die zu (2.2.1) gehorige schwache Formulierung
und zeigen unter geeigneten Voraussetzungen die Existenz einer schwachen Losung.

Sei u¢ € C*(Q) eine Losung des Problems. Wir starten mit der Gleichung (2.2.1),
multiplizieren sie mit einer Testfunktion ® € C*°(f), integrieren iiber 2 und
erhalten:

—/V-(Aevw)-V(I):/f@ Vo € C°(Q).
Q Q

Nun verwenden wir die Greensche Formel aus Satz 2.1.11 mit U = A*Vu¢ und
v = ®. Wir erhalten:

/ AVu - Vo — / (AVus - v)d = / fo Vo e C’OO(Q)
Q o9 Q
Da & Nullrandwerte besitzt, verschwindet das Randintegral und wir erhalten
/ AVus - Vo = / f&  Vh e C®(Q). (2.2.2)
) Q

Als Letztes nutzen wir die Definition

H'”Hl(g)

H'(Q) = C=(Q) :
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d.h. die Tatsache dass die unendlich oft differenzierteren Funktionen dicht im
H'(Q) liegen und konnen fiir eine beliebige Funktion ® € H'(Q2) eine Folge
), € C*(Q) finden, die stark in H' gegen ® konvergiert. Also mittels (2.2.2):

/ AVy Vo T / AVuE - Vb, = / Fo, X / 1.
Q Q Q Q
Somit gilt fiir jede Losung u¢ € C?(Q):
/ AV - VO = / f& Vb e HY(Q).
Q Q

Im Folgenden verwenden wir die obige Gleichung als Ausgangsproblem und suchen
die sogenannte schwache Léisung: finde u¢ € H*(£2), so dass

/AEVUE-VcD:/fCI) Vo e H'(Q). (2.2.3)
Q Q

Wir werden gleich sehen, dass dieses Problem (unter geeigneten Annahmen an A€)
immer eine eindeutige Losung in H'() besitzt. Existiert nun zufilligerweise auch
eine klassische Losung u¢ € C?(Q), so ist diese insbesondere auch ein Element von
H 1(©2). Wegen der Eindeutigkeit der Lésung, miissen in diesem Fall klassische und
schwache Losung identisch sein.

Folgerung 2.2.1.
Jede klassische Losung von (2.2.1) ist auch schwache Lisung von (2.2.3).

Es bleibt die Eindeutigkeit und Existenz eine schwachen Lésung zu zeigen.

Satz 2.2.2.
Sei f € L*(Q) und A° € [L=(Q)]™ " global elliptisch, d.h. es ezistiert ein o > 0,
so dass gilt

A(2)E - € > alé)* VE € R™ und fiir fast alle x € (.

Dann ezistiert genau ein u® € H'(Q) mit

/AfVuf-V@:/fcp Vo e H'Y(Q).
Q Q
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Bewets.
Nach Satz 2.1.8 und Bemerkung 2.1.10 ist der H(Q) ein Hilbertraum bzgl. der
Halbnorm | - | z1q).

Wir wollen nun den Satz von Lax-Milgram (Satz 2.1.14) anwenden. Dabei ist

o X = HY(Q),

o (u,v)x = (Vu, Vv)2(q) (Skalarprodukt induziert die | - |1 (q)-Norm),
o F(6) = Jy [0,

o B(u,v) := [, AVu- Vu.

Wir miissen lediglich zeigen, dass B stetig und koerziv ist, dann existiert zu F' € X’
genau ein u¢ € X mit

B(uS,¢) = F(¢9) Vg€ X.

B ist stetig (d.h. |B(u,v)| < ¢1]jullx||v||x), denn mit der Holderungleichung gilt

|B(u,v)| = /AEVu -Vu
0
< Az @ IVull 2@ I Vllzz@) = 1A% Lo @ lular@)lvlm @),
denn ||Vol|r2q) = |[v]gi(q). B ist auch koerziv (B(u,u) > collul%), denn wegen

A(2)E £ > al£]? gilt mit £ = Vu(z)
A(2)Vu(z) - Vu(z) > o Vu(z)]?.

Also:

B(u,u) = /QAEVu -Vu > /Qoz|Vu|2 = oz|u|12ql(9).

Wir kénnen also 'guten Gewissens’ das folgende Mehrskalenproblem betrachten:

finde u¢ € H'(Q) mit / AV - VO = / f& Vb e H'(Q).
Q Q

Fragestellung: Wie verhilt sich diese Gleichung fiir ¢ — 07 Dieser Grenzprozess
wird als Homogenisierungsprozess bezeichnet. Insbesondere interessiert uns:
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1. Existiert ein ug € H'(2), so dass u¢ — ug in einem geeigneten Sinne?

2. Existiert ein elliptisches A° € (L*°(2))™*™, so dass uo € H*(Q) die eindeutige
Losung eines Problems

/ A'Vuy - VO = / [ Vo e HY(Q) (2.2.4)
Q Q

ist?

3. Wie gut approximiert die homogenisierte Losung ug die exakte Losung u€?

Abbildung 2.2: Anschauliche Darstellung eines Homogenisierungsprozesses fiir im-
mer kleiner werdendes e. Im Grenzfall ¢ — 0, stellt sich ein homogenes Material
ein (die schnellen Oszillationen verschwinden vollsténdig).

Sollte es positive Antworten auf all diese Fragen geben und sollte es moglich sein
AY zu bestimmen, so kénnen wir statt des teuren Originalproblems (2.2.3), das
homogenisierte Problem (2.2.4) 16sen, um eine Approximation fiir u¢ zu erhalten.

2.2.2 Homogenisierung im periodischen Setting

Im Folgenden wollen wir uns fiir diese Fragestellungen auf ein periodisches Szeanrio
einschrénken. In diesem Abschnitt bezeichnet €2 C R"™ ein beschréanktes Gebiet
und € > 0 wie gewohnt einen kleinen Parameter. Wir fithren nun die wichtigsten
Definitionen fiir das periodische Setting ein:
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Definition 2.2.3 (Periodische Funktionenrdume).
Bezeichne Y := (0,1)" die n-dimensionale Finheitszelle, dann ist fir 0 < k < oo
der Raum der Y -periodischen glatten Funktionen gegeben durch

Cé“(Y) = {¢ € C*¥(R™)| ¢ ist Y-periodisch}.

Unter Y -periodisch verstehen wir hier ¢(y) = ¢(y + €;) fir alle y € R™ und
1 <i<n ((e); = b;;). Analog zum Raum H*(Q), definieren wir auch den Raum
der schwach-differenzierbaren periodischen Funktionen durch den entsprechenden

Abschluss:
oo ol g2
H{(Y):=Cp(y) ™.

Der Raum der Y -periodischen H'-Funktionen mit Mittelwert Null sei gegeben
durch:

HMY) = {¢ € H(Y) /Y Sy dy = O},

Die periodischen L -Funktionen sind definiert durch:

LEO(Y) ={p € L®(R")| o(y+e;)=o(y) fir fa.y e R" und 1 <i<n}.

Definition 2.2.4 (M («, 5,Q,Y)).
Fine Matrix A : Q XY — R™" ist von der Klasse M(«, 3,€0,Y), genau dann
wenn gilt:

1. Ae C( LE(Y))™;
2. fir alle & € R™ und fir fast alle (x,y) € Q XY gilt

algl* < A(z,y)§ - € < BIEI*.

Wir kénnen nun das periodische, elliptische Mehrskalenproblem angegeben:
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Periodisches Setting. )
Sei f € L*(Q) und A€ M(«, 3,9Q,Y). Gesucht wird u¢ € H'(Q) mit

/A z, =) Vu( ) de = / flx Vb e H(Q). (2.2.5)

Fragen:
1. Existiert ein Grenzwert ug, so dass u¢ — ug in einem geeigneten Sinne?

2. Lasst sich eine DGL angeben, deren Losung gerade wug ist?

Ansatz: Die formal asymptotische Entwicklung.

Sei u¢ Losung von (2.2.5), wobei A(z,y) = A(y).
Annahme: Es existieren Y-periodische Funktionen w;(z,y), i € N, so dass:

x x x , x
u - e = ! i —-). 2.2.
(z) = uo(z, €)+eu1( 6)+6 us (1, 6)—I— Zeu(z,e) (2.2.6)
€N
Diesen Ansatz nennen wir eine asymptotische Entwicklung in e.
Frage: Lassen sich Differentialgleichungen fiir die einzelnen u; aufstellen?
Wir gehen nun in mehreren Schritten vor.

1. Schritt: Finsetzen von (2.2.6) in (2.2.5).

Mit der Notation g := £ erhalten wir zunéchst:

Vu(z) =V (Z e'ui(, %))

1€EN

=3¢ <Vuz )+ Vuz( f))

€N

=(V; + %Vy) >_cuilw,p)

€N

——Vuoxy +Z (Vaui(z,9) + Vyuipr(z,9))
1€N
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e_lvaO(x7 g)
+ 60 (vxu(](xu y) + Vyul(xvg))
+ e (Vour (2, 9) + Vyua(z,9)) + ...

Einsetzen in (2.2.5) ergibt:

2V, - (A Vyuo(z,9))]
+ €V, - A@)Yyuo(r, §) + Yy, - (A@) (Veuo(z, §) + Vyui (2, 9)))]
+ € [V, - (A®) (YVyue(r, §) + Veu (z,7)))

+Ve - (A@W) (Vyui(z, §) + Vauo(z, 9)))]

~f(x) =

+ O(e).

2. Schritt: Koeffizientenvergleich.

e 2-Terme:
(2.2.7)

=V, - (Aly)Vyuo(z, y)) = 0
uo(x,y) ist Y-periodisch.

Wegen der Eindeutigkeit einer Losung fiir jedes  (bis auf eine additive Konstante),

muss ug(z, -) konstant sein. Also ist ug(x,y) unabhénging von y.

¢ 1-Terme:

Wir nutzen V,uo = 0 und erhalten
Y, - (A),u1(2. ) = 5, - (A(y) Vauo(z) (2.25)
uy(x,y) ist Y-periodisch.

Ziel: Driicke u; durch ug aus.
Dazu definieren wir ein Hilfsproblem auf der Einheitszelle Y (Zellproblem):

Sei w;(y) Losung von
(2.2.9)

Vy - (A)Vywily)) = =V, - (A(y)es)
w;(y) ist Y-periodisch.

Lemma 2.2.5.
Das Zellproblem (2.2.9) besitzt eine Schar schwacher Losungen, wobei die Losun-
gen sich alle nur durch eine additive Konstante unterscheiden.
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Dann gilt nach Multiplikation mit 0,,uo(z) und Summe iiber i =1, ..., n:

v, (A@)vy (Z Or, o) wi<y>>) — Y, (A Veuo(2)  (22.10)

28 uo(x) w;i(y) ist Y-periodisch.

Wegen der Eindeutigkeit einer Losung w; bis auf Konstanten (siehe Lemma 2.2.5)
und der Eindeutigkeit (bis auf Konstanten) einer Losung u; von (2.2.8), liefert ein
Vergleich von (2.2.8) und (2.2.10), erhalten wir die Relation:

ur(z,y) = w(z +Zaa:1u0

mit passendem ;(z).

eV-Terme:

Integration iiber die Einheitszelle Y liefert:

/Yldy+/yudy+/ymdy——/Yf(x)dy——f(m).

Dabei ergibt sich fiir die einzelnen Terme:

/ Ldy = / Y, - (A() Y uale, y) + Ay)Veus(z,9)) dy

- /BYA< )9, () + A(y) Vow () - n do(y)
=0,

da uy und uy Y-periodisch sind.



20 KAPITEL 2. HOMOGENISIERUNG

Fiir IT erhalten wir aufgrund der hergeleiteten Struktur fiir u;:

/YIIdy:/YV$ <A <Z@mluo )) dy

:/YVI <Z (O, u0(x) Ay)V, wi(y ))) dy

=V, - (Z O, o () (/ A(y)Vywi(y)) dy) .
i=1 Y
Fiir III gilt direkt:

/Y Mdy =V, - <Z: D, 110() ( /Y A(y)@) dy> |

Insgesamt folgt also:

fl@) =% (Z 0nuao) [ A+ G dy)
=V, - (A°V,uo(7)),

wobei
A= [ A + Ty -
3. Schritt: Homogenisierte Matriz und Grenzproblem.

Wegen der asymptotischen Entwicklung (2.2.6) von u€ und aufgrund der y-Unabhéngig-
keit von ug, erhalten wir (heuristisch):

”’LL _u0||L2(Q —6”2 il Z ||L2(Q <C€—>0

Also uf — ug in L2(Q) und ug € HY(Q) erfiillt die folgende homogenisierte Glei-
chung:

/AOVuO( dx—/f de VO e HY(Q).
Q
Dabeli ist

A% = /Y A(y)(e; + Vyuws(y)) - e
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und w; die (bis auf eine Konstante eindeutige) Losung des j'ten Zellproblems
(2.2.9). Im folgenden Beweis von Lemma 2.2.5 geben wir die schwache Formulie-
rung des Zellproblems an und zeigen Existenz und Eindeutigkeit.

Beweis von Lemma 2.2.5.
Sei w;(y) Losung von

Vy - (A Vywi(y) = =V, - (A(y)es)
w;(y) ist Y-periodisch.

Dann sehen wir sofort: ist w; Losung des Problems, dann auch w; + ¢, wobei ¢ € R.
Wir zeigen daher im Folgenden die Eindeutigkeit einer schwachen Losung mit Mit-
telwert 0. Durch diese zusétzliche Bedingung wird ¢ eindeutig bestimmt, aber an
der homogenisierten Matrix A° dndert das nichts. Als Losungsraum verwenden wir
daher den Sobolevraum H'(Y'), mit der Einschréinkung auf periodische Randwerte
und Mittelwert Null. Also:

oo—HHHl Y
ﬁwpwaw)<%

und
HM(Y) = {¢ € H(Y) /Y #(y) dy = 0}.

Per Definition und nach Bemerkung 2.1.10 ist der lfIﬁI(Y) ein Hilbertraum mit dem
Skalaprodukt (Vu, Vv)2(y). Die schwache Formulierung des Zellproblems (2.2.9)
lautet also: finde w; € ﬁﬁl(Y) mit

/Y A()V,wily) - Y, é(y) dy = — /Y Alg)e: - Vyd(y)dy Vo € BLY).

Der Satz von Lax-Milgram (Satz 2.1.14) mit Lax-Milgram anwenden. Dabei ist
o X =H}Y),
o (u,v)x = (Vu, Vv)r2xq),
o F(¢):=— [, A( ez-Vygb(y)dy,FeX’,
o B(u,¢) = [, A( ) - Vo(y) dy,

liefert nun die Existenz einer eindeutigen Losung w; € lflﬁl(Y) Stetigkeit und
Koerzivitat von B folgen wie iiblich. O
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Bemerkung 2.2.6.
(i) Homogenisierungs-Beispiel: 'Layered Media’.
Set

) — 4 fir y € (0,1) x (0,1)
) {042 fir y e [5,1) x (0,1)

und A°(z) = Id (%), dann ist A° gegeben durch:

AO_ <Oé_1 >;/1 0
- 0 <a>y)’

also das harmonische Mittel in x-Richtung und das arithmetische Muittel in
y-Richtung.

(ii)) Wenn A symmetrisch und uniform positiv definit ist, so ist auch die homo-
genisierte Matriz symmetrisch und positiv definit.

(iii) A° lisst sich auch schreiben als:
A= [ 4w+ Vww) e
— [ AW + B (e + Vi)
da wir durch die schwache Formulierung des Zellproblems erhalten, dass
| Awes + i) - Gywilo) = 0

qgilt.

2.3 Funktionalanalytische Hilfsmittel, Teil 2

Im Folgenden wollen wir weitere funktionalanalytische Hilfsmittel einfiithren, die
wir fiir die sogenannte Theorie der 2-Skalen-Konvergenz bendtigen werden. Wei-
terfithrende Literatur und Beweise zu den nachfolgenden Sétzen sind zum Beispiel
in den Biichern von Alt [4] und Cioranescu und Donato [5] zu finden.
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Zunéchst betrachten wir die Dualrdume von LP-Réaumen und stellen fest, dass
sie fiir 1 < p < oo eine sehr einfache Darstellung besitzen.

Satz 2.3.1 (Dualraum von L?).
Sei Q C R"™ offen, sei 1 < p < oo und q so, dass % o % =1 gilt. Dann ist durch

J(f)(g) = / 0)(0) i i gle LA () e T 50)

ein linearer isometrischer Isomorphismus J : L1(Q2) — LP(QY)" definiert.

Bemerkung 2.3.2.
Sei ) C R™ offen.

(i) L*(Q) ~ L*(Q), d.h. der Raum L*(Q) ist isomorph zu seinem Dualraum.
Denn Satz 2.3.1 besagt (fir p = q = 2), dass fiir jedes F € L*(Q) ein
[ € L*(Q) existiert, so dass gilt

F(®) = /Q f@)d(z)dz VD € LX(Q)

(denn mit [ = JNF) gilt: F(¢) = J(f)(®) = [, [®). Zusitzlich gilt

aufgrund der Isometrie:
1E |20y = | fl|z2(0-

(ii) L' () ~ L>(Q). Dies folgt mit Satz 2.3.1 fiir p =1 und q = oo.
(iii) L>°(Q) ~ LY(Q) ist falsch!

Im Folgenden seien X und Y immer normierte Verkorrdume iiber R.

Definition 2.3.3 (Stetige lineare Operatoren).
Seien (X, || - ||x) und (Y, || - |lv) Verkorrdume. FEin linearer Operator T : X —'Y
heif§t stetig, wenn eine Konstante C' > 0 existiert, so dass gilt:

|Tz|ly < Clz|lx Vze X.
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Wir definieren die Menge aller stetigen, linearen Abbildungen von X nach'Y durch:
L(X,)Y):={T: X = Y| T ist stetig und linear}.
Wir nennen
X' = L(X,R)
den Dualraum von X und
X" = L(X" |R)

den Bidualraum von X.

Notation 2.3.4. Im Folgenden verwenden wir auch die Notation:

<2z >=12(z) fira € X' undx e X.

Definition 2.3.5.
FEin normierter Raum (X, || - ||x) heifst separabel, wenn er eine abzihlbare Dichte
Teilmenge enthdlt (dicht bzgl. || - ||x ).

Beispiele:

(i) R mit der euklidischen Norm ist separabel. Er enthélt Q als abzihlbare
Dichte Teilmenge.

(ii) Der Raum C°(S) ist separabel, wenn S C R™ abgeschlossen und beschriinkt
ist. Dies folgt aus dem Weierstral’schen Approximationssatz, der besagt, dass
auf abgeschlossenen beschrankten Mengen, der Raum der Polynome dicht in
CY liegt (bzgl. der C°-Norm). Da der Raum der Polynome abzihlbar ist,
folgt so die Behauptung.

(iii) Der LP(R™) ist separabel fiir 1 < p < co. Schopfe den R™ durch eine abzihl-
bare Folge von abgeschlossenen, beschréankten Gebieten aus. Auf jedem die-
ser Gebiete konnen wir die Funktion durch eine Folge stetiger Funktionen
approximieren. Diese Folge ldsst sich nach (ii) durch eine abzihlbare Folge
ersetzen.
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(iv) Ist Q offen, so ist der LP(f2) separabel fiir 1 < p < co. Setze die Funktion
durch 0 auf den gesamten R” fort und wende (iii) an.

(v) Ist Q offen, so ist der H™P(2) separabel fiir 1 < p < oo, m > 0. Auch dieser
Fall ldsst sich auf (iv) zuriickfithren. Beweis siche Alt [4].

Definition 2.3.6 (Reflexiver Raum).
Sei (X, || |lx) ein normierter Raum. Wir definieren den (kanonischen) isometri-
schen Operator Jx € L(X,X") durch

< Jx(x), 2 >=<a' 2 >.

Wir nennen den Raum X reflexiv, wenn die Abbildung Jx surjektiv ist.

Bemerkung 2.3.7.
Da Jx eine Isometrie ist gilt

1x (@) [ xr = ]l x

Also Jx(z) = 0 & x = 0. Also ist J, immer injektiv. Kommt Surjektivitat hin-
zu, wird Jx zu einem isometrischen Isomorphismus. Reflexive Rdume sind also
isomorph zu ihrem Bidualraum (die Umkehrung gilt i.A. nicht!).

Bemerkung 2.3.8.
Aus dem Riesz’schen Darstellungssatz folgt, dass jeder Hilbertraum reflexiv ist.

Beweis.
Sei X ein Hilbertraum, dann ist wegen dem Riesz’schen Darstellungssatz auch X’
ein Hilbertraum mit Skalarprodukt:

(xla y/)X/ = (Jfl(:L‘/), J71<y/))X7
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wobei J den isometrischen Isomorphismus aus dem Riesz’schen Darstellungssatz
bezeichnet.

Sei nun F € X" beliebig vorgegeben. Wir suchen ein Urbild aus X unter Jx.
Zunichst existiert zu F' € X” mit Hilfe von Riesz ein eindeutiges f € X' mit

F(') = (2, fix Va'e X'
Wir erhalten nun mittels der Definition von Jx und der Definition von (-, -)x:
F(') = (2, f)xr = (7' @), T (f)x

= J(J7H @) (TTHS) =2 (JTH) =<2, TH(f) >
=< Jx (J7Uf)), 2" > V' e X'

Also F = Jx (J7(f)). Wir haben also das eindeutige Urbild J~!(f) von F € X"
gefunden. Also ist

X" = Jx(X).

Bemerkung 2.3.9.
Ist Q offen und m € N, so ist der Raum H™?(Q) fiir 1 < p < oo reflexiv. (Beachte
im LP-Fall die Verbindung zu Satz 2.3.1.)

Definition 2.3.10 (Schwache Konvergenz).
Sei X wollstindiger Vektorraum und X' der zugehdorige Dualraum.

(1) Eine Folge (xg)ken in X heifst schwach konvergent gegen x € X fir k — oo
(wir schreiben x;, — x) wenn gilt

' (zg) = 2'(x)  fir alle ' € X'.
(2) Eine Folge () )ken tn X' heifft schwach-x konvergent gegen z' € X' fir
k — oo (wir schreiben x, — x') wenn gilt

zy(z) = ' (x)  fir alle x € X.
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Folgerung 2.3.11.
Sei Q2 offen. Eine Folge (¢pr)ren C L*(Q) konvergiert schwach in L*(2) gegen ein
¢ € L*(Q), so bedeutet das:

/ bu(2) f () dz "= / o(x)f(x)de Vf € LX(Q).
Q Q

Bewes.
Per Definition von schwache Konvergenz muss gelten:

< F ¢, >=F<F¢> VFeLQ).

Nach Bemerkung 2.3.2 existiert aber zu jedem F € L?(Q) ein f € L*(Q), so dass

< F,dy >= /Qfask

gilt. Da auch die Umkehrung gilt, folgt so die Behauptung. O]

Beschréankte Folgen im Dualraum eines separablen Raumes besitzen schwach-x*-
konvergente Teilfolgen:

Satz 2.3.12. )

Sei X ein separabler Raum. Dann ist die abgeschlossene Finheitskugel B =
Bl(O)”.HX/ C X" in X' schwach-x folgenkompakt (d.h. jede Folge in B, besitzt eine
schwach-x konvergente Teilfolge mit Grenzwert in B).

Beschriankte Folgen in reflexiven Rdumen besitzen schwach-konvergente Teilfolgen:

Satz 2.3.13.

In jedem reflexiven Raum X ist die abgeschlossene Einheitskugel B = T(O)H'”X -
X schwach folgenkompakt (d.h. jede Folge in B, besitzt eine schwach konvergente
Teilfolge mit Grenzwert in B).



28 KAPITEL 2. HOMOGENISIERUNG

Beispiel:

Wir betrachten die Folge f¢(z) := sin(¥) auf I := (0,1) C R. Dann gilt
fe—0 in L*(I),

aber die Folge konvergiert nicht stark in L*(I), d.h.
fe-»0 in L*(I).

Beweis:

Es gilt

N =

1M 2y = (/O sim(%)2 dx)2 < (/0 1d:r;> =1.

Also f© € Bl(O)H'”LQ. Nach Satz 2.3.13 existiert somit eine Teilfolge ¢ und ein
fo € L*(Q) mit

<= fo in L*().

Also fiir alle ¢ € C(I) ¢ L*(I):

/01f€¢—>/01fo¢-

Andererseits mit partieller Integration:

/01 fo

— ‘[—e cos(%)qb](l) + /Olecos(g)ﬁb'

1
/0 ecos(%)gzﬁ'

1
< el 0= [ 06
0

Somit gilt:

/Olfocb:/olocﬁ Ve € (1)
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und nach dem Hauptsatz der Variationsrechnung ist also fy = 0. Da man dieses
Resultat fiir jede beliebige Teilfolge erhélt, konnen wir die anfianglich Folge durch
gesamte Folge ersetzen und bekommen:

fe—0 in L*(I).
Andererseits: angenommen es gilt
1f¢ = Ol 2ty = lf = Oll 21y — 0.

Dann wiirde eine Teilfolge existieren, die punktweise fast iiberall gegen Null konver-
giert. Das geht jedoch nicht, da f€ bei gleich-grof3 bleibender Amplitude oszilliert.
Das ist ein Widerspruch zur starken Konvergenz. []

Bemerkung 2.3.14.
Seir X wollstindiger Vektorraum. Es gilt

e Der schwache Grenzwert einer Folge ist eindeutig, denn wenn x'(z1) = z'(x2)
fir alle ' € X' gilt, muss x1 = xo gelten (wihle beliebiges injektives x').

o Aus starker Konvergenz folgt schwache Konvergenz, d.h. 'ty — x = x, — x’.
e Schwach und schwach-+ konvergente Folgen sind beschrinkt.

o Konvergiert eine Folge x). stark in X' gegen ein &’ und konvergiert x), schwach
in X gegen ein x, so konvergiert xi(xy) gegen x'(x).

o Konvergiert eine Folge xy, stark in X gegen ein x und konvergiert x) schwach-
x in X' gegen ein x', so konvergiert x)(xy) gegen x'(x).

Folgerung 2.3.15.
Sei Q offen und (ug)ren eine Folge in H'(Q) mit ||ug| g < C fir alle k € N,
dann existiert eine Teilfolge (up )wen und ein u € HY(Q), so dass gilt

up —u in HY(Q).
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Bewezs.
Der H'(Q2) ist ein Hilbertraum und die Folge (&)ren liegt in B o= Bl(O)MHlm).
Also existiert ein u € B mit
U =~ 1
— = H(9).
o ¢ in (Q)

Also u = Cu. O]

Satz 2.3.16 (Rellich’scher Einbettungssatz).

Sei Q) C R™ offen, beschrdinkt und mit Lipschitz-Rand. Sei weiter 1 < p < oo und
m > 1. Ist (ug)ren €ine beschrinkte Folge in H™P(Q)) und sei w € H™P() mit
up — w in H™P(Q), so gilt:

up —uin H™'P(Q).

Bemerkung 2.3.17. )
Ersetzen wir in Satz 2.3.16 H™P(Q) und H™Y(Q) durch die Riume H™P(S2)
und H™1?(Q), so kénnen wir auf den Lipschitzrand als Annahme verzichten.

Folgerung 2.3.18. .
Sei Q C R™ offen und beschrinkt und (up)ren eine beschrdnkte Folge in H' ().
Dann existiert eine Teilfolge (up)pen und ein u € HY(Q), so dass gilt:

wey —u in H'(Q) und wy —u in L*(Q).

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung fiir das Sinus-Beispiel von oben:

Satz 2.3.19.
Sei Y = (0,1)", a € L(Y) (siehe Definition 2.2.3) und

ac(r) = a(-),

T
€
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dann gilt
ae — / a(y)dy schwach-x* in L>(R™).
Y

Beachte: wir identifizieren hier den L°°(R™) mit dem Raum LY(R™), um wvon
schwach-x Konvergenz sprechen zu kénnen.

Satz 2.3.20.
Sei (a,b) C R ein beschrinktes Intervall, Y = (0,1), € L*(a,b), A €
M(a, 5, (a,b),Y) (siehe Definition 2.2.4), 0 < a < 3, A(x,y) = A(y) und

Dann gilt, dass die Losung u® € ﬁl(a, b) von

/ A(2) () ()P () dar = / F@)®(z)ds V& € H(a,b)

schwach in H(a,b) gegen ein uy € H'(a,b) konvergiert, welches die eindeutige
Lésung des homogenisierten Problems ist:

[ ([ 40 dy)lu:)(x)@’(x) w= [ jwewa o i,

Beweis.
Sei ), die Konstante aus der Poincaré-Ungleichung. Zunéchst gilt sofort die fol-
gende Abschéitzung:

C

U | i1 (ap) < EprHLQ(a,b)-

Da | - |g1(ap) eine Norm auf dem Hilbertraum H*(a, b) ist, erhalten wir mit Hilfe
von Folgerung 2.3.15 die Existenz einer Teilfolge von u¢ (zur Einfachheit immer
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noch mit u¢ bezeichnet) und ein vy € H Y(a,b), so dass gilt:
u¢ —uy in L*(a,b),
(uf) — (up) in L*(a,b).
Definiere
&= A,

dann gilt:

€ € € € /8
1€ L2 a5y = Nla(u) 2@y < BI(u) 20y < Cpa||f||L2(a,b)'

Also erhalten wir auch wieder mit Hilfe von Satz 2.3.13 die Existenz eines &, €
L*(a,b), so dass:

£~ & in L*(a,b).

D.h. insbesondere:

/ab f(2)®(z)dx = /ab A4(2) (w) (2)® () dc
= /ab £(z)d' (x) de — /abfo(x)q)/(x) dz.

Also

b b .
/ f(2)®(x)dx = / Co(x)®'(x)dx VP € C*(a,b).

Per Definition erhalten wir somit, dass &, schwach ableitbar ist, mit schwacher
Ableitung &) = —f. Mit dem selben Argument ist auch £° schwach ableitbar mit
schwacher Ableitung —f. Also:

] . 5
1€ 2apy + 1(6) I 2@ap) < (Cpa + 1) [ fllz2(a)-

Somit ist £ in H'(a, b) beschrinkt und konvergiert in H'(a,b) gegen &. Der Satz
von Rellich liefert uns nun, dass £¢ sogar stark in L?(a,b) gegen & konvergieren
muss. Als néchstes stellen wir eine Relation zwischen &, und ug her.

Per Definition gilt (u€)’ = —=£°. Das ist wohldefiniert, da A° > 0. AuBerdem
gilt:
1

< —<
=4 =

< 00.

LIlr

™| =
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Also ist - € L (Y) und damit Satz 2.3.19 anwendbar. Wir erhalten:

1 / 1
— = —— dy schwach- x in L>(a,b).
A€ y A(y) @t

Dank Bemerkung 2.3.14 kénnen wir also im Produkt der stark konvergenten Fol-

ge £ und der schwach-* konvergenten Folge % zum Grenzwert iibergehen und
erhalten

by b 1
Ef (I)—>/a /}/Mdygoq) Y L2<Q)

Beachte: wir nutzen hier eigentlich, dass (£°®) € L'(a, b) stark in L*(a, b) konver-
giert. Also:

() = & = / Sdu in € LA9)

Da aber (u)" auch schwach gegen ug konvergiert, folgt aus der Eindeutigkeit des
schwachen Grenzwerts die Relation

P

Insgesamt gilt also fiir alle ® € H L(Q):
b b
/ f(2)®(x)dx = / A (z)(u) ()P (z) do

:/abge(x)cp' ) da
%/abgo(@q)' ) da
_ /ab (/Y ﬁdy)_lug(x)cp/(x) o

Als letzte Vorbereitung zum Zugang der 2-Skalen-Konvergenz, fithren wir noch die
sogenannten Bochner-Raume ein:
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Definition 2.3.21 (Bochner-Raume).
Sei 1 < p < oo, Q CR"™ beschrinkt und offen und (X, || - ||x) ein Banach-Raum.
Dann definieren wir den Bochner-Raum LP(Q, X) durch

LP(, X) :={¢: Q — X| ¢ ist messbar und ||¢(z)||x € LP(2)}.

Dabei definiert fir 1 < p < oo

16llzrez) = ( / ||¢<:c>||§()p

eine Norm auf LP(Q, X), wodurch dieser zu einem Banachraum wird. Fir den
Spezialfall X = H™(Y'), definieren wir:

1
2
19|20, 5m(v)) = (/Q@(JJ;')@MY) dI) und

1
[ liamry = ( [ 196 ey o)
Desweiteren verwenden wir die folgende Notation fir f € LP(Q, X):

flz,y) = (f(2))(y).

Bemerkung 2.3.22.
Ser X ewn Banachraum und € offen und beschrdnkt, dann gilt:

1. Ist X reflexiv und 1 < p < 00, so ist auch LP(Q2, X) reflexiv.
2. Ist X separabel und 1 < p < 00,50 ist auch LP(S, X) separabel.
3. Sei Y = (0,1)", dann liegt L*(Q, C{(Y)) dicht in L*(Q x Y).

Fiir einen Beweis der Bemerkung siehe z.B. [5], Proposition 3.55 und Proposition
3.61.
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Definition 2.3.23. )
Fiir Y = (0,1)" ist der Raum C*(Q2,C{°(Y)) gegeben durch

C> (1, C(Y)) i={¢: Q xR" = R| ¢ ist messbar,
¢(z,-) € C°(Y) Vo € Q und
€ Qs ¢(z,) € CF(Y) ist unendlich oft Fréchet

differenzierbar mit kompaktem Trager in }.

2.4 2-Skalen-Konvergenz

Der nachfolgende Abschnitt zur Zwei-Skalen-Konvergenz beruht inhaltlich im We-
sentlichen auf den Arbeiten von Allaire [3] und Lukkassen et al. [20]. Im Folgenden
gehen wir davon aus, dass {2 C R" stets offen und beschrankt ist.

2.4.1 Homogenisierung mittels 2-Skalen-Konvergenz

Definition 2.4.1 (2-Skalen-Konvergenz).
Eine Folge u¢ € L*(Q) heift 2-Skalen-konvergent gegen ein ug € L*(Q x Y), wenn
fir alle g € L*(Q,CY(Y)) gilt:

e—0

lim Que(x)¢(x,§)d:v: /Q /Y wo(z, y)o(z,y) dy da.

Bemerkung 2.4.2.
Der 2-Skalen-Grenzwert ist eindeutig.
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Beweis.
Angenommen wir hitten zwei Grenzwerte ug und vy. Dann gilt:

8

e—0

lir% u(x) - dx—//voxy (z,y) dy dz,
e— €

fiir alle ¢ € L*(Q,C{(Y)). Also

lim [ u(zx) - dx—//uoxy o(z,y) dy dz,

&m

/Q/Y(“O(xv y) — vo(z,y))9(z,y) dy dz = 0.

Nach dem Fundamentalsatz der Variationsrechnung gilt also ug — vy = 0 fast
iberall. ]

Beispiel 2.4.3. Beispiele fiir 2-Skalen-Grenzwerte:
(i) Seia € C°(QxY), a(z, ) Y-periodisch und a“(x) := a(x,%). Dann gilt

25k
at ="a wund

a 4/ y)dy in L*(S2).

(11) Gilt u® — ug stark in LQ(Q)7 so gilt auch u¢ 25k. uo.

(111) Hat u® eine asymptotische Entwicklung der Form
= . x
= Z eu;(x, —
=0

mit Y -periodischen Funktionen u; € C°(Q2 xY), so gilt u° 25 Ug.

Es ergeben sich zwei Fragen:

1. Unter welchen Voraussetzungen ist eine Folge 2-Skalen-konvergent?

2. Wie stark ist der 2-Skalen Grenzwert? Impliziert er allgemein schwache Kon-
vergenz oder sogar starke Konvergenz?
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Die erste Frage wird durch den folgenden Satz beantwortet:

Satz 2.4.4 (2-Skalen Kompaktheit).
Sei (u)eso eine beschrinkte Folge in L?(Q), dann existiert eine Teilfolge und ein
ug € L*(Q x Y), so dass diese Teilfolge 2-Skalen-konvergent gegen uyq ist.

Das folgende Lemma garantiert uns insbesondere, dass die 2-Skalen-Konvergenz
wohldefiniert ist, denn es besagt, dass ¢(-, ) messbar ist, wenn ¢ aus L*(€2, C’Q(Y))
stammt. Diese Aussage ist nicht trivial.

Lemma 2.4.5.
Sei ¢ € L*(9, CE(Y)), dann ist ¢(-, =) messbar fiir alle € > 0 und es gilt:

(1) lo( Dllzz@) < 19ll2@.cpv)
(ii) 12%”?25('7 Iz = 19l z2@xyy-

Da der Beweis dieses Lemmas etwas komplexer ist, verschieben wir ihn auf Ab-
schnitt 2.4.2 und kommen dort darauf zuriick.

Definition 2.4.6 (Zuldssige Testfunktion).
Eine messbare Funktion ¢(x,y), Y -periodisch, die (ii) erfillt, heifit zuldssige Test-
funktion. Das gilt z.B. fiir ¢ € C°(Q, C)(Y)).

Beweis von Satz 2.4.4.
Sei B := L*(, C{(Y)), ¢ € B beliebig und (u)e>o C L*(2) eine Folge mit

||Ue||L2(Q) S O

Dann gilt mit Lemma 2.4.5:

[oote Dt E ([ o) ([ o D)

< C|j¢lls-
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Definieren wir also die Linearform F: B — R durch
T
Fi(9) = [ w(@)ole %) da
Q €
so gilt |F<(¢)| < C||¢||p (d.h. F€ ist stetig). Fiir festes € ist F*° also linear und

stetig auf B und damit F'© € B’. Die Folge (F*¢)c~0 ist uniform beschrinkt in B’,
denn

FE
||FE||B’ — Sup | (¢)| S O
seBoz0 ||9lB

Da der Raum C{(Y) separabel ist, ist nach Bemerkung 2.3.22 (ii) auch B =
L*(Q, C)(Y')) separabel. Nach Satz 2.3.12 existiert also eine schwach-+ konvergente

Teilfolge F¢ mit Grenzwert Fy € B’, d.h.:
F* % Fy in B’
Mit Hilfe von Lemma 2.4.5 erhalten wir somit fiir alle ¢ € B:
|Fo()| + |F(8)] < |Ju|| z2qey - 16, g)HLQ(Q)
< Cllgl, Hlzz@) = Cllollra@xy)-

Nach Bemerkung 2.3.22 liegt nun B dicht in L*(Q x Y). Wir wihlen nun fiir
b e L2(QxY) eine Folge (¢ )ren C B, die stark in L?(Q xY') gegen ® konvergiert.
Wir definieren

k—o0
und erhalten
|Fo (@) < [Fo(d)| < Cligrll2@xyy = Cll®llz2@xy)-

F, lasst sich also zu einem stetigen, linearen Funktional Fy auf L2(2xY’) fortsetzen.
Demnach gilt mittels Satz 2.3.1

Foe HQxY) ~L*(QxY)
und Fy besitzt einen eindeutigen Reprisentanten ug € L*(Q x V) mit:
Fo(®) = / / uo(x,y)®(z,y)dyde YO € L*(QxY).
oJy

Also fiir beliebiges ¢ € B:

/Q w’ (2)(r, 5)do = F¥(8) - Fo(g) = / /Y wo(z,y)®(z, ) dy d.
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Die zweite Frage nach der Stérke des 2-Skalen-Grenzwerts beantwortet der folgende
Satz:

Satz 2.4.7 (2-Skalen-Konvergenz liefert Schwache Konvergenz).
Sei (u)es0 C L*(Q) eine Folge mat

¢ 25k

ut = ug, ug € L2 xY).
Dann konvergiert u¢ schwach in L*(Q) gegen u := [, uo(-,y) dy und es gilt

lim inf [[u]] p2(0) > [uollz2@xv) 2 [lullz2(@).

Bemerkung 2.4.8.
Der 2-Skalen-Grenzwert enthdlt zusdtzlich zum schwachen Grenzwert Informatio-
nen tber die Oszillationen, die in 'Resonanz’ mit der Testfunktion sind.

Die Implikation ’aus starker Konvergenz folgt 2-Skalen-Konvergenz’ wurde be-
reits in Beispiel2.4.3 erwahnt. Satz 2.4.7 liefert nun gerade, dass 2-Skalen-Konvergenz
wiederum schwache Konvergenz impliziert. Teil zwei von Satz 2.4.7 ldsst sich wie
folgt interpretieren. Der Zwei-Skalen Grenzwert enthélt mehr Informationen iiber
die Ostzillationen der Folge u, als der Schwache Grenzwert, jedoch im Allgemeinen
nicht so viele Informationen wie die Folge u, selbst.

Beweis von Satz 2.4.7. ) 3 }
1. Sei ¢ € L*(Q2), dann gilt fiir ¢(z,y) := ¢(x) auch ¢ € L*(Q,CP(Y)). ¢ (bzw. ¢)

ist also zuléssige Testfunktion in der Def. der 2-Skalen Konvergenz. Sei u° 25t Up,
dann erhalten wir:

/Q w(z)b(z) dx = / ue(:zc)gz;(x,%)cw

Q
— / uo (7, y) (v, y) dy dv
QJY

- [ [ e vpayas= [ ( [ wie) dy) b(x) do
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Also u€ — u in L*(9).

2. Sei nun ¢ € L*(Q, CY(Y)), so gilt:
0< / |u(z) — o(x, —)|2d:v

- [ @) do+ / oo D do =2 [ w(@)ola, 5 da

Also mit Hilfe der Definition von 2-Skalen-Konvergenz und Lemma 2.4.5:

1iminf/|u |2dx>11m1nf( /u( Yo (x, — dm—/|gbm = |2dx)
e—0 e—0
—2//quy ¢(x,y) drdy — //cbary dx dy.

Wiihlen wir nun eine glatte Folge ¥,,(x,y), so dass ¥,, stark in in L?*(2 x Y) gegen
uy konvergiert (das geht nach Bemerkung 2.3.22), so folgt fiir n — oo:

hm 1nf/ lu(z)[* dx > lim 2//u0(x,y)\lfn(x,y)d:cdy—//\Ifn(:c,y)dedy
Z//(UO(x,y))QdIdy'
QJy

Die zweite Ungleichung folgt direkt mit Cauchy-Schwarz. O

Folgerung 2.4.9.
Sei (u)eso C L*(Q) eine 2-Skalen-konvergente Folge, dann ist u¢ in L*(Q) be-
schrinkt.

Beweis.

Ist (u)eso C L*(Q) eine 2-Skalen-konvergente Folge, dann ist sie nach Satz
2.4.7 auch schwach konvergent in L?*(€2). Nach Bemerkung 2.3.14 sind schwach-
konvergente Folgen beschrénkt. Also ist |u||r2(q) beschrankt, unabhéngig von
€. O
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Wir kommen nun zur starken 2-Skalen-Konvergenz:

Satz 2.4.10 (Starke 2-Skalen-Konvergenz).
Sei (u€) =0 C L*(Q) eine Folge mit 2-Skalen-Limes ug € L*(Q x Y') und es gelte:

lg%”“eHL?(ﬂ) = ||u0||L2(Q><Y)
(d.h. anschaulich enthdlt uy alle Oszillationen der Folge u. ).

Dann gilt fiir jede Folge v. in L*(Y), die im Zwei-Skalen Sinne gegen ein
20 € L?(Q x Y) konvergiert und fiir alle ¢ € C=(Q):

lim [ wuc(z)ve(z)p(x) dx:/ﬂ/yuo(m,y)zo(m,y)gzﬁ(x) dy dz.

e—0 Q

Wenn zusdtlich ug € L*(Q, C{(Y')), so erhalten wir:

11_1)15“%() — up(-, E)”LQ(Q) =0. (2.4.1)

Vergleichen wir die Aussage des Satzes beispielsweise mit dem folgenden Resultat,
so konnen wir anschaulich von einer ’'starken 2-Skalen-Konvergenz’ sprechen:

Bemerkung 2.4.11.

Wenn eine Folge u. in L*(Q)) schwach gegen ein u konvergiert und wenn
hn(l)H'U,EHLQ(Q) = ||ul| 2, dann gilt bereits:
e—

h_I)I(l) Hu - UHL2(Q) =0.

Bemerkung 2.4.12.
o Ist ¢ zuldssige Testfunktion, so ist fir ¢(x,%) die Bedingung aus Satz 2.4.10
erfillt.

o Wir nennen eine Folge stark 2-Skalen-konvergent wenn die erste Aussage
aus Satz 2.4.10 gilt.
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o (2.4.1) sagt aus, dass wir schreiben diirfen
x
u'(z) = uole, 2) + B (2)

mit R — 0 stark in L*(2).

Beweis von Satz 2.4.10.
u (ii): Sei ug € L*(Q,C{(Y)). Wihle ¢ = uy, so folgt

i / () — el )Pt / / lofn) — el Pty = @
Q € QJy

e—0

u (i): Wahle Folge (¢n)nen C L*(Q,CP(Y)), die stark in L*(Q x V) gegen ug
konvergiert. Sei ® € C°°(Q). Dann ist ()b, (z, Z) zuldssige Testfunktion, um fiir
v¢ zum 2-Skalen-Grenzwert iiberzugehen. Wir erhalten:

Pi%/ &) (2)o () dw—// ) (2, y)vo (@, ) dy dz
_ iim <u / (2, 1)v0(, 1) dy) dz

= 113(1) (u — ¢n(z, —) (:L‘)) dx
= 15% (u )) v(z) dz

IN

chucm g (| ¢n<-,—>\1L2<m\|vﬁ|rp<m)

< Clim|lu = gu(-, )22

Im letzten Schritt haben wir Folgerung 2.4.9 genutzt. Es ergibt sich:

lim | ®(z)u(x)v(z)dr — lim // x)on(z, y)vo(z, y) dy dx

e—0 Q n—00

< (C lim 11m||u — ¢nl, - )||L2(Q)

n—o0 €—

= C lim [lug = ¢nllz2(xv) = 0.
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Also

lim @(x)ue(:c)ve(:v) dx

e—0

= lim // 2)én(, y)vo(z, y) dy da

n—00

— // x)uo(z, y)vo(z,y) dy de.

Bemerkung 2.4.13.
Jede Funktion vy € L*(2 x Y') kann als 2-Skalen-Grenzwert angenommen werden.

Beweis siehe Allaire [3].

Satz 2.4.14 (Kompaktheit in H'(2)).
Sei (u)eso eine beschrinkte Folge in H'(Y). Dann existiert eine Teilfolge (u)er>0,
ein ug € H'(Q) und ein uy € L*(Q, H{ (Y)) mit

(i) u¢ — ug in HY(R),

(ii) Vu = Viug + Vyus.

Bewezs. )
Sei ¥ € C=(Q,C°(Y)) C L*(, C2(Y)).

Schritt 1: Wir nutzen einerseits die Beschrinktheit von u¢ in H'(2), die uns
die Existenz eines ug € H'(2) liefert, so dass bis auf Teilfolgen gilt: u¢ — wug in
H'(Q) (insbesondere damit auch in L?). Andererseits nutzen wir die Kompaktheit
in L*(Q) und erhalten mit Satz 2.4.4 die Existenz von vy € L*(Q X Y) und & €
[L*(Q2 x Y)]", so dass bis auf eine Teilfolge gilt:

u A vo und Vue 2 Bl &o-
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Schritt 2:

—e/ﬂvw(x) U(z, L

E)dacze/gue(x)vx -\I/(a:,é)dx—i—/gue(ac)vy (e, ) dr.

Nun gilt

da Vu

Also mit V(z,y)

£ g,

beziehungsweise
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/Vu a:—)dw—)O

e/ u(z)V, - U(x, z) dx — 0,
Q €

= vo und da V, - ¥ zuléssige Testfunktion ist, und

/Que(zr:)vy - (x, %) dx — /Q/Yvo(a;,y)vy -U(x,y)dydx.

= ®(x)p(y), P € C=(Q), ¢ € [C°(Y)]™ erhalten wir

/ / vo(@, 9V, - W, y) dy da = 0,
QJY

/Yvo(x,y)vy -P(y)dy =0 fii. in Q.

Also V,vp(z,y) = 0 f.ii. in Q x Y (dazu wihlen wir ¢ mit kompaktem Support
in Y und verwenden den Satz Von Gauﬁ) Also ist vo(z,y) unabhéingig von y.
Auf der einen Seite ist vg = [, vo(+,y) schwacher L? Grenzwert von u¢, auf der
anderen Seite ist dieser aber auch durch up gegeben. Wegen der Elndeutlgkelt des
Grenzwerts gilt, dass u¢ sowohl schwach in H', als auch im 2-Skalen-Sinne gegen
uo konvergiert.
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Schritt 3: Gelte nun V,, - ¥(x,y) = 0, so gilt durch partielle Integration:

//fo(w,y)\ll(:r,y) dyd:zzlim/Vue(x)\I/(:v,E) dx
QJy =0 Jq €

= —lim [ u(x) (Vx - U(z, f) + lvy - (x, f)) dx
. e’ € €

e—0

=—lim [ u(2)V, - ¥Y(z, E)dm

e—0

// (z,9)V, - U(z,y) dy dz
//Vuo U(z,y)dydx.

Es gilt also fiir jede Testfunktion ¥ € [C>°(Y, Ceo(Y)]" mit V, - ¥(z,y) = 0, dass
gilt:

[ ] (@) = el 9o dy e =

Die Helmholtz-Zerlegung besagt nun, dass das Orthogonale Komplement der diver-
genzfreien Funktionen gerade die Gradienten sind. Also ist &y(x,y) — Vi ug(x) der
Gradient (in y-Richtung) einer Funktion u; € L*(Q, H} (Y)). u1(z, -) ist eindeutig
bis auf eine additive Konstante. Wir wéhlen der Repréasentanten mit Mittelwert O
(dh. uy € L*(Q, H}(Y))). Wir haben also insgesamt:

Vyui(z,y) = &o(z,y) — Vouo(z) bzw. &(x,y) = Veue + Vyui(z,y).

Das beweist den Satz. OJ

Definition 2.4.15.
Wir definieren die elliptische 2-Skalen-Bilinearform

B: [ﬁl(g) x L?(Q,H;(Y))} X [ﬁ_ﬂ(ﬂ) x LA(Q, HA(Y))| = R

durch

(P
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Satz 2.4.16 (Homogenisierung fiir elliptische Probleme).
Sei A€ M(a,3,9Q,Y), A%(x) := A(z, Z) messbar und

lz’m/aij(x,z)2 dx = / / aij(z,y)*dyde 1<i,j<n,
=0 o € alJy

(2.B. A€ [L=(Q,CP(Y))]™ ™). Sei weiter u € HY(Q) schwache Lésung von
/ Af(z)Vus(z) - VO(z) de = / f@)®(z)de VO € HY(Q). (2.4.2)
Q Q

Dann konvergiert u® schwach in HY(Q) gegen ein ug € HY(Q). Dabei ist das Tupel
(uo,ur) € H'(Q) x L*(Q, H{(Y)) die eindeutige Losung des folgenden 2-Skalen
homogenisierten Problems:

B«ww%@ﬁﬁ=éﬂwﬂwm

fiir alle (9, ¢) € H'(Q) x L*(Q, H (Y)).

Beweis.
Schritt 1: Nach dem Satz von Lax-Milgram existiert zunéchst fiir jedes feste €
eine eindeutige Losung u¢ € H'(Q). AuBlerdem gilt mit der Poincaré-Ungleichung:

allul ) < Calufing < C/QAEVUE V' = C/quE < Cllf 2@ llull 2 @)-

Also [[u|| 1) < C(A, f). (u)eso ist damit eine beschrénkte Folge in H'(Q2) und
wir konnen Satz 2.4.14 anwenden, der uns liefert, dass u¢ (bis auf eine Teilfolge)

schwach in H'(f2) gegen ein uy € H'(Q) konvergiert und Vu¢ 23k Ve ug + Vyug,

wobei u; € L*(€, I:Iﬁl(Y)) Beachte: wir haben sogar ug € H'(Q), da der H() als
Hilbertraum schwach-folgenabgeschlossen ist.

Schritt 2: Sei nun (®, ¢) € C(Q) x COZ'OO(Q,C&’O(Y)). Dann konvergiert

AT(@,%) (V. 2(@) + Y, 9(a. D))

€
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stark im 2-Skalen Sinne gegen
AT('T7 y) (ng(x) + Vy¢($7 y)) ’
denn wir haben einerseits
T _ - 2
AT(, ) (V0 + () € Q)

(da A€ beschriankt ist) und andererseits

lim aw dx—//azj x,y)* dy du,
e—0

2

dz

also auch

lim/ |47 (@, %) (Veo(@) + Vy6(2, )

/Q/y ‘AT(SE’y) (Ve @(z) + V, é(x, y))‘Q dy dzx.

Es lédsst sich somit Satz 2.4.10 anwenden, der uns gerade die starke 2-Skalen-
Konvergenz liefert.

Schritt 3: Wir testen nun mit
x
&(x) = B(z) + 9z, )

in der schwachen Formulierung (2.4.2) und erhalten:

/Q A(z) Vil (z) - VO (z) d = /Q f(2)0(z) dz

In der rechten Seite konnen wir zum Grenzwert iibergehen, denn offensichtlich
konvergiert ®¢ stark in L*(2) gegen ®. Auf der linken Seite nutzen wir die starke
2-Skalen-Konvergenz von A7 (-, 2) (V,® + V, ¢(-, 2)) und erhalten:

| At

)WVu(x) - VO (x) dx
= / Az, —)Vu (x) - (VICID(x) + eV ¢(, f) + V, ¢(z, E)) dx
= [ Vu@ - A D (%0 + V(e D)) da+0(0)

Vu(
/y (Vuo(2) + Vyui(2,9) - Alw, )" (Va @(2) + V, 6(2,y)) dydo
/ A(z,y) (Vuo(z) + Vyui(z,y)) - (Vo @(2) + V, ¢(z,y)) dy dz.
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Wir erhalten also die gewiinschte Gleichung
/f(x)fb(m) dx
Q
— [ ] A.9) (Feuo(@) + Vyus(2,0) - (Ve(o) + ¥y 0(a,3) dy d
oly

fiir alle (®,¢) € H'Y(Q) x L3(Q, H}(Y)). Da C=(Q) x C=(Q,C5°(Y)) dicht in
H'(Q) x LX(Q, H}(Y)) liegt.

Schritt 4: Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Dazu wenden wir den Satz von
Lax-Milgram auf die Bilinearform B an. Zunéchst zeigen wir, dass [[(®, ¢)||r =
IV, ® + V| r2(xy) eine Norm auf H'(Q) x L*(Q, H}(Y)) definiert. Die Norm-
Eigenschaften sind klar, bis auf die Tatsache:

[(@, )| =0 < ®=0, ¢=0.
Sei nun ||(®, ¢)||g = 0. Dann gilt:
0=[Va® + V| Z2i0xv)

:/Q|Vc1>(x)|2dx+2/ﬂLv¢(x).vy¢(x,y)dydx+[)/Y!Vycb(:v,y>l2dyd:c

- / V() da + / /Y 1V, é(z, )| dy da,

denn [, VO(z) - V,o(z,y)dy = [,,,(VO(z) - v(y))o(x,y)dy = 0, aufgrund der
periodischen Randwerte.

Wir erhalten also [[(®,¢)||z = |®|u1() + [@|r2(0,01(v))- Damit ist der Raum
HY(Q) x LX(Q, H{(Y)) ein Hilbertraum bzgl. [ - | g. Da A uniform positiv definit
ist, erhalten wir somit direkt:

all(@,9)E < B(2,9), (2, ¢)) < BI(®, §)Il:

sowie

1B((U, u), (®,9))] < BI(U,w)||z(2, )| 5-

B ist damit stetig und koerziv. Der Satz von Lax-Milgram liefert uns somit Ein-
deutigkeit und Existenz einer Losung. Mit der Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung folgt damit auch, dass jede Folge in ¢ gegen den selben Grenzwert kon-
vergieren muss. Damit konnen wir die zu Beginn des Beweises geforderte Teilfolge
0.B.d.A. durch die gesamte Folge ersetzen. O]
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Mit dem obigen Homogenisierungsresultat, ldsst sich nun auch eine klare Ver-
bindung zum heuristischen Ansatz der asymptotischen Entwicklung herstellen.
Zunéchst erhalten wir in beiden Féllen dasselbe Homogenisierungsresultat:

Folgerung 2.4.17. ) )
Die (homogenisierte) Bilinearform B® : HY(Q) x H(Q) — R definiert durch
B, v) = / A(2)Vau(z) - Vo(z) do
Q

ist koerziv mit | B®(u, u)| > aluffn o fir alle u € HY(Q). Hierbei ist

A?j(x) = /YA(y)(ej + Vyw;i(z,y)) - (e + Vyw;(z,y)) dy

und w; € LA(Q, H}(Y)) lost

AA(x,y)Vywi(x,y)~Vy¢(y) dy:/A(Ly)erVyé(y) dy (2.4.3)

Y

fiir fast alle x € Q und fiir alle ¢ € FIﬁI(Y)

Auperdem gilt: (uo,uy) € HY(Q) x L2(S, H(Y)) ist genau dann die eindeutige
Léosung des 2-Skalen homogenisierten Problems

B ((uo, u1), (®,0)) = /Qf(z)cb(l‘) dr (®,9) € H'(Q) x L(Q, H{(Y)),

wenn ug € Hl(Q) auch die eindeutige Losung des klassischen homogenisierten
Problems ist, also

/ A% (2)Vug(x) - VO(z) do = / fla)®(z)de ® e H'(Q).
Q Q
Zusdtzlich gilt uq(z,y) = > r | Opuo(@)w;(x,y). Beachte: das uy, welches im heu-

ristischen Ansatz so definiert wurde, war der zweite Term in einer asymptotischen
Entwicklung.
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Bewers.
Sei zunichst v € H'(Q) beliebig. Wir definieren o(z,y) := S O v(x)wi(x, y)
und erhalten:

B%(v,v) = / AVv - Vo
Q

:/AOVU~VU
Q

:/QiA?jaxiv@rjv

ij=1

— /Q zn: O O 0 (/Y Alej + Vyw;) - (e; + Vywi))

,5=1

= / Z (/ A(ijv 4 3xijywj) (O + 8xinywi))
o7 Uy

inj=
= / / AVyv +V,0) - (Vpv+ VD)

oty
> o[ Vov + V0l 22 axy) = @l Vo vl ) + @l Vi 0llE20xy,
> o[ Vavl|72(q)-

Das beweist die erste Aussage. Der zweite Teil funktioniert analog:

Definieren wir @y (x,y) := Y., O uo(x)w;(z, y) so erhalten wir sofort

/Q /Y Az, ) (Vorn(@) + Va2, 9)) - (Va®(z) + Vyd(a, ) dyde

= /Q/YA(x,y) (quo(x) + iiamiuo(x)vywi(xay)>

(Vu@(x) + Vyo(2,y)) dydx

= /Q'Zamuo(x)/yz‘l(x,y) (e + Vywi(z,y)) - (Ve ®(2) + V, ¢(x,y)) dydx
= /Q ; =) /y Az, y) (e; + Vywi(z,y)) - Vo ®(2) dy dz

- Lgpwmwxﬁmw@+%m@wM@WmMMx

_ ﬁy@mwm»mwmm
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_ Aﬁ@w@m

Wegen der Eindeutigkeit der Losungen folgt #; = u; und damit die Aquivalenz
der beiden Formulierungen. O]

Als zweites zweites Verbindungsglied zur klassischen Homogenisierung wollen
wir nun auch die ersten beiden Terme einer asymptotischen Entwicklung rigoros
rechtfertigen. Dies geschieht im folgenden Satz:

Satz 2.4.18 (Starke Konvergenz in H').
Seten A, uy, Vyuy und Vyuy zuldssige Testfunktionen (das ist z.B. fiir glatte Daten
A erfiillt). Dann gilt

wm:wmwﬂmﬁg+ﬁuyummwmmméu

Insbesondere gilt:

. o e—0
| — (uo + eus (-, E))HHl(Q) =0,

Beweis.

Zur Vereinfachung nutzen wir in diesem Beweis die Notation A£? := A¢ - € fiir € €
R™. Verwenden wir die Annahme, dass u;, V,u; und V, u; zuldssige Testfunktionen
sind, so erhalten wir:

/QA(:zc, %) <Vmu6(m) -V, (uo(:p) + euy (z, %))) dx
= /QA(x, e)que(x) - Vyut(x) do

+ [ A

— /Q(A + AT)(z, %)qug(w) . (quo(:v) + eVu (2, %) + V,ui (2, x)> dx

€

| 8

8

) (quo(x) + eV uy (z, %) + Vyu (z, —))2 dx

€

L RS

= /Qf(x)ue(:r:) dr + /QA(Z‘, %) (quo(x) + eV us (x, %) + Vyu (z, %))2 dx
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—/Q(A—I—AT)(QU,%)que(x)- (Vouo(a) + Vara(e, 2) + Gyu(e, D)) do
S /Q e /Q /Y A(z,y) (Votuo() + Vyu (z,1))? dydz
—/S2/1/<A+AT>(x,y) (Vo) + Vyua (,4))? dy diz
_ /Q f(@)uo(x) d

— /Q /Y Az, y) (Vpuo(z) + Vyui(z,y)) - (Veuo(x) + Vyui(z,y)) dyde
= 0.

Also
|u€ = (UQ + eul(-, Z)> |H1(Q) — 0.
Fiir die fehlende L?-Konvergenz erhalten wir:

[ = uo — e (-, é)HL?(Q) < luf = wollr2() + €llua(, é)HLQ(Q)-
Dabei gilt

||UJE — u0||L2(Q) — 0,

da uf — ug in H 1(Q) und mit dem Einbettungssatz von Rellich folgt daraus starke
Konvergenz in L?(Q). Andererseits gilt auch

ellua(, Dllza@) = 0,
denn w; ist nach Voraussetzung zuléssige Testfunktion und damit |lui (-, 2)||z2) —

HU1HL2(QxY)- ]

2.4.2 Zentrale Eigenschaften von L'(Q, C{(Y))-Funktionen

Das Hauptziel dieses Abschnitts ist der Beweis von Lemma 2.4.5. Dazu gehen wir
in mehreren Schritten vor und fithren zunéchst weitere wichtige Definitionen und
Séatze aus der Funktionalanalysis ein.
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Definition 2.4.19 (rca(S) - regular countably additive measures).

Sei S C R™ kompakt und sei By die o-Algebra der Borel-Mengen auf S. Dann ist
rca(S) der Raum der requliren, abzihlbar-additiven Mafe auf By. Zusammen mit
der Totalvariation als Norm, wird der rca(S) zu einem Banachraum.

Satz 2.4.20 (Satz von Riesz-Radon).
Sei S C R™ kompakt. Dann ist durch

T60(f) = [ £
ein linearer isometrischer Isomorphismus
J : rea(S) — C°(S)

definiert.

Beweise siehe Alt [4].

Lemma 2.4.21 (Satz von Pettis).
Sei f: Q) — X, X separabler Banachraum. Dann gilt:

f messbar <= x—<F, f(x)> messbar VF € X'.

Wir beschéftigen uns nun mit dem folgenden, in Definition 2.3.21 eingefiihrten
Raum:

LYQ,C{(Y)) :={f: Q= C)(Y)| f ist messbar und /Q |f(x)||coyy dx < oo}

Nunéchst beweisen wir den nachfolgenden Satz, der uns insbesondere sagt,
dass unser intuitives Verstédndnis des Raums L'(Q, CJ(Y")) richtig ist. Vereinfacht
kénnen wir uns also vorstellen, dass der L'(Q2, C{(Y)) aus Funktionen besteht, die
in C{(Y) liegen, wenn man die 2-Komponente festhilt und in L'(Q) liegen wenn
man die y-Komponente festhélt.
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Satz 2.4.22.
fe LN (Q,C)(Y)) <= IE Nullmenge, E C Q, s0 dass

(a) Yo € Q\ E ist die Funktion y — f(x,y) ist stetig und Y -periodisch,

(b) Yy €Y ist die Funktion x — f(x,y) messbar,

(c) Jo 3g5|f(x,y)|dx <00 .

Wir beweisen im Folgenden nur die Richtung '=’, da wir nur diese Richtung
fiir die spateren Beweise benotigen.

Beweis von Satz 2.4.22.
7:>7:

(a) und (c) stecken bereits in der Definition von L*(€2, Cf(Y)). Es bleibt also nur
(b) zu zeigen.
Nach dem Satz von Riesz-Radon existiert, fiir jedes F' € (C°(Y)) € (C2(Y))’

genau ein p € rca(Y'), mit

<Fg>= [ gv) duly) Vg CYT) C D).

Y

Wiéhlen wir nun g = f(z), so erhalten wir

< F, f(x) >=/Yf(ar,y) d(y).

Da f : @ — CJ(Y) nach Definition von L'(€, C{(Y)) messbar ist, erhalten wir
mit dem Satz von Pettis, dass < F, f(z) > messbar ist fiir alle F' € (C} (Y)) (und
damit insbesondere auch fiir alle F' € (C°(Y))"). Wegen der Isomorphie von C°(Y)’

und rca(Y’) (Satz von Riesz-Radon), gilt damit:

/f(x,y) du(y) ist messbar Vu € rca(Y).
Q

Wiéhlen wir nun fiir 4 das Dirac-Ma8 d,,, im Punkt y, € Y, so gilt:

/Qf(%y) déy,(y) = f(z,y0) ist messbar.
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7<:7:

Auch die Riickrichtung lédsst sich mit Hilfe des Satzes von Pettis zeigen. Die
Ausfithrung ist allerdings deutlich technischer. Fiir einen ausfiihrlichen Beweis der

Riickrichtung sei auf [20] verwiesen.
[l

Folgerung 2.4.23.

(1) Ist f € LY(Q,C(Y)), so ist f(-,7) ist messbar.
denn: nach Satz 2.4.22 (a)+(b) ist y — f(x,y) ist stetig (fiir fast alle ) und
x — f(z,y) messbar (firr alle y). f ist also vom Caratheodory Typ. Wegen
der Periodizitét ldsst sich f(-, <) auf € x Q fortsetzen. f(-, 2) bleibt also eine
Funktion vom Caratheodory Typ. Funktionen vom Caratheodory Typ sind
messbar, womit die Aussage folgt.

(2) Fur f € L, Cu (¥) gilt |, Do) < fllr@oopry < oo
denn: fQ|f ,8)| dx §f sup|f$y de = || fllor @,covy)-

Lemma 2.4.24.
Sei f € L'(Q,C{(Y)). Dann gilt:

(i) f(-,7) ist messbare Funktion auf €2,

(ir) 1fC D) < Mfll@eery = Jo suplf(z,y) dz
y

(i11) lli%fﬂf EYde = [, [y f(@,y) dy da.

Beweis.
(i) und (ii) sind klar nach Folgerung 2.4.23.
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Es bleibt (iii) zu zeigen: Sei f € L'(Q, CP(Y)). Wir konstruieren nun eine Zertei-
lung von Y. Sei dazu:

e me N,

e {V| 1 <i<n™} eine Partition von Y, wobei
e die Y; Wiirfel der Seitenldnge % sind,

e auflerdem gilt |Y; NY}| = 0 fir ¢ # j.

e Insbesondere: |V;| = L. und Y = |J Y.

mn
=1

Sei nun weiterhin y; die charakteristische Funktion von Y;, fortgesetzt durch Y-
Periodizitét auf den ganzen R™. Also die Funktion

(2) 1 fiir z € Y;
i\ L) =
X 0 firzeY\Y.

fortgesetzt durch Periodizitdt auf den R™.
Idee:

1. Schritt: Wir beweisen (iii) zuerst fir Treppenfunktionen der Art

mm

fm(z,y) = Zf(%yi)Xi(y)-

i=1

2.Schritt: Wir nutzen, dass es fiir f € L'(Q, C{(Y)) eine Folge von solchen Trep-
penfunktionen gibt, die in L'(€, C’é) (Y)) gegen f konvergiert.

Ausfiihrung der Idee:

(1. Schritt) Sei

mm"

fm<x7y) = Zf(xayz)Xz(y)

i=1
und y; beliebiger Punkt aus Y;. Dann ist

mmn

S @, i) = Zf(%yi))(i(yi) = f(z, )

=1
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und daher ist nach Satz 2.4.22, (b), die Funktion = — f,,(z,y;) messbar (denn
x — f(x,y;) ist messbar) und in L*(€).

Da nach Satz 2.3.19 (xi(%))eso eine Folge in L>(2) ~ (L' ()" ist, die schwach-x
konvergent gegen ihren Mittelwert ist, gilt insgesamt:

. x = z

iy [ nte Do =3 [ o) e
m" 1
i=1 78 m

_éLm@w@m

/fx—dx—//fxydydm
/f E)dif

+1im/fm - da:—//fm:cy)dyd:c
e—0 €

[\

(2. Schritt) Also:

lim
e—0

< lim

e~>0

ml&

r—<

%3

@géémmw<mmww;

N

1

Wir erhalten sofort mit Schritt 1, dass II= 0 gilt und fiir die anderen Terme
gleichermaflen

I bzw. III < / sug\f(x,y) — fm(z,y)| dz = || fro — fllzr@,c00v))-
Q ye

Insgesamt also:

| i@ [ [ fay)dyas

Es bleibt zu zeigen, dass die rechte Seite fiir m — oo gegen Null konvergiert. Sei
dazu

lim
e—0

<2\ fm = fllv@covy Vm €N,

gm(x) = Sgg’f(xay) - fm<x7y)‘
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Weil f(x,y) stetig in y ist, gilt
gm(z) = 0 fii. in Q.

Auflerdem:

gm(z) < 25up| f(z,y)| € LY(Q).

Wir konnen also auf g, Lebesgue’s Satz von der majorisierten Konvergenz anwen-
den und erhalten:

Jim [|f = full@eoy) = T [[gml|i@) = lim [[gm = O[] 1) = 0.

Lemma 2.4.24 beweist schliellich Lemma 2.4.5, wie wir in der folgenden Bemerkung
feststellen:

Bemerkung 2.4.25.
Lemma 2.4.24 wurde hier fiir L' bewiesen, gilt aber sofort auch fiir alle LP-Riume
(p < 00), denn f € LP(Q,CP(Y)) bedeutet f* € L'(Q, C)(Y)). Insbesondere erhal-

ten wir

lim £ Dllzwiey = 1 erienry Vf € LR, CHY)).

€

Bemerkung 2.4.26.

Lemma 2.4.24 liefert auch einen Einblick in die Thematik zuldssiger Testfunktio-
nen beim Bilden des 2-Skalen-Grenzwerts. Fordern wir beispielsweise lediglich f €
L*(QxY), so ist nicht gewdihrleistet, dass f(-, =) iberhaupt eine messbare Funktion

auf Q ist. Dafiir war zusdtzliche Regularitit notwendig (f € L'(Q,C(Y))).



Kapitel 3

Numerische Mehrskalenmethoden
fiir elliptische Probleme

In diesem Kapitel wollen uns nun mit der numerischen Behandlung von Mehrs-
kalenproblemen befassen. Dazu fithren wir zunéchst ein allgemeines Framework
ein, leiten daraus verschiedene Methoden ab und beschéftigen uns schliefllich de-
tailliert mit der Heterogenen Mehrskalen Finite Elemente Methode (HMM), die
urspriinglich von E und Engquist [6] eingefiihrt wurde.

3.1 Framework fiir Mehrskalenmethoden

3.1.1 DMotivation und allgemeiner Rahmen

Generelle Idee von Mehrskalenmethoden exemplarisch am sogenannten VMM-
Zugang (Variational Multiscale Method):

Zu losendes Problem: finde «¢ € V mit
/ACVUE-Vd):/fQJ Vo e V.
0 Q

Sei

1. V: endlich dimensionaler Teilraum von V' mit inf,¢y ||u® — v|[y < TOL.

2. V = V@V’ ein Splitting in Grobskalen-Raum V¢ (enthilt keine schnell os-
zillierende Funktionen) und Feinskalenraum V/ (enthélt schnell oszillierende
Funktionen).

29



60 KAPITEL 3. MEHRSKALENMETHODEN
Galerkin-Approximation des urspriinglichen Problems: finde /€ € V mit
/AEVUE-V\If:/f\I/ YU e V.
Q Q
Umschreiben mit Hilfe des Splittings V = V¢ @ V7 liefert:
finde U € V: /AEVLF Vo = / fo Vo e Ve,
Q Q
/ AVUS -V = / fo  VoeV, (3.1.1)
Q Q

Wegen V = V¢ @ V/ lisst sich auch ¢ eindeutig splitten in U¢ = u¢ + uf, wobei
u¢ € V¢ und v/ € V7.

finde U = u+ul €V /Af(VchrVuf)-VCI) = /fcb VO € Ve,
Q Q
/Ae(VuC—FVuf)-V(b = /f<z> Vo € VY,
Q Q

Wir definieren nun (analog zur zweiten Gleichung) den Korrektor-Operator Q :
Ve — VI fiir ® € V¢ durch:

finde Q(®) € V' : /QAE(VQJ +VO(d)-Vo = /Qf¢ Vo € V7.
Beachte: Q(u¢) = u/, denn:

/QA€(VuC +VO(u)) Vo = /Qf¢ = /QAf(VuC +vVul) Vo Vo eV
Wir konnen das urspriinglich (endlich dimensioanle) Problem auch schreiben als:
finde u® € V°: /QAE(VuC +VO(u)) - Vo = /quD Vo € Ve,

/QAE(VUC +VOo(u)) Vo = /Qfgb Vo € V.

Die Rekonstruktion wird nun definiert als R(®) := Q(®) + ¢ und wir schreiben
(3.1.1) erneut um:

finde u® € V° : / AVR(W) - Vo = / fO VO eV, (3.12)
Q Q

/ AVR(u®) -V = / fo  VYoeV (3.1.3)
Q Q
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da U = R(u°) gilt.

Ist die Rekonstruktion R einmal bestimmt, so muss nur noch die (billig zu l6sende)
Grobskalen-Gleichung (3.1.2) behandelt werden.

Typischerweise wird (3.1.2) mit Hilfe einer passenden Quadraturformel approxi-
miert. Sei z.B. P eine Partition von 2 in Elemente D, da kann (3.1.2) (exakt)
umgeschrieben werden zu:

Dzepym]é AVR(WE) - VO — /chp.

Schrinken wir nun die Feinskalen-Gleichung (3.1.3) auf die lokalen Elemente D ein
(zur Verringerung des Rechenaufwands durch Entkopplung), so erhalten wir z.B.

[ avr@)-ve = [ fo

fiir alle lokalisierten Feinskalen-Funktionen ¢ € V/ und mit einer geeigneten Rand-
bedingung fiir R(u) auf D. Oft wird | p f@ durch 0 ersetzt, da zu erwarten ist,
dass dieser Beitrag sehr klein ist. Im Folgenden formulieren wir diese Strategie in
sehr allgemeiner Form.

Im Sinne der obigen Motivation beschreiben wir nun ein allgemeines Framework fiir
Mehrskalenmethoden fiir elliptische Probleme. Gesucht wird eine Approximation
u® an die homogenisierte Losung uy bzw. lokal eine Approximation R(u°) an die
exakte Losung u°.

Definition 3.1.1.

Sei ) C R™ beschranktes Gebiet und sei P eine nicht-iiberlappende Partition von
Q2 in Elemente D. Eine Quadraturformel auf D sei gegeben durch {(qp.,xp)|i €
Ip} wobei qp,; die Gewichte bezeichnet und xp; die Quadraturpunkte. Ip ist eine
zugehorige Indezmenge. Ein passende offene Umgebung von xp; sei gegeben durch
Mp,;. (Die Mp; sind nicht notwendigerweise disjunkt.) Wir definieren die diskrete
makroskopische Bilinearform durch:

A(u, @) := Z Z qD’i][ AVRpi(u) - VP

DePiclp Mp,i

und losen

finde u® € Ve : A, @)= | fo Vo e Ve,
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wobei V¢ ein passender Grobskalen-Raum ist. Fir ® € V¢ ist die lokale Rekon-
struktion Rp;(®) mit Rp(®) — ® € V/(Op;) gegeben als Lisung von:

ANVRpi(®)- Vo= Fop,i(p) Vo€ Vf(OD,z‘)-

Op;

Hierbei ist Op,; O Mp,; eine Quersampling-Menge (um den Einfluss falsch gewdihl-
ter Randwerte zu verringern); V¥ (Op;) ein passender Feinskalen-Raum, der eine
passende Randbedingung auf Op; beinhaltet und Fo,; eine passende rechte Seite
fiir die lokalen Probleme.

3.1.2 Beispiel Realisierungen

Im Folgenden geben wir 3 Beispiele fiir eine explizite Realisierung eine Mehrska-
lenmethode an, die in das obige Framework passt.

Die Heterogene Mehrskalen Finite Elemente Methode (HMM):

Sei
e Ty regulire Triangulierung von €2 mit Elementen 7' (d.h. P = Ty);
e zr ein Quadraturpunkt in 7', |7'| das Gewicht (gp; = |T]);

o Y15 ein Wiirfel um x7 mit Kantenlénge § (d.h. 'Mp,; = Y7 und z.B. 'Op; =
Yros');

e V¢ = V() der iibliche Finite-Elemente-Raum mit stiickweise linearen Funk-
tionen (auf 7');

e V/(Op,;) = Wy, (Yr2s) ein Finite-Elemente-Raum mit periodischen Randwer-
ten auf Y7 os;

e [ =0 als rechte Seite fiir die lokalen Probleme.

Insgesamt:

finde uy € V() : Z ]T|][ ANVRr(uy) - VOy = / foun  VOy € Vy(Q).

TeTH Y75
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und RT(CDH> e by + Wh(YT725) 16st
/ AVRA(Br) - Ven = 0 Yo € Wi(Yias).
Y125

Fiir weiterfithrende Literatur zur HMM sei z.B. auf [6, 7, 1, 2, 21, 11, 12, 10]
verwiesen.

Die Mehrskalen Finite Elemente Methode (MsFEM):

Seien Ty, xp, Vi (Q) und Fp,; = 0 wie im Fall der HMM. Zusétzlich:
e T selbst ist die Umgebung des Quadraturpunkts zp (d.h. "Mp,; =T);
e T O T das Oversampling Gebiet (i.A. ein vergrofertes Dreieck);

e V/(Op,) = W, (T) ein Finite-Elemente-Raum mit Dirichlet Null-Randwerten
auf 7.

Insgesamt liefert das Framework:

TeT T Q

und Rp(Pgy) € @y + Wi (T) 16st

/ AVRr(Py)-Vén = 0 Vo, € Wi(T).
T
Fiir weiterfithrende Literatur zur MsFEM sei z.B. auf [13, 8] und insbesondere auf
das Buch von Efendiev und Hou [9] verwiesen.

Die Variations Mehrskalenmethode (VMM ):

e Situation ist dhnlich zu vorherigen Situationen (sieche Motivation des Fame-
works);

e Typischerweise:

1. starte mit Grobskalen-Raum V¢;

2. verfeinere das zugrundeliegende Rechengitter bis wir einen "hochauflésen-
den’ diskreten Funktionenraum V erhalten;



64 KAPITEL 3. MEHRSKALENMETHODEN

3. verwende Projektion 7 : V — V¢ so dass V., = {v € V|(1 — m)v = 0};
4. definiere V/ := {v € V|rr(v) = 0}, was uns ¥V = V@ V' liefert;
5. verwende Fp;(¢) = [, fo:

e an diesem Punkt sind wir in der Situation wie bei den Gleichungen (3.1.2)
und (3.1.3);

e verschiedene Lokalisierungs-Strategien sind moglich (mehr dazu spéter);

e i.A. besteht P im VMM-Fall aus grofleren Blocken, die mehrere Elemente
des Grobgitters umfassen.

Fiir weiterfithrende Literatur zur VMM sei auf die Arbeiten von Hughes et al.
[14, 15] verwiesen und fiir die adaptiven Varianten auf die Arbeiten von Larson
und Malqvist [16, 17, 18, 19].

3.2 Die Heterogene Mehrskalenmethode (HMM)

In diesem Abschnitt wollen wir die HMM explizit einfiihren, eine Verbindung zur
Homogenisierung aufzeigen und Konvergenzaussagen beweisen.

3.2.1 Allgemeine Definition der Methode

Im Folgenden bezeichne:
e (): ein polygonal berandetes Gebiet im R", 1 < n < 3;
e Ty reguldre Triangulierung von 2 mit Elementen T
e 7,: reguliire, periodische Triangulierung von Y = (0, 1)" mit Elementen K;

e 17 bzw. ygx: Schwerpunkt eines Simplexes T' € Ty bzw. eines Simplexes
K € Ty

e H, h: max. Kantenldnge der Gitterlemente, d.h.
H := sup {diam(T")}, h := sup {diam(K)};
KeTy,

TeT

e Fiir k € Rogund T € Ty definieren wir: Yr,, := {xr + ky|y € (—%, %)”} (cf.
Abb. 3.2.1);

o 2% Y — Y, die Abbildung 2% (y) == 27 + k(y — 5 .1y €;) die Y bijektiv
auf Y, mapped.
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Abbildung 3.1: Skizze einer Zelle Y7, mit Kantenléinge x und Mittelpunkt x7 (der
Schwerpunkt von 7).

o Aj: eine geeignete, beschrankte Approximation von A°.

Definition 3.2.1 (Diskrete Funktionenrdume).
Der diskrete Makro-Losungsraum ist gegeben durch

Vi = {®y € H(QNCQ) |®p, € P(T) VT € Ty}
und die diskreten Mikro-Lésungsrdaume durch

Wi(Y) = {gn € H{(Y)NC(Y) | dnx € P'(K) VK € Tp}; und
Wi(Yre) = {on € CO(Yru)l (dnoaf) € Wi(Y)}.

Definition 3.2.2 (Rekonstruktions Operator).
Fir § > 0 sei der lokale Rekonstruktions-Operator Ry : Vg(2) — V() +
Wi (Yrs) wie folgt gegeben: fir @y € Vi () ist die Rekonstruktion Rp(®y) €
(®u)yrs + Wi(Yrs) die eindeutige Losung von

| A@VR@n)@) Veon(a) d=0  Von € WalYes).  (321)

Definition 3.2.3 (Heterogene Mehrskalen Finite Elemente Methode).
Seien 01 und 9o so gewdhlt, dass 0o > 61 > € gilt. Weiterhin sei

YT751 C YT752 cT VT e TH
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ug € V() ist die HMM-Approximation von u® wenn gilt

(f, (I)H)LQ(Q) = .Ah(UH, (I)H) Vo, € VH(Q), (322)
wobei
Ap(up, ®y) = Z T A5 (2)V, Rr(ug)(z) - V, @g(x) de. (3.2.3)
TeETy Yr.,59

Ry bezeichnet hierbei den lokalen Rekonsktruktions-Operator definiert in (3.2.1)
fur den Fall § = 65. Als Approximation

Lemma 3.2.4.
Fiir 61 = 09 existiert immer eine eindeutige HMM-Approzimation uy € Vi (2).

Bewezs.

Rr(®p) ist nach dem Satz von Lax-Milgram fiir jedes &y € Vi (€2) wohldefiniert
(unabhéngig von ¢; und ds). Ist nun &; = d, dann lisst sich die Struktur Ry (Py)
nutzen, um zu sehen, dass

TeTy YT51
=> |7 2)V, Ry (ug)(z) - Vo Rp(®5)(z) dz
TeT YT51

gilt. Nun lésst sich wegen der Symmetrie die Positiv Definitheit von A§ nutzen,
um zu sehen, dass Aj; koerziv auf V() ist. Der Satz von Lax-Milgram liefert
wieder die Behauptung. O

3.2.2 Die HMM im periodischen Fall

In diesem Abschnitt wollen wir uns die HMM im periodischen Fall genau ansehen
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und die Gemeinsamkeiten zur Homogenisierung aufzeigen. Dazu wéhlen wir in der
Formulierung der HMM zunéchst d; = d5 := €. Denn:

1. d3 = €: € bezeichnet die Periode, damit ist das rekonstruierte Verhalten in
Wiirfeln der Gréfie e repréasentativ.

2. §; = d9: Wir bendtigen kein Oversampling, da die periodische Randbedin-
gung fiir die lokalen Probleme die richtige Randbedingung ist.

Dazu seien die folgenden Annahmen an A getroffen:

Annahme 3.2.5. Sei A°(z) := A(x, %), dann nehmen wir an, dass A die folgenden
FEigenschaften besitzt:

1. Ae (C°%Q xY))" (globale Stetigkeit bis zum Rand),
2. Ae C%UQ,CY)) (Periodizitit in der y-Komponente),

3. es existiert a > 0 mit A(z,y)€ - & > alé)? V(z,y,£) € A x Y x R™ (uniforme
FElliptizitdt).

Bemerkung 3.2.6.

Die Regularititsannahmen dienen lediglich zur Vereinfachung. Die nachfolgenden
Resultate lassen sich in leicht abgewandelter Form auch fiir allgemeiner Fille be-
weisen.

Definition 3.2.7 (Diskrete Approximation der Diffusion).
Im periodischen Fall verwenden wir als A5, die folgende stiickweise konstante Ap-
proximation:

A;(x)|x€T(K) = A (ZL‘T, xT(eyK)) fir T € Tg und K € Tp,.

Zur Vollstandigkeit formulieren wir die HMM noch einmal fiir den periodischen
Fall:
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Definition 3.2.8 (HMM im periodischen Fall).

Sei € die Periodenlinge von A®(x,-) und sei weiterhin e < H. A, sei gegeben durch
Definition 3.2.7. Dann heifst uy € Vi () die HMM-Approzimation von uy wenn
qgilt

(f,(I)H)LQ(Q) = Ah(uH,CDH) V(I)H € VH<Q), (324)
wobei
A, @) =) ]T]][ )V, Rr(ug)(2) - Vo @y (z) dr. (3.2.5)
TeTy Y7,

Ry bezeichnet hierbei den lokalen Rekonsktruktions-Operator definiert in (3.2.1)
fiir den Fall § = e.

Satz 3.2.9 (Aquivalenz zur diskreten 2-Skalen-Gleichung).

Sei H >> €. Zusdtzlich sei Ap(x,y) eine stickweise konstante Approzimation von
A, gegeben durch Ap(x,y)rxi = A(zr,yr) fir alle T € Ty und alle K € Ty. Sei
ug € Vy(Q) die HMM-Approximation aus Definition 3.2.8. Dann ist uy auch die
eindeutige Losung des folgenden diskreten 2-Skalen-Problems:

Finde (ug,up) € Vg(Q) x VH(Q, Wi,(Y)) mit

/Q Fur(2)®p(2) do

[ [ A 0) (Frun(a) + ¥y, 9)) (Vi @r(o) + B, én,) dy d
aJy
fiir alle (@, én) € Vi (Q) x L*(Q, Wi,(Y)). Dabei gilt auferdem die Beziehung

un(, Y)rxy = = (Re(u) = wir) 0 27(y — wp).

wobei wy ::x?T—% e
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Bemerkung 3.2.10.

Satz 3.2.9 besagt insbesondere, dass die HMM im periodischen Setting dquiva-
lent ist zu einer Diskretisierung der homogenisierten 2-Skalen-Gleichung aus Satz
2.4.16. Unter diesem Hintergrund sehen wir, dass uy die homogenisierte Lisung
ug approximiert und uy, der Korrektor 1. Ordnung u;.

Beweis von Satz 3.2.9.
Wir starten mit dem lokalen Problem. Fiir eine beliebige Testfunktion ¢, € Wj(Y),
definieren wir ¢, € W}, (Yr,) durch die Relation:

Snly) = ZOn(aily — wo)).

Dies ergibt insbesondere wegen z5(y) = zr + e(y — 2 >, ¢;) die folgende Glei-
chung:

Vionly +wo) = -V, (G oat)e) = (VA oakly).  (326)
Definieren wir
un(@,Y)yry =+ (R(usr) — ) o 2(y — wo),
so ergibt sich analog:
Vyun(e, -+ wo) = <, (Re(ur) — ur) 0 75) (5) = (%, (Re(um) — u)) o 25y,

Wegen e < H gilt nun:
1 -

0= o ) A (2)V Ry(upg)(x) - Ve op(z) da
zein [ 45(@) (Ve Rr(un)@) = Voun(2)) - Vion(a) do
. i

+ 2 [ A Veun(n)  Vedu(a) do.

€ YT,E
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Wegen 25(Y) = Yr, konnen wir nun die Transformationsformel verwenden und
erhalten:

1 x
0= [ A (o) (e Brlun@) Vo) - date) o

1 T -
T /:;T(Y) A <xT’ Z) Votun (z) - Vo fn(z) dz

= = [ etDaln (or, ) (%, Rotun) o (4) = Veun(or))
- (Vaén) 0 27(y) dy

+ 2 [ taen(Dat)lan (or. ) Voun(er) - (e o250 dy

(3.2.6) €

2 y Ap <$T7 xi(y)> (Ve Rr(un)) o 27(y) — Voun(27))

En
-V dn(wo +y) dy
€ g5
+— [ A <5CT7 Te(y)) Veun (zr) - Vyon(wo +y) dy
Y

En

7 1 —
= /YAh (a:T, ?T TY = §Z€i> Vyun (e, wo +y) - Vydn(wo +y) dy

i=1

+/YAh (f’fTv $?T Ty %g&) Vour (27) - Vydn(wo +y) dy
= /YAh (z7, wo + y) Vyun(rr, wo +9) - Vi on(wo +y) dy

+ /Y Ap (27, wo + y) Veug (z7) - V, on(wo +y) dy
— /YAh (zr,y) Vyur(zr,y) - V,éon(y) dy

n /Y Ay (7, y) Voug (27) - Y, én(y) dy,

wobei im letzten Schritt die Periodizitidt ausgenutzt wurde. Also (in dem wir der
Testfunktion ¢, einen kiinstlichen Parameter x verpassen und iiber {2 integrieren):

0= /Q/Y’Ah (,y) Voup(x) + Vyur(z,y)) - Vyon(x,y) dy do. (3.2.7)

Also néchtes betrachten wir die Grobskalen-Gleichung fiir eine beliebige Testfunk-
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tion &y € V(). Hier ergibt sich analog zu den vorherigen Betrachtungen:
(£, 2u)2) = D T f  A5(x)VeRr(up)(z) - Vo Oy(z) do
T<TH Yr,c

=S Z |T|/ Ah l’T, )(V UH(IT)+V Uh<l'T; )) Vac(I)H(xT) dy

TeETH

= /Q/yAh (z,y) (Vpupg(x) + Vyup(z,y)) - Vo Ppu(z) dy do
/Q /Y A (2,9) (Vour (z) + Vyun(@,9) - (Ve®u(z) + V,én(z,y)) dy dr.

Im vorletzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass die Quadraturformel fiir stiick-
weise konstante Funktionen exakt ist. Da diese Gleichung fiir alle &5 € Vy(Q)
und fiir alle ¢, € L*(Q, W, (Y)) gilt, ist der Satz bewiesen. O

3.2.3 Konvergenzbeweise im periodischen Fall

Mit Hilfe der Umformulierung der HMM wollen wir als néchstes Konvergenzaus-
sagen fiir die HMM im periodischen Setting herleiten. Um eine geniigend regulére
Losung fiir eine optimale Konvergenzrate zu garantieren, treffen wir die folgenden
Annahmen:

Annahme 3.2.11. Zusdtzlich zur Periodizitdts-Annahme 3.2.5, setzen wir im Fol-
genden voraus, dass A global Lipschitzstetig ist, d.h.

A€ H*>QxY)

und dass Q0 ein konvezxes (polygonal berandetes) Gebiet ist.

Folgerung 3.2.12.

Analog zum Beweis des Satzes von Friedrich folgt unter Annahme 3.2.11
ug € H*(Q) und vy € L*(Q, H*(Y)).

Auflerden gelten die Abschdtzungen

luolrrz) < C(Q A fllzz@) und [uilrzm2ary) < C(Q A)luolmie)
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Im Folgenden verwenden wir die folgenden Definitionen:

Definition 3.2.13.
Die kontinuierliche 2-Skalen-Bilinearform B ist gegeben durch:

)

B((@®,9), (V¢
= [ [ A n)(T.0) + 6 )V ¥(a) + V(o 9) dy da

und die diskrete 2-Skalen-Bilinearform By, durch:

)

Bh((q)a gb)’ (‘1’7¢
- / /Y A, ) (VoD () + Yy bl ) (Ve U () + V(e y) dy dar.

Der HMM-Fehler und der HMM-Korrektorfehler sind definiert durch € = ug —uq
und e' = up — uy.

Als Interpolationsoperator wollen wir den Lagrange-Operator verwenden:

Definition 3.2.14 (Lagrange-Interpolationsoperator).

Sei Ty eine Triangulierung von Q und Ny die zugehorige Knotenmenge. Dann
ist fiir jede stetige Funktion ® € C°(Q) die zugehérige Lagrangeinterpolation (1.
Ordnung) gegeben durch die eindeutige bestimmte Funktion [ (®) mit

In(®)(z) = ®(z) VZ € Ny und mit Iy (®)r € PHT) VT € Ty.
Fiir den Lagrange-Interpolationsoperator gelten die folgenden Abschdtzungen:

1 15(®) — @ 12(0) < CH?|®|p2(q) und (3.2.8)
[I5(®) — @) < CH|®|g2) VO € H*(Q)NCOQ).

Lemma 3.2.15. B
Bezeichne I, : H*Y) n C°Y) — Vu(Y) den Standard Lagrange-
Interpolationsoperator. Wir definieren nun

I - L2(Q, HX(Y)) N L2 (9, CO(Y))
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durch:

B(@)@) = (@) D)~ [ B () s
Es gilt:

In(¢) € LA(QWi(Y)) Vo € L*(Q,H*(Y)) N L*(Q,C°(Y)) N LA(Q, H} (V)
und fiir dieselben Testfunktionen;

11(0) — dllz2axy) < CR2|Plre.mzvy) und (3.2.9)
[1h(¢) — @l 2,1 (v)) < Chlo| L2 m2(v))-

Bewes.
Zunéichst erhélt der Interpolationsoperator den Mittelwert O:

[ @@ ey = [ @@= [ [ @) sy
- [ @ @y~ | @@ D@ dy =0,
Dass periodische Funktionen wieder auf periodische Funktionen abgebildet werden

ist klar, denn fiir sich parallel gegeniiberliegende Randknoten 7; und g» gilt (wegen
der Periodizitéit) ¢(z,71) = ¢(x, y2). Anderseits tibertragt sich das sofort:

hwmmzm@mwm%ﬁmw@»@w
-wmm—ﬁmw@»@ﬁ
=M%W-Kﬁ%ﬂ%ﬁ®@=EW@M)

Die stiickweise lineare Interpolation zwischen den Knoten ehrélt diese Eigenschaft
auf dem gesamten Rand. Es bleibt nur noch die Abschétzung zu zeigen. Hier gilt
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wegen dem Mittelwert 0:

1)@, ) — 62 Yz = ITn(@) e, ) — / (In(@) @, )(s) ds — 6z, Iz
(T, ) - / (In(@) @, ))(5) ds + / B(,)(5) ds — 2y

< @), ) = d(a, Mzzr) + | / (@) ) ds = [ otz )(e) sl

< CRo(, >|sz>+( / ( / (I(@)(, ))(s) - <x,-><s>ds)>
< Ch%é(z, mew) (/ / (@), ))(s) — ezs<as,~><s>>2ds)é
= CR*|¢(z, )2y + |(In(9) — o, )22 vy

< 2018, Yo

Quadrieren und integrieren iiber € liefert die erste Endabschitzung. Die zweite
Abschétzung zeigt man analog. O]

Satz 3.2.16 (H'-Abschitzung).

Unter der Annahme 3.2.11 gilt die folgende a-priori Abschitzung fiir den H'-
Fehler zwischen homogenisierter Lisung und HMM-Approzimation bzw. zwischen
der jeweiligen Korrektoren:

||u0 = UHHHI(Q) == Hu1 = uh||L2(Q7H1(y)) < C(H == h) (3210)

Die Konstante C' ist dabei unabhinging von H und h.

Folgerung 3.2.17.
Im gegeben Setting konvergiert die Heterogene Mehrskalen Methode mit linearer
Geschwindigkeit in der H'-Norm gegen die homogenisierte Lisung uyg.
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Beweis.
Ziel ist es eine Abschétzung fiir den Fehler ||e°|| g1y + |le'||r2(,m1(vy) zu finden.
Zunéchst tiberlegen wir uns, dass es geniigt eine Abschétzung fiir

Ve e’ + Vi 61||L2(QxY)

herzuleiten. Denn es gilt mit Hilfe der Poincaré-Ungleichung aus Satz 2.1.9 (einmal
fiir Funktionen mit Nullrandwerten - e’ € H'(Q) - und einmal fiir Funktionen mit
Mittelwert Null - e'(z,-) € H}(Y)):

1€ i ) + llet | 2@, mr vy

< Cple’lmi(e) + Chle! 2am )

< (//w 2 +[ye <x,y>|2dydx)5
= ([ [P + 1% ) dydo

12 [ [ (9.) ny)el o) dot) o)

= C’(//]Veo(x)|2—|—]Vyel(a:,y)|2dyd:c—i—2//Vmeo-Vyel(yc,y)dyalyc)2
oJy

_ (//yv ) T y)dedm) = C|Va® + Y, | 2anr)-

Dabei haben wir die Periodizitit von e! genutzt, was uns

[)LY(vxeo(x) -ny)e' (z,y) do(y) dz =0

liefert. Es geniigt also ||V, €?+ V€' || 2(axy) abzuschitzen. Seien dazu @y € Vi (Q)
und ¢y, € L*(Q, W,,(Y)) beliebig. Wir erhalten zunéchst:

o Ve (UH — ®y) + V, (un — ¢n)[1220xv)
< Bn((ug — @u,un — ¢n), (ug — P, un — ¢n))

Bi((um,un), (ug — P un — én)) — Bu((Pr, ¢n), (um — P, un — ¢n))
B((uo,w1), (uar — P, un — ¢n)) — Bu((Pw, ¢n), (unr — P, un — @)
= (B — Bp)((uo,u1), (uzr — @m, un — ¢n))

+Bh((uo — Pr,ur — ¢n), (e — P, up — én))
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= /Q\/}/(A—A;J(ZL‘,ZU) (Vmuo(x)-l—vyul(%y))
(Ve (ug — @g)(z) + Vy (un — ¢n))(2,y)) dydzx
~|—/Q/YAh(as,y) (Vi (uo—Pr) () + YV (u1 — 1) (2,9))

(Ve (ug =) (z) + Vy (un—on))(2,y)) dy dx
< A = Apllzo @) | Ve tio + Vi ua] z2axy)
Ve (ug — @r) + V, (un — én) || L2(@xv)
+{[Al| oo (@xv) | Ve (w0 — @) + V(U1 — &)l z2axy)
Ve (ug — @r) + Vi (un — &) L2(@xv)-

Also wegen || Vo uo + Vyuil|z2@axy) < [1fllz2@):

Ve (uer — @) + Vi (un — @) || 22 xv)
< CllA = Anllze@xrll fllz2@
+CHA”L°°(QxY)HVx (uO - (I)H) + Vy(ul - ¢h)HL2(QxY)~

Insgesamt ergibt sich somit fiir den Fehler:

||Vx€0 + VyelnL?(Q,Hl(Y))
< |\ Ve(uo = Pa) + Vy(ur — on) || 22(0xy) + || Ve (ur — @a) + Vi (un — 1) 22(0xv)
< C(A, f)UVa: (Uo - (I)H) + Vy (Ul - ¢h>HL2(Q><Y)/+ C(A f)l\A - AhHLOO(QXY)/-

-~

1 _II

Als nichtes wihlen wir ®y = Iy (ug) und ¢, = I,(uy), wobei Iy; den Lagrange-
Interpolationsoperator aus Definition 3.2.14 bezeichnet und I, den Interpolations-
operator aus Ubungsaufgabe 3.2.15 bezeichnet. Dann gilt fiir die einzelnen Terme
unter Nutzung von (3.2.8) und (3.2.9) :

1| = [|Vz (uo — Ta(uo)) + Vi (u1 — —fh(ul))HL?(Qxy)
< |uo — Iz (o) () + lur — In(wi) | r2o, (v
< CH|uo|m2@) + Chlui|r2,m2(vy)
< C||fllz2() (H + h).

Fiir den zweiten Term II erhalten wir eine &hnliche Abschétzung. Da A, stiickweise
konstant ist und da wegen der Lipschitzstetigkeit von A gilt, dass

sup |ag;(z7,yx) —a(z,y)| <L sup |(zr,yx) — (2,9)[2 < L(H + h)),
(z,y)ETXK (z,y)ETXK
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folgern wir ||A — Ap||xy) < C(H + h). Insgesamt ergibt sich somit:
€%z + lletl|ze@.m vy < ClIVae® + Vyellz@mvy < C(H + h),

wobei C' nur von A und f abhéngt. O

Als néchstes wollen wir noch eine Konvergenzrate fiir den L*-Fehler [Jug —ug||12(0)
bestimmen. Dazu fiihren wir zunéchst ein passendes duales Problem ein:

Definition 3.2.18 (Duales Problem).
Wir nennen (20,21) € H'(Q) x L*(Q, H{(Y)) die eindeutige Lisung des dualen
2-Skalen-Problems, wenn fir alle (®,¢) € H'(Q) x L*(Q, H}(Y)) gilt:

B((®, ¢), (20, 21)) = (uo — um, P)r2(0) (3.2.11)

Folgerung 3.2.19.
Genau wie in Folgerung 3.2.12, erhalten wir unter Annahme 3.2.11 die folgenden
Aussagen:

2 € H*(Q) und z € L*(Q, H*(Y)).
Auflerden gelten die Abschdtzungen

|20l m2(0) < C( A)lluo — unl|z2@) und |21]r2@ m2(v)) < C(Q, A)|20] ()

(3.2.12)
Lemma 3.2.20.
Es gelten die Abschdtzungen
[20[| 1) < C(E% A)|luo — unllr2(0),
|z1|L2(Q,H1 Y)) S C(Q )HUO — UHHLZ Q) und (3213)
|z1| L2, m2vy) < C(, A)lJuo — url|z20)-
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Wir haben nun alle Resultate zusammen, um das folgende Theorem zu beweisen:

Satz 3.2.21 (L2-Abschitzung).
Unter der Annahme 3.2.11 gilt die folgende a-priori Abschitzung fiir den L*-Fehler
zwischen homogenisierter Losung und HMM-Approximation:

luo — || 22y < C(H? + h?) + C||A — Ap| = 0xv)

wobei C'" unabhdnging von H und h ist.

Folgerung 3.2.22.
Satz 3.2.21 liefert uns, dass die HMM im L*-Sinne mit quadratischer Ordnung (bis
auf einen Approzimationsfehler) gegen die homogenisierte Losung konvergiert.

Beweis von Satz 3.2.21.
Als erstes nutzen wir das duale Problem, um eine Fehleridentitét herzuleiten. Seien
dazu @y € Vg (Q) und ¢, € L*(Q, W, (Y)) beliebig. Es gilt:

el Z2) = B ((€”,€'), (20, 21))
= B ((60? 61)7 (ZO7 Zl)) -B ((u()v u1)= (CI)Hv ¢h)) + Bh ((ufb Uh), ((I)Hu (bh))
= 53 ((607 '), (20 — Pu, 21 — ¢h))/+£5h — B) ((u, un), (@, ¢h>2'

| I

Wir wihlen nun &5 = Iy (29) und ¢, = fh(zl), wobei Iy wieder der Lagrange-
Interpolationsoperator aus Definition 3.2.14 ist und I, der Interpolationsoperator
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aus Lemma 3.2.15. Dann gilt fiir I:

!1\ < |B ((60’ 61)> (Zo —Ig(=), 21 — ih(zl)))
< C (1@ + le'| 2@ mvy)
: <|Zo — I (20)| () + |21 — jh(zl))|L2(Q,H1(Y))>
(3.2.10) N
S C(H + h) (‘Zo — IH(Z())’Hl(Q) -+ ’21 — [h(zl))’LQ(Q,HI(Y))>

(3.2.8)+(3.2.9)
< C(H + h) (H|zo|m2(0) + hlz1| 12,5200

(3.2.12 ) ot 0
< C(H” + h7)|€”]| 2(@)-

Es bleibt II abzuschatzen. Hier erhalten wir:

11 < |8y = B) ((u, un), (In(20), Tn(21)) ) |
< A = Apll e @) | Ve ur + Vyun|l 2xv) | Ve Lr(20) + Vyjh(zl))HLQ(QxY)
< C|lA = Apllzeo@xn) | fll 2@l Ve Ir (20) + Vi In(21)) || 2gaxv)y
< Ol|A = Apllpe @)l fll2@ 1€l 22 () -

Denn:

|V I (20) + Vyjh<zl))HL2(Q><Y)

< T (20) — 20 + 20l i) + | In(21) — 21 + 21|20 (v))
< [Tr(20) — 20| () + |20lm1 () + [In(21) — 21|20 (v)) + |21 2,0 (7))
(3.2.13) B
< |11 (20) — 20| m1(0) + [In(21) — 21| L2051 (v)) + ||€0||L2(Q)
(3.2.8)4(3.2.9) .
< CH’Z[)’Hz(Q) + Ch\zl\Lz(Qsz(y)) —+ He HLQ(Q)
(3.2.13) .
< C(H + h+1)[le”||r2(@)
< Cllele).

Insgesamt also:

172y < T+ 11
< C(H? + )€ z2@@) + CIlA — Anll@x) |l 2 l1€°]] 22 (-

Durch ||€°||z2(q) teilen liefert das gewiinschte Resultat. O
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3.2.4 A-posteriori Fehlerabschéitzung

Wir wollen uns nun mit einer a-posteriori Fehlerabschitzung fiir die HMM beschéafti-
gen. Dazu ist es zunéchst notig eine zweite Fehleridentitéit herzuleiten. Diese zeigt
insbesondere, dass sich der Fehler ||ug — ug|/z2(q) in einen Residual-Fehler und
einen Approximations-Fehler aufspalten lésst.

Lemma 3.2.23 (Fehler Identitat).

Sei ug die Losung des homogenisierten Problems, uy deren HMM Approximation
und (2o, 21) die Losung des Dualen Problems aus Definition 3.2.18. Unter den all-
gemeinen Annahmen 3.2.11 und 3.2.5 gilt fiir alle (®g, ép) € Vi x L2(Q, Wi(Y)):

luo — w72y = /Qf(zo — ®p)
- /Q /Y Ay (Vpug + Vyuy) - (Vi (20 — @) + V(21 — 01))

_AL(A—Ah)(VmuH+VyUh)'(VxZOJFVyZl)'

Bewess.
Wir nutzen die Definition des Dualen Problems, testen mit ® = uy — uy und
¢ = u; — uy, und erhalten:

||U0 - UHH%P(Q) = / / A(szo + Vyzl) : (Vx (U[) - UH) + Vy (ul - Uh))
QJY

Im n&chsten Schritt nutzen wir die Galerkin Orthogonalitdt. Wir erhalten fiir
beliebige (P, ¢n) € Vg x L*(Q, Wy, (Y)):

HQOH%Q(Q)
= B ((eo, eb), (2o, zl))
= B((% "), (20, 21)) + By ((umr, un), (@sr, o)) — B (o, u1), (Prr, ¢n))
= B((uo,u1), (20 = Pw, 21 — 1)) — Bn ((umr, un), (20 — P, 21 — é1))

(
(f,20 — @u)r2) — Br ((uw, un), (20 — Pa, 21 — ¢n))
(

(um,un), (20, 21)) -
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Wir definieren nun duflere Normale und Kanten-Spriinge:

Definition 3.2.24 (Kanten-Spriinge).

Fiir jedes beschrinkte Gebiet M bezeichne ny; : OM — R™ die dufSere Normale an
den Rand von M. Fir zwei Gebiete My und My mit T' := My, N My und fir eine
Funktion g € (L>°(M))" mit g, € (COM;))?, i = 1,2, definieren wir den Sprung
[gr : T — R wvon g dber T' durch

[g]l“(x) = | lim g<xm1) "N (I) + lim g(xma) ’ nM2(x)|?

mi—0Q mo—00

wobei x,,, eine Folge in M; ist, die gegen x konvergiert (z,, — x).

Im Folgenden bezeichne I'(7y) die Kanten-Menge von Ty, das heift
F(TH) = {E| E= TlﬂTz # (Z), codzm(E) =1 und Tl, T2 € TH}

Die Kanten-Menge I'(7;,) von 7Ty, sei analog definiert.

Bemerkung: der Sprung deiner Funktion iiber eine Randkante von Y (Ey € I'(7},)
und Ey C 9Y) ist dank der Periodizitéat der Triangulierung wohldefiniert.

Satz 3.2.25 (A-posteriori Fehlerabschdtzung).
Unter der Annahme 3.2.11 existieren Konstanten C1,Cs, Cs,Cy > 0, unabhdngig
von H und h, so dass die folgende a-posteriori Fehlerabschdtzung gilt:

luo — ur|| L2y < 18,

wobet ny definiert ist durch:

=

1 2
2
- :=01<ZH§*~I\J‘H%2(T>) vaol Y mé
TeTy Eel(Th)
1

2

+Cs Z Z h%ygT,EY

TETH EY EF(E)

+@4<Z ZW)Q.

TeTy KETh

-
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Die lokalen Fehlerindikatoren sind wie folgt gegeben:

(e = I[An(Vour + Vyun)lelliz gy,
ér.my = [[An(Veur + Vyun)l gy T2 @xmy);
fir k= (A = Ap) (Voum + Vyun) | 22w -

Der von || f||r2(q) abhéngige Summand konvergiert offensichtlich mit quadrati-

scher Ordnung gegen Null. Die beiden Summanden, die von den Termen Cr and
&g, abhingen scheinen lediglich mit der Ordnung O(%) zu konvergieren. Jedoch
liefern die Gradientenspriinge den fehlenden Anteil zur erwarteten quadratischen

1
Konvergenzordnung. Der letzte Summand, (ZTGTH Y KeT: fir. ), héingt schlieB-
lich von den Approximationseigenschaften von A, ab. In unserem Fall wiirde dies
eine lineare Konvergenzrate liefern, da A global Lipschitz-stetig ist.

Beweis der a-posteriori Abschdtzung.
Unter Nutzung von Lemma 3.2.23 erhalten wir:

luo — wnl|Z20) = / f(z0 — ®n)
Q
—_—

=1
— /Q/YAh(quH + Vyup) - (Vi (20 — @) + Vi (21 — ¢))

=:1I
= /Q /Y(A — Ap)(Veug + Vyug) - (Vezo + VY, 21) .
V:: 11
Wir wéhlen erneut &y = Iy(z) und ¢, = fh(gl), wobei Iyder Lagrange-

Interpolationsoperator aus Definition 3.2.14 ist und [;, der Interpolationsoperator
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aus Lemma 3.2.15. Mit zy € H*(Q) ergibt sich:
1< D fllezallzo = Pallraay < Y 12y CHE 0|2y

TeTH TeTH

3
<C <Z ||f||%2(T)H§1“) |20]2(02)

TeETH

1
2
<G (Z ||f||%2(T)H§1“> [uo — wrr || z2(0)

TeT

Zur Vereinfachung splitten wir II in II; und Il

83

o= | [ [ Au(o0)(Vun(o) + Fyun(e, ) - Ve Golo) — TnCaa)(@) do dy.
Mol := 1 || An(@,y) (Vo (2) + Vyun(z,9)) - ¥y (212, y) = In(21)(x,y)) de dy‘
und deﬁmeren g(x) == [, Ap(z, y)(Voup (x) + Vyus(z,y)) dy (g ist also eine Kon-

stante auf 7). er erhalten

L, | = Z/(/ Al (T t() - y))dy> V. (20(z) — In(z0)()) dz
TeTH
|3 [ gl Vulaalo) ~ Inlan) @) da
TETy
- > / ~ In(z0)(@)) da
Eel (T
< Z Ig]ellz2e) l20 — L1r(20)l L2(om)
Eel(Ty)
<C Z [9]ell2(E) H? 2| 20| m2(1)
Eel(Ta)
<c| >, Hillgelig > |zl
EcT(Ta) E€r(Tw)

Auflerdem erhalten wir
1
2

Z ’ZD@Z’(T) < C|zo| m2(,
Eel(Ty)
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wobei C' die maximale Anzahl von Kanten eines Elements T' € Ty bezeichnet. Mit
der Abschéitzung

”[Q]E“%Q(E)

_ [E(L[Ah(vqu+vyuh)]E)2

< Y |I[A(Veur + Vyun) el i2@xy) = (o,

ergibt sich

1
2 2

i< c > H| lalmo <Co| Y. Hp| lluo—unllz@
Eel(Tu) E€el(Tw)

Um |II,] abzuschétzen (wobei ¢p(x, ) := I(z1(z,-))), erhalten wir mit der Nota-
tion g(z,y) := An(z,y)(Veun(x) + V,up(z,y)) das Folgende:

mi= (3% / / () Do) (o) 5

TeTy KETy
= Z/ Z / g(xr, - EY(21 Ih(21))($ y) dy | dx
TeTu VT \ Byer(7n) Y BY

Z/T $T7')]EY||L2(EY)||(21—fh(zl))(ffa')HL?(Ey) dx

TeTy Ey€L(Th)

Da auflerdem gilt

~ ~ 3
(21 — In(20)) (2, )|l 2(y) < (21 — In(21)) (@, )| 220K) < Chilzi(2, ) a2k

erhalten wir insgesamt:

Z/ > later, Ny iz iz — Iu(z)) (@, iz | de

TETy Ey GF('Th)

<O X [ 3 loter) nley o 4 o
TeTH TEyeF(Th)
(Z/Zm Vi )
TeTH

KeTh

1
2

N|=



N

IA

C Z Z ||[g]EY||%2(T><Ey)hl3

TeTa Eyel(Ty)

1
2
‘ (Z > |Zl|%2(T,H2(K>>)

TeTy KETh

N

<C Z Z ||[g]EY||%2(T><Ey)h’%y '\21|L2(Q,H2(Y))-

TeTy Eyel(Ty)

Mit der Definition von &7, erhalten wir

/Q /YAh(:v, Y)(Veug (z) + Vyun(z,y)) - Vy (21(z,y) — In(21)(2,9))

2

Cs Z Z h?l)ﬂyéT,Ey Nuo — unllz2)-

TeTy Eyel(Ty)

1L, =

IA

1T wird wie folgt behandelt:

< D > (1A~ A (Veun + Vyun)l 2

TeTa KET,
|V 20 + VyleLz(TxK) )

< (Z Z ||(A_Ah)<varuH+Vyuh)||%2(T><K)> ’

TeTy KETy,

(|20l z1 ) + |21 |2, 51(v))-

Der Rest der Abschéitzung ist klar und wir erhalten:

1

2
L] < Cylluo — un |20 (Z Z [‘TvK) '

TeTy KeTy,

Kombination der Teilergebnisse liefert das Endresultat.
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