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o Standardverfahren zur Aufzeichnung elektrischer Potentiale
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Problemstellung

Das Vorwértsproblem 12-Punkt-EKG
Das Inverse Problem Body Surface Potential Mapping (BSPM)
Lésungsansatz

12-Punkt-EKG

o Standardverfahren zur Aufzeichnung elektrischer Potentiale

o Ortliche und zeitliche Veranderungen messbar, charakteristische
Verdnderungen im Thoraxbereich nicht erfassbar
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Problemstellung

Das Vorwértsproblem 12-Punkt-EKG
Das Inverse Problem Body Surface Potential Mapping (BSPM)
Lésungsansatz

12-Punkt-EKG

o Standardverfahren zur Aufzeichnung elektrischer Potentiale

o Ortliche und zeitliche Veranderungen messbar, charakteristische
Verdnderungen im Thoraxbereich nicht erfassbar

@ Messungen iiber gréBeren Thoraxbereich ermdglichen genauere
Diagnostik des Herzens
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Problemstellung
Das Vorwértsproblem 12-Punkt-EKG
Das Inverse Problem Body Surface Potential Mapping (BSPM)
Lésungsansatz

Body Surface Potential Mapping

@ Das sogenannte BSPM wird mit deutlich mehr Elektroden
durchgefiihrt.
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Problemstellung

Das Vorwértsproblem 12-Punkt-EKG
Das Inverse Problem Body Surface Potential Mapping (BSPM)
Lésungsansatz

Body Surface Potential Mapping

@ Das sogenannte BSPM wird mit deutlich mehr Elektroden
durchgefiihrt.

@ Durch die groBere Menge an Daten kann (bei Wissender der Lage
der Elektroden) genauer auf das elektrische Potential am Herzen

geschlossen werden.
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Problemstellung
Das Vorwértsproblem 12-Punkt-EKG
Das Inverse Problem Body Surface Potential Mapping (BSPM)
Lésungsansatz

Body Surface Potential Mapping

@ Das sogenannte BSPM wird mit deutlich mehr Elektroden
durchgefiihrt.

@ Durch die groBere Menge an Daten kann (bei Wissender der Lage
der Elektroden) genauer auf das elektrische Potential am Herzen
geschlossen werden.

@ Die Bestimmung des Potential am Herzen wird als Inverses Problem
der Elektrokardiologie bezeichnet.
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Problemstellung
Das Vorwértsproblem 12-Punkt-EKG
Das Inverse Problem Body Surface Potential Mapping (BSPM)
Lésungsansatz

BSPM - Anwendungsbeispiel
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Problemstellung
Das Vorwiértsproblem

Lésung des Vorwartsproblems
Das Inverse Problem E B

Lésungsansatz
Vorwartsproblem
Vorwartsproblem
V-(cVu) = 0 inT (2.1)
(oVu)-i = 0 aufdT
u = g aufdH

Mit den Bezeichnungen

o u fiir das elektrische Potential
o fiir die Leitfahigkeit des Torsos T
ii fiir die duBere Normale auf 0T

g fiir das Potential auf dem Rand des Herzens OH
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o Das Vorwértsproblem ist ein sogenanntes " gut gestelltes” Problem
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Problemstellung

Das Vorwiértsproblem " "
Das Inverse Problem Lésung des Vorwértsproblems

Lésungsansatz

Losung des Vorwartsproblems

@ Das Vorwartsproblem ist ein sogenanntes " gut gestelltes” Problem

@ Losung mit Standardmethoden méglich
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Problemstellung

Das Vorwiértsproblem
Das Inverse Problem
Lésungsansatz

Lésung des Vorwértsproblems

Losung des Vorwartsproblems

@ Das Vorwartsproblem ist ein sogenanntes " gut gestelltes” Problem
@ Losung mit Standardmethoden méglich

@ Herausforderung:
von gemessenen Daten an der Korperoberflache auf das epikardiale
Potential zu schlieBen.
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Problemstellung

Das Vorwiértsproblem
Das Inverse Problem
Lésungsansatz

Lésung des Vorwértsproblems

Losung des Vorwartsproblems

@ Das Vorwartsproblem ist ein sogenanntes " gut gestelltes” Problem
@ Losung mit Standardmethoden méglich

@ Herausforderung:
von gemessenen Daten an der Korperoberflache auf das epikardiale
Potential zu schlieBen.

JH

Abbildung: H=Herz, T=Torso
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Problemstellung
Das Vorwértsproblem

Dos Ivoras Problom Schwierigkeit aufzeigen

Lésungsansatz
Inverses Problem
Inverses Problem
V-(cVu) = 0 inT (3.1)
(oVu)-i = 0 aufdT (3.2)
u = d aufdT (3.3)

@ d sind die gemessenen Daten an der Korperobfliche OT zu einem
festen Zeitpunkt

@ u, o, i wie beim Vorwértsproblem
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Problemstellung

(DS Ve e Schwierigkeit aufzeigen
Das Inverse Problem € &
Lésungsansatz

Schlechtgestelltheit des Inversen Problems

@ Das Inverse Problem ist ein sogenanntes schlecht gestelltes Problem
und somit (numerisch) schwer zu lsen.
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Problemstellung

(DS Ve e Schwierigkeit aufzeigen
Das Inverse Problem € &
Lésungsansatz

Schlechtgestelltheit des Inversen Problems

@ Das Inverse Problem ist ein sogenanntes schlecht gestelltes Problem
und somit (numerisch) schwer zu lsen.

@ Ein Problem heisst (nach Hadamard) schlecht gestellt, falls eine der
folgenden Bedingungen nicht erfiillt ist:

@ Es existiert eine Losung
@ Die Losung ist eindeutig
© Die Lésung héngt stetig von den Eingabedaten ab
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Problemstellung

(DS Ve e Schwierigkeit aufzeigen
Das Inverse Problem g g
Lésungsansatz

Schlechtgestelltheit des Inversen Problems

@ Das Inverse Problem ist ein sogenanntes schlecht gestelltes Problem
und somit (numerisch) schwer zu lsen.

@ Ein Problem heisst (nach Hadamard) schlecht gestellt, falls eine der
folgenden Bedingungen nicht erfiillt ist:

@ Es existiert eine Losung
@ Die Losung ist eindeutig
© Die Lésung héngt stetig von den Eingabedaten ab
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Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung

Das Vorwértsproblem Lsen der Vorwartsprobleme

Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lésungsansatz Lsungsalgorithmus

Implementierungen in Comsol

Definition des Losungsoperators

o Fiir das Vorwartsproblem konnen wir einen Losungsoperator R
definieren.

R : HY(OH) — L%(0T) (4.1)
mit R(g) = u(g)loT (4.2)
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Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung

Das Vorwértsproblem Lsen der Vorwartsprobleme

Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lésungsansatz Lsungsalgorithmus

Implementierungen in Comsol

Definition des Losungsoperators

o Fiir das Vorwartsproblem konnen wir einen Losungsoperator R
definieren.
R : HY(OH) — L%(0T) (4.1)

mit R(g) = u(g)loT (4.2)

@ R bildet das epikardiale Potential auf das
Korperoberflachenpotential ab.
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Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung

Das Vorwértsproblem Lsen der Vorwartsprobleme

Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lésungsansatz Lsungsalgorithmus

Implementierungen in Comsol

Definition des Losungsoperators

o Fiir das Vorwartsproblem konnen wir einen Losungsoperator R
definieren.
R : HY(OH) — L%(0T) (4.1)

mit R(g) = u(g)loT (4.2)

@ R bildet das epikardiale Potential auf das
Korperoberflachenpotential ab.

e Wobei u(g) Lésung des Vorwartsproblems in Abhéngigkeit von g.
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Problemstellung
Das Vorwértsproblem
Das Inverse Problem

Lésungsansatz

Definition des Lésungsoperators
Diskretisierung

Losen der Vorwartsprobleme
Umformulierung des Problems
Lésungsalgorithmus
Implementierungen in Comsol

Definition des Losungsoperators

o Fiir das Vorwartsproblem konnen wir einen Losungsoperator R

definieren.

R : HY(OH) — L%(0T) (4.1)
mit R(g) = u(g)loT (4.2)

@ R bildet das epikardiale Potential auf das

Korperoberflachenpotential ab.

e Wobei u(g) Lésung des Vorwirtsproblems in Abhingigkeit von g.
e Rist linear, d.h. es gilt fiir u,v € HY(OH) und ¢1,c € R

Rlaa-u+c-v)=a-Ru)+c-R(v) (4.3)
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Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung
Das Vorwértsproblem Lsen der Vorwiartsprobleme
Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lésungsansatz Lsungsalgorithmus

Implementierungen in Comsol

Diskretisierung

Wir definieren einen endlichdimensionalen Teilraum V,, von H(OH)
durch n linear unabhingige Funktionen gi,...,g, € HY(OH)

V, := span{gi,...,gn} C H'(OH). (4.4)
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Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung
Das Vorwértsproblem Lsen der Vorwiartsprobleme
Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lésungsansatz Lsungsalgorithmus

Implementierungen in Comsol

Diskretisierung

Wir definieren einen endlichdimensionalen Teilraum V,, von H(OH)
durch n linear unabhingige Funktionen gi,...,g, € HY(OH)

V,, := span{gi,..., g} C H(OH). (4.4)
Die Restriktion des Operators R auf V), bezeichnen wir mit R,, d.h.

R, := R|v, : Vi, — L2(T). (4.5)
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Definition des Lésungsoperators
Problemstellung Diskretisierung

Das Vorwértsproblem Lsen der Vorwiartsprobleme
Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lésungsansatz Lsungsalgorithmus

Implementierungen in Comsol

Diskretisierung

Wir definieren einen endlichdimensionalen Teilraum V,, von H(OH)
durch n linear unabhingige Funktionen gi,...,g, € HY(OH)

V,, := span{gi,..., g} C H(OH). (4.4)
Die Restriktion des Operators R auf V), bezeichnen wir mit R,, d.h.

(4.5)
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Problemstellung

Das Vorwértsproblem
Das Inverse Problem
Lésungsansatz

Definition des Lésungsoperators
Diskretisierung

Losen der Vorwartsprobleme
Umformulierung des Problems
Lésungsalgorithmus
Implementierungen in Comsol

Eigenschaften des restringierten Operators R,

@ Auch R, ist linear, und somit |dsst sich jedes g € V,, eindeutig als
Linearkombination mit reellen Koeffizienten p; darstellen

n
g=>_pigi (4.6)
i=1
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Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung
Das Vorwértsproblem Lsen der Vorwiartsprobleme
Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lésungsansatz Lsungsalgorithmus

Implementierungen in Comsol

Eigenschaften des restringierten Operators R,

@ Auch R, ist linear, und somit |dsst sich jedes g € V,, eindeutig als
Linearkombination mit reellen Koeffizienten p; darstellen

n
g=>_pigi (4.6)
i=1
@ Die Losungen dieser Vorwértsprobleme bezeichnen wir mit r;, also

giltfiri=1,...,n
ri = Rn(gi) = u(gi)lot (4.7)
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Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung
Das Vorwértsproblem Lsen der Vorwiartsprobleme
Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lésungsansatz Lsungsalgorithmus

Implementierungen in Comsol

Eigenschaften des restringierten Operators R,

@ Auch R, ist linear, und somit |dsst sich jedes g € V,, eindeutig als
Linearkombination mit reellen Koeffizienten p; darstellen

n
g=>_pigi (4.6)
i=1

@ Die Losungen dieser Vorwértsprobleme bezeichnen wir mit r;, also
giltfiri=1,...,n

ri = Ro(gi) = u(gi)lor (4.7)
@ Aus der Linearitdt von R, folgt dann

Ra(8) =Y _ piri (4.8)
i=1
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Definition des L&sungsoperators

Problemstellung Diskretisierung

Das Vorwértsproblem Losen der Vorwértsprobleme

Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lésungsansatz Losungsalgorithmus

Implementierungen in Comsol

Beispiele fiir g;

Oberfl?che: u Max: 1.00

0.6
0.2
-0.2
-0.6
-1
-1.2-06 0 0.6 1.2Min: 0

HNW LU0
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Nach Losung von n Vorwartsproblemen:
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Nach Losung von n Vorwartsproblemen:

@ "Ablesen” der Funktionswerte am Rand des Torsos.

«O>» «Fr « >« = A



Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung
Das Vorwértsproblem Losen der Vorwértsprobleme
Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lésungsansatz Lsungsalgorithmus

Implementierungen in Comsol

Bestimmung der r;

Nach Losung von n Vorwartsproblemen:
@ "Ablesen” der Funktionswerte am Rand des Torsos.

@ Nenne diese n Vektoren der Lange m r;
(m ist die Anzahl der Diskretisierungspunkte am Rand des Torso)
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Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung
Das Vorwértsproblem Losen der Vorwértsprobleme
Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lésungsansatz Lsungsalgorithmus

Implementierungen in Comsol

Bestimmung der r;

Nach Losung von n Vorwartsproblemen:
@ "Ablesen” der Funktionswerte am Rand des Torsos.

@ Nenne diese n Vektoren der Lange m r;
(m ist die Anzahl der Diskretisierungspunkte am Rand des Torso)

@ Beschreibung des Operators R, durch die berechneten r;
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Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung
Das Vorwértsproblem Losen der Vorwértsprobleme
Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lésungsansatz Lsungsalgorithmus

Implementierungen in Comsol

Bestimmung der r;

Nach Losung von n Vorwartsproblemen:
@ "Ablesen” der Funktionswerte am Rand des Torsos.

@ Nenne diese n Vektoren der Lange m r;
(m ist die Anzahl der Diskretisierungspunkte am Rand des Torso)

Beschreibung des Operators R, durch die berechneten r;
Dafiir stelle Matrix A auf mit:

A=(A,....;) € R™<"
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Anstatt von

R(g)=Au=d
I6sen wir die Normalengleichung

AAu=Ad.

(4.9)

(4.10)
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Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung

Das Vorwértsproblem Lsen der Vorwartsprobleme

Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lésungsansatz Lasungsalgorithmus

Implementierungen in Comsol

Umformulierung des Problems

Anstatt von
R(g)=Au=d (4.9)

I6sen wir die Normalengleichung
AAu=Ald. (4.10)

Wir definieren
B:=AA  und c:=Ad (4.11)

und l6sen das LGS
Bu=c (4.12)
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Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung

Das Vorwértsproblem Ldsen der Vorwartsprobleme

Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
L6 Lo Igorithmus

Implementierungen in Comsol

Zusammenfassung des Losungsalgorithmus
@ Wahle n linear unabhangige Basisfunktionen

g1, -8 € HY(OH), (4.13)

welche auf der Oberflache des Herzens definiert sind.
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Definition des Lésungsoperators
Problemstellung Diskretisierung
Das Vorwértsproblem Ldsen der Vorwartsprobleme
Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
L6 Lo Igorithmus
Implementierungen in Comsol

Zusammenfassung des Losungsalgorithmus

@ Wahle n linear unabhangige Basisfunktionen
g, .,8n € HY(OH), (4.13)

welche auf der Oberflache des Herzens definiert sind.

@ Setze g =g; in (2.3) fir i=1,...,n und Ise fir u = u(g;) das
Vorwirtsproblem (2.1) - (2.3).
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Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung
Das Vorwértsproblem Ldsen der Vorwartsprobleme

Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
L6 Ls Igorithmus
Implementierungen in Comsol

Zusammenfassung des Losungsalgorithmus

@ Wahle n linear unabhangige Basisfunktionen

g1, -8 € HY(OH), (4.13)

welche auf der Oberflache des Herzens definiert sind.

@ Setze g =g; in (2.3) fir i=1,...,n und Ise fir u = u(g;) das
Vorwirtsproblem (2.1) - (2.3).

@ Berechne r; = u(g))|or, fliri=1,...,n
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Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung

Das Vorwértsproblem Ldsen der Vorwartsprobleme

Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
L6 Lést Igorithmus

Implementierungen in Comsol

Zusammenfassung des Losungsalgorithmus

@ Wahle n linear unabhangige Basisfunktionen
g, .,8n € HY(OH), (4.13)

welche auf der Oberflache des Herzens definiert sind.

@ Setze g =g; in (2.3) fir i=1,...,n und Ise fir u = u(g;) das
Vorwirtsproblem (2.1) - (2.3).

@ Berechne r; = u(g))|or, fliri=1,...,n
© Stelle die in (4.11) definierte Matrix B und den Vektor ¢ auf.
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Definition des Lésungsoperators
Problemstellung Diskretisierung
Das Vorwértsproblem Ldsen der Vorwartsprobleme
Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
L6 Lést Igorithmus

Implementierungen in Comsol

Zusammenfassung des Losungsalgorithmus

@ Wahle n linear unabhangige Basisfunktionen

g1, -8 € HY(OH), (4.13)

welche auf der Oberflache des Herzens definiert sind.

@ Setze g =g; in (2.3) fir i=1,...,n und Ise fir u = u(g;) das
Vorwirtsproblem (2.1) - (2.3).

@ Berechne r; = u(g))|or, fliri=1,...,n
© Stelle die in (4.11) definierte Matrix B und den Vektor ¢ auf.
@ Ldse, wenn méglich, das LGS (4.12)

Sema Mpairamoglou Patrick Verfiirth Das Inverse Problem der Elektrokardiologie



Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung
Das Vorwértsproblem Ldsen der Vorwartsprobleme

Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lo Lost Igorithmus

Implementierungen in Comsol

Zusammenfassung des Losungsalgorithmus

@ Wahle n linear unabhangige Basisfunktionen
g, .,8n € HY(OH), (4.13)

welche auf der Oberflache des Herzens definiert sind.

@ Setze g =g; in (2.3) fir i=1,...,n und Ise fir u = u(g;) das
Vorwirtsproblem (2.1) - (2.3).

@ Berechne r; = u(g))|or, fliri=1,...,n
© Stelle die in (4.11) definierte Matrix B und den Vektor ¢ auf.
@ Ldse, wenn méglich, das LGS (4.12)

n
@ Bestimme mit den berechneten p; die Lésung g = >_ p;gi
i=1
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Definition des Lésungsoperators
Problemstellung Diskretisierung

Das Vorwértsproblem Losen der Vorwértsprobleme
Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
L& Losu Igorithmus

Implementierungen in Comsol

Losung bei vorgegebenem Potential am Herzen

1
0.6
0.2

-0.2

-0.6

-1

Oberfl?che: u

Max: 0.997

;

18

-1.2 -04 0.4 1.2Min: -0.997
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Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung

Das Vorwértsproblem Ldsen der Vorwartsprobleme

Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lésungsansatz Lsungsalgorithmus

Implementierungen in Comsol

Ergebnisse bei einer Stérung der Daten um 10~°

BLAU: berechnete Lésung ROT: exakte Lésung

05

-05

-1
0 5 10 15 20 25 30 Es
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Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung

Das Vorwértsproblem Ldsen der Vorwartsprobleme

Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lésungsansatz Lsungsalgorithmus

Implementierungen in Comsol

Ergebnisse bei einer Stérung der Daten um 1078

BLAU: berechnete Lésung ROT: exakte Lésung
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Definition des Lésungsoperators

Problemstellung Diskretisierung
Das Vorwértsproblem Ldsen der Vorwartsprobleme
Das Inverse Problem Umformulierung des Problems
Lésungsansatz Lsungsalgorithmus

Implementierungen in Comsol

Ergebnisse bei einer Stérung der Daten um 10~

BLAU: berechnete Lésung ROT: exakte Lésung
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Ergebnisse bei kleinerer Gitterweite ohne Storung

BLAU: berechnete Lésung ROT: exakte Lésung
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Kondition der Matrix B

Kondition(B) = 792912149292, 2158 ~ 7,93 - 10**

wLo

Sema Mpairamoglou Patrick Verfiirth Das Inverse Problem der Elektrokardiologie



Problemstellung

Das Vorwértsproblem
Das Inverse Problem
Lésungsansatz

Definition des Lésungsoperators
Diskretisierung

Lésen der Vorwartsprobleme
Umformulierung des Problems
Lésungsalgorithmus
Implementierungen in Comsol

ielen Dank fiir die

Aufmerksamkeit

Sema Mpairamoglou Patrick Verfiirth

Das Inverse Problem der Elektrokardiologie



	Problemstellung
	12-Punkt-EKG
	Body Surface Potential Mapping (BSPM)

	Das Vorwärtsproblem
	Lösung des Vorwärtsproblems

	Das Inverse Problem
	Schwierigkeit aufzeigen

	Lösungsansatz
	Definition des Lösungsoperators
	Diskretisierung
	Lösen der Vorwärtsprobleme
	Umformulierung des Problems
	Lösungsalgorithmus
	Implementierungen in Comsol


