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Einleitung

Optionsarten
Modellannahmen

Kauf oder Verkauf

o Call
o Put
Zeitpunkt der Einlosung
o Europiische Optionen
@ Amerikanische Optionen
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Einleitung

Optionsarten
Modellannahmen

Optionen konnen erworben werden fiir

@ Rohstoffen
o Aktien
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Einleitung

Optionsarten
Modellannahmen

Allgemeine Modellannahmen

@ vollkommener Kapitalmarkt; insbesondere Arbitragefreiheit,
Leerverkiufe sind erlaubt

@ Européische Option auf eine Aktie
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Aktienkurs Aktienmodell

Beispiele fiir Aktienkurse ohne Sprung

Vorerst gibt es keine Spriinge im Akienkursmodell.
Das Modell ist die Brownsche Bewegung

d—Ssz,u-dt—lra-dW,

wobei

w der Drift der Aktie S

o die Volativitdt der Aktie
dW ist ein Wiener Prozess
E[dS]=uSdt, da E[dW]=0
Var[dS]= ¢25%dt
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Aktienkurs Aktienmodell

Beispiele fiir Aktienkurse ohne Sprung

Parameter

o Drift der Aktie a : 2%
o Volatilitdt der Aktie o: 25 %
@ Zeitschrittweite: 720 Zeitschritte/Jahr

Christof Heuer und Fabian Lenz Optionsbewertung



Aktienkurs

Aktienmodell
Beispiele fiir Aktienkurse ohne Sprung
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Aktienkurs Aktienmodell

Beispiele fiir Aktienkurse ohne Sprung

Parameter

o Drift der Aktie o : 1%
o Volatilitat der Aktie o: 50 %
@ Zeitschrittweite: 720 Zeitschritte/Jahr
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Aktienkurs

Aktienmodell
Beispiele fiir Aktienkurse ohne Sprung
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Ito's Lemma

Herleitung der Black-Scholes-Gleichung
Optionsbewertung nach Black-Scholes Black-Scholes-Gleichung

Randbedingungen

Implementierung

Ist V: Ry x R — R eine Funktion mit:
o V stetig differenzierbar ersten Komponente

@ V zweimal stetig differenzierbar in der zweiten Komponente
e dS =1(S,t)dt + g(S, t)dW,

Es gilt:
_ M oVv(S,t) 182V(5,t) 5
dv_< RS f(S,t)+ ¢ > 9S2 go(S,t) | dt
oV (S,t)
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Ito's Lemma
Herleitung der Black-Scholes-Gleichung
Optionsbewertung nach Black-Scholes Black-Scholes-Gleichung

Randbedingungen
Implementierung

Sei also W|eder = - dt+ o - dW gegeben

Man erhalt mit lto's Lemma:

o f(S,t)=uS
e g(S5,t)=0S
o dV =(uS%¢ + 528 Y+ 9Y)dt + 0SGLdW
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Ito's Lemma

Herleitung der Black-Scholes-Gleichung
Optionsbewertung nach Black-Scholes Black-Scholes-Gleichung

Randbedingungen

Implementierung

Sei P ein Portfolio mit dem Wert P=V - a-S Dann gilt:
e dP=dV - a-dS

Setzt man nun dV und dS in diese Gleichung ein, so erhalt man

o dP = 0S(%% — a)dW + (uS%% + 4o 252225\2/ 9 — auS)dt

Damit P risikolos ist, wahlt man o = as Das liefert:

o dP= (%Y + 102522Y) dt
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Ito's Lemma
Herleitung der Black-Scholes-Gleichung
Optionsbewertung nach Black-Scholes Black-Scholes-Gleichung

Randbedingungen
Implementierung

Aufgrund der Arbitragefreiheit muss im Zeitraum von t nach t+ dt

gelten:

e dP =rPdt

o rPdt = (4 + 302522 )dt
wobei

@ r der risikolose Zinssatz ist

Mit P =V-aS=V- %S folgt:
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Ito's Lemma
Herleitung der Black-Scholes-Gleichung
Optionsbewertung nach Black-Scholes Black-Scholes-Gleichung

Randbedingungen
Implementierung

Die Black-Scholes-Gleichung

oV ov 1. 2 c2 9°V _ .
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Ito's Lemma
Herleitung der Black-Scholes-Gleichung
Optionsbewertung nach Black-Scholes Black-Scholes-Gleichung

Randbedingungen
Implementierung

Randbedingungen

Optionswert fiir den Put ist zum Endzeitpunkt bekannt
max(K — S,0) mit K Erfiillungspreis

Fiir den Aktienwert wird ein Maximum festgelegt

Der Aktienpreis S gilt immer S >0
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Ito's Lemma

Herleitung der Black-Scholes-Gleichung
Optionsbewertung nach Black-Scholes Black-Scholes-Gleichung

Randbedingungen
Implementierung

Diskretisierung

@ Zeitdiskritisierung: implizit, riickwarts vom Endzeitpunkt zum
Startzeitpunkt
e rS g—g : Upwind-Verfahren, aber rS > 0

"2252 ‘?;T‘Z/: zentraler Differenzenquotient fiir 2. Ableitungen

vhti_yh 262 Vb —2vhivh vh_vh
i ag i+1 i i—1 i i—1 h
e+ 5 (Bs) + max(rS,0) "4z V=0

1
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Ito's Lemma
Herleitung der Black-Scholes-Gleichung
Optionsbewertung nach Black-Scholes Black-Scholes-Gleichung

Randbedingungen
Implementierung

Parameter

Zinssatz r: 5%

Ausiibungspreis K: 10 GE

maximaler Aktienkurs Spax: 40 GE
Gesamtlaufzeit der Option T: 2 Jahre
Restlaufzeit der Option L: 1 Jahr
Volatilitdt der Aktie o: 25%
Zeitschrittweite: 720 Zeitschritte/Jahr
Kursschrittweite: 50 Schritte/GE
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Optionswert

Ito's Lemma

Herleitung der Black-Scholes-Gleichung
Black-Scholes-Gleichung
Randbedingungen

Implementierung

Optionsbewertung nach Black-Scholes

Vergleich mit analytischer Losung

Mumerische Lisung
Analytische Lasung
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Ito's Lemma

Herleitung der Black-Scholes-Gleichung
Black-Scholes-Gleichung
Randbedingungen

Implementierung

Optionsbewertung nach Black-Scholes

Restlaufzeit 1.9 Jdahre
Restlaufzeit 0.1 Jahre

Optionswert

20 25 30 35
Aktienkurs




Ito's Lemma

Herleitung der Black-Scholes-Gleichung
Black-Scholes-Gleichung
Randbedingungen

Implementierung

Optionsbewertung nach Black-Scholes

“Wolativitat 5%
“olativitat 60%:

Optionswert

o 5 10 15 20 25 30

35 40
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Einfithrung
Differentialgleichung fiir Optionsbewertung

Optionsbewertung mit Aktienkursspriingen Implementierung

e Aktienkurse kdnnen sich schnell stark andern(z.B. durch

Ubernahmespekulationen, verdffentlichte Gewinnerwartungen,
Bankenkrise, etc.)

o verlaufen also i.A. nicht nur wie ein Wiener Prozess

@ daher: Einbau von zufilligen Spriingen
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Einfithrung
Differentialgleichung fiir Optionsbewertung

Optionsbewertung mit Aktienkursspriingen Implementierung

Unsere Annahmen

o Aktienkurs hat eine bestimmte Wahrscheinlichkeit A - dt fir ein
Sprung im Zeitintervall dt

@ Sprunghdhe ist log-normalverteilt, mit bekannten Parametern
7und 7y
@ sonst gleiche Annahmen wie vorher fiir Aktienkurs

L =p-dt+o-dW+(J—1)-dg
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Einfithrung
Differentialgleichung fiir Optionsbewertung

Optionsbewertung mit Aktienkursspriingen Implementierung

Aktienkurs mit Sprung

% T

25 #

2 —
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Einfithrung
Differentialgleichung fiir Optionsbewertung

Optionsbewertung mit Aktienkursspriingen Implementierung

Herleitung der Differentialgleichung

@ Wert des Portfolios P =V — aS

@ Aus Ito’s Lemma und durch das risikolose Portfolio (o = g—v)
folgt:

o dP = [ +ZS P Y14t [V(JS, t)—V(S, t)]dg— 2% (J—1)Sdg
@ Betrachte den Erwartungswert E[dP]

o Wir wissen: E[dq] = \dt

e Erwartungswert der Sprunghdhe: E[J — 1] =: &

%)
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Einfithrung
Differentialgleichung fiir Optionsbewertung

Optionsbewertung mit Aktienkursspriingen Implementierung

Weitere Annahmen

@ Investor halt ein gestreutes Portfolio solcher Portfolios fiir
verschiedene Aktien

@ die verschiedene Aktien seien unkorelliert
o daher: kleine Varianz des Portfolios
e daraus folgt dann:E[dP] = rPdt

o OV 4 PSPV L OV(15_ Sk\)— (r+A)V +E[V(JS, t)]A =0
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Einfithrung
Differentialgleichung fiir Optionsbewertung

Optionsbewertung mit Aktienkursspriingen Implementierung

o Ist g die Verteilungsfunktion der Sprunghdhe mit g(J) = 0 fiir
J <0, so gilt:

o E[V(JS, )] = [ g(J)V(JS, t)dJ

Damit erhalten wir folgende Differentialgleichung:

OV L P2 PY L OV (15— SKA)—(r+A) VA [3° g(J)V(JS, t)dJ = 0
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Einfithrung
Differentialgleichung fiir Optionsbewertung

Optionsbewertung mit Aktienkursspriingen Implementierung

Diskretisierung

Differenzenquotienten wie eben

Integral mit zusammengesetzter Trapezregel

(]

obere Integralgrenze setzen wir auf %

Problem: g( S'I'gax) kann noch grol sein

aber: V(%S) sollte fiir hinreichend grolles S,,.x Null sein

Christof Heuer und Fabian Lenz Optionsbewertung



Einfithrung
Differentialgleichung fiir Optionsbewertung

Optionsbewertung mit Aktienkursspriingen Implementierung

Parameter

Zinssatz r: 5%

Ausiibungspreis K: 5 GE

maximaler Aktienkurs S,,ax: 10 GE
Gesamtlaufzeit der Option T: 2 Jahre
Restlaufzeit der Option L: 1 Jahr
Drift der Aktie a: 2%

Volatilitat der Aktie o: 25%
Zeitschrittweite: 100 Zeitschritte/Jahr
Kursschrittweite: 40 Schritte/GE
Erwartete Sprunghohe: +1,5%
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Einfithrung

Differentialgleichung fiir Optionsbewertung

Optionsbewertung mit Aktienkursspriingen Implementierung

Vergleich mit Lésung ohne Sprung

Aktie ohne Springe
Aktie mit 10 erwarteten Sprangen
Aktie mit 1 erwarteten Sprung

Optionsiert

|
o 2 4 5]
Aktienkurs

ian Lenz




Einfithrung

Differentialgleichung fiir Optionsbewertung

Optionsbewertung mit Aktienkursspriingen Implementierung

Vergleich der verschiedenen Restlaufzeiten

Restlaufzeit 0.1 Jahr
Restlaufzeit 1 Jahr
Restlaufzeit 1.9 Jahr

Optiongwert

|
o 2 4 5]
Aktienkurs
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Herleitung der allgemeinen PDE
Herleitung der Lsungsformel

Aussicht
Stochastische Volativitat

Die Option verhalt sich folgendermaRen:
o dS(t)= u S dt + /v(t)S dz
o d\/v(t) = -B/v(t) dt + & dz
wobei

@ z1(t) und z(t) sind Wiener Prozesse
e die Volativitat v folgt Ornstein-Uhlenbeck Prozess

@ es werden keine Spriinge betrachtet
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Herleitung der allgemeinen PDE
Herleitung der Lsungsformel

Aussicht
Stochastische Volativitat

Ito's Lemma fiihrt mit

o f(S;t) = —B/v(t)

e g(St)=0

ov=2_5?

o dv(t) = (0% —2Bv(t))dt + 26+/v(t)dz(t)
was umgeschrieben zu

@ dv(t) = k(0 - v(t))dt + o+/v(t)dz(t)

wird.
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Herleitung der allgemeinen PDE
Herleitung der Lsungsformel

Aussicht
Stochastische Volativitat

Mit der mehrdimensionalen Formel von lto fiihrt dies zur
allgemeinen PDE:

PU PU 1, PU . _OU
- 2 v 2
"5 952 TP 550y T 27 Ve T 5
U
HIR(8 — (1) = A(S. v, t)]—— W+ =0

@ U ist der Preis der allgemeinen Option
e (S, v,t) der Preis fiir das Volativitatsrisiko

@ r der risikolose Zinssatz ist
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Herleitung der allgemeinen PDE
Herleitung der Lsungsformel

Aussicht
Stochastische Volativitat

Mit
e x = In(S)
ou _ U
OSi—W
o §202U _ 22U _ 9U

852 — 0x2 Ox
e U = C fiir eine Call-Option

wird daraus

182C+ 82C+1282C+( 1)%

2 0x2 TPV by 2 2" ox
; oC ac
+(H[9—v]—/\(e,v,t))a—rC—i-E—O
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Herleitung der allgemeinen PDE
Herleitung der Lsungsformel

Aussicht
Stochastische Volativitat

Wenn man jetzt noch fiir den Call

o C(Sw,t) =SP; - Ke'(T-0) p,

setzt, mit
e C(S,T) = max(S-K,0) als Randbedingung
o e'(T—1) risikoloser Verzinsung

erhalt man folgende zwei PDE's
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Herleitung der allgemeinen PDE
Herleitung der Lsungsformel

Aussicht
Stochastische Volativitat

BV Gt 00V e 302V G () a4 G = 0
firj = 1,2 mit

o u =1

o ="

@ a=~krl—A\

@ by =k—po

e bh =k

und der Randbedingung
o Pi(x,v, T;In(K)) = Ln(k)<x]
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Herleitung der allgemeinen PDE
Herleitung der Lsungsformel

Aussicht
Stochastische Volativitat

Durch Fourriertransformation von P; und P, erhalt man:

00 —igln(K) £, XVt
Pi(x, v, £ In(K)) = § + L [ Re[ T hCevt )4

mit
o C(Syvt)=SP-KeT-0) p,

kann der Call-Wert dann berechnet werden
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Herleitung der allgemeinen PDE
Herleitung der Lésungsformel

Aussicht
Stochastische Volativitat

Was konnte man jetzt noch alles machen???

Implementierung der Ergebnisse mit stochastischer Volatilitat
Verbindung von Spriingen mit stochastischer Volatilitdt
Betrachtung von Amerikanischen/Asiatischen Optionen

Betrachtung von Portfolios anstatt von einzelnen Optionen

e 6 6 o6 o
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Herleitung der allgemeinen PDE
Herleitung der Lésungsformel

Aussicht
Stochastische Volativitat

Vielen Dank fir lhre
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