Inverse Probleme
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Inverse Probleme

1 Einfithrung

1.1 Metadefinition inverses Problem: Die Suche nach der Ursache fiir eine beobachtbare
oder gewiinschte Wirkung iiber ein mathematisches Modell. Das Modell beschreibt, wie dann
aus der Ursache die Wirkung entsteht. In den Ingenieurwissenschaften spricht man auch vom
Inverse Engineering oder Inverse Modelling.

Die Unterscheidung in beobachtbare und gewiinschte Wirkungen hat mathematische Konsequen-
zen: Liegt ein beobachteter Effekt vor, so sucht man eine eindeutige Losung des Problems. Handelt
es sich um einen gewiinschten Effekt, so ist Eindeutigkeit weniger wichtig, denn dann kann das
angestrebte Ziel auf verschiedene Weisen erreicht werden, sodass man zuséitzliche Freiheit beim
Losen des Problems erhélt, z.B. in Form zusétzlicher Anforderungen an die Losung.

1.2 Erstes Beispiel (Computertomographie): Bei der Computertomographie werden Ront-
genstrahlen durch verschiedenen Richtungen geschickt:

Es wird dann die Intensitdt (Energie) eines Strahls am Ende der Strecke gemessen, wobei die
Intensitit Iy am Anfang der Strecke gegeben ist. Zur mathematischen Modellierung betrachte:

E{S,Vb(> 5

Dabei ist w der normierte Orthogonalvektor auf den Rontenstrahl (|w| = 1). Jeder Strahl wird
dann beschrieben durch w € S! und s € R. Bezeichnet t € R die lokale Koordinate am Strahl,
so konnen die Punkte entlang des Rontgenstrahls beschrieben werden durch

(z(t),y)T = sw +twr, tER,



wobei letztendlich nur die Punkte fiir ¢t € [A(s,w), E(s,w)] relevant sind.
Die Intensitdt des Strahls bei ¢ sei mit I(¢; s, w) bezeichnet. Setze fiir die Emission bei A:

Iy :=I(A(s,w); s, w).

Die Anderung von I in Abhingigkeit von der Dichte p(x,y) im Korper kann fiir ein kleines
Intervall At approximiert werden durch:

I(sw+ (t + At)ywb) — I(sw + twb) =~ —p(sw + tw) At (sw + twh).
Damit ergibt sich:

I t+ Atywt) — 1 twt)  d
lim (sw+ (4 Atjw) = I{sw + tw) = —I(sw + tw) = —p(sw + tw) I (sw + twh).
At—0 At dt

Seien nun s, w fix. Setze dann:
i(t) = I(sw+twh), r(t) = p(sw+twh).
Damit ergibt sich folgende gewdhnliche Differentialgleichung;:
i'(t) = —r(t)i(t), i(A) = Ip.
Die Losung ist bekanntermaSSen gegeben durch
i(t) = Ipe~ Jar() dr,
womit wir fiir allgemeine s, w die Gleichung
I(sw+ twb) = Ipe” Sy plswtrut) dr

erhalten. Insbesondere gilt dann:

E(s,w)

I(sw+ E(s,w)w’) = Iye” JaGw plswtw) dt.

Fiir die gemessenen Daten y erhalten wir:

1 E(s,w)
J(s.0) = —In <I(sw+E(s,w)w )) :/ p(sw + tw') dt.
Iy A(s,w)

Damit besteht das inverse Problem aus der Rekonstruktion einer Dichte p : R?> — R aus den
Daten v : R x S' — R.

Das mathematische Problem hinter der Computertomographie ist die Inversion der Radon-
Transformation

Rf(s,w):/f(sw—i—twL) dt, f:R*?-R,scR",weS
R

Zusétzliche praktische Schwierigkeiten sind:
e nur endlich viele Richtungen (Abtastung/Sampling).

e Messfehler = Ist die Rekonstruktion robust?



1.3 Zweites Beispiel (Differentiation): Sei v : I — R mit I = [a,b] C R. Sei weiter

y(8) = (Ku)(t) = / u(s) ds.

Dann ist K ein linearer Operator zwischen unendlich-dimensionalen Funktionenrdumen, z.B.
K : L*(I) — L*°(I) oder K : C(I) — C(I) mit || - ||co. Die Umkehrung von K entspricht der
ersten Ableitung: p
Y
u(t) = E(t)
Wir wollen nun den Effekt des Messfehlers untersuchen. Dazu modellieren wir fiir § << 1 und
unbekanntes n € N:
Yo (t) == y(t) + dsin(n(t — a)).

Dann gilt ||y — ¥°||c = 0. Fiir fehlerhafte Daten erhalten wir:

5 dy’ dy

u’(t) = E(t) = E(t) + dcos(n(t — a))n = u(t) + nd cos(n(t — a)).
Damit gilt ||u — u®||c = nd fiir beliebig groSSes n € N. Der Rekonstruktionsfehler kann also
selbst bei beliebig kleinem Messfehler ¢ beliebig groSS werden!
Als mathematische Alternative kénnten wir K : C(I) — CY(I) mit ||yller = max{||y|lco; [|¥]|oo }
betrachten, allerdings sind in der Praxis die Funktionenrdume nicht frei wiahlbar.
Als Botschaft dieses Beispiels erhalten wir, dass die Art der Messfehler (Schranke) die Norm/
den Raum fiir die Daten bestimmt.

1.4 Definition: Ein Problem heiSSt schlecht gestellt, wenn beliebig kleine Messfehler zu be-
liebig groSSen Rekonstruktionsfehlern fithren kénnen.

Im zweiten Beispiel ist K ! nur auf C*(I) C C(I), also einem nicht abgeschlossenen Teilraum
definiert. Zudem ist K ! unstetig.

Diese Problematik fiihrt zur Regularisierung. Grundsitzlich wollen wir K1 durch eine stetige
Approximationen R, ersetzen, sodass in einem gewissen Sinne R, — K ! fiir a — 0 gilt. Der
Rekonstruktionsfehler setzt sich dann zusammen aus dem (fortgepflanzten) Datenfehler und dem
Approximationsfehler:

Roy’ — K 'y = Ro(v° —y) + Roy — K 'y.



Folgende Grafik veranschaulicht die Aufteilung in die beiden Fehlerarten:
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Ein einfaches Beispiel fiir eine Regularisierung des Differentiationsoperators ist

(Ray)(t) = LEED =8O

1.5 Charakteristika inverser Probleme:

e Ein typisches inverses Problem ist eine Operatorgleichung K(u) = f mit einem linearen
oder nicht-linearen Operator K zwischen Funktionenrdumen. Meistens stecken Integratio-
nen in K, z.B. in Form eines Faltungsintegrals.

e Die Art des Informationsverlustes ist unterschiedlich:

e teilweise zu wenige Messungen;
e teilweise zu viel Rauschen auf den Daten;

e unterschiedliche Glattung von v durch den Vorwértsoperator.

e Wir brauchen immer a-priori Informationen, um sinnvolle Lésungen zu erhalten. Meist sind
diese nicht mathematisch formuliert, z.B. in Form von:

e Vorwissen: keine groSSen Locher, keine groSSen lokalen Anderungen;

e Anforderungen: keine Texturen, Objekte kleiner als 3mm sind uninteressant, groSSe
Ubergiinge sind interessant.

1.6 Definition (nach Hadamard): Ein Problem heiSSt korrekt gestellt, falls:
(1) Fiir alle (zuléssigen) Daten existiert eine Lsung.
(2) Fiir alle (zuléssigen) Daten ist die Losung eindeutig,.
(3) Die Losung héngt stabil bzw. stetig von den gegebenen Daten ab.

Ein Problem heiSSt schlecht gestellt, wenn eine der drei Bedingungen verletzt ist. Im Allgemeinen
wird die dritte Bedingung Probleme bereiten.



2 Lineare Integralgleichungen und kompakte Operatoren

Wir wollen zunéchst Integraloperatoren mit einem Integralkern k : 3 x 2 — R betrachten:

(Ku)(z) = /Q Kz, y)u(y) dy.

Dabei ist v :  — R eine Funktion aus einem ndher zu spezifizierenden Funktionenraum auf 2.
Ku ist dann eine reelle Funktion auf ¥. Wir wollen zwei Beispiele betrachten:

(1) Stammfunktion: Sei Q =3 = [0, 1]. Wir definieren einen Integralkern durch:

I, z2>y,
k(ﬂf,y)Z{O v <y

Damit erhalten wir den Operator

x 1
(K@) = [ uw) dy = [ Kot du
der einer Funktion u eine Stammfunktion zuordnet.

(2) Entzerrung/Entfaltung: Sei Q@ = ¥ = R? und k(z,y) = G(x — y). Dabei kann G 7.B. die
Gauss-Kurve sein.

2.1 Definition: Sei Q2 konpakt und C() := {u : @ — R | u stetig} mit ||ull¢q) = maxzecq [u(z)].
Dann konnen wir Operatoren K : C(2) — C(X) betrachten.

Allerdings stellt der Funktionenraum C(€2) eine groSSe Einschrankung dar, denn oft haben wir
es mit unstetigen Funktionen zu tun, beispielsweise in der Bildrekonstruktion, wo Kanten Un-

stetigkeitsstellen entsprechen. Deshalb:

2.2 Definition: Fiir p € [1,00) definieren wir die Raume

1
LP(Q) = {u : Q — R | w messbar, ||ul|pr := </ lu(x)|P daz)p < oo}.
Q

Dann kénnen wir Operatoren K : LP(Q) — L(X) fiir p,q € [0,00) betrachten. Oft haben wir
den Fall p = g = 2, denn L?(Q) ist ein Hilbertraum.

2.3 Link zu Gleichungen im R": Seien {¢; : X - R |i=1,..,n} { : Q=R |i=1,..,n}
jeweils linear unabhéngig. Damit erhalten wir einen degenerierten Kern:

k(z,y) =Y wi(@)vi(y)
=1

und den zugehoérigen Integraloperator:

(Ku)(z) = /Q (Z soi(x)d%(y)) o) dy =3 i) /Q Silw)uly) dy.

=:c;

Es gilt dann dim(R(K)) = n. Zur Losung der Gleichung Ku = f verwende die Darstellung
[ =1, cipi. Mit dem Galerkin-Verfahren (Multiplikation mit ¢; und Integration iiber ¥ auf
beiden Seiten) erhalten wir dann:

/Ef(w)%‘(x) dx :/E (; Cz’%‘(@) pj(z) dz = ;Ci/z%(x)@j(@“) dv, j=1,..,n.



also ein n X n lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten ¢;,7 = 1, ...,n. Damit erhalten wir:

/szi(y)u(y) dy=c¢;, i=1,..,n (N.B.),

also ein unterbestimmtes Gleichungssystem fiir v, denn wu liegt i.A. nicht in einem endlich-
dimensionalen Funktionenraum. Wir suchen nun die Lésung minimaler Norm in L?(Q), d.h.
wir l6sen:

1
2/Qu(y)2 dy — uenll/%?ﬂ) unter (N.B.)

Betrachte dazu fiir A € R™ das Lagrange-Funktional:

Llu,)) = ;/Qu(x)z dx+zn;>\i </Qu(y)¢,~(y) dy—ci> .

u minimiert £ dann fiir passendes A. Betrachte weiter:

n n 2 n 2
L) = AQWN+(Z?mmﬁumH§<Z?wmﬁ m—ié(XNMmO dr=Y i

n 2
1 -
= 3 /Q (u(gj) + ; )\iz/)l-(m)) dzx 4 const.

Somit ist das Minimum @ gegeben als Linearkombination der v;,7 =1, ..., n:
n ~
i(z) = - Nit().
i=1

Aus der Nebenbedingung (N.B.) erhalten wir somit ein n x n Gleichungssystem fiir die \;.

Wir wollen die Idee fiir die numerische Lésung noch einmal zusammenfassen: Approximiere einen
Kern k durch degenerierte Kerne k,, (d.h. k, — k fiir n — o0), und 16se dann die Gleichung
fiir ky, durch zwei n x n Gleichungssysteme wie oben. Im Optimalfall wihle {¢;}, {¢;} als Or-
thonormalbasen, denn dann ist ([ ¢;¢;);; die Einheitsmatrix, sodass die n X n-Systeme trivial
sind.

2.1 Eigenschaften der Operatoren

2.4 Definition: Sei K : X — Y ein linearer Operator zwischen Banachrdumen X und Y. Dann
heiSSt K stetig bzw. beschrénkt, wenn eine Konstante ¢ > 0 existiert mit ||Kully < c|jul|x fiir
alle u € X. Die kleinste Konstante, die diese Eigenschaft erfiillt, heiSSt Norm des Operators. Es
gilt dann:

Ku Y
1K= sup Y Ry
wex\foy lullx  jupx=1

2.5 Lemma: Seien €2, ¥ offen und beschriinkt. Sei weiter k € L?(X x Q) und
K L) () (Ku)(w) = [ Keg)u(y) d.
Q
Dann ist K wohldefiniert und stetig.

2.6 Definition: Ein linearer Operator K : X — Y heiSSt kompakt, wenn eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist:



(1) Fiir jede beschrinkte Menge B C X ist das Bild K (B) priakompakt in Y ist, d.h. K(B) ist
kompakt.

(2) Fiir jede beschrankte Folge (n)nen in X besitzt die Folge (Kzp)nen eine konvergente
Teilfolge.

(3) Falls X,Y reflexiv: Aus z,, — z folgt Kz, - Kz. Erinnerung: Es gilt z,, — z, wenn
(p,xn) = (p, ) fiir alle p € X' gilt.

Aus der Definition kompakter Operatoren folgt direkt, dass jeder beschrinkte lineare Operator,
der in einen endlich-dimensionalen Raum abbildet, kompakt ist. Damit sind insbesondere Inte-
graloperatoren mit degeneriertem Kern wie in 2.3 kompakt.

2.7 Lemma: Seien X,Y Banachrdume. Dann gelten:

(1) Sind K1, Ky : X — Y kompakt, so ist auch K7 + K3 kompakt.
(2) Ist K : X — Y kompakt und A € R, so ist auch AK kompakt.

(3) Seien K7 : X — Y, Ky :Y — Z beschrankt und linear und K; oder Ky kompakt. Dann
ist K9 o K3 ebenfalls kompakt.

2.8 Satz: Sei K, : X — Y eine Folge kompakter Operatoren und K : X — Y mit ||K—K,| — 0
flir n — oo. Dann ist auch K kompakt.

Lemma 2.7 und Satz 2.8 liefern insbesondere, dass die kompakten Operatoren ein abgeschlosse-
nes Ideal in den beschrénkten linearen Operatoren sind.

2.9 Satz: Sei K : L*(Q) — L?(X) wie in Lemma 2.5. Dann ist K kompakt.

2.10 Lemma von Riesz: Sei X ein Banachraum und U C X ein abgeschlossener Teilraum.
Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein € X mit ||z]|x = 1, sodass dist(z,U) = infycy ||z —y||x > 1—¢
gilt.

2.11 Satz: Seien X,Y unendlich-dimensionale Banachrdume und K : X — Y kompakt, so-
dass R(K) unendlich-dimensional ist. Dann besitzt K keine stetige Inverse. Insbesondere ist
Ku = f mit K kompakt immer ein schlecht gestelltes Problem.

Beweis: Wihle y; € Y mit ||y1|ly = 1. Nach Lemma 2.10 gibt es ein y2 € Y mit [jy2|y =1
und dist(y2, LH{y1}) > 3. Weiter gibt es ein y3 € Y mit |ys|ly = 1 und dist(y1, LH{y1,y2}) > 3.
Insgesamt erhalten wir eine Folge (yx)ken mit ||yx|ly = 1 fiir alle k € N und |y, — yilly > 3 fiir
k # . Insbesondere besitzt (yx)ren keine konvergente Teilfolge. Angenommen, K~ : Y — X

existiert und ist stetig. Setze x), 1= K lyp. Bs gilt ||lzellx < [[K7|||yell = [[K 7| < c. Damit
ist (zg)ken beschriankt. Laut Annahme besitzt (Kxg)ren eine konvergente Teilfolge, was im Wi-
derspruch zu Obigem steht. |

2.2 Singuldrwertzerlegung kompakter Operatoren

2.12 Definition: Sei X ein normierter Raum und K € £(X). Dann ist das Spektrum von K
definiert als

o(K)={AeC| (M — K): X — X besitzt keine stetige Inverse}.
Ein Eigenwert von K ist eine komplexe Zahl A € C mit N'(A] — K) # {0}, d.h. A\x — Kz = f.

2.13 Satz: Sei X ein normierter Raum und K : X — X kompakt. Dann gelten:



(1) Ist dim(X) = oo, so folgt 0 € o(K).

(2) Ist A € o(K)\{0}, so ist A ein Eigenwert von K mit endlicher geometrischer Vielfachheit,
dh. dim(N (A — K)) < oo.

(3) Das Spektrum o(K) ist hochstens abzéhlbar und 0 ist der einzige mogliche Hiufungspunkt.

Fiir den Beweis ben6tigt man den ersten Rieszschen Satz:
2.14 Satz: Sei L =1 — K fiir K : X — X kompakt. Dann ist N (L) endlich-dimensional.

Im folgenden wollen wir X,Y als Hilbertrdume annehmen. Ist dann K : X — Y kompakt,
so sind auch K*K : X — X und KK* : Y — Y kompakt. Wir betrachten die Eigenwertproble-
me K*Ku = Au und KK*v = Av. Wegen (K*K)* = K*K und (KK*)* = KK* sind K*K und
KK* symmetrisch, womit A € R folgt. AuSSerdem sind beide positiv semidefinit, denn es gilt
(K*Ku,u) = ||[Kul|? > 0. Damit folgt weiter A > 0.

2.15 Definition: Sei K € £(X,Y) kompakt. Dann heiSSt (o4, tn, U )nen ein singuliires System,

wenn fiir alle n € N gilt: 0, > 0, (62, Uy )nen ist ein Eigensystem zu K*K und v, = Hflgizml

2.16 Satz: Sei (0, Un, Un )nen ein singuléres System fiir einen kompakten Operator K € L(X,Y).
Dann gelten:

(1) o(K*K)\{0} = {02 | n € N} und die Eigenriume zu o2 fiir K* K und K K* haben dieselbe
Dimension.

(2) Fiir alle n € N gilt Ku,, = 0,0, und K*vy, = opuy,.

(3) {un} bzw. {v,} sind vollstindige ONS in

R(K*K) = R(K*) = N(K)* bzaw. R(KK*) = R(K)
und (02, vy )nen ist ein Eigensystem zu K K*.
Aus diesem Satz ergeben sich die Darstellungen

K'Kzx = Zaﬁ(m,u,ﬁun, KK*y = Zoi(y,vnwn.
n=1

n=1

AuSSerdem erhalten wir die Singuldrwertzerlegung von K:

K=K <Z<x,un>un> = Z(w,un>Kun = Zan<a:,un>vn.

n=1 n=1 n=1

Analog erhalten wir fiir den adjungierten Operator K*:

)
K*y = Z Un<y7 Un)“n-
n=1

Mithilfe der Singuldrwertentwicklung wollen wir nun untersuchen, ob eine Losung von Ku = f
existiert. Zunéchst gilt fiir alle n € N:

f=Kus (fiu,) = (Ku,v,) = (u, K*vy,) = o {u, uy).

Damit ergibt sich:



2.17 Picard-Kriterium: Wir suchen eine Losung v € X < |lu|lx < oo von Ku = f. Es

gilt dann:
- frvn)?
full = Y ua? = Y2 o)

n=1 on7#0 n

Beachte jedoch: Es gilt
oo
feY &|lfIf <ooe ) (fivn)? < oo,

n=1

2
Z <f702n> < 0o
on#0 In

ist nicht automatisch erfiillt fiir f € Y. Die Existenz einer Losung u € X héngt also davon ab,
wie schnell die Singuldrwerte o, gegen 0 konvergieren. Dies fiihrt zu folgenden Begriffen:

aber das Picard-Kriterium

2.18 Definition: Wir nennen das inverse Problem Ku = f mildly ill-posed, wenn o, = O(n™%)
fiir ein o > 0 gilt (d.h. die Singularwerte konvergieren héchstens so schnell wie ein Polynom gegen
0: Es existieren C, > 0 mit 0,, > Cn~%) und severely ill-posed, wenn o,, = O(e™") gilt (d.h.
die Singulérwerte konvergieren schneller als jedes Polynom gegen 0: 0,, < Cn™? fiir alle C, a > 0).

2.19 Beispiel: Wir betrachten
K 22(0.1) = (0,10 (Ku)a) = [ uty) dy
Es gilt dann fiir alle u,v € L?([0, 1]):

<KU,U>L2:/O o(z)(Ku) (@ dx—// dydx—/ (/ylv ) y) dy = (u, K*0) g,

also (K*v)(y) = fylv(x) dz. Damit gilt dann weiter:

(K*Ku)(ac):/ (Ku)( dy—// z) dz dy.

Wir suchen nun v € L([0,1]) und ¢ > 0 mit K*Ku = ou. Mit w(z) := (K*Ku)(x) gilt dann:

r 1
w=ou, w(l) =0, w'(x) = —/ u(z) dz, w'(0) =0, w"(z) = —u(z), —w"(z) = Fw.
0 g
Daraus folgt:
, Q T 6 . /x
w(z) = asm( ) —i—ﬁcos( ) w'(x) = — cos (—) — —sin (—) .
o o o o o
Wegen 0 = w'(0) = %COS( ) folgt a = 0. Es gilt weiter 0 = w(1) = Bcos (1), woraus 1 = (2n;1)7r

folgt. Damit gilt o, = = O(2), womit die Differentiation mildly ill-posed ist.

(2n Hm —

2.20 Fehlerverstirkung: Sei u* € X die echte Losung von Ku = f und seien Ku* € Y
die echten/fehlerfreien Daten. Gegeben seien weiter die gemessenen Daten f # Ku*. Wie groSS

10



ist der Fehler ||u — u*||x, wenn wir Ku = f 16sen? Betrachte dazu:

lu = u1% = > (u = un)?

un:%K*vn 1

n (f — Ku*,v,)2.

Damit werden Stérungen in Koeffizienten von v, mit kleinem o, am meisten verstirkt. Die
Sprechweise ist hier analog zu Beispiel 2.19: é heiSSt die Frequenz und entsprechende Storungen
heiSSten hochfrequent.

2.3 Verallgemeinerte Inverse

Es konnen im Allgemeinen zwei Probleme hinsichtlich der Invertierbarkeit von K : X — Y
auftauchen:

(1) K ist nicht surjektiv, d.h. R(K) C Y bzw. R(K) C Y.
(2) K ist nicht injektiv, d.h. N(K) # {0}.

Im ersten Fall scheint es sinnvoll ein w € X zu suchen, sodass Ku minimalen Abstand zu f € Y
hat (denn eventuell gilt f € Y\R(K)). Im zweiten Fall kénnen mehrere Losungen existieren.
Dann ist es sinnvoll diejenige mit der kleinsten Norm auszuwihlen. Diese Uberlegungen motivie-
ren folgende Definition:

2.21 Definition: Ein u € X heiSSt bestapproximierende Losung (least-squares solution), falls
|Ku— flly <|Kz— fl|ly fiir alle z € X gilt. Dabei ist die Existenz einer bestapproximierenden
Losung unklar. Weiter heiSSt eine bestapproximierende Lésung v € X Lésung minimaler Norm
(minimal norm solution), wenn |lu||x < ||@||x fiir alle bestapproximierenden Losungen @ gilt.

Wir wollen nun die verallgemeinerte Inverse KT konstruieren. Setzen wir den Definitionsbereich
von K1 als
D(K") == R(K) ® R(K)*,

so besitzt f € D(KT) eine eindeutige Zerlegung als f = Ku + z fiir ein v € X und z € R(K)* .
Eine bestapproximierende Losung ist dann ein u € X mit Ku = Pr(x)(f), denn f = Ku + z
mit z € R(K )L impliziert, dass u eine bestapproximierende Ldsung ist. Insbesondere gelten:

(1) Fir f = Ku, d.h. f € R(K), ist u eine bestapproximierende Losung.

(2) Ist f € R(K)*, so folgt Prix)(f) = 0, d.h. jedes u € N(K) ist bestapproximierende
Losung. Insbesondere ist u = 0 € N(K) die Losung minimaler Norm.

Im Fall (1) gilt u = ug + w mit vy € N(K),w € N(K)*+ (denn NV (K) ist abgeschlossen, also
N(E)ON(E)*" = X), Ku= K(up+w) = Kug+Kw = Kwund [[u]? = Juo|[% + [[w|% = [[wll%
mit Gleichheit genau dann, wenn ug = 0. Betrachte nun

K :N(K)t - R(K); Ku:= Ku.

Dann ist K bijektiv, d.h. }
K1 R(K) - NEK)FCX
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existiert. Setze dann

K~'f, falls f € R(K),

KH:DKhH = X; Ktf:=
(K) ! {0, falls f € R(K)™*.

Es lisst sich zeigen: Fiir jedes y € D(KT) besitzt die Gleichung Kz = y eine eindeutige Losung
minimaler Norm, gegeben durch zf = Ky Die Menge aller bestapproximierenden Lisungen ist

dann gegeben durch {z} + NV (K).
Wir wollen noch eine Reihendarstellung von KT herleiten. Betrachte dazu:

on=0= Ku, =0, K*v,, =0 = u,, € N(K), v, € N(K*);

Kv, =0& (K*vp,u) =0 Yue X & (v, Ku) =0 Yue X & v, € R(K)".
Weiter gilt fiir zf = KTf:

o o
Zai(:ﬂ,unmn = K*Kzl = K*f = Zan<f, U YUy«
n=1

n=1

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich (z¥, u,)u, = i( fsUn )y, also insgesamt:
[ <f7 Un> ‘
T f Z - U,

on#0

Im folgenden wollen wir o,, # 0 fiir alle n € N annehmen.

3 Allgemeine lineare Regularisierung mit SVD

Wir haben oben gesehen, dass die ersten beiden Bedingungen aus Definition 1.6 groSStenteils
erfiillt werden konnen, indem man verallgemeinerte Inverse betrachtet. Um der dritten Bedingung
gerecht zu werden, verwenden wir Regularisierungen. Diese modifizieren im Wesentlichen die
kleinsten Singulirwerte. Fiir f € D(KT) wollen wir also

K1f =3 (o
n=1_"

durch -
Raf = Z ga<0n)<f7 Un>un
n=1

approximieren, wobei g, : RT — R™ eine fiir fixes @ beschriinkte Funktion mit g, (t) 2201

¢
(punktweise fiir t > 0) ist. Setze Cy = sup;soga(t) < oco. Es gilt dann C, ~ é und damit
limy—,0 Cq = 00. Beachte die Abschétzung:

1RSI = (gal0n)?|(f,0) P < C2 Y I(f,0) [ < CAIIFI.
n=1 n=1

3.1 Beispiele: Im folgenden werden wir ndher untersuchen:
(1) Die abgeschnittene Singuldrwertzerlegung (Truncated Singular Value Decomposition, T'S-

VD):
ga(t) = {07 t=e

1
o t> a.

Es gilt offensichtlich C,, = é

12



(2) Die Lavrentiev-Regularisierung:

1
)= ——
90(t) =
d.h. alle Singuldrwerte werden um « verschoben. Wegen ﬁ < é erhalten wir Cy, = é
(3) Die Tikhonov-Regularisierung:
t
)= 5.
9a(t) 2+«

Es gilt C, = ﬁ

Frage: Ist R, eine verniinftige Regularisierung? Was ist eigentlich eine Regularisierung bzw. ein
Regularisierungsoperator?

Sei u* die exakte Losung, d.h. es gilt Ku* = f. Weiter seien gestorte Daten f° gegeben. Dann
gilt fo = f+(f%—f), wobei f0 — f die Stérung der exakten Daten ist mit || f — f||oo < 0 ist. Wir
berechnen R, f° = . Im Optimalfall soll dann u, =~ u* gelten, d.h. ud, — u* fiir & — 0,6 — 0.

«

Beachte allerdings, dass « nicht beliebig gegen 0 gehen darf.
Fiir den Fehler gilt nun:

ul —u* = Rof? —u* = Ro(f° — f) + (Raf — u*).

Dabei bezeichnet man R, (f° — f) als den fortgepflanzten Datenfehler und R,f — u* als den
Approximations- bzw. systematischen Fehler. Damit gilt dann auch:

lug, = || < I1Ralf* = Pl + | Raf — ]l
Fiir den Datenfehler haben wir die Abschétzung
IRa(f* = D) < IRl f* = Flloo < Cad,

sodass fiir als zusétzliche Bedingung fiir Konzergenz
Cod = 0fiira—0,0 >0

erhalten. Wir withlen « somit in Abhiingigkeit von J. Diese Uberlegungen fiihren uns zu folgen-
den Definitionen:

3.2 Definition: Eine Familie von beschrinkten linearen Operatoren (Ry)a>0, Ra @ Y — X,
zusammen mit einer Parameterwahl

A:RYxY = RY; (6,9 = a,
heiSSt eine Regularisierung von K, wenn
6—0
Ra(57f5)f6 i) KTf
fiir alle f0 mit ||f% — f| < 6 gilt.

3.3 Definition: Eine Parameterwahl heiSSt a-priori, wenn o = a(§) unabhingig von f0 ist
und a-posteriori, wenn a = a(d, %) echt von den Daten abhingt.

Eine Parameterwahl o = o(f?) kann nur fiir korrekt gestellte Probleme funktionieren.

13



3.1 Konvergenz von R, f

Fiir den fortgepflanzten Datenfehler kennen wir bereits die Abschitzung || Ra(f® — f)|| < Cad
ohne weitere Annahmen. Wir wollen nun den Approximationsfehler genauer untersuchen: gilt
|Raf — KTf|| < ¢(a) fiir eine stetige Funktion ¢ : RT — R* mit ((0) = 07

Zunéichst kennen wir die Darstellung

o
1
Rof —K'f = Zl<ga<an> = o vnun
n—=
Betrachten wir den Spezialfall ©* = wyy,, so gilt f = Kuy = 0p0m und damit:
1
Rof — KTf = (galom) — T)Umum bzw. || Raf — KTfH = lomga(om) — 1].

m

Fiir m groSS genug bzw. oy, klein genug gilt oga(c) < 3 (da 0ga(0) — 0 fiir o — 0), also
|Rof — K1f|| > 1. Damit ist die Konvergenz fiir o — 0 beliebig langsam. Damit wird der sys-
tematische Fehler nur beliebig langsam kleiner.
3.4 Satz: Sei g, : RT — RT stiickweise stetig, beschrinkt fiir fixes @ > 0 und g,(o) 229
fiir o fix. Weiter existiere eine Konstante ~ mit

=

sup  oga(o) <.
a>0,0>0

Dann gilt fiir R, wie oben und f € D(KT):
Rof — KT fiir a — 0.
3.5 Satz: Sei g, wie oben und u, = R, f, u‘sa = R, f%. Dann gelten:
(1) uo — KTf fiir a — 0 (Satz 3.4).
(2) llua —udll < Cad, [[Kua — Kug|| < 7.
(3) Wenn C,6 — 0, so folgt ug — Ktf.

Wir wollen nun eine weiter Sichtweise auf den systematischen Fehler gewinnen, ndmlich eine Art
erweiterte Picard-Bedingung. Betrachte dazu fiir ¢ > 0:

[e.9]

1
IEYf = RafI? = Z(; = ga(on))*(f,vn)?
n=1 "
o0 2
= S (- ougalon)P
o
n=1 n
o0
{fs vn)
= 2 (= onga(on))*on’ "5
n=1 n
Als zusétzliche Bedingung fordern wir, dass i{”ﬁ? quadratsummierbar ist und setzen dann
o0
_ o vw)
= nz::l 01“9 Uy € X.

Damit gilt:

IKTf = Raf|? < max(o” — o1 (0))2 > (f.0n)?
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Definiere dann eine Funktion in Abhéngigkeit von «:

po(@) == max |0’ — g, (0)|.
g
Damit erhalten wir schlieSSlich:
IETf = Rafll < wo(a)|2])-
Wir wollen nun ¢y fiir Standardbeispiele von Regularisierungen berechnen.

3.6 Beispiel (TSVD): Wir betrachten

ga(o) = {

0, o>aq,
o’ — UlJﬂgga(U) = {

, 0> aQ,

1
g
0, o<a.

Dann gilt:

019, o< a,

9 1+9

also py(@) = max, |0? — 011Vg,(0)| = . Fiir den Gesamtfehler erhalten wir (mit Cp = 1):

o
IKTf = Raf'll < —+ |2]la”.
Wir wollen nun den optimalen Parameter o (bei 4,7, z gegeben) bestimmen, d.h. wir betrachten:

5 9 ,
fla) =~ +2lla” — min.

Es gilt f'(a) = —% + ||2[|9a?~! und damit:
1
) O T+9

!
fl@=0sat = S>4=——.
Il (9)1=) 7

Damit ergibt sich als optimale Fehlerschranke:

9

te_p g 2 i o 2511
K f — Rof°| <017 (9]|2]]) T+ + ||2]] 57— = const(V)6T+7 || z|| T+
(D z|) T+

Zur Interpretation:
(1) Der Fehler wird kleiner, wenn 9 groSSer wird.

(2) Der Fehler hat immer eine kleinere Ordnung als J, was eine Konsequenz aus der Schlecht-
gestelltheit ist.

(3) Der Fehler wichst mit z, wir konnen ein f, das die Bedingung nicht erfiillt, nicht durch
gute f, approximieren.

3.7 Beispiel (Lavrentiev): Wir betrachten g.(c) = ﬁ Es gilt wieder Cy, = é Dann gilt:

1+9 9 9

ao o
| = max = amax

o+« o o4 a o o+a

g

@9(a) = max|o? —
e

Fiir 9 > 1 existiert das Maximum nicht (sup = 00), also ist nur ¥ € [0, 1] interessant. Sei nun
flo) = <’ Dann gilt:

o+ta”

;o Yo7l o o’ N0 +a)—o)
f(a)_cr—i-ai(o’—l—a)?_ (0 +a)?
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Es gilt dann f/(6) =0< 6 = 119_—0‘19. Damit folgt dann:

_ o da \"’ 1 B H9a?
¢ﬂ(a)—af(0)—a<129> %+a—cons()a.

Eine analoge Rechnung zu oben liefert:
IKTf = Raf?]| < const(9)5 757 |2 77,

allerdings nur fiir ¥ < 1. Wir erhalten die bestmdogliche Schranke 6 2 fiir ¥ = 1 und sagen dann,
dass das Verfahren die Qualifikation 1 hat.

3.8 Definition: Die Qualifikation eines Regularisierungsverfahrens ist der gr6SStmogliche Wert
¥, der zu einer endlichen Fehlerabschitzung fiihrt. (Tikhonov hat Qualifikation 0.)

Wir wollen noch eine Interpretation der Bedingung z = > >° gﬁ’? u, € X fiir verschiedene

¥ angeben.
Im Fall ¥ = 0 erhalten wir die Picard-Bedingung.
Im Fall 9 =1 gilt:

On

_ - <favn> u*:i{Tf - <U*7un>
p= A, =Y,
On
n=1

n=1

Sei nun w =) 7, <”;’:">vn €Y. Wegen K*v, = o,u, gilt dann:
n
K*w = Z:l U’inK*vn = Z:l<u*,un>un =u*.
n= n—=

Damit erhalten wir:
zeXeosweY eu =Kw.

Dies ist eine abstrakte Glattheitsbedingung an die Minimum-Norm-Lésung u* (u* € R(K™)).
Diese Bedingung heiSSt Quellbedingung. Es gilt dann ||w|| = ||z||. Das Element w (bzw. z) heiSSt
Quellelement.

Eine weitere Interpretation dieses Falls sieht folgendermaSSen aus: v* ist die Losung minimaler
Norm, d.h. u* 16st fiir f € R(f):

1 2 . . 1 2
N N - + f— K .
2||uH e mlri ; umeln sgp {2||u|| (w, u>}

Wihle dann w = ¢t(f — Ku) fiir t — co. Es gilt weiter:

Ein Sattelpunkt (u*,w™) existiert < min sup = minmax = max min.
ueX ey ueX wey weY ueX

Berechne nun:
min ~ul® 4+ (w, f — Ku) = min [ull® — {u, K*w) + 21K w]? - [E*w]? + (w, f)
weX 2 ’ wex 2 ’ 2 2 ’

1 1
= min—|u— K*w|? - || K*wl|? .
gggw wl = SIHE"w]” + (w, f)
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Damit erhalten wir ein Minimum bei v = K*w, d.h. ein Sattelpunkt (u*, w*) existiert nur, wenn
u* = K*w*,
Im Fall 9 = 2 gilt:

e o) e ()
Z—Z o3 “n_z 2 Un
n n=1 n

n=1
und weiter:
KKz = Z %K*KUW = E (u*, up)uy = u*,
n=1 n n=1

denn K*Ku, = 02u,. Damit erhalten wir erneut eine Quellbedingung:

1
u* € R(K*K) < Es existiert ein Sattelpunkt fiir mi}r{l sup {2HuH2 — (2, K*(Ku — f)>} .
ue z

Fiir allgemeines ¢ ergibt sich die Quellbedingung u* € R((K*K)g) mit
o0
(K*K)z = Z(w,un>agﬁun.
n=1

Quellbedingungen sind zusétzliche Glattheitsbedingungen an die Losung minimaler Norm (und
damit an die exakten Daten f).

3.2 Praktische Realisierung von linearen Regularisierungsverfahren

3.9 Beispiel (TSVD): Wir betrachten:

1
= >
ga(o.)_{aa o2 o,

0, o<a.

Dies ist nur mit der Singuldrwertzerlegung berechenbar:
N(@) 1
Ryy = Z 7<y7vn>un7

ag
n=1 "

wobei N(a) = max{n | 0,, > a}. Damit werden nur endlich viele Singulidrvektoren benéstigt. Ist
0 nicht sehr klein, so ist « nicht sehr klein und N(«) eventuell sehr klein. Es werden eventuell
also nur sehr wenige Singuldrvektoren benotigt.

3.10 Beispiel (Lavrentiev): Wir haben g,(0) = —1— und damit:

o+a
o (Y vn)
R.y = Zl an’+naun = Tq.
n—=
Damit gilt dann:
= =Ku =
Y= Z(Un + a)(Ta, un)vn ron=tn Z<y7 Vn ) Un,s
n=1 n=1
und weiter:
o0
y = Z(aza,unﬂKun + avy,)
n=1
oo o
- K (Z(wa,un)un> + (Z(xa,un>vn>
n=1 n=1
[o¢]
= Kx,+ o (Z(ma,un>vn> .
n=1
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Im Spezialfall u,, = v, (X =Y) gilt dann:
y=Kzq+azr, = (K+al)z,.

Dieser Spezialfall tritt genau dann ein, wenn K : X — X symmetrisch (K* = K) und positiv
semidefinit ist ((Ku,u) > 0 Vu € X), denn Ku, = opu, und K*u, = o,uy, also haben K und
K* die gleiche SVD & K = K* und ¢ > 0 < K positiv semidefinit.

3.11 Beispiel (Tikhonov): Wir haben g.(0) = 5% und damit:

Umgekehrt gilt:

< opto < ohta
und weiter: ;
07y, Un) o (Y, vn)
KKz, = n K*v,, = n
o Z o+« " Z o24+a "
n=1 n=1
SchlieSSlich gilt:
o 3
o, + oo
K*K$a + azxgy = Z WQ% Un)”n
n=1
o
= Z<Z/:Un>0nun
n=1
K* >
TnUn=4"Un K* (Z<yvvn>vn> — K*y
n=1

Damit ist die Tikhoniv-Regularisierung realisierbar durch:
(K*K 4+ al)x® = K*°.
Eine weitere Formulierung ist iiber ein Minimierungsproblem moglich:
K*Kz = K*y  min~||Kz — y|.
z€X 2

Setzen wir 1
«
Jo(u) = §HKU —y|I*+ §HUH27

so gilt:

3.12 Satz: Ein z, € X minimiert J, genau dann, wenn K*Kzx, + az, = K*y. Dies ist ein
Kompromiss zwischen der bestapproximierenden Lésung und der Losung minimaler Norm.

3.13 Beispiel (Fixpunktiteration): Wir haben:
Ku=y+ K'Ku=K"y.
In Fixpunktform erhalten wir u = u — 7(K*Ku — K*y), also

uft = oF — 7 (K KWk — K*y).
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3.14 Beispiel (Asymptotische Regularisierung): Wir interpretieren den Parameter 7 in
Beispiel 3.13 als Zeitschritt und ¢ = k7 und u* &~ u(t). Dann erhalten wir durch Umformen:

u(t+ 1) — u(t)

= —(K*Ku(t) — K*y).

Fiir 7 — 0 ergibt sich:

du

M (K (Ku—y)).

o = ~(K(Ku—y)
Sei weiter u(0) = 0,¢ € [0,7]. Dann ist der Regularisierungsparameter quasi T, d.h. a = .
Durch Losen dieser gewohnlichen Differentialgleichung ergibt sich:
o 1 o2 a—0

(1-e %)

(2

Q|

9a(0)
3.15 Praktische Wahl des Regularisierungsparameters: Theoretisch gilt o ~ 5747 . Dies
ist jedoch unpraktikabel, da ¥ nicht bekannt ist. Fiir optimales o zu gegebenem 19 haben wir:
12, =y < (1+7)5,

wobei v = max(0gq(0)). Wir wissen zum Einen, dass der Output-Fehler die Ordnung § hat,
aber zum Anderen auch, dass es nicht notwendig ist, eine regularisierte Losung zu suchen, sodass
| Kzl — % < 6 gilt. Dies fithrt uns zum

Diskrepanzprinzip: Wihle o = (8, 9?) so, dass fiir 22 = Ray® ||K29 — y°| ~ 6 gilt, d.h.
a(6,5°) = max{a > 0 | | K25 —¢°| < 70}
fiir ein 7 > 1. Im Fall 7 =1 gilt dann fiir die exakte Losung x*:
ly — 4’|l = |1Ka* —y°|| < 6.

Das a aus dem Diskrepanzprinzip liefert eine optimale Rate, wenn z* = (K*K)%w.

4 Stochastische Modellierung

Wir betrachten das Problem Ku = f mit K : RY — RM_ Dabei sind die auftretenden Objekte
allesamt unbekannt bzw. nur ungenau als Zufallsariable bekannt. Im Einzelnen bedeutet dies:

(1) Rauschen: Wir haben eine Zufallsvariable F' mit E[F]| = f = Ku®.

(2) Parameter in K (oder K selbst): Beispielsweise kann K als Integral mit Faltungskern
modelliert werden. Bei ungenauem Faltungskern entstehen Fehler in der Modellierung.

(3) Variable u: Die exakte Losung u* ist die Realisierung einer Zufallsvariable U. Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung fiir U modelliert das Vorwissen (A-priori-Verteilung, A-priori-
Wabhrschreinlichkeit).

Wir betrachten nun die Likelihood, das heiSSt die Wahrscheinlichkeit f zu messen, wenn u*
eine exakte Losung ist. Beides sind Realisierungen von Zufallsvariablen F,U. Die Likelihood {
ist definiert als bedingte Wahrscheinlichkeit [ = P(F|U).

4.1 Beispiel: Wir betrachten additives, unabhingig normalverteiltes Rauschen. Sei dazu F' eine
Zufallsvariable in RM . Dann haben wir fiir 1 < i < M:

Fi:(KU)i—i-ni, niNN(O,O'Q) (O'N(5).
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Dann gilt:

M 2
I = P(F|U) = P(n = F—KU) "2 T] P(n; = Fi—(KU);) %2 exp [~ Fim (KU):)”
Il I (550

Die Schitzung der Maximum Likelihood ergibt:
@ = argmax P(F|U) = argmaxlog P(F|U) = arg min — log(P(F|U)).
U U U

Fiir obiges Beispiel erhalten wir:

KU 2
Z(( )i — Fi)

—log P(F|U) = —M log \ﬁa 552 ,

\—,_ziZ

unabh. von w
v ﬁ”KU—F”%-{—const.

also
& = argmax P(F|U) = argmin | KU — F||3,
U U

d.h. die Maximum Likelihood wird bei der bestapproximierenden Ldsung angenommen. Wir
brauchen damit zusitzlich eine Regularisierung!

4.2 Beispiel: Wir betrachten die Penalized Maximum Likelihood:

~

@, = arg min — log P(F|u) + a|ul?.

Die entsprechende Likekihood ist dann:

1

[=cP(FIU)elul?  ¢.=
C ( | )e C fRM F‘U —a||u||2 du’

4.3 Satz von Bayes: Wir nehmen an, dass wir P(F|U) und a-priori P(U) kennen. Dann liefert
der Satz von Bayes die a-posteriori Wahrscheinlichkeit

P(FIU)PU)

P(U|F) = 203

P(U|F) bezeichnet also die Wahrscheinlichkeit, dass U die zugrunde liegende Losung ist, wenn
ich die Daten F' messe.

Anstelle eines Maximum Likelihood Schétzers kann man auch den Maximum A-posteriori Pro-
bability (MAP) Schétzer betrachten:

4 = argmax P(ul|F)
u
= argmin— log(P(ul|F))
u
arg min — log P(F'|U) — log P(u) + log P(F)
u ~——
unabh. von u

= argmin—log(P(F|U)) — log P(u).

Wir erhalten dann einen Datenterm D(u, f) = —log P(f|u) und einen Regularisierungsterm
R(u) = —log P(u). Haufig modellieren wir die a-priori Wahrscheinlichkeitsverteilung mithilfe
eines Gibbs-Priors, d.h. P(u) = exp(—aR(u)) fiir eine Konstante & > 0 und einen (konvexen)
Regularisierungsterm R, sodass sich —log P(u) = aR(u) ergibt. (Manchmal arbeiten wir zusitz-
lich mit einer Normalisierungskonstante ¢, d.h. P(u) = cexp(—aR(u)).) SchlieSSlich erhalten
wir fiir den MAP-Schétzer das Problem

Jo(u) := D(u, f) + aR(u) — muin.
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4.1 Beispiele fiir Datenterme

4.4 Beispiel: Sei n; ~ N(0,0?) GauSSsches i.i.d. Rauschen und fM = (K™u); +n;. Wir stellen
uns vor, dass KM die Diskretisierung eines Integraloperators und f™ die Diskretisierung einer
Funktion ist. Sei Beispielsweise Q = [0,1] und QM = [} — 4] fiir i = 1,..., M. Ist dann K ein
Integraloperator nach L?([0,1]), so haben wir:

(KMuy); = (Ku)(z) dx, fiM ~ ‘QlM‘/QM f(x) dx

QM| Jam

Fiir den Datenterm gilt dann:

1 M
D(u, f) = @ZUlM—(KMuW

2
- 5 Z e ( 1) e >dw)

2022 |QM| (z) — Ku(z))? dx

Q

QIW
M

= 53 (f(x) — Ku(x))? du.
0

Damit folgt: Die Art des Rauschens impliziert, welche Norm (oder Allgemeineres) man fiir die
Definition der bestapproximierenden Lésung verwenden sollte.

4.5 Beispiel: Sei f = Ku +n mit n ~ N(0,02(n"n)~1), wobei

1 -1 0
1
n=1.

: -1

0 1
Dann folgt:

_U=knTyTn(f—Ku)
P(f|u) = const e 202 ,

und weiter

1
D(u, f) = @HHM(fM — KMu)|%.
Wegen nM fM ~ f’ gilt schlieSSlich:

1
202

1
D(u, f) = /0 (f'(x) — (Ku)(2))? d.

Wir halten noch einmal fest: Bei Normalverteilung bzw. GauSS haben wir:

1 1
D(u, f) = 55 llKu = fI*, R(u) = 5ull*.
Im folgenden Beispiel wollen wir die Poissonverteilung betrachten:

4.6 Beispiel (Photenenrauschen): Wir betrachten N Detektoren und N Unbekannte fiir:
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Sei eine Farbstoffdichte v und ein diskretes u € RY gegeben, wobei u; das Integral der Dich-
te liber Pixel ¢ ist. Die erzeugte Messung ist die Anzahl f; von Photonen im i-ten Pixel, also
fi € Np. Fiir ein sehr kleines Zeitintervall der Lange 7 ist die Wahrscheinlichkeit ein Photon im
i-ten Pixel zu messen gegeben durch 7u; + O(72). AuSSerdem nehmen wir an, dass ein Markov-
Prozess vorliegt bzw., dass der Prozess sogar zeitunabhéngig ist, d.h. die Wahrscheinlichkeit fiir
eine Messung in einem gewissen Zeitintervall hingt nur von u; und der Lange des Zeitintervalls
ab und nicht davon, was vorher passiert ist. Ist die Messzeit T fix, so haben wir:
(uiT)*

P({fi = k}ui) = — e T k=0,1,2,..,

d.h. f; ist Poissonverteilt mit Mittelwert w;T" (f; ~ Poi((Ku);T)).

P P
A_ u_iT klein /\
_ u_iT grof®
” 15N N\
e g
k k

Im Folgenden bendétigen wir die

Stirling-Formel: Sie erlaubt eine Approximation fiir n!, wenn n groSS ist:
log(n!) = nlog(n) — n.
Betrachten wir nun also den Datenterm:

D(’Lb,f) = *log(P(fvu))

N .
(uiT)fl)
;U,T og< 7

N
= Z wT — filog(u;T) + log(fi!)
=1

Q

N
> wT + filog(uT) + filog(f;) — fi-

i=1
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Dann folgt D(f, f) =0 (wobei w;T = f;). Sei jetzt T = 1. Wir wollen untersuchen, ob
D(f,u) >0« gy(z) =2 —ylog(x) + ylog(y) —y >0 Vr,y>0

gilt. Die Ableitung g, (z) = 1 — £ hat nur bei x = y eine Nullstelle. Weiter gilt g, (x) = % > 0,
da z,y > 0. Damit ist g, konvex und hat ein eindeutiges Minimum bei = y mit g,(x) = 0. Wir
nennen gy(z) dann Kullback-Leibler-Distanz. Betrachte nun die Entropie e(z) = xlog(z) — .
Dann ist e konvex, denn es gilt €’ (x) = % Fiir die Taylorentwicklung von e gilt:

e)— (e +e(@)y—=) = ylog(y) —y—alog(x) +z —log(x)(y — x)

Taylorentwicklung an der Stelle y

= z—ylog(z) —y+ ylog(y)
= gy(z).

Damit misst gy(x) eine Art Abstand zwischen « und y mittels e:

7\

Abstand=g_y(x) e(x)-e'(x){y-x)

Diese Kontruktion funktioniert fiir jede konvexe Funktion €. Die zugehorige Distanz heiSSt dann
Bregman-Distanz. Sie misst den Abstand zwischen dem Funktionswert é(y) und dem Wert der
Linearisierung é(z) — €'(z)(y — x) an einer Stelle .

4.7 Beispiel: Betrachte ¢ = %[/z||%. Dann gilt &(z) = z, womit die Bregman-Distanz gege-
ben ist durch:

1

1 1 1
2y,2) = 5191 = Sllall® = G, (y = 2) = Sl = 24z, 9) + lal?) = Sl — )

4.2 Beispiele fiir Regularisierungsterme
Wias ist ein potentieller Nachteil von Tikhonov oder dhnlichen Verfahren? Es gilt
K*Ku+oau=K"f=u,= (KK +al)'K*f = K*|(K*K + oI)"'f],

also uq = K*w,. Ist K* ein glittender Operator, so ist u, € R(K™) glatt, was in vielen Anwen-
dungen ein groSSer Nachteil sein kann.

4.8 Beispiel: Sei X =Y = L*(Q) und (Ku)(z) = [, k(z,y)u(y) dy. Es gilt dann:

(K wa) () = /Q k(Y 2)waly) dy = ua(z).
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Als a-priori Informationen bei Tikhonov haben wir v € L?(Q) und dass ||u||;2 moglichst klein
sein soll (wegen #dquivalenter Formulierung als Minimierungsproblem, siehe Satz 3.12). Damit
wird u sehr glatt (abhéngig von K bzw.K™).

Wir wollen nun untersuchen, was bei Verwendung eines anderen Datenterms passiert, d.h. wir
betrachten das Minimierungsproblem:

D(Ku, f) + %||u||2 % min.
u

Sei zuniéichst f,(t) = D(K(ua + tv), f) + |lua + tv||>, wobei uq den Minimierer des obigen
Problems bezeichne. Dann ist f, () minimal bei ¢t = 0, d.h. es gilt f/(0) = 0 fiir alle v € X. Falls
D differenzierbar ist, gilt:

fo(t) = (01 D(K (ug + tv), f), Kv) + afug + tv, v).
Bei ¢ = 0 gilt dann fiir alle v € X:
0=£,(0) = (A1D(K(ua),f), Kv) + afua,v)

<0 (K*01D(Kug, f) + qug, v)
<0 = KOD(Kug, f)+ aug

Uy = K*(—éalD(Kua,f)):K*wa.

Damit gilt u, € R(K™*) unabhingig vom Datenterm.

4.9 Beispiel (Entrauschung): Wir wollen nun die a-priori Information, dass Vu klein sein
soll, betrachten. Sei dazu:

H2(Q) = {u € LX(Q) | Vu e L2(Q)d,/9u(x) da = o} -l = /Q\Vu(:c)\Q da.

Wir betrachten den Einbettungsoperator K : H<2>(Q) < L?(Q); u + u. Wie beim Tikhonov-
Verfahren setzen wir Jo(u) = gllu— f[|3, 4+ 5 [|ull32 - Sei fu = Ja(ua+tv) und u, der Minimierer
&

von J,. Dann gilt:

0 = f,(0)
= (u— f,v)r2 +a(Vu, Vo)

= /(u — fliv+aVuVu du.
Q
Sei v = 0 auf 9€2. Dann gilt weiter:
0:/(u—f)v—aV-Vuvdx,
Q

also u — f —aAu = 0 & Au = L(u— f) € L*(Q). Damit erhalten wir zuviel Glattheit im
Verlgleich zur a-priori Information, denn die zweite Ableitung liegt in L?().

Wir halten fest: Klassische (lineare) Regularisierungsverfahren liefern u, = K*wq, d.h. u, ist
abhéngig von den Eigenschaften von K* iiberglattet. Wir geben also eine alternative Konstruk-
tion:

4.10 Sparsity-Regularisierung (Compressed Sensing): Wir haben eine Sammlung von ty-

pischen Lésungen (Dictionary). Die Regularisierung soll Losungen, die sich aus wenigen Ele-
menten dieser Sammlung zusammensetzen, bevorzugen, d.h. Linearkombinationen von wenigen
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Elementen. Der Koeffizientenvektor soll also sparse sein. Zur Rekonstruktion:
Sei eine Sammlung wy, ..., wy fiir groSSes N € N gegeben. Dann besitzt eine Losung die Darstel-
lung u = Zf\i 1 ziw; fiir z; € R, sodass wir eine neue Unbekannte z € RY erhalten. Es gilt dann
Zij\il ziKw; = Ku = f. Setze Az = Zf\il ziKw;. Wir definieren einen Regularisierungsterm
durch

R%(2) = ||2llo = #{zi | 2 # 0}

Damit erhalten wir das regularisierte Problem:

D(Az, f) + aR%(z) — min .
z€RN

Es ergeben sich allerdings 2V Moglichkeiten fiir Null- oder Nichtnulleintriige in z, womit ein
Ausprobieren fiir groSSes N € N unmdglich ist.
Um dieses Problem zu Losen, betrachten wir als Ansatz konvexe Funktionen. Betrachte:

N\

|12_i]|_0

K
ay

o

| —>
! |

. Z i
Z_max z max —

Zi

Dann ist = die groSSte konvexe Funktion, die unter der Nullnorm von z; liegt.
Idee: Wir ersetzen RY(z) = ||z]|o durch

N
RY(z) = |zl =) _ lail.
i=1

Erhilt die I'-Norm jedoch die a-priori Information der Sparsity?
Sei dazu A € RM*N und D(Az, f) = ||Az — f||?. Dann lautet das regularisierte Problem:

1 .
Ja(2) = 514z = fII* + all2lh — i .

Sei Z € RY ein Minimierer von J,. Fiir Z; # 0 gilt %Ja (2) = 0 und weiter

O Ja(3) = (AT(AZ — )i + o sgn(z) = 0.

a
8Zi

Damit folgt AT (—1(Az — f)) = ATw, = sgn(Z;). Fiir ein kanonisches w, kommen bei ATw,
nur sehr wenige Eintrdge # £1 heraus, also nur sehr wenige Eintréige Z; # 0.

Alternative Erklirung (Beispiel): Sei N =M =1, A =1 und

1 .
Jo(z) = i\z — fP+alz] — min.

25



Dann gilt J,(0) = 3|f|. Ist dann der Minimierer Z # 0, so gilt 0 = Jo(2) = (2 — f) + « sgn(2),
also Z € {f — a, f + a}. Dann gilt:

1
o +alf+al

1
:fa2+a\f—a|, Joé(f—i-a):2

Jo(f — @) 5

Es gilt z = 0, falls:

(1) 3f2 <30’ +alf —al & 3(f —a)(f —a) S alf —a] & = L < 2 (fiir £ < a);

(2) 32 < Lo® +alf +a| & f4 52 <2 (fi f > o).

Insgesamt erhalten wir den sogenannten Shrinkage-Operator:

07 ‘f‘§a7
g:SOé(f): f_aa f>Oé,
fF+a f<a

4.10 Beispiel (1D-Entrauschung): Sei = (0, 1). Dann betrachten wir:
1
DKu ) =5 [ (ua) = @) o, Bw) = [ (@) do
Q Q

wobei S konvex, nichtnegativ und differenzierbar ist, z.B. S(u’) = |u/|P %. Wir erhalten dann das

Funktional - .
Ja(u) = 2/0 (u(z) — f(2))2 dw—l—a/o S( (=

Fiir dessen Minimierer u, gilt % | —oJa(tla +tv) = 0 und

d ! ! w(O)=v(1)=0 [! d duq
— Jo(ug+tv) :/ (ua+tv—f)v dm—i—a/ S'(u+tv" ) dx =00z O/ V(tUa—f——aS’ Ha ) dz.
dt 0 0 0 dt dx

Damit folgt .8 (%e) = L(u, — f) = wo € L*(Q) und weiter S’ (d“;) =c+ foz wa(y) dy € H.
Sei weiter S' 1nvert1erbar (z.B. S” > 0). Dann folgt %= = (S")~Y(c + fo wa(y) dy). Damit ist
d”a glatt und besitzt im Normalfall eine schwache zwelte Ableltung

Fur S(u') = |u’\p21? ist S'(u') = /[P~ sgn(v') und we = ¢+ [ wa(y) dy. Weiter gelten dann:

' I dug 1 L
= (8)7 (wa) = wal PTsgn(wa), g5 = w7 we

dug,
dx

uoz

Fiir p > 1 findet eine Uberglittung von statt, besser p < 2 als p > 2. Fiir p = 1 gilt formal:

dug, dug,
5 (m) = sgn <d:1;> = ta,
—_—
e{x1}

wobei sgn (%) € {£1} abhingig ist von der Gr6SSe der Ableitung.
Fazit: 1-Normen bzw. nicht-differenzierbare /nicht strikt-konvexe Regularisierungen kénnen eine
Uberglittung vermeiden und effektiver a-priori Informationen einbringen.
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5 Variationsmethoden zur Regularisierung

Wir haben bereits gesehen, dass ein Problem der Form Ku = f meistens nicht stetig invertierbar
ist. Deshalb muss das Problem durch eine stetig invertierbare Approximation ersetzt werden.
Ein Hauptkonzept dazu ist die Konstruktion von Funktionalen, die idealerweise einen eindeuti-
gen stationdren Punkt besitzen, der der Losung des urspriinglichen inversen Problems in einem
gewissen FehlermaSS nahe ist. Diese Funktionale bestehen normalerweise aus zwei Teilen: einem
Datenterm, der die Abweichung zwischen den gemessenen Daten f und dem Model angewandt
auf Input-Daten v misst, und einem Regularisierungsterm, der die Input-Daten u zwingt gewis-
sen Anforderungen zu geniigen.

Konkret untersuchen wir fiir einen Regularisierungsparameter o > 0 das Minimierungsproblem

Jo(u) = D(Ku, ) + aR(u) — min
ueX

mit einem beschriankten linearen Operator K : X — Y zwischen separablen Banachrdumen X, Y,
einem konvexen Datenterm D : Y XY — R U {400} und einem konvexen Regularisierungsterm
R: X — RU{+00}. Konvex heiSSt in diesem Fall, dass fiir alle u,v € X, \ € [0, 1] gilt:

RO+ (1= Av) < AR(u) + (1 — NR().

5.1 Lemma: Seien Fi, F5 : X — R U {+o0} konvex und c1,co > 0. Dann ist auch ¢1 F} + coF>
konvex.

5.2 Lemma: Sei ' : Y — RU{+o0} konvex und K : X — Y linear. Dann ist FoK)(u) = F(Ku)
konvex.

Damit ist insbesondere J, konvex.

5.1 Existenz von Minima

Anhand von Beispielen wollen wir wichtige Bedingungen fiir die Existenz von Minima herleiten.
Zunéchst benotigen wir die Beschréanktheit von unten, d.h. ist J : X — R U {+oc}, so soll ein
¢ > 0 mit J(u) > c fiir alle u € X existieren. Betrachte nun folgende Beispiele:

(i) Betrachte f(z) = e *:

fx) AN

Dann gilt inf f(x) = 0, aber 0 wird nicht als Minimum angenommen. Wir definieren die
sogenannten Sublevel-Sets als S, = {u € X | J(u) < v}. Im Beispiel haben wir dann
Sy = [—log(y),+o0) fiir v > 0, d.h. S, ist unbeschrankt.

Betrachte nun:
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N
P

%

Sy

In diesem Beispiel ist S, kompakt (beschrankt).
Der Unterschied zwischen den Beispielen ist nun, dass S, im ersten Fall unbeschrénkt und
im zweiten Fall beschrénkt (prakompakt) fiir v klein genug und S, nichtleer.

(2) Betrachte:

f{x)

/

.
x

'_,.-/

N

Dann wird das Infimum nicht angenommen. Wir benétigen die Unterhalbstetigkeit, d.h.
fiir alle Folgen uy, — w soll J(u) < liminfy J(ug) gelten.

Folgender Satz besagt, dass die oben hergeleiteten Forderungen geniigen:

5.3 Satz: Sei J : X — R U {+oo} fiir einen topologischen Raum (X,7) mit metrisierbarer
Topologie (charakterisiert durch Folgenkonvergenz). Weiter erfiille J folgende Bedingungen:

(1) Koerzivitdt: Es existiert ein v > 0, sodass Sy = {u € X | J(u) < 7} nichtleer und
prakompakt ist.

(2) (Folgen-)Unterhalbstetigkeit: Ist uz — u eine konvergente Folge in X, so gilt:

J(u) < limkinf J(ug).

(3) Beschrénktheit von unten: Es existiert ein ¢ > 0 mit J(u) > ¢ fiir alle u € X.
Dann existiert ein Minimierer @ € X, d.h. es gilt
J@) < J(u) YueX.
Wir miissen also eine Topologie finden, sodass die Bedingungen aus diesem Satz erfiillt sind. Dazu:
5.4 Definitionen (Topologien in Banachrdumen): Sei X ein Banachraum und (ug)ken eine

Folge in X. Dann sagen wir:
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(1) (uk)ken ist stark konvergent gegen u € X, wenn |lug — ul|x — 0 fiir n — oo gilt. Wir
schreiben dann up — wu.

(2) (uk)ren heiSSt schwach konvergent gegen u € X, falls
(vyug) = (v,u) Yve X*
gilt. Wir schreiben dann u; — u.
(3) Fiir X = Z*: (ug)ren heiSSt schwach-x-konvergent gegen u € X, falls
(ug,v) = (u,v) Yve Z
gilt, d.h. uy konvergiert punktweise gegen u. Wir schreiben dann uy —* u.
Es gilt dann (1) = (2) = (3), aber im Allgemeinen nicht die Umkehrung.
5.5 Satz (Banach-Alaoglu): Sei Z ein Banachraum, X = Z* und (ug)ien eine beschriankte

Folge in X, d.h. ||ug| x ist eine beschrinkte Folge in R*. Dann besitzt (uy)ren eine schwach-x-
konvergente Teilfolge.

5.6 Bemerkungen:

(1) Ist X = (X*)* reflexiv, so gilt Z = X*, d.h. die schwache und die schwach-* Topologie
stimmen tiiberein.

(2) Ist X ein Hilbertraum, so gilt X = X*, also (X*)* = X. Weiter gilt dann:
up =, [lug]| = Jlull = ux =

denn
o =l = gl ~ 2wy —> 2l — 2l = 0.
—— ——

—lul? —(u,u)=[u|?
Eine typische Koerzivitdtsbedingung ist
[lukllx — oo = J(ug) = o] & [J(u) < 0o = |Jul|lx < 0.
Fir Jo(u) = D(Ku, f) + aR(u) sollte gelten:
R(uy) — oo fiir ||ug|x — oo.

Unter der Annahme D > 0 gilt dann

Jo(u) <v= R(u) <

Q=2

Beispielsweise konnte R(u) = |ul/% fiir p > 1 sein.
Mit geeigneter Wahl von R kann also erreicht werden, dass J, koerziv ist.

Wir wollen uns nun der Unterhalbstetigkeit in der schwach-*-Topologie zuwenden. Aus dem
Beweis des Existenzresultats und dem Satz von Banach-Alaoglu folgt, dass es geniigt, die Un-
terhalbstetigkeit auf beschréankten Teilmengen von X zu zeigen. Wir betrachten Datenterm und
Regularisierungsterm getrennt:

Datenterm: Ist K : X — Y kompakt und u, — wu schwach-*-konvergent in X, so folgt
Ku, — Ku in Y. Dann folgt aus der Unterhalbstetigkeit D(Ku, f) < liminf,, D(Ku,, f) die
starke Unterhalbstetigkeit, d.h.

D(v, f) < liminf D(v,, f) fir v, — v.

Wir betrachten dazu noch:
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(1) Beispiel (fiir Abschiitzung): Sei D(v, f) = 3||[v — f||?. Dann gilt:

1 cs. 1
1D, f) = D(vn, )| = 5l = vn,v = f +on = )| < 5 |[v—vnl| []v+ 05 —2f]] = 0.
N—— ——

—0 lI2v—=27]

[\)

(2) Beispiel (Kullback-Leibler): Sei D(v, f) = [ flog (%) + v — f. Dann ist D stetig, wenn v
von Null wegbeschriankt ist. Aber sonst?

Regularisierungsterm (und offene Datenterme): Eine kanonische Annahme ist die Konve-
xitét:

5.7 Lemma: Sei J : X — R konvex und beschrinkt, d.h. aus |lul|x < C; folgt J(u) < Co.
Dann ist J schwach unterhalbstetig.

5.8 Lemma: Sei X = Z* und J : X — R U {400}, sodass J(u) = sup,cz((u,2) — H(z))
fiir ein Funktional H : Z — R U {400} gilt. Dann ist J schwach-*-unterhalbstetig.

5.9 Beispiel: Sei J(u) = 3| ul% fiir einen Hilbertraum X (= Z = X), sodass wie im Lem-
ma J(u) = sup,((u, z) — H(z)) gilt. Falls H(z) = sup,({z,v) — G(v), so folgt:

Jw) = sup({u, 2) —sup((z,0) — G(v)))
= sup iI&f((u, z) — (v, 2) + G(v))

z

Annahme

= igfsgp((u—v,z) + G(v)).

Dann folgt
G =
J(u) = inf{ (w), u=v, = G(u).

SchlieSSlich erhalten wir:

1
= sup(z, o) — 3ol
v
1 1
= sup(— o — 21+ 5 41%)

1 2
= Sl

5.10 Beispiel: Sei J(u) = ||u||x. Dann gilt:

U, 2
J(w) = [lullx = sup &
2#£0 HzH ||z]|=1 z

) : 0, lzll<1,
= sup (u, 2) =sup({u,z) — H(z) mit H(z) =
(1:2) = sup(u =)~ H(:) mit H() =4 5 =

5.11 Folgerung: R sollte koerziv und konvex sein bzw. R(u) = sup, (u, z) — H(z). Dann erhalten
wir die Existenz eines Minimierers von J, fiir a > 0.

5.12 Satz: Sei Ry — R U {+oo} wie oben und X = Z*, K : X — Y kompakt und D(-, f)
nicht-negativ und (stark) stetig auf Y. Dann existiert ein Minimum u, € X von J,.
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5.2 Eindeutigkeit von Minimierern

5.13 Definition: Ein Funktional J : X — RU{+4o00} heiSSt strikt konvex, wenn fiir alle u,v € X
mit u # v gilt:

1 1 1 1

5.14 Satz: Sei J : X — RU {+o0} strikt konvex. Dann hat J hochstens einen Minimierer.

Jo(u) = D(Ku, f) + aR(u) ist strikt konvex, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(1) D ist konvex, R ist strikt konvex.
(2) R ist konvex, D ist strikt konvex und N (K) = {0}.

(3) Kombination: D ist strikt konvex, R soll sich gut genug an N (K) verhalten, z.B.:
1 2
w713+ alful.

5.3 Stabilitdt von Minimierern

5.15 Definition: Sei f° eine Folge fehlerhafter Daten und u®" ein Minimierer von
Jor (u) = D(Ku, f) + aR(u).

Gilt dann f% — f in Y, so heiSSt das Minimierungsproblem stabil beziiglich des Datenfehlers,
wenn (u’") ey eine schwach-+-konvergente Teilfolge mit Grenzwert @ besitzt, sodass @ ein Mini-

mierer von J,(u) = D(Ku, f) + aR(u) ist.

Um die Stabilitdt zu erreichen, benétigen wir Koerzivitét (von R) und Unterhalbstetigkeit. Zu-
sitzlich sollte D stetig in f sein. Sei dazu ud» ein Minimierer von J2. Dann gilt

0

I/\S

Jon (u5") < Jon (u)

o o

aR(ug)
fiir alle u € X, also gilt insbesondere fiir einen Minimierer u, von Jy:

D>
aR(ulr) < I (udr) < T (ug).

« « «

o

Damit folgt:

D stetig 1
H J—

R(ui“) < ng” (Uo) = ;D(Kua,i‘i:) + R(uq) aD(Kua,f) + R(uq).

—f

Q

Aus der Konvergenz von éJg" folgt insbesondere die Beschrinktheit von R(u’"). Wegen der
Koerzivitit von R ist dann auch ||u’"||x beschrinkt in R, womit (ul"),en laut dem Satz von
Banach-Alaoglu (fiir X = Z*) eine konvergente Teilfolge beziigliche der schwach-x-Topologie
besitzt. Sei nun 0.B.d.A. (u% )y eine schwach-*-konvergente Teilfolge, d.h. es existiert ein & € X
mit u®* —* &. Wir zeigen, dass @ ein Minimierer von J,, ist. Zunichst gilt:

T (ua) = Tk (ugk) = Ja(ugk) — D(Kug, f) + D(Kugk, f).

Dann gilt auch

limkinf(Ja(ugf) — D(Ku®*, f) + D(Kul¥, fo%)) < limkinf T (ug) = liin T (ug),
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und weiter

li}gn(D(Kugf, fo) — D(Ku*, f)) + limkinf Jo(ulF) < Jo(ua).

N —
>Jao (@) (unterhalbstetig)

Wenn limy (D (Kul*, f%) — D(Kuls, f)) = 0, so folgt J, (@) < Ju(uq), also ist % ein Minimierer
von J,.

Es gilt D(Kuy, fn) — D(Ku, f) — 0, wenn f, stark fin Y und u, —* u in X gilt. Verschiedene
einfachere (d.h. stirkere) Forderungen kénnen sein:

(1) D(vn, fn) — D(vp, f) — 0 fiir (v,)nen beschrinkt.
(2) K kompakt: D(vy, fn) — D(v, fn) — 0 fiir (vy,)nen stark konvergent.

(3) D:Y xY — R stetig, K kompakt, v, = v, f, = f:

D(Umfn)_D(vnaf):D(vmfn)_D('va)_ED(vnaf)_D(Uaf))_>0'

—0 —0

Beispielsweise ist D(v, f) = [lv — f|} fiir p > 1 stetig.

5.16 Konvergenz der Regularisierung: Sei v* € X, sodass f = Ku* und sei u, € X ein
Minimierer von J,(u) = D(Ku, f) + aR(u). Dann gilt Ju(ua) < Jo(u) fiir alle u € X, also
insbesondere J,(uq) < Jo(u*). Unter der Voraussetzung D(v, f) > 0, D(f, f) = 0 gilt dann

D(Kua, f) +aR(ua) < D(@, f) +aR(u®),
>0 =/
=0

also R(uq) < R(u*). Unter der Voraussetzung R(u*) < oo gilt dann auch R(uy) < R(u*) < oo
fiir alle & > 0. Wenn wir Koerzivitdt voraussetzen, ist (uq)a>0 beschrinkt, besitzt also eine
schwach-#-konvergente Teilfolge. Sei diese mit (uq,, )neny bezeichnet. Dann gibt es ein 4 € X mit
Uq,, —* 4. Damit haben wir:
0< ap R(uan) +D(Kuozn’ f) = Jan(uan) < Jan(u*) = OlnR(U*) aﬂ)O 0.
N~ N———
—0  beschr.

—0

Damit folgt D(Kua,,, f) — 0. Setzen wir D als unterhalbstetig voraus, so folgt D(Ku, f) = 0.
Falls v = f das eindeutige Minimum von D(v, f) ist, so gilt Ku = f.
Weiter wissen wir, dass R(uq) < R(u*). Wegen Unterhalbstetigkeit folgt dann:

R(u) < liminf R(u,,,) < R(u*),

also folgt R(u) < R(u*) fiir jede Losung v* € X von Ku = f.
Diese Uberlegungen fiihren zu folgender Definition:

5.17 Definition: Ein & € X heiSSt R-minimierende Lésung von Ku = f, wenn Ku = f
und R(uz) < R(u*) fiir jedes u* € X mit Ku* = f gilt.

5.18 Konverenz bei gestorten Daten: Sei ul, ein Minimierer von

Jo(u) = D(Ku, f°) + aR(u).
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Dann gilt JO(u®) < JI(u) fiir alle v € X. Insbesondere gilt dann:

aR(ul) < J2() < J(u) = DKW, f°) + aR(u") = R(ul) < R(u") + D<J;f‘5>
=f

Als zusitzliche Bedingung erhalten wir D(fT’f&) — 0 fiir § — 0. Dann hat (ud) eine schwach-
x-konvergente Teilfolge und der Grenzwert jeder schwach-*-konvergenten Teilfolge ist eine RR-
minimierende Losung von Ku = f.

5.4 Ableitung von Funktionalen und Operatoren in Banachridumen

Seien X,Y Banachriume, ¢ : X — R ein Funktional und F' : X — Y ein Operator.

5.19 Definition (Richtungsableitung von ¢): Fixiere eine Richtung v € X und definiere:
o RY = R; ¢%(t) := ¢(u + tv).

Betrachte dann die Ableitung an der Stelle t = 0:

oy P0() = 93(0) L p(u A tv) — ¢(u)
Dyop(u) = £¢v (04) = 1;%1 - = 158 ; -

Dann ist die die Richtungsableitung D,¢(u) definiert iiber der Grenzwert (falls existent).

5.20 Definition (Richtungsableitung von F): Betrachte u — (z, F'(u)) fiir ein z € Y*. Dann
ist (z, F(+)) : X — R ein Funktional und D,(z, F'(u)) definiert wie in Definition 5.19. Wenn nun
ein G, : X — Y existiert mit

Dy(z, F(u)) = (2,G(u)) VzeYT,
so heiSSt F richtungsdifferenzierbar in Richtung v € X und wir setzen D, F(u) := G(u).

5.21 Beispiel:

5.22 Definition: Seien ¢, F' wie oben. Dann heiSSt ¢ bzw. F' Gateaux-differenzierbar, wenn
Dy¢ bzw. D, F fiir alle Richtungen v € X existiert.

5.23 Definition: Seien ¢, F' wie oben. Dann heiSSt ¢ bzw. F' Frechet-differenzierbar an der
Stelle u € X, wenn ein beschrianktes lineares Funktional Vi (u) € X* bzw. ein beschrénkter
linearer Operator F’'(u) : X — Y existiert, sodass

[9(u+ w) = ¢(u) = (Vo(u), w)|

lwllx

Dyg(u) = (Vé(u), v),

—0 VY]w|x —0,

bzw.
[F(u+w) — F(u) — F'(w)w|y

lwllx

D,F(u) = F'(u)v, —0 VY|w|x — 0.
5.24 Beispiel:
5.25 Beispiel:

5.26 Beispiel:
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5.5 Konvexe Analysis

Sei ¢ ein konvexe Funktion, beispielsweise:

dw

Dann liegt ¢ iiber der Tangente, d.h.
d(u+v) > ¢(u) + (Vo(u),v) Yve X.
Sei umgekehrt ¢ Frechet-differenzierbar und es gebe ein p € X* mit
d(u+v) > ¢(u) + (p,v) Yve X.
Dann gilt p = V¢ (u), denn es gilt

¢(u + tv) — ¢(u)
t

(p,v) < Vt > 0= (p,v) < (Vo(u),v) YweX

und analog (p, —v) < (Vé(u), —v), also (p,v) = (Vé(u),v) fir alle v € X. Damit folgt dann
p=Vo(u).

5.27 Definition: Sei ¢ : X — R U {oc} konvex. Dann ist das Subdifferential von ¢ an der
Stelle u definiert als

0p(u) :=={pe X* | p(u) + (p,v) < p(u+v) Yve X}

Ein Element p € 0¢(u) heiSSt Subgradient. Ist ¢ Frechet-differenzierbar, so besteht das Sub-
differential nur aus der Frechet-Ableitung. Ist z.B. B ein stetiger linearer Operator auf einem
Hilbertraum, so ist ¢(u) = 3||Bul||? Frechet-differenzierbar, sodass 0¢(v) = {B*Buv}.

Betrachte beispielsweise die Betragsfunktion:
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duw

oy
>

Es gilt dann offensichtlich 9¢(0) = [—1,1].

5.28 Satz: Sei ¢ : X — R konvex und Frechet-differenzierbar. Dann gilt d¢(u) = {Veo(u)}
fiir alle u € X.

5.29 Satz: Sei co # ¢ : X — R konvex. Dann gilt

u € argmin ¢(u) < 0 € 9p(w).
ueX
Beweis: Es gilt:

0€dgp(u) < o¢u) <p(u+v) YveX
& ou) <Pplu) YuelX

< @ ist Minimierer von ¢
=

@ € argmin ¢(u).
ueX

Wir wenden uns nun der Dualitit zu:

5.30 Definition: Sei J : X — RU{+o0} konvex. Dann ist die Legendre-Transformation definiert
als

J*: X* =5 RU{+o00}; J*(p) = sup(p,u) — J(u).
ueX

J* ist auch wohldefiniert, wenn J nicht konvex ist.

5.31 Satz: Sei F': X — RU {+4o0}. Dann ist F* : X* — RU {400} wie oben konvex. Eben-
soist F** := (F*)* : X** — RU{+4o00} konvex. Ist X reflexiv, so haben wir F** : X — RU{+o0}.

5.32 Lemma: Sei X reflexiv und F' : X — R U {4+o0}. Dann gilt F**(u) < F(u) fiir alle
ue X.Ist G: X — RU {400} konvex mit G(u) < F(u) fiir alle v € X, so folgt auch
G**(u) < F**(u) < F(u) fir alle u € X.

5.33 Satz: Sei X reflexiv und J : X — R U {400} konvex. Dann gilt J** = J. Ist weiter
F: X — RU {400} beliebig, so ist F** die maximale konvexe Funktion, die unterhalb von F'
liegt (die konvexe Einhiillende).

5.34 Beispiel: Sei J(u) = (g, u) fiir ein ¢ € X*. Dann gilt:

. 0, pP=q,
J*(p) = sup(p,u) — (q,u) =
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5.35 Rechenregeln fiir konvex konjugierte und Subdifferentiale:
(1) Sind F,G : X — RU {400} konvex, so gilt I(F + G) = OF + 0G.
(2) Ist ¢ > 0, so gilt O(cF) = cOF.

(3) Kettenregel: Sei F(u) = G(Ku) fir K : X - Y, G:Y — RU{+o00}. Ist p € IF (u), so
gilt:
(p,v—u) 4+ F(u) < F(v), (p,v—u)+G(Ku) <G(Kv).

Ist ¢ € 0G(a), so gilt:
(¢,0—u) + G(a) < G(v).

Mit u = Ku und v = Kv gilt dann:
(¢, K(v—u)) + G(Ku) < G(Kv), (K*qv—u)+G(Ku)<G(Kv).

Wir erhalten also:
q € 0uG(Ku) = K*q € 0,(G(Ku)).

Die Umkehrung gilt nur, wenn ¢ = K*q, d.h. K* muss surjektiv sein.
(4) Im Allgemeinen gilt (F' 4+ G)*(p) # (F* 4+ G*)(p).
(5) Ist ¢ > 0, so gilt (cF)*(p) = cF*(2).

(6) Sei G(u) = F(u — w) (oft in Datentermen). Dann gilt:

G*(p) = sggm u) — F(u — w)
= sup(p,u+w)— F(a)
ueX

= (pw) +suplp,u) — F(a)
= F(p)+ (pw).
Ist G(u) = F(u) + (g, u), so gilt:

G*(p) = Slelg@, u) — G(u) = Sg)r;@ —q,u) — F(u) = F*(p—q).

5.36 Zusammenhang von Dualitéit und Subgradienten: Sei F*(p) = sup,cx ((p, u)—F(u)).
Dann gilt:

Der Supremum wird angenommen bei v < (p,u) — F(u) > (p,v) — F(v) Yv e X
& Flw)>Fu)+ (pv—u) YveX
& pedF(u).
Sei nun p € OF (u). Ist F strikt konvex und differenzierbar, so gilt p = F’(u), also u = (F")~(p).

Man kann zeigen, dass dann (F*)'(p) = (F')~!(p) = u gilt.
Allgemeiner gilt unter geeigneten Regularitdtsannahmen:

p € OF (u) & u € OF*(p).

Wir haben bereits gezeigt: Ist @ ein Minimum, so gilt 0 € 0F (u). Wir wissen nun, dass damit
auch u € 9F*(0) gilt.
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5.37 Definition: Sei J : X — RU{+o0} konvex und p € dJ(u). Dann ist die Bregman-Distanz
zum Subgradienten p definiert als

D (v,u) 2= J(v) — J(u) — (p.v — ),

d.h. sie misst den Abstand zwischen J, ausgewertet an der Stelle v, und der Linearisierung von
J bei u, ausgewertet an der Stelle v. (= v gibt Auswertungspunkt vor, v Linearisierungspunkt.)
Die Bregman-Distanz ist keine Metrik im iiblichen Sinne. Es gilt aber zumindest Dg(u,u) =0
und DY (v, w) > 0 fiir alle u, v. Ist J strikt konvex, so gilt auch D% (v,u) > 0 fiir u # v. Allerdings
haben wir keine Dreiecksunglechung oder eine Symmetrieeigenschaft.

Sind p € 9J(u),q € dJ(v), so ist die symmetrische Bregman-Distanz definiert als

Dy (u,v) = Dy(v,u) + Dj(u,v) = (p = ¢;u = v).

5.6 Anwendung auf Variationsmethoden zur Regularisierung

5.38 Optimalitidtsbedingungen: Zunichst wollen wir die Ergebnisse aus den beiden vorheri-
gen Abschnitten anwenden, um Optimalitdtsbedingungen herzuleiten. Wir nehmen an, dass D
Frechet-differenzierbar ist. Dann gilt:

0o (u) "2

Ou(D(Ku, f)) + adyR(u) = {K*D'(Ku, f)} + a0R(u).
Daraus erhalten wir:

Uq ist Minimierer von J, < 0 € 8J4(us) & K*D'(Kug, f) + apa =0, pa € OR(uq),

wobei D’ die Ableitung nach Ku bezeichnet.

5.39 Beispiel: Sei D(Ku, f) = 3||Ku — f||*. Dann lautet die Optimalititsbedingung:

K*(Kua_f)+apa:07 alsopa:K*(_ (Kua_f))'

1
«
Damit erhalten wir die Quellbedingung p* = K*w € 9J(u*).

5.40 Dualitéit (Fenchel-Dualitét): Unter geeigneten Regularitdtsannahmen gilt:

inf D(Ku, f)+ aR(u) = inf sup(aR(u)+ (K*w,u) — D*(w, f)) = sup(—aR"(—

— D*(w .
ueX ueX ey wey ) ( ) ))

primales Problem primal-duales Problem duales Problem

Dann definieren wir den Primal-Dual-Gap als

K*w

PDG(u,w) := D(Ku, )+ aR(u) + aR*(— )+ D*(w, f).

Wegen inf,(...) = sup,,(...) gilt PDG(u,w) > 0 fiir alle u € X, w € Y. Weiter folgt:
PDG(u,w) = 0 = w lost primales Problem, w 16st duales Problem, (4, w) 16st primal-duales Problem.

5.41 Beispiel: Sei X =R™"Y = R™ K € R™*". Wir untersuchen das Problem
1 2 .
FIKw = fl2 + aljully — min.

Die Optimalitdtsbedingung lautet dann

KT(Kuq — )+ apa =0, pa € 9l|uall
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Es gilt p € 9|ul|1, wenn
lully + (p,v —u) < |yl Yo € R"

Schreiben wir u = (u');=1,..n, so ist dies dquivalent zu

N N N N
S+ P —ul) <> e Y (W = o +pi (0" —u') 0w e R™
i=1 i=1 =1 =1

Wihlen wir v = (u!, ..., v~ v¥, uitt . ulV), so ist dies Aquivalent zu

lut| — V'] + p'(v' —u') <0 Yo € R"i=1,..,N,
worit wir das eindimensionale Problem
lu'| — piut < |vf] — pvt Vo' € R
erhalten. Betrachte nun die Spezialfille
pt>1, u' > 0,
e vl =0: |[uf| <piut & { pi < —1, u' <0,
p' irgendwie, u’ = 0.
i<, ut > 0,

p'<
> 1, ut <0,

o vl =2u: |uf| - put < 2(|uf| — put) & |ut] > piut & { pt

%

p’ irgendwie, u’ = 0.
Damit wissen wir |u!| — p'u’ = 0. (Tatsichlich gilt J(u) = (p,u) fiir p € dJ(u), falls J(tu) =
|t|J(u), d.h. J ist ein 1-homogenes Funktional.) Damit vereinfacht sich das eindimensionale
Problem zu p‘v? < |vf| fiir alle v* € R. Es gilt p* = 1 fiir u! > 0 und p’ = —1 fiir u* < 0. Weiter
ist plot < |pf||vf| < [vf| fiir [p| < 1 erfiillt. Also folgern wir:

pt=1, ut > 0,

p € dulL & < pt = -1, ut <0,

pe[-1,1], u' =0.
Die Optimalitiits- bzw. Quellbedingung lautet dann p = K7w. Wegen ||p|/oc < 1 muss w klein
genug sein, damit || K7 w||s < 1 gilt. Fiir kanonisches w und typisches K mit max; |(KTw);| = 1
gilt [pj| = [(KTw);| < 1 fiir die meisten j. Also folgt auch u; = 0 fiir die meisten j.
Wir wollen nun das duale Problem betrachten. Dazu berechnen wir D* und R*:

1 1 1 1 1
D*(w, f) = sup(uw,v) =5l = I = (w, f+w) =l = S|+ w) = Flw+ 2= S,

07 ||Z||OO S 1’

R*(z) = sup {(z,u) — ||u|y =
( ) up —\< >,——/|| ” +o00, sonst.

=i il
Damit ergibt sich das duale Problem
KTw

(07

1

§Hw + f|> — min unter | — lloo < 1.
w

Mit w = —w ergibt sich das dquivalente Problem

1 .
Sllo = flI3 — min  unter ||[K70|0 < e (KTw)' <a Vi=1,..,N.
w

Damit ist das optimale @ gegeben als Projektion von f auf den Simplex, der durch K7 < 1
beschrieben wird.

38



5.7 Fehlerabschitzungen

Bisher haben wir Fehlerabschitzungen fiir |ud — u*|| unter Quellbedingungen wie u* = K*w
iber die Singuldrwertzerlegung hergeleitet.

Als Zwischenschritt berechnen wir Fehlerabschétzungen fiir die (lineare) Tikhonov-Regularisierung
ohne Singuldrwertzerlegung, d.h.:

1
Uq minimiert Jo(u) = §||Ku — ¥ + %Hu|]§< & K" (Kug — f) + aug = 0.

Sei u* = K*w erfiillt. Dann gibt es ein f,, sodass K*(Ku* — f,) + au* = 0 gilt.

Wir untersuchen also ein Abschétzung zwischen u, und e, wobei uq, @, Losungen der Tikhnov-
Regularisierung mit Daten f, f sind, d.h. uq = Raf,tia = Raf (= |Jua — tal < |Rallllf = FI-
Wir haben dann:

K*Kug +au, = K*f

K*Kiig + aiia = K*J.
Subtrahieren ergibt K*K (ug — i) + (tq — ta) = K*(f — f), also
1K K (ta — Ga) + a(ua —@a)|* = [|K*(f = P)II*
Damit ergibt sich weiter:

1K K (ua — ) |* + a?[[ua — iall* + 20 (K*K (uq = Ga), ua — @a) < | K*|*|f = fI1*.

— 1K (o) 2

Alle drei Terme links sind nicht negativ, also ist jeder durch die rechte Seite beschréankt. Im
Einzelnen erhalten wir:
- " 1 - K* = .
(1) @?l|ua —iial? < |K*|2)f = fI?, also Jua — dall < YIf = fII- Bs gilt Ca = % und
lf — fall = O(«), d.h. wir wiirden nur |Ju, — u*|| = O(1) haben.
(2) 20K (ua —aa) > < [IK*P(1f = FII%, also [|K (ua — @a) | < =] f = I, wobei vor [|f — f|
eigentlich O(1) sein sollte.
Insgesamt erhalten wir keine gute Abschitzung. 3
Wir wissen uo = K*wq, g = K*,. Fir w, = é(f — Kug) und @, = é(f — Kug) erhalten wir

Kuy + aw, = f und Ky + oty = f Durch Subtraktion erhalten wir
K(Ua_aa)+a(wa_wa) :f_f7

und damit analog zu oben:

| K (o — aa)Hz + OPHwa - @aHz + 20(K (uo — Ua), Wa — Wa) = || f — JZH2=

wobei (K (tq —Tia), Wa —Wa) = (U —1a ), K*We — K*Wa) = ||ta —iia||?. Wegen Nichtnegativitit
folgt dann:

_ = ~ 1 z . 1 .
[ K (ua — @) [| < |[f = fll,  Nlwa — @all < EHf =l Mua — ol < Ta”f — flI-

Wir erhalten eine Abschitzung fiir u®, — u* als Losungen des Tikhonov-Verfahrens fiir f0 bzw.
fo =1+ aw:
1 1 0 o
é * é é
ug — U || < —=||f° = (f + aw)|| < —= — fll+allw|) < —=+ 1/ =||w]
o~ < <l = (74wl < <177 = Sl + allwl) < <=+ /S
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Nun wollen wir den allgemeinen Fall J,,(u) = %HKU— fII?+aR(u) fiir R konvex untersuchen. Die
Optimalitiatsbedingung ist erneut K*(Ku, — f) + aps = 0 fiir po, € OR(uq). Ist u* die Losung
von R(u) — ming(,—s (vergleiche auch Definition 5.17), so minimiert «* auch

sup R(u) + (f — Ku, w).

Falls ein Sattelpunkt (u*,w*) von R(u) + (f — Ku,w) existiert, d.h. es gilt

sup R(u*) + (f — Ku*,w) = R(u*) + (f — Ku,w"),

so ist u* ein Minimierer von R(u)+ (f — Ku,w*). Ableiten nach u liefert dann p* — K*w* = 0. Die
Quellbedingung ist somit die Existenz von w* und wir brauchen die Existenz von p* € OR(u*)
mit p* = K*w. (Dies ist konsistent mit dem Tikhonov-Verfahren: Dort haben wir R(u) = 3 |u||
und dR(u) = {u}, also u* = K*w*.) Wenn die Quellbedingung erfiillt ist, gilt K*(Ku*— f) =0,
also auch

K*(Ku" — f —aw®) + ap* = K*(Ku* — f) —aK*w" + ap* = 0.

=0 =0

Damit erfiillt u* die Optimalitdtsbedingung fiir fo = f+aw”. Wir konnen also wieder den Fehler
zwischen u, und 4, (als Losungen mit f bzw. f) abschétzen:

K*Kua+apa = K*f7 paeaR(ua)a
K*Kiio + 0fa = K*f, Pa € OR(ila).

Gibt es w, und W, mit po, = K*w, und p, = K*w,, so folgt

Kug +aw, = f,

Kty +awg, = f.
Damit ergibt sich wieder:
1Kua — Kiia || + o®|lwa — dal® + 20(K (ta — @a), wa +@a) = |Lf = fI*.

Wegen (K (g —ia ), Wa+a) = (K* (o~ ), Ua—Ta) = (Pa—Pas Ua—Ta) = DhP (g, g) > 0
und Nichtnegativitdt der beiden anderen Terme folgt dann:

1K (o =)l < 15 = I,
1 -
lwa = wall < —If = I,

1 -
o lr = 1.

D%aﬁa (ucw ﬁa)

IA

Als Abschitzung zwischen u® und v* mit f = f% und f = fa=f+ aw* ergibt sich dann:

5 1 1 1
Do (,,0 4 6
Dl u”) < o117 = fall? = 510 = f = w2 < o (6 + afw])?.

Fiir o ~ § ergibt sich daraus: i

Dy P (ud, u*) = O(6).
Beachte: Die Abschétzung gilt fiir jedes p* € OR(u*), welches p* = K*w* erfiillt, d.h. wir erhal-
ten eine mehrwertige Abschétzung und damit auch mehr Informationen durch geeignete Wahl

von p* bzw. w*.
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5.42 Beispiel: Wir kniipfen an Beispiel 5.41 an: Sei R : RY — R; R(u) = ||lu/|1. Dann gilt:

pt =1, ut > 0,
p € 0|ull1 & < p' = —1, u’ <0,
ple-1,1, u'=0.

Wir berechnen die zugehorige Bregman-Distanz:

D () =l =l — {8 — )

= llully = {p* )
N . . .

= > ('l = ("))
i=1

= > (l=leh+ DD 2+ Y e - ()
i ut(u*)?>0 i ul(u*)?<0 i (u*)'=0

= > 2W+ > wi(sga(u) - (1)),
is () <0 it (=00 T g S

Damit der zweite Term sinnvoll ist, ist es vorteilhaft, mehrere p* auszuwihlen und nicht nur
(p*)? = sgn(u’). Der beste Fall ist (p*)’ = —sgn(u?). Es gilt:

p*€d||lu*||1 i sgn(ut)#sgn((u*)?)

5.43 Zur Fehlerabschitzung: Wir geben noch eine alternative Herleitung der Fehlerabschét-
zung an. Betrachte erneut:

K*(Kuy — f)+ap, = 0,

K*(K'aa - f) +a]5a =

Subtraktion liefert K*K (uq — o) + a(pa — o) = K*(f — f). Bilden wir das Dualitétsprodukt
mit (uq — Uq), SO ergibt sich:

(K*K (uo — ta), ta — Ua) +0 (Pa — Pa, Ua — Ua) = <K*(f—f),ua—ﬂa>
= || Ktia—Kiia|? =D

= ([ = [, K(ua — @)
Young ] ~ 1 B
< S = AP+ S I — K.
2 2
Durch Subtraktion ergibt sich 3||Kua — Kta|* + aD < 3| f — 112
Bemerkung: Finsetzen von p, = K*wqa,pa = K*W, und bilden des Dualitdtsprodukts mit
(KK*) " K*(wq — ) liefert den zweiten Teil der urspriiglichen Abschitzung.

5.44 Verallgemeinerte Quellbedingung: Wir suchen eine geeignete Verallgemeinerung fiir
die Quellbedingung u = (K*K)"w im linearen Fall.

Sei die Optimalititsbedingung K*(Ku®, — f°) + ap’ = 0 erfiillt und sei u* die Losung von
R(u) — min, unter der Nebenbedingung Ku = f,||f — f°|| < 6. Dann gilt auch:

K*K (up, —u*) + a(p) —p") = K*(f° = ) —ap®,  p" € OR(u").
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Durch Bilden des Dualitéitsproduks mit (ul, — u*) ergibt sich:

1K (g — w)* + alpl, —p* ug — ) = {f° = fL K (ug —u")) — ap®, ug —u*)
1 1 .
L5 - A il -l
—a(w, K (ud, — u*)) + a(K*w — p*,ud, — u*)
62 042 2 * * 0 *
< 5—1—?\\111]] + a(K*w — p*,uy, — u*).
Wir schrénken uns nun auf den einfachsten Fall ein, ndmlich R(u) = |Ju||x. Dann gilt:
(K — p* g, — u) < K w —p" | xe fJuf, — w|lx < K w = p* [ (ludllx + u*]lx).

Wegen
1 1
SN = PP +aR(ud) < 3 K’ = 3] +aR(")
—_———

—_—

2
>0 <6

folgt ||ud||x = R(ud) < R(u*) + %, also:

52
1w — p* |- (lug |l x + [l x) < 1K w — p*||x- (2R(u") + 2a)"
Insgesamt erhalten wir die Abschétzung:
82 alw|? )
wh- vt -y < o B e e (2m00) 4 ).

Diese Herleitung motiviert folgende Definition:

5.45 Definition (Approximative Quellbedingung): Wir setzen
e(c) = inf{[|K*w — p*||x+ | [w]| < c}
Dann ist die Glattheit formuliert {iber die Schnelligkeit der Konvergenz e(c) — 0 fiir ¢ — oc.

Damit ergibt sich fiir obige Abschitzung:

2 ac? 1)
O o a0 ko 2 T 92 * i I
(po —p*ud —u*) < 2a+ 5 —|—e(c)<R(u )+2a

5.46 Allgemeine Datenterme: Wir wollen allgemeine, konvexe Datenterme D betrachten und
eine Abschétzung zwischen

K*dD(Ku,f)+ap=0 und K*OD(Ki,f)+ap=0

erhalten. Subtraktion liefert K*(8D(Ku, f) — dD(K, f)) — ap — p) = 0. Durch Bildung des
Dualitétsprodukts mit (u — ) erhalten wir

alp—pu—a) = —(0D(Ku,f)—0D(Ka,f),K(u—a))
= (dD(Ku, f), Ku— Ku)+ (0D(K4, f), Ku — Ki)

S D(Ki, f) = D(Ku, f) + D(Ku, f) = D(K4, f).

Damit ergibt sich schlieSSlich:

alp — p,u— 1) + D(Ku, f) + D(Ka, f) < D(Ka, f) + D(Ku, f).
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5.47 Zu Fenchel: Wir betrachten das Problem

D(v, f)+ aR(u) - min

u,v: Ku=v

Es gilt dann:

inf sup D(v, f) + aR(u) — (w, Ku —v) °* A inf sup aR(u) — (w, Ku)y — D*(—w, f)

UV gy

= ainfsup R(u) — ( “ , Ku) — %D*(—w,f)
U g (67

{

W

1
= ainfsup R(u) — (0, Ku) — 5D*(—0¢1I),f)

= ainfsup R — (w, Ku— ) = 30" (~a /) + (0. ).

Dann ist eine Losung uq von D(Ku, f) + aR(u) — min, ein Sattelpunkt (zusammen mit wy)
des obigen Problems.

Die Optimalitétsbedingung lautet p, — K*wq, = 0 fiir p, € 0R(uq) und ist somit dquivalent zur
Quellbedingung. Leiten wir nach der ersten Variablen ab, so ergibt sich:

1
—Kug — EaD*(_awaa f)(_a) =0 Kuq = 8D*(_awou f)v K*wq € aR(ua)‘
Fiir Daten f gilt dann entsprechend:
Kiig = 0D*(—aiby, f), K, € OR(iia).

Als symmetrische Bregman-Distanz ergibt sich dann entsprechend:

—~

<pa — Day Ua — ﬁa> = K*wa - K*ﬁ)cwua - ﬂa>

Wo — Weyy Kty — Kig,)

|
—~

(K g, —0iig — (—oiig)) + é<Kﬁa, —Qwy — (—ay))

<

Rlme|r

(D" (~axiba, f) = D" (=axta, ) + ~(D* (~awa, ) = D" (~axi, ).

5.48 Beispiel: Wir betrachten D(Ku, ) = ||[Ku — f|;1 = [|(Ku)(z) — f(z)| dz, was dem
Modell fiir einen Laplace-verteilten Fehler entspricht. Wir nehmen ||f — f0||;1 < 0 an. Wir
benétigen in unserem Fall also eine Abschitzung in Bezug auf || f — f7| 1.

Ist D(v, f) = |[v — fllp1, so wissen wir, dass D*(w, f) 335 D*(w,0) + (w, f) gilt. Ist weiter
J(u) = |Jul|x, so gilt:

. 0, lw||x- <1, .
J*(w) = { = X{( (w).
400, sonst

Damit folgt:
07 HwHLOO S 17

D*(w,0) = ¥ (w) =
( ) =xi (W) {+oo, sonst.
Wir erhalten dann:

—a(w,f}, anHLC’o S 17

D*(—aw, f) = {

+00, sonst.
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Fiir o hinreichend klein gilt dann «o||w, || < 1, afjw,|| < 1. Einsetzen in obige Fehlerabschétzung
liefert dann:

<poz_ijomuoz_aoc> S _<wa7f>+<woclf>_<w047f~>+<u~}067f~>
woa_ﬁ)omf_f>

—~

1 . -

< = |lawa —atalle  If = fllie
a VT

Sllowall oo +llaba | oo <2

2 .

< —[f = flze
a

Damit kann man ein fixes « wihlen, ndmlich so, dass a|lw,| = 1.

5.49 Bemerkung: Bei der L'-Norm ergibt sich kein zusitzlicher Term wie | w||? oder dhn-
liches fiir kleines «. Damit gibt es keinen systematischen Fehler der Regularisierung.

5.50 Beispiel: Sei X =Y = R. Wir betrachten den Operator Ku = u.

(a) Sei D(Ku, f) = |Ku— f| und R(u) = |ul, also Ju(u) = |u— f|+ alu|. Betrachte zwei Fille:

=

|u-f|

o |ul

Damit ergibt sich:

f, a<l.
Insbesondere haben wir J(0) = |f], J(f) = ol f].

{O, a>1,
Ug =
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(b) Sei D(Ku, f) = 3|Ku— f|? und R(u) = |ul, also Jo(u) = $|u — f|*> + a|u|. Dann gilt:

0, lfl < a,
uOé:SOZ(f>: f_av f>Oé,
f+a, f[f<-—a.

Zum systematischen Fehler: Auch groSSe f werden im Betrag um o reduziert.

5.51 Abschlussiiberlegung: Es gilt

D(Kug, f) +aR(uy) < D(Ku*.f) + aR(u"),
>0
also

Rlug) < R(u*) + éD(Ku*, f).

Oft gilt dann sogar R(uq) < R(u*). Ist beispielsweise R(u) = [|Vul, so ergibt sich bei der
Bildrekonstruktion folgende Situation:

unt
weils
hell-
grau u \alpha

u_\alpha

dunkelgrau

schwarz

un*

Der Minimierer von J, weist also schwichere Kontraste auf.

6 Iterative Regularisierung basierend auf Variationsmethoden

6.1 Bregman-Iteration

Wir betrachten wieder
D(Ku, f) + aR(u) — min.

Ein typischer Fall ist R > 0 mit einem Minimum bei v = 0, d.h. es gilt 0 € 9R(0), R(0) = 0.
Dann ist das urspriingliche Problem aquivalent zu:

D(Ku, f) + a(R(u) = R(0) = { 0_ ,u—0)) — min & D(Ku, f) + aD%(u,0) — min
€OR(0)

Dies fiihrt zur Bregman-Interation:
6.1 Definition: Initialisiere:
u’:=0,p:=0€ OR(") (allgemeiner: u° als Minimierer von R).

Iteriere:

w1k =0,1,2,... als Losung von D(Ku, f) + aDP (u, u®) — min.
u
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Berechne: p**! aus der Optimalititsbedingung
1
0= K*aD(KUkJrl,f) + a(pk+1 _pk)7 pk+1 e aR(ukJrl)’ pk+1 — pk o &K*(aD(KlLk+1, f))
Fiir D(Ku, f) = 3| Ku — f||? ergibt sich dann die Iteration:
up =0, po =0 € IR(uo);
Fir k=0,1,2,....

up+1 € argmin, [5[|Ku — f|* + oDy (u, up);
Pr1 = pi — 2 K*(Kugy1 — f) € OR(up1).

Wir ersetzen also den Regularisierungsterm beim Variationsproblem durch die zugehérige Bregman-
Distanz.

6.2 Satz: Seien K, R so, dass
L | K I? + aR(u) — mi
S IKu—g aR(u min

fiir alle g € Y, @ > 0 eine Losung hat. Dann ist auch die Bregman-Iteration wohldefiniert und es
gilt pp = K*wy, fiir eine Folge (wg) C Y, d.h. die py erfiillen die Quellbedingung.

6.3 Alternative Formulierung: Berechne
1
Uy € argmin(= || Ku — kg||> + aR(w)
u€eX 2
mit gx = f + vk, Vg1 = vk + Kugaq + f, also

k1 = gk + f — Kugq1, go = [

Das Residuum f — Kuy,1 wird also wieder zu den Daten addiert.
6.4 Beispiel (ROF-Modell): Betrachte

1 9 .

§||u — fll2 + alulpy — min.

Dann beobachten wir folgendes Phénomen:

Zur Interpretation: g addiert den systematischen Fehler zu den Daten; die Regularisierung macht
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einen systematischen Fehler zu gi, damit niher bei f.

6.5 Beispiel (Eindimensionales Shrinkage): Wir wollen %|u — f|? + a|u| minimieren. Setze
ug = 0, go = f. Dann gilt:

0, [fl <a,

= Saloo) = {(fl ~a)sen(f), 1f]>a.

Berechne g¢;:

2f, |f] < o,

g1=90+f—“1:2f_u1:{f+ozsgn(f)7 fl = a

Berechne uo:

) ol < _ | S
uz = So(g1) =% ] T =4 (12f] — a)sgn(f), $Ifl<a,
(lg1] — a)sgn(g1), g1l >« f > o

Wir beobachten dann folgende Minimierer:

u A u_z

6.6 Folgerung: k Iterationen der Bregman-Iteration sind eher vergleichbar zur Variationstme-

thode mit Parameter 7. Ist umgekehrt o der Parameter der Variationsmethode, so entspricht

dies dem Paramater ak bei k Bregman-Iterationen.

6.7 Inverse Scale Space Method: Wir wollen nun die Bregman-Iteration fiir den Fall a« — oo
untersuchen. Wir haben

oawgr1 = awg + f — Kugy1, Krwgi € OR(ugs).
Wir ersetzen nun o — oo durch ﬁ — oo fiir At — 0. Dann gilt:

W1 — W

k
At = f— Kugy1.
Mit w(kAt) = wy, und u(kAt) = uy gilt dann:

w(kAt + At) — w(kAt)
At

= f — Ku(kAt + At).
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Durch Grenzwertbildung At — 0 ergibt sich dann:

ow *
a(t) = f— Ku(t), K'w(t) € IR,
und analog: 9
%(t) = K*(f — Ku(t)), p(t) € OR(u(t)).

Dies ist die Inverse Scale Space Method.
6.8 Beispiel (Shrinkage): Sei R(u) = |u| und K : R — R; u +— u. Dann gilt:
p'(t)=f—ult), p(t)€Ou(t) =sgn(u(t)).
Fiir p(0) = 0 folgt dann: .
o) = [ (= utt)) .

Dann gibt es ein tg > 0, sodass |[p(t)| < 1 fiir alle ¢t € [0, o). Wegen p(t) € sgn(u(t)) folgt u(t) =0
in [0, ). Damit folgt p(t) = tf in [0, o], also to = ﬁ Fiir t > tg gilt p’ = f — u, also

t t
p(6) = plto) + [ (F = u(t) ds =sgn()+ [ (7~ u(t) ds.
to to
Die Losung ist dann u(t) = f fiir ¢ > to, p(t) = sgn(f) = sgn(u(t)). Insgesamt ergibt sich:
= 1
u(t): {O, t<tg= Tk

f, t>to.

Fiir fixes t gilt:

0, Ifl<1,
) —
utt {f, e

Damit gibt es keinen systematischen Fehler bei groSSen Werten.

N

] 7

H_|I"‘L

6.9 Analyse der Iteration: Es liegt Semikonvergenz vor, d.h.:

- Bei exakten Daten f = Ku* gilt ug — u* fiir &k — oo.
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- Bei verrauschten Daten f0 mit ||f — f°|| < 6 haben wir:
0 0 * ) 0
Py =pp — K (Kug g — f°).
Wir stoppen die Iteration dann fiir k = k(6, f°). Fiir die Rekonstruktion gilt:
ui((;f(;) —u*, 0 —0,k— oo.
6.10 Proposition: Sei R konvex und ug die Folge der Iterierten aus der Bregman-Iteration.

Dann gilt:
[ Ky = 1O < I Kug = £,

5
mit Gleichheit genau dann, wenn D%’“ (ug+t1,ur) = 0. Die Iteration hort also nur auf, wenn die
Losung erreicht ist.

6.11 Zu ISS: Es gilt 4| Ku(t) — f||*> = 2(Ku — f, Kdu) und [p € OR(u) = u € OR*(p)].
Falls R* zweimal differenzierbar ist, so gilt u(t) = OR*(p(t)) und

Ou = *R*(p)dyp = —0*R*(p) K*(Ku — f)

und damit
LRl — fIP = (K" (Ku — ), 6°R* () (K* (Ku ~ )
——— ~—_——
= —2(¢, O°R'(p) ) <0,
———

pos.semidef. (R* konv.)

der Datenterm wird also kleiner.

Wir wollen nun untersuchen, was mit ug bzw. u®(t) fiir k — oo bzw ¢t — oo passiert. Dazu
betrachten wir den Abstand von u bzw. u®(t) zu u* in der Bregman-Distanz. Gilt

5 ) d
D%’““(u*,ug_,_l) — D (u*,u) <0 baw. iDg(t) (u*,u’(t) <0 7
Wir schrinken uns auf ISS ein. Zuné&chst gilt:
d . . d N *
ZDRVwh ) = Z(R@) = R’ - (p(t) w” — )

= —(OR(W), 0pu°) — (0up°, u* — u’) +p°, O’

S=0R(u’ %
PR (ot — )
= —(K(f° - Ku'),ut — o)
- —(f0 — Ku, Ku* — Ku®)
= (=K, f — Ku®) + (f° — K, f° - Ku")
< = KPP - K| || £ - Ku|
N——’
)
< ==K - Ku®|| - 6)
< 0, solange || f° — Ku®| > 6.

Es ergibt sich erneut eine Art Diskrepanzprinzip, das die Wahl er Abbruchzeit vorgibt:

T3, f°) :=inf{t > 0 | | Ku® — £ < &}.
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Wir wissen damit || Ku’(T(0, f0)) — f°|| < 6, also Ku®(T(6, %)) — f fiir 6 — 0. Wegen

d 5, .
@Dﬁ (u*,u’) < —[|Ku® — fO|(| Ku’ — £ — o)

folgt durch Integration:

5 T g g
D%H%uﬂu%T»%ié HKné—fan;Dg@%uﬂu%m>+§A [ 5w’ = £
=R(u*)

bzw. DE T (u* u¥(T)) < R(u*). Es gilt dann

T 1 T
q/an—fW%n§2/°ﬁ+WKu—ﬁwdu
0 0

also
T 52
| el — £ ar < S+ R
0 %/_/
> | Kud (1)~ ]2
und weiter

1 82T .
I E(T) = fIPT < == + R(u").

Dies gilt fiir beliebiges T'. Durch Multiplikation mit % ergibt sich:
§_ 02 <52 2 p s
7’ — P < 8 4+ ZR()

Insbesondere folgt dann fiir § = 0:

R(u*)

2
HKu—fHQST%O fiir T — oo.

6.12 Allgemeines Prinzip: Betracht folgende Differentialgleichungen:

dE
E:RT - R, E(t)go vt > 0;

F
F:R" - RT, ‘Z—t(t) < —cE(t), ¢>0.

Dann gilt:
t
F(t) +c/ E(s) ds < F(0).
0

Fiir s < t gilt E(s) > E(t), also F(t) + c¢tE(t) < F(0). Da F > 0 folgt E(t) < £9 = 0

ct
Vorher hatten wir

B() = S Ku(t) ~ %, F() = D u(t)),

und jetzt:
E(t) = DY (u*,u(t)),  F(t) =".

Der allgemeinere Fall kann nur unter zusétzlichen Annahmen an «* funktionieren:
Es sei die Quellbedingung K*w* € OR(u*) erfiillt. Beachte dann, dass

(

1
t

p(t) = K*w(t), ow(t)=f— Ku(t), ow*(t)=0=f—-Ku", O(w—w")=Ku" —Ku

20

).



gelten. Wir haben dann:
Or(w—w"),w—w") = —(K(u—u"),w—w)
= —(u—u", K'w—K"w")
=p
= —(Dh(u*,u) + DR (u,u*)).
Weiter gilt dann:

dt "2
F(t)

—pn(utu(®) > L - wr ),
N—o—

=E(1)

also E(t) < @. Mit u(0) = 0 folgt dann schlieSSlich DY, (u*, u(t)) < W Damit erhalten wir
analoge Abschétzungen zu den Variationsmethoden. Analog ergeben sich auch Abschitzungen
fiir die diskrete Iteration:

Foy

Exy1 < Epund Fipq — Ff, < —cEp1 = B < ’
C

6.2 Konstruktion weiterer Iterationsverfahren

Betrachte 0;p = K(f — Ku). Dann ist die Bregman-Iteration ein Riickwérts-Euler-Verfahren fiir
diese Differentialgleichung. Eine Alternative wére ein Vorwarts-FEuler-Verfahren:

1
DPk+1 :pk+TK*(f—Kuk) (7’ = a)

Fiir R(u) = §||z|? folgt dann py = uy, also w1 = u + TK*(f — Kuy) (Landweber-Iteration).
Fiir Konvergenz beim Landweber-Verfahren wéhle 7 < HK% Das Landweber-Verfahren ist dann
dquivalent zur Minimierung von

1
u € argmin §\|Kuk — fIP + (K (u — ug), Ku, — f) + oD (u, ug,).
u

Dies entspricht der Taylor-Entwicklung erster Ordnung fiir %HKu—fH2 um den Punkt uj. R muss
dann passend gewéhlt sein, damit das Funktional nach unten beschriankt ist. Dies ist insbesondere
problematisch fiir R = || - || oder R = |- |7y. Eventuell ist ugy1 nicht wohldefiniert. Dabei ist
die totale Variation definiert durch:

ulry s=sup{ [ wdiv(e) do | ¢ € GFOR. ol < 1.

Die Seminorm |- |7y ist insofern relevant, als die LP-Normen zu viele Funktionen zulassen, die in
der Bildgebung nicht gewollt sind (z.B. stark oszillierende Funktionen), und die Sobolev-Normen
zu restriktiv sind (beispielsweise sind stiickweise konstante Funktionen nicht in Sobolev-Réumen
enthalten).
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