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Ubungen zur Vorlesung Inverse und schlecht gestellte Probleme

Ubungsblatt 1, Abgabe: wird in der Vorlesung bekanntgegeben

Aufgabe 1: (4 Punkte)
Parameteridentification: Betrachten Sie die eindimensionale Diffusionsgleichung

—(a(z)v'(z))" = f(x), z €0,1],
mit den Randbedingungen
a(0)u'(0) = by, a(l)u'(1) = by.

Analysieren Sie das inverse Problem der Bestimmung des Diffusionskoeffizienten a(x) aus
u(z) und f(z).
1. Sei f(x) = —1, bp = 0 und by = 1. Fiir a(z) = x ist offensichtlich u(x) = = eine

Losung der Gleichung. Zeigen Sie, dass die gestorte Funktion

us(x) = x + Jsin (%) :

eine Losung der Gleichung mit

ox

(%) = s (@/7)
ist. Wie verhalten sich us und ag fiir 6 — 07

2. Wir betrachten nun allgemein zwei Diffusionskoeffizienten a(z) und as(z) mit den
zugehorigen Losungen u(x) und us(x). Zeigen Sie

o(z) — ag(z) = % <bo _ /wa@) ds) |

Geben Sie eine Norm an, in der die Abschétzung
la(z) — as(z)|| < Cllu(z) — us(2)]

gilt, wobei die Konstante C' nur von f, by, b1, u und a anhéngen soll.



Aufgabe 2: (4 Punkte)
Helmholtzgleichung: u(z,y) erfiille die Helmholtzgleichung

Au+Eu=0

auf [0, 7] x [0,Y], und es gelte u(0,y) = u(r,y) = 0, u(z,0) = g(z), 3%(x,0) = 0.

1. Berechnen Sie die Losung u der Gleichung in der Form

u(z,y) = Z vk (y) sin(kx).

2. Sei uy(x) = u(z,Y), Y > 0. Zeigen Sie: Die Abbildung von g nach w; ist unstetig
im Sinne der L>-Norm, d.h. die Anfangswertaufgabe ist nicht stabil lésbar.

3. Statt g sei nur eine Ndherung g. bekannt mit

||g - ge||L2 < €.

Geben Sie abhéngig von € ein u, an, so dass u. stetig von g. abhéngt, und

e—0
Ue —> U

in der L2-Norm. Hinweis: Schneiden Sie die Sinusreihe geeignet ab.

4. Schrianken Sie den Laufindex in der Sinusreihe ein bis zum Maximalwert |k|. Zeigen
Sie: Dann ist die Abbildung von ¢ nach u; unabhiingig von Y stetig in der L?-Norm.

Aufgabe 3: (Programmieraufgabe, 4 Punkte) Implementieren Sie Teil 3 und 4 der
Helmholtzaufgabe in Matlab. Machen Sie sich damit vertraut, was passiert, wenn der
Regularisierungsparameter (hier der Maximalwert von |k|) zu klein oder zu grofl gewéhlt
wird. Zeichnen Sie die zugehorige L-Kurve.



