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Kapitel 1

Einleitung

Wir geben einige Beispiele fiir effiziente Algorithmen, die wir zum Teil
spater wieder aufgreifen und vertiefen werden. Zunichst geht es nur
darum, einen ersten Einblick in die behandelten Probleme und verwen-
deten Methoden zu geben.

1.1 Schnelle Multiplikation von Zahlen

Seien z, y Zahlen in endlich b-adischer Darstellung, b > 1, also

= $0+l‘1b+...+l‘n_1bn_1 , O§$i<b,
Yy = yot+yb+...+ypab" , 0<y <D

mit ganzen Zahlen z;, y;. Gesucht ist das Produkt z = zy. Die Schul-
methode soll an Hand eines Beispiels mit b = 10 und n = 3 erldutert

werden:
214 - 713

642
214
1498
152582
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Offenbar benétigt die Schulmethode fiir eine Multiplikation der Liange
n O(n?) Rechenoperationen. Addiert man, sobald in einer Spalte alle
Produkte berechnet sind, so kommt man mit O(n) Speicherpléitzen aus.

Der Schulmethode stellen wir als effizienten Algorithmus die Karatsuba-
Multiplikation gegeniiber. Sei n gerade und n = 2m. Wir teilen z auf
in

6() =x9+ .le + ...+ .’L'm_lbm_l y 61 =T, + $m+1b + ...+ xn_lbm_l
und entsprechend y = ny + 6™n,. Dann ist

zy = &Eno+ (Sorn + &mo)d™ + Embd”
= (14+b0™)&n —0™(& — &) (m —no) + (0™ + ™) -

Wir kénnen also eine Multiplikation der Linge n realisieren durch 3
Multiplikationen der Léinge n/2 sowie O(n) zusiitzliche Rechenopera-
tionen. Ist also 7'(n) die Anzahl der Rechenoperationen, die wir fiir eine
Multiplikation der Lénge n bendtigen, so gilt

T(n) < 3T(g) ten , TA)=1

mit einer von n unabhéngigen Konstanten c. Ist nun n eine Zweierpo-
tenz, also n = 2P, so ist mit 7, = T'(2P)

T, <30, +c2, Ty=1. (1.1.1)

Lemma 1.1.1 Seien T, q, r, > 0, und se:
Tpt1 <¢lp+r,, p=0,1,....

Dann ist

p—1
Tp < quO + Z qp_l_Jrj .
§=0

Der Beweis durch vollstindige Induktion ist trivial.
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Satz 1.1.2 Fiirn = 2P kann die Multiplikation der Linge n in O(n!°823)
Rechenoperationen durchgefiihrt werden.

Beweis: Wenden wir Lemma 1.1.1 auf (1.1.1) an, so entsteht

p—1
T, < 3 +c) iyt
j=0

p=l o\ i+l
= F+c3 ) (—)
=0 \3

2 1
< Pyep = (1+20)3"
S Sy R S

= (1+2c)n'e3.
a

Wegen log,3 = 1.585 < 2 ist dies eine Verbesserung gegeniiber der
O(n?)-Abschiitzung fiir die Schulmethode, jedenfalls fiir grofie n. Das
Karatsuba-Verfahren kann leicht durch ein rekursives Programm reali-
siert werden:

fmult (n,z,y, 2)

{ if (n==1) Schulmethode;
else
{ m=n/2
o= (20, -, Tm1); & = (Tny- -, Tn_1);
M0 = (Yo, Ym-1); M = Yms- - Yn-1);
fmult (ma 605 Mo, a)a
fmult (ma 61 - 605 ™ — To, ﬁ)a
fmult (m, &, m,7) for (i=0;i<mn;i++) 2z =0;
for (1=0;i <mn;i++)
{zi = a; + z;
Zivm = @ — Bi + Vi + Zigm;
Zitn = Vi T Zitn;

}
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Der Karatsuba-Algorithmus ist ein typisches Beispiel fiir die oft ver-
wendete “Divide-and-Conquer-Statgie”: Ein Problem wird in kleinere
Teilprobleme zerlegt. Diese werden gelost und aus den Lésungen die
Lésung des urspriinglichen Problems zusammengesetzt. Dieser Prozefl
wird in rekursiver Weise wiederholt.
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1.2 Schnelle Multiplikation und Inversi-
on von Matrizen

Zur Multiplikation zweier (n,n)-Matrizen A, B nach der Schulmethode
benétigt man bekanntlich O(n?) Rechenoperationen. Das gleiche gilt fiir
die Inversion einer (n,n)-Matrix. Wir wollen den Stralen-Algorithmus
vorstellen, der beide Aufgaben in O(n'°827), log, 7 = ¢n7/fn2 = 2.807,
Rechenoperationen erledigt.

Fiir eine (n,n)-Matrix A mit geradem n schreiben wir
A Ap
A=
( Agr Ag
mit (%, §)-Matrizen Aj;;.

Lemma 1.2.1 Sei C = AB mit (n,n)-Matrizen A, B, C. Dann gilt

Ch = I+IV—-V+VII , C = III+V,

Cyp = II+1V , Co = I+I1IT-11+VI
mit
I = (A1 + Ag)(By1 + By)
11 = (A21 + Azz)Bn

III - AH(Blg - BQQ)
IV = A22(B21 - Bll)
V = (A1 + A12)Ba

VI = (Ay — Ay1)(By1 + Bio)
VII = (A — Ag)(By + By)
Beweis: Der Beweis durch einfaches Nachrechnen ist trivial.

Wer Schwierigkeiten hat, sei auf V. Straflen: Gaussian Elimination ist
not optimal, Numer. Math. 13, 354-356 (1969), verwiesen.
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Satz 1.2.2 Sein = 2. Dann kann man zwei (n, n)-Matrizen in O(n'°&27)
Rechenoperationen multiplizieren.

Beweis: Inspektion der Formel von Lemma 1.2.1 zeigt, dafl man die
Multiplikation zweier (n,n)-Matrizen durch 7 Multiplikationen und 18
Additionen von (%, %)-Matrizen ausfiihren kann. Ist also n = m-2? und
M, bzw. A, die Anzahl der reellen Multiplikation bzw. Additionen,
welche man zur Multiplikation zweier (n,n)-Matrizen benétigt, so gilt
nach Lemma 1.2.1

Mp—i-l S 7Mp ; MO S m3 ;
Appr < TA, +18(m - 2”)2 . Ag <md.
Nach Lemma 1.1.1 erhilt man
M, < ™m?
p—1 D
A, < ™m? 4+ 18m? E 7P—1=i92%

7=0
p—1
7Pm? + 18m*7P7! Y (3))

7=0
™ (m? + 6m?)

IN

Fiir m = 1 folgt wegen 77 = n'°%22 die Behauptung.

Fiir n = m2P lautet der Straflen-Algorithmus

fmamu (n,A, B,C)
{ if  (n <=m) Schulmethode;
else
{ fmamu (%,An +A22,B11 +ng,[);

fmamu (%,AIQ - AQQ, B21 + BQQ, VII),
Co=I1+IV-V+VI;, Cu=III+V;
Coy = IT+ IV Copo=I+VI—IT+VI;
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Nun zur Matrizeninversion. Anstelle von Lemma 1.2.1 haben wir jetzt

Lemma 1.2.3 Sei A eine invertierbare (n,n)-Matriz mit geradem n,
und seien die Matrizen A, und A21A1_11A12 — Ay, invertierbar. Dann
gilt mat

I == Afll , II == A21[ , III == IA12
IV = Aylll |,V = IV—-Ayp , VI = V!

fﬁ?" C= A_l.'

012 - IIIVI ; 012 - VIII , V_[I - 111021,
011 - I—VII s 022 —V_l

Beweis: Durch triviales Nachrechnen.

Satz 1.2.4 Sein = 2P und A eine invertierbare (n,n)-Matriz. Unter
der Voraussetzung V (siehe unten) kann A mit O(n'%87/1°82) Rechen-
operationen invertiert werden.

Beweis: Durch Inspektion der Formeln von Lemma 1.2.3 sehen wir,
da8 eine (n,n)-Matrix durch 2 Inversionen, 6 Multiplikationen, und
2 Additionen von (%, %)-Matrizen invertiert werden kann. Setzen wir
wieder n = m2P und bezeichnen wir mit 6,, p,, o, die Anzahl der
reellen Divisionen, Multiplikationen und Additionen fiir die Inversion

einer (n,n)-Matrix, so gilt also

6p+1 S 251) ; 60 S m ,
Ppt1 < 2pp + 6M, , Ho <m?,
Apr1 < 2ap + 64, +2(m2P)? | ap <m?.
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Die Ungleichungen fiir p = 0 gelten, falls man fiir p = 0 das Elimi-
nationsverfahren verwendet. Auf diese Rekursionen wenden wir wieder
Lemma 1.1.1 an und erhalten

o < m?,

p=1 .
py < 2PmP 46y M2t
=0

p—1 | .
2Pm3 + 6m? > 7igp—i—1

<
= #

3 p—1 7Ni
= 2m 1+3j§0(5)3
= orm? (14 3271

7
3.6 :
m?- 8

(8m?® + 5m?) 77 .

VANVAN

Qp
Fiir m = 1 erhilt man die Behauptung.

Natiirlich kénnen nur solche Matrizen auf diese Weise invertiert werden,
fiir die bei allen Unterteilungen n — 3 — % ... — m die Vorausset-
zungen von Lemma 1.2.3 erfiillt sind. Dies ist Inhalt der Voraussetzung

V.



Kapitel 2

Algebra

2.1 Darstellung endlicher Gruppen

Wir setzen eine gewisse Vertrautheit mit der elementaren Gruppen-
theorie voraus. Sei G eine endliche Gruppe. Wir schreiben alle Gruppen
multiplikativ. 1 ist das Einselement, |G| die Ordnung, d.h. die Anzahl
der Elemente, von G.

Beispiele:

1) Die zyklische Gruppe C, der Ordnung n. Sie wird erzeugt von
einem Element ¢ mit ¢" = 1, so daf§ also C,, = {1,q,...,¢"}. C, ist
abelsch.

2) Die Gruppe S, der Permutationen von n Elementen. Sie hat die
Ordnung n! und ist nicht abelsch. S, heifit die symmetrische Gruppe.
Eine Permutation kann gerade oder ungerade sein. Die Untergruppe A,
der geraden Permutationen heifit alternierende Gruppe.

3) Die Diedergruppe D,. Sie wird erzeugt von Rotationen r um den
Winkel 270 /n und durch eine Spiegelung s an einer Geraden. Sie besteht
also aus den Elementen 1,7,...,7" !, s, sr,...,sr™ ! und hat also die

Ordnung 2n. Es ist r® = 1, s> = 1. D,, ist nur fiir n = 1,2 abelsch.

11
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Definition 2.1.1 Sei G eine endliche Gruppe und V' ein d-dimensionaler
Vektorraum tber C. GL(V') sei die Gruppe der linearen invertierbaren
Abbildungen V — V.

Ein Homomorphismus p : G — GL(V) heifit Darstellung von G in V.
Ist p injektiv, so heifit die Darstellung treu. d heifit der Grad von p. Zwei

Darstellungen p, p’ von G in V bzw. V' heiflen dquivalent, wenn es eine

lineare invertierbare Abbildung 7 : V — V' gibt, so daf§ o' = 7pr L.

Beispiele:
1) p(s) =1 fiir alle s heiit Einheitsdarstellung.

2) Die reguldre Darstellung preg wird wie folgt definiert. Sei {e; : ¢ €
G} eine Basis von V. Dann setzt man

preg(s)e; = e

(linksreguldre Darstellung). Es ist also

preg(s) Y xer = Y wipreg(s)es

teG teG

= Z Ti€st

teG

= sz—ltet .

teG

preg libt also auf die Komponenten z; die Permutation ¢ — s71t aus.
Der Grad von preg ist |G|. preg ist treu.

3) SeiG=C,={l,q...,4"'} und w eine n-te Einheitswurzel,
also w™ = 1. Dann ist

pld")=wf | k=0,1,...,n—1

eine Darstellung von C), in C, der Grad also 1. p ist genau dann treu,
wenn w eine primitive n-te Einheitswurzel ist, d.h. wenn w™ # 1 fiir
0 < m < n. Sind w;, wy verschiedene n-te Einheitswurzeln, so sind die
zugehdrigen Darstellungen nicht dquivalent.
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Wir berechnen die regulére Darstellung von C,,. Mit e}, = ez, Ty = Ty
haben wir

n—1 n—1
preg(se)Zxkek:Zxk,gek, EZO,...,n—l,
k=0 k=0

wobei £ — £ modulo n genommen wird.

4) Sei G = S,,. Die alternierende Darstellung

() = 1 , 7 gerade,
Palt\™ =\ —1 | 7 ungerade

ist vom Grad 1 und fiir n > 2 nicht treu. Die natiirliche Darstellung

von S, ist wie folgt definiert. Seien ey, ..., e, die Einheitsvektoren in C
und v = > | z;e;. Dann ist

n
Pnat(T)v =Y Tiex() -
=1

Der Grad von ppgat ist n, und ppa¢ ist treu.

5) Sei G = D, und n gerade. Fiir D,, haben wir 5 verschiedene Typen
von Darstellungen

p(r*) p(srF) Grad(p) Bemerkungen
o 1 1 1 Einheitsdarstellung
o 1 —1 1
| (-1 (— 1 i
pa (1) (=15 1
b wh 0 0 whk 5 w = eZm’/n ’
Pl 0w W0 h=1,...,2—1.

Die Beschrinkung auf h < 7 ist sinnvoll, weil pl, p2~" dquivalent sind.
Wegen w,, =1 ist ndmlich
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e = (0 )= (0
0 W (n—h)k 0 whk
01 whe 0 01
_<1 0) <0 w—hk> (1 0)
= Tp5(rf)T
n—h)k —hk
s h(STk) = ( —(O—h)k W >:< (i)zlc N )
w™\" 0 w 0
01 0 whk 01
_<10 <w‘hk 0) (1 0)
4

fiir alle £ mit der nichtsinguléren Matrix 7" = < (1) (1] >

Definition 2.1.2 FEine Darstellung p von G in' V' heifit reduzibel, wenn
es einen echten Unterraum Vi von V gibt mit p(s)Vy C Vi fir alle
s € G. Vi heifit dann invarianter Unterraum von p.

Ist p nicht reduzibel, so nennt man p irreduzibel.

Beispiele:

1) Die Einheitsdarstellung ist fiir d > 1 reduzibel. Darstellungen vom
Grad 1 sind stets irreduzibel.

2)  preg ist fiir |G| > 1 reduzibel, denn (1,...,1) spannt einen echten
invarianten Unterraum auf.

Satz 2.1.3 Ses V =V, & ... ®V,, und seien p; Darstellungen von G
m V;. Dann ist

p(s)v =>pi(s)vi fir v=> v;, v; €V,
i=1 i=1

eine Darstellung von G in 'V mit den invarianten Unterrdumen V.
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Beweis:  Natiirlich ist p : G — GL(V) ein Homomorphismus. Ist
v € V;, so ist auch p(s)v € V.

O

Definition 2.1.4 Die Darstellung p aus Satz 2.1.3 heifit direkte Sum-
me von pi,...,py. Man schreibt p=p1+ ...+ pr.

Wir wollen nun Darstellungen durch Matrizen beschreiben. Sei vy, ..., v4
eine Basis von V. p(s) wird dann beschrieben durch eine (d, d)-Matrix
R(s), d.h.

d d
p(s)v = Z yv; fir v = invi
i=1 i1

mit y = R(s)z. Natiirlich gilt R(st) = R(s)R(t). R ist nichts anderes
als eine Darstellung von G in C%.

Sei nun V; invarianter Unterraum von p der Dimension m mit Basis
v1,...,Un. Dann hat R die Gestalt

o= (" )

mit einer (m, m)-Matrix Ry;(s) und einer (d —m, d —m)-Matrix Ros(s).
Ist R15 = 0, so ist p = p; + py mit den durch R;;, Rys beschriebenen
Darstellungen p;, po. Sind allgemeiner pq, ..., p, Darstellungen von G
in Vi, ..., V., welche von den Matrizen Ry, ..., R, beschrieben werden,
so wird p = p; + ...+ p, durch die Matrix

R, 0)
0) R,

beschrieben.

Satz 2.1.5 Sei p eine Darstellung von G in V. Dann gibt es ein Ska-
larprodukt in V', beziiglich dem p unitdr ist.
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Beweis:  Sei (, ) irgendein Skalarprodukt in V', und sei

(u,v)

|G|

SEG

Dann ist auch (, ) ein Skalarprodukt in V, und es gilt

{(p(t)u, p(t)v) = €l >_{p(s)p(t)u, p(s)p(t)v)

= |G\Z p(st)u, p(st)v)

sEG

= 5 Lot

seG
= (u,v) .

Also ist p beziiglich (, ) unitér.

Satz 2.1.6 Jede Darstellung einer Gruppe ist eine direkte Summe ir-
reduzibler Darstellungen dieser Gruppe.

Beweis: Sei p eine Darstellung von GG in V. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daf} p beziiglich eines Skalarpro-
dukts (, ) in V unitér ist. Ist p irreduzibel, sind wir fertig. Andernfalls
besitzt p einen invarianten Unterraum V; # {0}, # V. Sei V5 das ortho-
gonale Komplement von V; in V beziiglich des Skalarprodukts ( , ). Wir
zeigen, dafl auch V5, invarianter Unterraum von p ist. Sei dazu v € V5.
Fiir jedes u € V; ist

(p(s)v,u) = {p(s)v, p(s)p(s~)u) = (v, p(s™")u)

’

denn mit v ist auch p(s~!)u € V;. Also ist p(s)v € V5. Es sind also V3, V3
invariante Unterrdume von p, und es ist V = V] @ V5. Die Restriktionen
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p1, po von p auf Vi, V5 sind Darstellungen von p in Vi, V5, und es gilt
p = p1+ p- p1, p2 haben kleineren Grad als p.

Sind p;, py irreduzibel, so sind wir fertig. Andernfalls zerfallen p;, po
ihrerseits in Darstellungen noch kleineren Grades. Durch Fortfiihren
dieses Prozesses kommt man nach endlich vielen Schritten bei irredu-
ziblen Darstellungen an.

O

Definition 2.1.7 Das Zerlegen einer Darstellung in irreduzible Dar-
stellungen nach Satz 2.1.6 nennt man Ausreduzieren der Darstellung.

Beispiel:

Ausreduzieren der reguldren Darstellung preg von C,. Beziiglich der
Basis eg,...,e,-1 in V = C" gilt

n—1 n—1
Preg(se) > wper =) Tpser, £=0,...,n—1,
k=0 k=0

wobei k£ — ¢ modulo n zu verstehen ist. Sei w; eine n-te Einheitswurzel

und 27 = (1,wj,...,w? ). Dann ist
n—1 n—1
oG k=0, _ , .—C k
preg(s’)z! = > w;i e = wj > wjey
k=0 k=0
= wiz.

J

Also ist V; = sp{(z7) invarianter Unterraum von p, und p;(st) = wf

Darstellung von C,, in V;. Fiir w; = 2™/ j =0,... . n—1gilt V = V;®
e ®V,q, weil 2%, ... 2™ ! linear unabhiingig sind (Van der Mond’sche
Determinante). Also p=p+ ...+ pp_1.

Satz 2.1.8 (Lemma von Schur) Seien p; irreduzible Darstellungen ei-
ner Gruppe in Vi, 1 = 1,2. Sei 7 : Vi — V, linear. Es gelte Tp; = poT.
Dann gilt:
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(i) Sind p1, pa nicht dquivalent, so ist T = 0.

(ii) Ist py = pa, so ist T =X mit A € C.

Bewelis:

(i) Wir zeigen zunichst, dal Wi = 771(0) invarianter Unterraum von
p1 ist. Ist ndmlich = € Wy, so ist auch 7p;(s)z = po(s)Tz = 0.

Da p; irreduzibel ist, ist also entweder W7 = {0} oder Wi = V;. Im
letzteren Fall sind wir fertig. Im ersten Fall ist 7 injektiv. Wir zeigen,
dal Wy = 7V} invarianter Unterraum von p, ist. Fiir y € W, ist ndmlich
p2(8)y = po(s)Tx = Tp1(s)z € Wa. Da po irreduzibel ist, ist entweder
Wy = {0} oder Wy = V5. Im ersten Fall ist 7 = 0, und wir sind fertig.
Im zweiten Fall ist 7 surjektiv. Da 7 auch injektiv ist, ist 7 bijektiv,
und das ist nicht moglich, da p;, ps nicht dquivalent sind.

(ii) Fiir py = po ist Vi = Vo =V und 7 : V — V hat mindestens einen
Eigenwert A und Eigenvektor x zu A, also 7z = Az, z # 0. Sei 7/ = 7— A
und W/ = 7' '(0). W/ ist invarianter Unterraum von p. Ist nimlich
v € Wi, soist 7'p(s)v = (1 — A)p(s)v = p(s)(7 — AN)v = p(s)7'v = 0.
Also ist wieder entweder W = {0} oder W] = V. Das erste ist nicht
moglich, weil z € WJ. Also mufl W] = V und damit 7o = Av sein fiir
alle v e B. Also 7 = A.

Satz 2.1.9 Seien py, py trreduzible Darstellungen von G in Vi, Vs, und
set 7 : Vi — Vy eine lineare Abbildung. Se:

1
= — p2
G| i@

!
T

(aLAGE
Dann gilt:

(i) Sind p1, pa nicht dquivalent, so ist 7" = 0.
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(ii) Ist py = py, so ist 7' = d~' Spur (1) mit dem Grad d von p;.

Beweis: Fiir jedes s € (G ist

pa(s)T' = |G\ ZG pa(s Hrpu(t)
te

1
= |G‘ ZPQ St Tpl )

teG

1
= |G‘ sz Tpl tS)

teG

1
= |G\ sz 7'/)1 )p1(s)

teG
= 7'pi(s).

Sind also p;, pe nicht dquivalent, so ist nach dem Lemma von Schur
7' = 0. Ist p1 = pa = p, so folgt ebenfalls nach dem Lemma von Schur

7' = . Also gilt
“ @ 2

teG

Berechnen wir auf beiden Seiten die Spur, so folgt

Ad = > Spur (p(t ")7p(2))
\G| e
= LS Spur (o) rptt)
\G| iec
= Spur (7)
@z
= Spur (7).

Satz 2.1.10 (Orthogonalititsrelationen) Seien p1, po irreduzible Dar-
stellungen von G in Vi, Va, und seien py, po beziiglich bestimmter Basen
in Vi, Vo durch die Matrizen R', R? beschrieben. Dann gilt:
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(i) Sind py, pa nicht dquivalent, so ist fir alle i, j, ¢, k

G5 il R0 -

teG

(i1) Ist py = pa, so gilt mit d = Grad (p)

SRR (1) = {1/d falls i=7 und L=k,
kj

e 0 , sonst.

|G\

Beweis: Sei T die (do, di)-Matrix (d; = Grad (p;))

T 1, m=¢und n=k,
™1 0, sonst .

Sei 7 die lineare Abbildung von Vi, V,, die beziiglich der gewéhlten
Basen in Vi, V5 die Matrix 7" hat. Dann hat die lineare Abbildung 7’
aus Satz 2.1.9 beziiglich dieser Basen die Matrix 7" mit

ZJ |G| Z R Rka

teG

Sind py, p2 nicht dquivalent, so ist nach Satz 2.1.9 7" = 0 und damit
(i) bewiesen. Fiir p; = po ist nach Satz 2.1.9 T" = d 'y, und daraus
folgt (ii).

O

Beispiel: G = (),. Seien wq, wy n-te Einheitswurzeln. Dann sind
p1(q*) = Wk, p2(¢¥) = wh irreduzible Darstellungen von C,, = {1,q,...,q
die fiir wy # wq nicht dquivalent sind. Nach Satz 2.1.10 (i), (ii) ist dann

17L1
_Zw—r r_{o ’ w17éw25

1 , W1 =W .

Dies sind die bekannten Orthogonalitidtsrelationen der Exponential-
funktion.

n—l}
7
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2.2 Charaktere endlicher Gruppen

Darstellungen von Gruppen sind recht komplizierte Gebilde. Fiir viele
Fragen geniigt es, einfachere Gebilde, ndmlich Charaktere zu betrach-
ten.

Definition 2.2.1 Sei p eine Darstellung von G in V. Dann heifit die
Abbildung x : G — C, welche durch

x(s) = Spur(p(s))

definiert ist, der Charakter von p und ein Charakter von G. Charaktere
von irreduziblen Darstellungen heifien irreduzible Charaktere.

Satz 2.2.2 (Eigenschaften von Charakteren):

~

. Aquivalente Darstellungen haben den gleichen Charakter.
2. x(1) = d = Grad(p).
3. x(a"'sa) = x(s).

4. Sind x1, ..., Xxr die Charaktere der Darstellungen p1, ..., p., dann
hat p1 + ...+ p, den Charakter x1 + ...+ X;.

5. X(s) = x(s7).

Bewelis:

1. Ist p; = Tpo7 L, s0 gilt Spur (p1) = Spur (p2).

2. Spur (d-dimensionale Einheitsmatrix) = d.

3. Siehe 1.
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4. Seien py, ..., p, beziiglich gewisser Basen beschrieben durch Ma-
trizen Ry,...,R,. Dann hat p; + ...+ p, die Matrix
Ry
R,

deren Spur gerade Spur (R;) + ...+ Spur (R,) ist.

5. Beziiglich eines geeigneten Skalarproduktes ist die Darstellung p
unitidr und damit

X(sY) = Spur (p(s™)) = Spur (p(s)*) = Spur(p(s))
= X(s) -

O

In dem linearen Raum der komplexwertigen Funktionen auf G fiihren
wir nun das Skalarprodukt

|G|tEZGs0 )(t)

ein. Damit gilt

Satz 2.2.3 (Orthogonalitit der Charaktere): Seien x1, X2 die Charak-
tere der irreduziblen Darstellungen pi, ps von G. Dann gilt

1, p1,pe dquivalent
<X1’X2>_{ 0 , sonst.

Beweis: Seien xi, xo die Charaktere der Darstellungen p;, po von
G, und seien p;, po beziiglich gewisser Basen beschrieben durch die
Matrizen R!, R%. Dann ist

1

<X1,X2> = Xl t = Xl(t)X2(t71)
|G|§G Er>
Z G ZRkk RE! ) .
7 Gl

Die Behauptung folgt aus Satz 2.1.10.
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Fiir die direkte Summe von c¢ zu einer Darstellung p dquivalenten Dar-
stellungen schreiben wir in Zukunft einfach cp. Mit dieser Schreibweise
haben wir

Satz 2.2.4 Jede Darstellung p einer Gruppe G lafst sich eindeutig (bis
auf die Reihenfolge) als direkte Summe

p=cipr+ ...+ Cnpm

irreduzibler und paarweise nicht dquivalenter Darstellungen p1, ..., pm
schreiben. Sind x, x; die Chraktere von p, p;, so gilt

¢ = <X7 pZ> .

Beweis: Nach Satz 2.1.6 gibt es irreduzible Darstellungen g, ..., g,
so daf
p=p,+...+p .
Sind X}, ..., x. die Charaktere von pi,..., g, so ist
r
06 xa) = 2200 X) -

k=1

Nach 2.1.3 ist dies genau die Anzahl der zu p} d4quivalenten Darstellun-
gen unter den x7,...,x,. Fassen wir jeweils dquivalente Darstellungen
zusammen, so folgt die Behauptung.

Definition 2.2.5 Die Zahlen c; in Satz 2.2.4 heiffen Vielfachheiten des
Auftretens von p; in p.

Satz 2.2.6 Darstellungen mit gleichem Charakter sind dquivalent.
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Beweis: Seien p', p? Darstellungen von G. Nach Satz 2.2.4 gibt es
Zahlen ¢y, c; mit

m m
1 1 2 2
pPr=d ok . P=) Cipk -
k=1 k=1
Dabei sind py, ..., py, irreduzible und paarweise nicht dquivalente Dar-

stellungen von G und xi,..., Xm ihre Charaktere. Haben nun p!, p?
den gleichen Charakter y, so gilt nach Satz 2.2.3

e = (X, Xk) = Cp -

Also sind p!, p? dquivalent.

O

Folgerung: Infolge von Satz 2.2.6 lassen sich die Orthogonalitétsre-
lationen der Charaktere (Satz 2.2.3) einfacher formulieren: Seien x1, X2
irreduzible Charaktere einer Gruppe G. Dann gilt

o 1 s X1 = X2,
<X1’X2>_{ 0 , sonst.

Beispiel: Die Diedergruppe C), besitzt fiir gerades n folgende Cha-
raktere:

rk srk Bemerkungen
X1 1 1
X2 1 —1
X3 (—1)* (—1)*
X4 (—1)* (1)
X5 | 2 cos(2mhk/n) 0 h=1,...,5 -1

Neben einer Reihe trivialer Beziehungen erhilt man aus Satz 2.2.6 auch
die Orthogonalititsrelationen

) h1:h23
) h’l#hQa

O3

nz—: cos(2mhyk/n) cos(2mhok/n) = {

k=0
mit 1 < hl, he < %
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Satz 2.2.7 Zu einer Gruppe G gibt es ein mazimales endliches System
irreduzibler paarweise indquivalenter Darstellungen py, . .., pm. Jedes p;
ist 1 preg genau so oft enthalten, wie es sein Grad d; angibt. Es ist

Gl=>d:. (2.2.1)
=1

Beweis:  Zuniéchst berechnen wir den reguléiren Charakter xreg der
reguldren Darstellung preg(s). Ist {es,...,es,} eine Basis von V, so
wird preg(s) beschrieben durch die Permutationsmatrix

P(s) = (€strs---»€sts)

wo t1,...,t, die Elemente der Gruppe sind. Fiir s = 1 ist P(1) = I und
damit xreg(1) = Spur (I) = |G|. Fiir s # 1 hat P(s) in der Diagonale
nur Nullen. Also xreg(s) = Spur (P(s)) = 0 fiir s # 1.

Sei nun pq,...,p, ein System irreduzibler paarweise indquivalenter
Darstellungen von G und x1, . . ., X.n die zugehorigen Charaktere. Dann
ist

1
(Xreg, Xi) = @

Z xreg(t)X;(t)

teG

é 22; Xreg(t)Xi (t_l)

= xi(l)=d;.
Wir kénnen nach Satz 2.2.4 die p; so wihlen, daf
Preg = Z d;p;
i=1

Bilden wir hiervon die Spur, so erhalten wir

61 = Xreg(1) = Spur (preg(1)) = 3. Spur (1)

m

= i_n:diXi(l) => d.

=1



26 KAPITEL 2. ALGEBRA

Wire nun p,,,; eine weitere irreduzible Darstellung von G, welche zu
keinem der pq, ..., p, dquivalent wire, so wire notwendig d,,;1 = 0,
Pm+1 also vom Grade 0. Ein solches p,,, 1 kann es also nicht geben, d.h.
P, - - -5 Pm 1St maximal.

Bemerkung: (2.1) charakterisiert also maximale Systeme paarweise
indquivalenter irreduzibler Darstellungen.

Satz 2.2.8 Ein Charakter x ist genau dann irreduzibel, wenn (x, x) =
1.

Beweis:  Sei y der Charakter von p und p irreduzible. Dann ist
(x, x) = 1 nach Satz 2.2.3. Sei umgekehrt (x, x) = 1. Sei py, ..., pm €in
maximales System irreduzibler paarweise indquivalenter Darstellungen
und seien x1i,..., X, die zugehorigen Charaktere. Dann gibt es ganze
Zahlen ¢y, ..., ¢, mit Y = c1x1 + - - - + G Xn- Aus Satz 2.2.3 folgt

m

X)) = Z C?(Xz', Xi) -

=1

Nun ist (x,x) = 1 und (x;, x;) = 1, weil die y; irreduzibel sind. Also
gilt

Da die ¢; alle ganz sind, ist genau eines der ¢; = 1, und alle anderen
¢; sind Null. p ist also dquivalent zu einem der p; und damit wie dieses
irreduzibel. Also ist y irreduzibel.

Beispiel: Wir wollen zeigen, dafl das fiir D,,, n gerade, angegebene
System von Darstellungen ein maximales System paarweise indquiva-
lenter irreduzibler Darstellungen ist.
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Die Darstellungen pi,..., psy sind trivialerweise irreduzibel und paar-
weise nicht dquivalent. Wir haben oben schon nachgerechnet, dafl

(X5, X5) Z cos?(2mkh/n) = 1

k 0

ist fiir h =1,...,% — 1. Wir haben damit

di=dy=ds=ds=1, dl=2, h:l,...,g—l
und damit
n_y
di +dy+d3+di = (d2)? =2n=|G|.
h=1

Also haben wir ein maximales System.

Definition 2.2.9 a, b € G heiflen dquivalent, falls es s € G gibt mat
a = s 'bs. Die zugehdrigen Aquivalenzklassen seien Ay, ... Ak, und

es sei s € Ay. Wir setzen g; = |A;| und g = |G|, also g = Zgz

Eine Funktion h : G — C heifst Klassenfunktion, falls h auf jeder
Aquivalenzklasse konstant ist.

Offenbar ist jeder Charakter von G eine Klassenfunktion. Der néichste
Satz zeigt, dafl dies im wesentlichen auch schon alle Klassenfunktionen
sind.

Satz 2.2.10 Seipy, ..., p, ein mazimales System irreduzibler und paar-
weise indquivalenter Darstellungen von G und A+, ..., Ay wie in Defi-
nition 2.2.9. Dann gilt:

(i) m=k

(i1) Jede Klassenfunktion ist Linearkombination von Charakteren von

G.
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Beweis: Sei x; der Charakter von p;. Dann kénnen wir eine Funktion
X; auf {A1,.... A} definieren durch

(A = \/fm 9, seA

Auf der Menge der Funktionen auf {A;, ..., A,} definieren wir das Ska-

larprodukt
k

() = Y u(A)(A) -

i=1

Wir zeigen, daf} die x; beziiglich dieses Skalarproduktes ein Orthonor-
malsystem ist. Es ist mit s; € A;

(Xj» Xe) = Z Xy 5 \/%m(sj)

= g ; 9iX; (8:)Xe(54)

= _ZZX]

gz 1s€A;

- EE e

sEG

nach Satz 2.2.3.

Eine unmittelbare Folgerung ist m < k. Denn k ist die Dimension des
Raumes der Klassenfunktionen, und in diesem Raum gibt es die m
linear unabhéngigen Funktionen x1,..., Xm.

Es bleibt zu zeigen, dafl m > k. Hierzu zeigen wir zunéchst einmal: Ist
p eine irreduzible Darstellung von GG des Grades d und x ihr Charakter,
so gilt

1

-x(a) = x (bt 'at) (2.2.2)

d \G | tez(:;
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Aus Satz 2.1.9 mit 7 = p(a) und p; = ps = p folgt ndmlich

7! |G|Zp p(t) = % Spur (7’)=$.

teG
Linksmultiplikation mit p(b) ergibt
> p(bt"at) ()p(b)
|G e d
Gehen wir zum Charakter iiber, so folgt (2.2).

Wir wenden (2.2) an auf x = x4, a = s; € A;, b! = s; € A;, und
summieren iiber ¢. Es ergibt sich nach Satz 2.2.7

Swls)uds) = g G| 5l

tea
= szeXe T sit)
\G| iec o1
= Xreg(s; 't~ st) )
el 't

Da fiir ¢+ # j die Elemente s;, s; aus verschiedenen Aquivalenzklassen
sind, ist fiir ¢ # j stets s;'t7's; ¢ # 1. Also
—1,-1 _
Xreg(sj t Sit) =0

fiir 7 # j und damit
> xe(si)Xe(s5) =0 (2.2.3)
=1

fiir 7 # j. Wiére dies auch fiir 4 = j richtig, so wire

fj (s =0 (2.2.4)

und damit x, = 0 auf A; fir £ = 1,...,m. Da py,..., p,, maximal
sind, verschwinde jeder Charakter auf A;. Dies ist z.B. fiir den Ein-
heitscharakter sicher nicht der Fall. Also kann (2.4) nicht richtig sein.
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Zusammen mit (2.3) folgt dann, daf die k-Spalten der (m, k)-Matrix
X1 (81) y --- 5 X1 (Sk))
: (2.2.5)

Xm(sl) IR Xm(sk)

linear unabhéngig sind. Diese Matrix mufl also mindestens k£ Zeilen
haben. Damit ist m > k gezeigt.

Daf} jede Klassenfunktion sich als Linearkombination von Charakteren
schreiben l483t, folgt nun unmittelbar aus der Tatsache, dafl der Rang
der Matrix (2.5) m = k ist.
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2.3 Der Chinesische Restsatz

Sei R ein Ring mit Einselement, z.B. der Ring Z der ganzen Zahlen oder
der Polynomring F[z] iiber einem Koérper F. Ein Ring heifit kommu-
tativ, wenn seine Multiplikation kommutativ ist. Ist R kommutativ, so
sagen wir, a teilt b (a |b), falls es ein r gibt mit b = ar. Wir sagen a = b
mod p, falls p|a — b. Die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation
nennen wir Restklassen mod p. Diese bilden den Restklassenring R/p.
Ein Ring heifit nullteilerfrei, wenn ab = 0 zur Folge hat, dafl a = 0 oder
b=0.

Beispiele:

1) 2,=Z/p={0,1,...,p—1}.InZg ist z.B. 245 =1,3-4 = 0. Also
ist Zg nicht nullteilerfrei. Aber Z, ist nullteilerfrei fiir Primzahlen
p.

2) Fiir den Ring Fz] und p = 2™ + a12™ ' + ... 4+ ag ist F[z]/p
der Ring der Polynome vom Grade < n. Fiir p = 22 — 1 ist z.B.
2(z+1)=22+2=1+ 2z mod p.

3) Der Ring M,,[F] der (n,n)-Matrizen {iber F ist nicht nullteilerfrei:
10 00) (00
0 0 0 1) \0 0)"

Definition 2.3.1 FEin kommutativer nullteilerfreier Ring R heifst eu-
klidisch, wenn es fiir jedes a € R, a # 0, eine ganze Zahl g(a) > 0 gibt
mat

(i) g(ab) > g(b)
(ii)) Zua,beER,a#0 gibtesq, T €R
b=qga+r,

wobei entweder r = 0 oder g(r) < g(a) ist.
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Man nennt g den Grad.

Beispiele:

1) Z mit g(a) = |a| ist ein euklidischer Ring.
2) F|z] mit dem Polynomgrad als Grad ist ebenfalls euklidisch. Z.B.

ist
B422 42 +1=(+2)(2-1)+22+3

3) Der Ring Z + +/—3Z ist nicht euklidisch.

Ein Element e € R heifit Einheit, falls ein ¢’ € R existiert mit ee’ =
e'e = 1. Wir nennen ¢’ das Inverse zu e und schreiben ¢/ = e!.

Beispiele:

1) Z hat die Einheiten +1, —1.
2) F|z| hat die Einheiten F' mit Ausnahme der Null.

3) M,[F] hat als Einheiten die invertierbaren Matrizen.

Ein Element p € R heifit prim, falls p = p;p, nur mdoglich ist, wenn p;
oder py Einheit ist.

Beispiele:

1) In Z sind genau die Elemente prim, fiir welche der Betrag eine

Primzahl ist.

2) In F[z] nennt man die Primelemente irreduzibel iiber F. Z.B. ist

22—1 = (z+1)(z—=1) nicht prim fiir beliebiges F

22 +1 prim fiir /' = R, nicht prim fiir F' = C

22 -2 prim fiir F' =T" = Kérper der rationalen Zahlen,
aber nicht prim fiir FF =R .
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Folgende Sétze findet man in jedem Lehrbuch der Algebra.

Satz 2.3.2 In einem euklidischen Ring gibt es zu jedem Paar a, b # 0
einen griften (im Sinne des Grades) gemeinsamen Teiler ggt(a,b). Es
gibt p, ¢ € R mit ggt(a,b) = ap + bq.

Satz 2.3.3 In einem euklidischen Ring ist jedes Element eindeutig (bis
auf Reihenfolge und FEinheiten) als Produkt von Primelementen dar-
stellbar.

Beispiele: Indem Ring Z++/—3Z gilt 4 = 2-2 = (1—1/-3)(1+vV—3).
Dieser Ring ist also nicht euklidisch.

Wir suchen nun Lésungen von simultanen Kongruenzen modulo py, . . ., py,.
Seien also aq, . .., a, gegeben. Gesucht ist ein a mit
a=a; mod p;, i=1,...,m. (2.3.1)

Der Chinesische Restsatz gibt ein Kriterium fiir Existenz und Eindeu-
tigkeit von (3.1).

Satz 2.3.4 Sei R ein euklidischer Ring, und seien py,...,p, € R paar-
weise teilerfremd. Dann ist (3.1) fir jede Wahl der ay,...,am € R
losbar. Die Losung ist mod py . ..pm eindeutig bestimmd.

Beweis: Wir zeigen zunichst: Die Gleichung ax = b mod p ist genau
dann l6sbar, wenn ggt(a,p)|b. Ist diese Kongruenz namlich l6sbar, so
gibt es y mit ax + py = b, und es folgt ggt(a,p)|b. Sei umgekehrt diese
Bedingung erfiillt. Nach Satz 2.3.2 gibt es u, v mit ggt(a, p) = au + vp.
Multiplikation mit ¢ = b/ggt(a,p) ergibt b = aqu + gup. Damit ist
x = qu Losung der Kongruenz.

Sei p=pi...pm. Dann ist ggt(p%,pi) =1, und es gibt nach obigem ein
x; mit pﬂixi = 1 mod p;. Wir behaupten, dafl
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Losung von (3.1) ist. Wir schreiben fiir ein j

a = Z gaixi + £0j$j
i#j Y2 pj

p p
= pj Z ——0T; + a; <p—$]>
J

i Dbip;
und dies ist kongruent a; mod p; nach Konstruktion von z;.
Sind a, o’ Losungen von (3.1),soista—a' =0 mod p; firi=1,...,m

und damit a = o’ mod p.

O
Beispiel: R = R[z|, p; = z— z;, z; paarweise verschieden. Wir suchen
ein ¢ € R mit a = a; mod p;, d.h.
a(z,—):di, z:l,,m

Nach Satz 2.3.4 ist ¢ modulo p = p; ...p, eindeutig bestimmt. a ist
also das Polynom vom Grad n — 1, das an den Stellen z; die Werte a;
annimmt. a ergibt sich als

m
a= Zﬁaixi , gxz- =1 modeyp;.
i=1 Di ]
Mit D
wi(2) = = =[[(z - %)
Pi i
haben wir z; = —— und damit

wi(2;)

€

_N wil?)
T e

i=1 WilZ

Dies ist die Lagrange’sche Interpolationsformel.

Seien R;, Ry Ringe. Wir definieren dann einen weiteren Ring R; ® Ry
folgendermaflen. R; ® Ry besteht aus den Paaren (a,ay) mit a; € R;.
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Addition und Multiplikation in R; ® Ry sind komponentenweise erklart,

also
(01, GQ) + (bl, bz) = (a1 +bi,a0 + bz)

(0'1; CL2)(51, bz) = (0162, ble) .
R; ® R, heifit direktes Produkt von R; und Rs.

Satz 2.3.5 Sei R ein euklidischer Ring und seien pq, ..., Py paarweise
teilerfremd. Sei p = p1 ...pm. Dann gilt

R/p=R/p1 ®...Q R/pm -

Beweis: Wir definieren eine Abbildung ¢ : R/p1 ® ... R/pm — R/p
mit Hilfe des Satzes 2.3.4. Fiir (a1, ...,an) € R/p1 ® ... ® R/py, sei a
die Losung aus (3.1). Diese ist in R/p wohlbestimmt. Ist (by,...,by,) €
R/p1 ®...® R/py, und b die zugehorige Losung von (3.1), so ist

a+b
ab

a; +b; mod p;
a;b; mod p; .

11l

@ ist also ein Ring-Homomorphismus. Ist ¢ € R und a; ein Représentant
von a mod p;, so ist a = ¢(ay, ..., ay). Also ist ¢ surjektiv. Nach der
Eindeutigkeitsaussage von Satz 2.3.4 ist ¢ injektiv. Also ist ¢ sogar ein
Ring-Isomorphismus.
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2.4 Gruppentheorie

Sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe von G. Dann
konnen wir in G die Aquivalenzrelation

s~t <= tlseH

erkliren. Sei si,...,s, ein Reprisentantensystem dieser Aquivalenzre-
lation, also s1H,...,s.H die Aquivalenzklassen. Diese heiflen (Links-)
Nebenklassen von H. Es ist G = s;HU ... Us, H und r|H| = |G|.

H heifit Normalteiler in G, falls tH = Ht fiir t € G, d.h. falls die
Linksnebenklassen gleich den Rechtsnebenklassen sind. Ist H Normal-
teiler von (G, dann bilden die Nebenklassen wieder eine Gruppe, die
Faktorgruppe G/H.

Sei a € G. Die Ordnung m ist die kleinste natiirliche Zahl m > 1,
fiir welche ™ = 1. Es bildet dann C,, = {1,a,ad?,...,a" '} eine Unter-
gruppe von G der Ordnung m. C,, heifit zyklische Gruppe der Ordnung
m. Sie ist isomorph der additiven Gruppe Z mod m.

Satz 2.4.1 Sei G abelsch, und haben aq,...,a, € G die Ordnungm., ...

Sei ggt(m;,m;) = 1 fir i # j. Dann hat a = a,...a, die Ordnung
m=m;j-...-M,.

Beweis: Sicher ist a™ = 1. Gédbe es ein n mit ¢” = 1 und n < m,
so konnten wir unter diesen n’s das kleinste wihlen. Die n Elemente
1,...,a" ! wiirden dann eine Untergruppe von C,, bilden, also n|m.
Da die m; paarweise teilerfremd sind, wére sogar n|m; fiir mindestens
ein 7, etwa ¢ = 1. Dann wére

Hétten wir die Behauptung fiir r — 1 Faktoren schon bewiesen, so wiirde
sie fiir » Faktoren folgen. Da r = 1 trivial ist, ist der Satz nach dem
Prinzip der vollstdndigen Induktion bewiesen.

, My
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Ahnlich wie das direkte Produkt von Ringen ist das direkte Produkt
von Gruppen definiert. Seien A, B Gruppen. Ihr direktes Produkt AQ B
besteht aus den Paaren (a,b) € A x B mit kompetenterweiser Multi-
plikation: (ai, b1)(az, b2) = (ajas, bibe). Die Elemente (a, 1) bilden eine
Untergruppe von A ® B, die isomorph zu A ist. Wir schreiben A fiir
diese Untergruppe, identifizieren also (a,1) mit a. A wird so zu einer
Untergruppe von A ® B, und dasselbe gilt fiir B. Offenbar sind A, B
sogar Normalteiler in A ® B. Wegen (a,b) = (a,1)(1,b) = (1,b)(a,1)
konnen wir ab oder ba fiir (a,b) schreiben. Damit haben wir folgen-
de dquivalente Definition des direkten Produkts: Eine Gruppe G ist
direktes Produkt seiner Untergruppen A, B genau dann, wenn

(i) Jedes g € G sich eindeutig als g = ab mit a € A, b € B schreiben
148¢.

(ii) ab = ba fiira € A, b € B.

Satz 2.4.2 Seien ny, ny teilerfremd und n = niny. Dann ist

Cp = Chy @ Ch, .

Beweis: Wir identifizieren €, mit der Gruppe Z mit Addition mod
n. Dann kénnen wir die Abbildung ¢ : C,, ® C,,, — C), erkldren durch
©(m1, mg) = m, wobei m die simultanen Kongruenzen m = m; mod
ni, © = 1,2 16st. Da m mod n eindeutig bestimmt ist, ist ¢ injektiv. Da
ny, no teilerfremd sind, gibt es Zahlen ¢, go mit ginqy + gony = 1. Also
ist (gym)ny + (gam)ne = m und damit m = p(gamna, gymny) fiir jedes
m € C,. Also ist ¢ surjektiv. Dafl ¢ ein Homomorphismus ist, ist klar.
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An Hand des Beispiels n; = n, = 2 macht sich leicht klar, daf§ die
Voraussetzung n, ny teilerfremd nicht gestrichen werden kann.

Sei M, ={m € Z:1<m<n, ggt(m,n) = 1}. Mit der Multiplikation
mod n wird M,, zur Gruppe. Es ist ndmlich 1 € M,,. Zu jedem m € M,
kann man die Kongruenz z m = 1 mod n 16sen, und es ist ggt(z,n) = 1.
Also ist € M,, und = m~!. Und schliellich ist offenbar m;ms € M,,
falls my, mg € M,

Die Ordnung ¢(n) = |M,| heifit Euler’sche @-Funktion, also

n _|2]3]4]5/6]
p(n)[1]2]2]4]3]

Offenbar ist ¢(p) = p — 1 fiir Primzahlen p, und ¢(p") = p" —p"~! =

(p—1)p" "
Satz 2.4.3 Sei p prim. Dann gilt
Mo — Con-1p-1y >, P>2,1r2>1
p 02®027—2 3 p:2, 22
Beweis: Siehe z.B. Hasse, Number Theory, Chapt. 4.5.

Fiir p > 2ist M, also zyklisch, d.h. es gibt a mit M, = {1,a,...,a%®) 1},
Fiir » = 1 ist a die primitive Wurzel mod p. Diese finden sich fiir

p < 10000 in Abramowitz/Stegun, Handbook of Mathematical Functi-
ons, pp- 864-869. Ein kleiner Auszug ist

p‘3‘5‘7‘11‘13 17\19\23\
al2[2]3] 2] 2] 3] 2] 5|
Beispiele:

1) M;5=1{1,2,3,4}. Die Gruppentafel ist
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1234
1234
2413
3142
4321

»-boaw»—l‘

Nach Satz 2.4.3 ist My = C, = {0,1,2,3} mit Addition mod 4. Die
Gruppentafel von Cy ist

0123

0123
1230
2301
3012

OJ[\DP—*O‘

Die (i + 1)-te Zeile entsteht aus der i-ten durch Links-Ring-Schift.

Nach Satz 2.4.3 sind M5 und C, isomorph. Die Isomoraphie wird her-
gestellt durch ein erzeugendes Element, etwa 2 aus der obigen Tabelle.
Danach ist M5 = {1,2,3,22 23} = {1,2,4, 3}. Dadurch ergibt sich fiir
My auch die Gruppentafel

1243

1243
2431
4312
3124

mﬂkl\vr—l‘

Diese Tafel ist in der Tat identisch zu der obigen Tafel von Cj: Die
(7 + 1)-te Zeile ergibt sich durch Links-Ring-Schift aus der i-ten Zeile.

2) My =1{1,2,4,5,7,8} hat als erzeugendes Element die Zahl 5, also
My = Cs = {1,5,5%, 5%, 5% 5°} = {1,5,7,8,4,2}. Die Gruppentafel von
Mg ist
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l\')»JkOO\ICﬂ»—A‘

157842

157842

578421
784215
842157
421578
215784

KAPITEL 2. ALGEBRA



Kapitel 3

Schnelle
Fourier-Transformation

3.1 Fourier-Transformation und Faltung

Die diskrete Fouriertransformation, oder Fourier-Transformation der
Liange n, ist definiert durch

n—1
g}k:Ze*%ijk/"yj y kZO,...,n—l.
j=0
Mit Hilfe der Orthogonalitétsrelationen

l’femjk/n: 1, k=0, £n,+2n,... ,
n = 0 , sonst

zeigt man leicht die Inversionsformel

171—1 B
yj:—Ze%”k/"g}k, ij,...,n—l.
" k=0

Die Fourier-Transformation ist also eine lineare Abbildung in C" mit
der Matrix

41
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—_
[u—
—_
—_

1 w w? wn L
w=|1 w? wt ce. 2n-1) C w= p2mii/n
1 w1t w(n—l)Z w(n—l)(n—l)

Wegen w™ = 1 kann in dem Exponenten in W™ mod n gerechnet werden.
Die Orthogonalitétsrelationen ergeben

W,W, =nl .
Insbesondere ist also ﬁWn eine Isometrie.

Fiir zwei Vektoren z, y € C", deren Komponenten wir von 0 bis n — 1
numerieren, nennen wir den Vektor z mit den Komponenten

n—1
zk:Zxk_jyj, k:O,...,n—l
j=0
die (zyklische) Faltung von z und y. Dabei rechnen wir im Index von

x mod n. Wir schreiben z = z x y. In Matrix-Form lautet die Faltung
z =Xy

Zo Ip—1 - I1
-/I/ll xo .« e ./EQ

X =
Tp—1 Tp—2 -~ o

Die (i+1)-te Zeile dieser Matrix entsteht also aus der i-ten durch einen
Rechts-Ring-Schift.

Satz 3.1.1 (Faltungssatz) Fiir x, y € Z" gilt
($*y)£:i‘kgk, k‘ZO,,n—l

Beweis: Auch dies ist eine unmittelbare Folgerung aus den Ortho-
gonalitétsrelationen.
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3.2 Cooley-Tukey

Wir beschreiben nun verschiedene Versionen der schnellen Fourier-Transformation
nach Cooley-Tukey. Wir nehmen an, die Lénge n der Fourier-Transformation
faktoriere geméfl n = mp. Den Fall p = 2 haben wir teilweise schon in

der Einleitung behandelt.

1. Dezimierung in der Zeit

Wir haben auswerten

n—1
gk:Zw%ky]’ k:(),...,n_l,
=0

WO w, = e~2™/" gine n-te Einheitswurzel ist. Wir fassen in der Summe

diejenigen Indizes j zusammen, welche der gleichen Restklasse mod p
angehoren. Dies ergibt

p—1 m—
S Z Z pé—H")k
r=0 £¢=0

Nun ist w? = wy,. Also folgt

Z n Z wm Ypetr -

Fiihren wir die Vektoren
Yr
r yp+r
Y(m—-1)p+r

ein, so lautet dies

p—1
Yr = Z w:;’“(y”)k
r=0
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wo ¢" die Fourier-Transformation der Linge m von y" bedeutet. Diese
hat die Periode m. Also gilt

p—1
gk+gm=2w(’“+‘qm)r(yj’")k, k=0,...,m—1, EZO,...,p—l

n
r=0

und wegen w, = w,

p—1
Drtem = D, wywh (G ) - (3.2.1)
r=0

Bis auf die Multiplikation mit w** sind dies m Fourier-Transformationen
der Lénge p. Die Fourier - Transformation der Linge n kann also aus-
gefiihrt werden durch p Fourier-Transformationen der Linge m und m
Fourier-Transformationen der Linge p, zuziiglich einiger Multiplikatio-
nen mit Einheitswurzeln und Permutationen.

Wir wollen (3.2.1) in Matrixform schreiben. Mit W,,, W,,,, W, die Fourier-
Transformation der Lingen n, m, p und

1

Wn
D, =

m—1
n

lautet (3.2.1), wenn wir zunéchst die m Gleichungen fiir £ = 0, dann
die m Gleichungen fiir £ = 1 usw. aufschreiben,

In  In o I, D° o)
Ln wplp - w27, D},
=1 . : _ * (3.2.2)
Ln wi™y oo 0® V'L, 0) D=t
W o y°
W, y'
*
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Hier fithren wir folgende Schreibweise ein. Ist A eine (m,n)-Matrix
und B eine (p, ¢)-Matrix, so bezeichnet das Tensorprodukt A ® B die
(mp, nq)-Matrix

G,HB algB s G,lmB

amlB G,mQB s a’mnB
Damit lautet (3.2.2)

Dy,
Dy,
W, =W, ®I,) N (I, W) Py (3.2.3)
Dr-t

mit einer Permutationsmatrix P, ,,. Ist y = (yo, - - -, Yn—1)7, s0 ist P,y
der Vektor
(yOa Yps - - -y Yn—Dps Y1, Yp+15 - - - s Ym—D)p+15 - - -y Ym—1, Yp+m—1, - - - y(m—l)p+n—1) .

Anders ausgedriickt: Ist 0 < i < n und 7 = mq + r mit ganzen Zahlen
0<q¢<p, 0<r<m (Division mit Rest), so ist
(PY)i = Yrp+q -

Ist n ein Produkt kleiner Faktoren, so nennt man n F7T-freundlich.
Wiederholte Anwendungen von (3.2.4) fithrt dann zu einem effizienten
Algorithmus.

Das einfachste Beispiel von F'T-freundlichen Zahlen sind Potenzen von
2. Diesen Fall wollen wir nun etwas ausfiihrlicher betrachten. Wir fiihren
dazu den butterfly der Ordnung m ein als die (m, m)-Matrix

I, D,
(2 22)
Im/2 _Dm/2
ein. Fiir p = 2 lautet (3.2.4)

I, O
W, = (We®I,
(W ® /2)( O D

= Bn(l2 Y Wn/?)PQ,n/2 .

) (I ® Why2) P2
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Rekursive Anwendung ergibt

Wn = Bn(IQ ® Bn/2)(I4 ® Wn/4) (IZ ® P2,n/4)P2,n/2

= (L ®By)3® Byj2)(Is @ Byys) -+ (Inj2 ® By)Py(3.2.4)
P, = (Ins ® Paja) - -+ -+ (Io,n/a) (11 ® Papy2) - (3.2.5)

Dies ist die Radix-2-Version der Cooley-Tukey FFT.

Die Permutation P, kann durch bitreversal angewendet werden. Die
bitreversal-Funktion r, von {0,...,n — 1} in sich ist fiir n = 2' wie
folgt definiert. Sei (b;—1,...,b)s die Dualdarstellung von k, also

k= bt_lzt_l +--- 4 b12 + bo
mit b; € {0,1}. Dann ist 7,(k) = (b, - - ., bs_1)2-
Satz 3.2.1 Die Komponenten von x, P,x seien von 0 bis n — 1 nume-
riert, und n = 2. Dann gilt
(P.T)k:.f,«n(k) y k:O,...,n—l.
Beweis: Fiir t =1 ist P, = I, und die Behauptung trivial. Sei die
Behauptung richtig fiir £ — 1, und sei m = 2!"1.

Nach (3.2.5) ist

Zo
p, |7

Pz = (I ® Pp) Pom = ZH
p, |7

Tt
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Nach Induktionsannahme konnen wir P, durch bitreversal auswerten.
Ist also k = (by—2,...,b9)2 und k' = (by, ..., bi—2)2, so ist

) z
M) T3
P, . = Toy P, . = T2k'+1
m k ) m . k' +
xm—l k '/le—l k

Nun ist aber fiir k=0,...,m—1
k=(0,by—2,...,00)2 , 2k"= (bs—a,...,b0,0)2
und fir k=m,...,n—1
k= (1,b;9,...,00)2 , 2k'+1=(by2,--.,b0,1)2.

In jedem Fall erhélt man den Index von x also durch bitreversal.

2. Dezimierung in der Frequenz

Jetzt fassen wir die Indizes k, welche zur gleichen Restklasse mod m
gehoren, zusammen, schreiben also

Umesr = ng(mﬁrr)yj

_ j+kp)t, (i+kp)r,,
- ) Wy Yj+kp

JE, \TIa, .
wp wn y]+kp )
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wobei wir wieder w? = wy,, und w* = w, benutzt haben. Dieses Mal

setzen wir

ykp

yh=|

Ykp+p-1

Dann kénnen wir schreiben

m—1 A
~ _ kr r k
Ympyr = Z W, (Dpy )Z )
k=0

wobei rechts die Fourier-Transformation der Lénge p steht und D, ent-
sprechend zu D,, erkldrt ist. Schreiben wir diese Gleichungen erst fiir
r = 0, dann fiir » = 1 usw. hin, dann entsteht

o
W,D_y
Pm,pg = p P

Wy

oder

P Wi = (I, ® W)

+

W,Dyy't +
+ wnWoDpy' +

W,,D;”_lyo + W],,DI’,”_ly1 +

DO

p

m—1
wm IP

C"ﬁnm_l)jp

+ Wngym_1
+ w[n”_IWpD;ym_l

+ w(m—1)2 WpD;n—lym—l

(Wi ® L) . (3.2.6)
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Mit Hilfe von
Pl,=P.,=Pm (3.2.7)

sieht man, daf} (3.2.7) unmittelbar aus (3.2.4) folgt. Durch Transposi-
tion von (3.2.7) ergibt sich ja

Wnpi,p = (Wi ® 1) ! . (In @ Wp) .

m—1
Dp

Wegen (3.2.7) ist dies identisch zu (3.2.3) mit vertauschten m, p.
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3.3 Primfaktoren

Die Good’sche oder Primfaktor-FFT benutzt wie Cooley-Tukey auch
eine Faktorisierung n = mp der Linge n. Die Faktoren m, p miissen

jetzt aber teilerfremd sein. Wir beginnen mit dem Beispiel n = G = 2-3.
Wir schreiben Wy in der Form

OO OO oo
Tt W N+~ o
=N O RN O
W o Wwo wo
N = O N O
N Wk OO

d.h. wir notieren an der Stelle (k, ) nicht wf® = e=2ik+0/6 sondern

nur k£ + ¢ mod 6. Ordnen wir die Zeilen von Wy in der Reihenfolge 0,
3,4, 1, 2, 5 und die Spalten in der Reihenfolge 0, 3, 2, 5, 4, 1 an, so
entsteht

0 00 0l0 0
0 300 3l0 3
111
, ooz a| , 11
We=10 3l2 5/a 1|~ 1‘”3“’3 Ol 1
0 0|4 4/2 2 Wi Ws
0304 1|2 5

Bis auf Zeilen- und Spaltenvertauschungen ist Wg, also das Tensor-
Produkt von W3 und W5. Wg kann also ausgefiihrt werden durch 3
Fourier - Transformation der Linge 2 und 2 Fourier-Transformation
der Lénge 3.

Satz 3.3.1 Sei n = nyny und ggt(ny,ny) = 1. Dann gibt es Permuta-
tionsmatrizen P, (Q, so dafs

W, =Q"(W,, ® W,,)P .
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Beweis: Wegen ggt(ni,n2) = 1 kénnen wir zu j mit 0 < j < Zahlen
J1, jo mit 0 < 71 < nyg, 0 < jg < ny finden mit j = nyjy + nyj; mod n,
und ebenso k = niks + ngoky mod n. Aus

n—1
~ jk _ ,—27mi/n _
yk—Ewaj, w=em"  k=0,....n—1
§=0

wird dann

ni—1 ns—1

~ _ (n1j2+n2j1)(nika+nokr) . .
Ynikotnoks = Z Z w Yniji+nags -
j1=0 72=0

Mit w™™ =1, W™ = e 2™/M2 =, W" = e 2"/M = ), folgt

ni—1 na—1

~ _ ’n2j1 k1 n1j2k2
Ynikotnoks = Z w1 Z %) Ynija+nagy -
71=0 72=0

Hier ist 0 < k1 < nq, 0 < ky < no. Zu jedem solchen Paar kq, ky konnen
wir genau ein Paar (kf, k%) finden, so daf

mky = ke modny, noki =k, modn,, (3.3.1)

denn ggt(n1,ny) = 1. Mit diesen Zahlen k!, &} gilt dann

ni—1 na—1

~ . n2j1k] n1joks

Ynikh+nokl = Z Wi z Wo Ynijatnags -
71=0 J2=0

Aufgrund der Wahl von i, k) und wegen wi"* = wy? =1 gilt

nzk’ /
W = wllcl ’ wMks — wé& ,
also
ni—1 na—1
N - jik1 Joko
Ynikh+nokl = Z w1 Z W "Ynijatnagy -
71=0 72=0
Mit den ne-Vektoren
J1 — . ) .
Yy - (yﬂ1J2+n211)0SJ2<n2 )
~k1 ~nikh+nak!
gt o= (PR ) ok <y
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lautet dies mit Wy = W,

ni—1

(gkl)h = Z W{Ikl (WZyjl)kz
j1=0
oder
" Wo W, - W, .
Wy w1 Wo T W?ﬁle y
'”‘nl—l : . n1—1
Y Wy w1”1_1W2 T WYLFI)ZWQ Y

Also, mit Wy = W,,,,
Qy =W, WyPy,

und dies ist die Behauptung.

O

Dem Beweis kann man die Permutationen P, () entnehmen. Es ist mit
J = nej1 + jo, 0 < jo < ng (Division mit Rest)

(Py)] = Ynijat+naji -
Entsprechend ist mit & = noky + ko, 0 < ky < ng,
(QD)k = Unikyrnok, -

Dabei sind k7, kb zu ki, ko geméf (3.3.1) bestimmt. In jedem Fall ist
in den Indizes mod n zu rechnen.

Beispiel: n =2-3, also n; =2, ny = 3. Wir berechnen P

J 1 J2 M2 +neh 0 0
I R
2 0 2 4 , also P 2 = 4

3 3
31 0 3 A 5
4 1 1 5

5 1
5 1 2 1
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und @

0 0 0 0 0 0 1 4

1 0 1 0 2 4 9 9

2 0 2 0 1 2 , also @ 3 [ =1 3

11011 2 1 S
5 5

5 1 2 1 1 5

Wir bilden QWsPT, d.h. wir vertauschen die Zeilen gemifi Q und die
Spalten gemif} P:

000O0O0O 000O0O0OO 00 0[O0 00
0123 45 04204 2 0 2 4|0 2 4
0 240 2 4 < 0240 2 4 R 0 4 2|0 4 2
03 03¢0 3 03 03¢0 3 0003 33
04204 2 012 345 0 2 4|3 5 1
0543 21 054321 042|315

Oben haben wir schon den Fall ny = 3, ny = 2 behandelt.

Folgerung: Seien M(n), A(n) die Anzahl der Multiplikationen bzw.
Additionen zur Fourier-Transformation der Lange n. Sei n = niny mit
ggt(ni,ng) = 1. Dann gilt

M(n) = niM(ng)+noM(nq)

An) = niA(ng) + nyA(ny)
Wir wollen die entsprechenden Uberlegungen nun fiir die Faltung der
Linge n, also

n—1

zk:Zxk,jyj s kZO,...,n—l (332)
j=0

durchfiihren. Aquivalent hierzu ist die Anwendung der Matrix

Zo Tp—-1 - x1

o Zo Tp-1 -+ T2
X, =

Tpn—1 Tp—2 -~ Zo

auf den Vektor .

= Wo@W3
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Satz 3.3.2 Sei n = ny,ny und ggt(niy,ny) = 1. Dann gibt es eine

Permutationsmatriz P und Faltungen Fy, ..., F, 1 der Linge ng, so
dafs
Fy F,, 1 ... F
X, = pr .Fl s Foo1 ... B P
Foiv Fnior oo Fo

Beweis: Fiir 0 < £, 7 < n kénnen wir mod n

k=koni+king , j=joni+ jing,
0<ji,ki<n , 0< 7,k <ny

schreiben, und zwar in eindeutiger Weise. Damit lautet (3.3.1)

ni—1 ns—1
Rkani+king — Z Z T(ky—j1)n2+(ka—j2)n2Yjina+jany -
71=0 j2=0

Dabei wird in den Indizes mod n gerechnet. Die jy-Summe ist eine
Faltung der ny-Vektoren

J1 — (o). . ) ki=gi — i i
Yy = (yglnz+g2n1)0§m<n2 s f = (w(kl_Jl)n2+]2n1)0§k<n2 ’
Mit dem nq-Vektor

k1 __
= (Zk2n1+k1n2)0§k2<n2

kénnen wir daher schreiben

ZO FO Fn1—1 F1 yO

|\rn B B B
n1—1 .nlfl
o Fn1,1 Fn172 FO y

Dies ist die Behauptung.
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Der Beweis ergibt eine explizite Darstellung fiir P. Setzen wir fiir 0 <
J<n j=jing+J2, 0 < j1 <ng, 0 < jo < ng, so ist

(Py)j = Yjina+jany -
Beispiel: n =2-3, alson; =2, no = 3. P bewirkt die Permutation

0,1,2,3,4,5) — (0,2,4,3,5,1). Entsprechende Vertauschungen von
Zeilen und Spalten ergibt

054321 054321 042315
10543 2 2105 4 3 20 4|5 3 1
2105 4 3 432105 4201 5 3
321054 | 3210547315042
432105 543210 53 1|20 4
543210 105 43 2 153|420

FO F!
- < F' F° )
mit Faltungen F* der Linge 3.

Folgerung: Sei n = niny mit ggt(ni,ns) = 1. Seien M (n), A(n) die
Anzahl der Multiplikationen bzw. A(n) der Linge n. Dann gilt

M(n) = M(ny)M(ns)
A(’I’L) = M(?’Ll)A(ng) + ngA(nl)

(Algorithmus von Cooley und Agarwal).
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3.4 Schnelle Faltung nach Winograd

Wir benutzen nun den Chinesischen Restsatz, um Faltungen schnell
auszufiihren. Wir wissen, dafl wir Faltungen der Linge n als Multipli-
kation von Polynomen in F[z] modulo p = 2" — 1 auffassen kénnen. Es
ist ja mod p

n—1 n—1 n—1 7 ) 2n—2 n—1 )
Som Yyt =3 (Z in—/zye) Y ( > Jﬁj—eye) 2
k=0 =0 =0 ¢

= 7=0 ji=n —j—n+1
n—1 j n—1 ) n—1 _

= 2 |\ Xwiwet 3w P =) (zxy)d
j=0 \ =0 =j+1 =0

wenn wir im Index mod n rechnen.

Ist nun p = p;po mit teilerfremden p;, p2, so haben wir nach Satz 2.3.4
Flz]/p = Flz]/p @ F[2]/p2 -

Dieser Isomorphismus ist leicht hergestellt. Nach Satz 2.3.4 gibt es Po-
lynome g1, go mit gop1 + ¢1p2 = 1. Also gilt fiir f € F[z] die Beziehung
@ f + qpof = f. Wir definieren nun die Abbildung ¢ : F[z]/p —
F[z]/p1 ® F|z]/p2 durch

o(f) = (auf a2f) -

Dies ist offenbar der gesuchte Isomorphismus. Die Multiplikation zweier
Polynome f, g modulo p wird nun so ausgefiihrt: Zunéchst ist

J9=aqpfg+qapfg
oder, modulo p gerechnet,

f9 = qp1(fg mod p2) + ¢1p2(fg mod py) . (3.4.1)

Es geniigt also, die Multiplikation mod p; und mod p, auszufiihren.
Dann 148t sich fg mod p leicht berechnen.
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Wir betrachten zunéchst den Fall n = 2. Hierist py = 2—1, po = 2+1,
und wir haben
1 1
_E(Z_1)+§(Z+1):1’
also ¢ = 43, g = —3.5el f = 2o+212, g = yo+y12 und fg = wotw: 2
mod (2% — 1), also wo = Zoyo + T1Y1, W1 = ToY1 + Y1 To.
Wir fiihren die Multiplikation fg mod p; und mod ps durch. Es ist

fg mod(z—1) = (fg)(1) = f(1)g(1) = (zo+1)(yo+ y1) ,
fg mod(z+1) = (fg)(—=1) = f(-1)g(=1) = (w0 —21)(yo— 1) -

Nach (3.4.1) haben wir also mod (22 — 1)

Fg = —5(z = 1)z~ 22)o — ) + 5(z+ 1)(zo + ) (w0 + 1)

Dies liefert den folgenden Algorithmus zur Faltung der Lénge 2:

S1="%Y% + W% y S2=Yo— Y1
To+ X To— X
myp = 0 181 y mo = 0 182 (342)
2 2
Wo = M1 + Mg , Wi =mp — My

Zur Feststellung des Rechenaufwandes legen wir nun fest: Es zdhlen
nicht die Rechnungen, die man auf den Koeffizienten z; ausfiihrt. Man
stellt sich dazu vor, dafl die x; ein fiir allemal gewahlt sind, so daf} die-
se Rechnungen ein fiir allemal durchgefiihrt werden kénnen. Bei dieser
Zahlweise erfordert (3.4.2) nur 4 Additionen und zwei Multiplikatio-
nen, im Gegensatz zu den 4 Multiplikationen und zwei Additionen der
Schulmethode fiir die Faltung der Linge 2.

Nun zum Fall n = 3. Hier haben wir 22 — 1 = (22 + 2z + 1)(z — 1), also
p1 = 2z —1, pp = 22 + 2z + 1. Die Polynome q;, ¢ werden durch Division
mit Rest berechnet. Es ist

paip = Z2Hz+liz—1=z+2

22—z
2z+1
22 — 2

3
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also
P24rz+1=(2-1)(2+2)+3
und daher
Ly T
3 3
Dieser Beziehung entnehmen wir ¢ = —(z + 2)/3, ¢ = 1/3. Seien

wieder f = zo+ 712+ 122%, g = Yo+ 112 + y22? und fg mod (2° — 1) =
wo+w;z+wy2%. Die Berechnung von fg mod (2—1) und mod(22+2z+1)
ergibt nun

fgmod (z — 1) = (f9)(1) = f(1)g(1) = (zo + 21 + 22) (Yo + Y1 + ¥2)
fgmod (22 +2+1) = fmod(z2+2z+1)-gmod (2> + 2+ 1)
= (zo+z12 — 22(1 +2)) (Yo + 112 — Y21 + 2))
= (w0 — T2 + (x1 — 22)2) (Yo — Y2 + (y1 — ¥2)2)
= (zo — 22) (Y0 — ¥2) + ((z1 — T2) (Yo — ¥2)
+(xg — 22) (Y1 — Y2)) 2 — (@1 — 22) (11 — Y2) (1 + 2)
= (350 - 332)(.@0 - y2) - (351 - x2)(y1 - y2)
+((z1 = 22) (Yo — ¥2) + (To — 22) (Y1 — ¥2)
—(1'1 - $2)(?J1 - yz))z
= mi —my+ (m —my)z,

mll = (330 - 552)(?/0 - y2) )
my = (21— 22) (Y1 — ¥2)
my = (2o —21)(Yo — Y1) -

Wir setzen auch noch

!

mo = (zo + T1 + 22) (Yo + Y1 + 1) -
Zusammensetzen dieser Resultate mittels (3.4.1) ergibt

fgmod (22 —1) = —=2(z—1)(fgmod (22 + 2+ 1))
(22+2z+1)fgmod z — 1
— EE2( 1) (] — )+ (] — mb)2)
22+ 2+ 1)(xo + z1 + 22) (Yo + Y1 + ¥2)
= 3(m} —mb) + (—3(m) —mb) + §(my — m}) + gmp)z
+H(—g(my —my) — 5(m} — my) + gmo)z® — 5(m} — my)z® .

+
W=
—_~w
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Dies ergibt den Algorithmus

So=Yo+tYr1+Y2, S1=Y—Y2 , S2=Y1— Y2 , S3=Yo— Y1,
Ty + T1X9 XTo — To Xr1 — To Ty — T
moy = 73 So, M1 = 3 S1 , Mo = 3 So , M3 = 3

w0:m0+m1—2m2+m3 s w1:m0+m1+m2—2m3 , w2:m0—2m1+m2+m3.

Er bendétigt 4 Multiplikationen und 17 Additionen (Multiplikationen
mit 2 werden durch Additionen realisiert). Die Anzahl der Multiplika-
tionen hat sich gegeniiber der Schulmethode fiir die Faltung der Lénge
3 also gewaltig reduziert (von 9 auf 4). Die Anzahl der Additionen ist
noch nicht endgiiltig.

Zur Reduzierung der Anzahl der Additionen fiihren wir nun das Hilfs-
mittel der Transposition ein. Es seien ¢ Bilinearformen

W = Z Z Qi5kliY; k= 1, . ,t (344)

i=1j=1

auszuwerten. Dafiir stehe ein Algorithmus der Form

W =Y Yo (% > aeixi) (Z 5@'1/;’) (3.4.5)
/=1 £i=1 j=1

zur Verfligung mit ganzen Zahlen vy, fo, g Bej. Zur Zahlung der Ope-
rationen in (3.4.3) machen wir folgende Konventionen:

(a) Operationen auf den x; werden nicht geziihlt. Man stellt sich vor,
daBl die x; immer die gleichen sind, so dafl

1 S8
EZO%-:UZ- 5 621,...,771
=1

vorberechnet werden kann.

(b) Die Multiplikationen mit ., B¢; werden durch Additionen reali-
siert.
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So gezdhlt benotigt (3.4.5) m Multiplikationen.

Faltungen mit festem x und Fourier-Transformationen sind Beispiele
fiir (3.4.4). Die oben gefundenen Algorithmen fiir die Faltungen der
Lénge 2 und 3 sind Beispiele fiir (3.4.5).

Unter dem zu (3.4.4) transponierten System von Bilinearformen ver-
stehen wir das System

T

t
Z Z Qiik2EY; 1= 15 <y S (346)
k=1 j=1

Wir erhalten das transponierte System aus (3.4.4), indem wir die k-
te Gleichung (3.4.4) mit z; multiplizieren, {iber k& summieren, und die
Koeffizienten der z; betrachten.

Wir wollen zeigen, dafi (3.4.5) auch einen Algorithmus zur Auswer-
tung des transponierten Systems (3.4.6) liefert, der ebenfalls mit m
Multiplikationen auskommt. Dazu multiplizieren wir (3.4.6) mit z; und
summieren iiber ¢. Mit (3.4.5) ergibt sich

s t T t
ziﬁi 2 2 Qijp2EY5 = Z 2k

S
i=1 k=1 j=1 k=1 =1

=D % f: Yok (% i ah“"i) (XT: 5@'%’)
4 i=1 Jj=1

k=1 (=1 i=

T
Z QijkTilY;
j=1

s m 1 t T
=Y 2> o (- ’Ym%) > Beyi | -
j fe ;= j=1

Vergleichen wir den Koeffizienten von x;, so erhalten wir
T

t m 1 t T
Z Z GijkZkYj = Zaéi <_ Z’Yﬂkzk) (Z ﬂejyj) . (3.4.7)
k=1 j=1 (=1 fei= j=1

Dies ist ein Algorithmus zur Auswertung des transponierten Systems
(3.4.6) mit m Multiplikationen.
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Wir wenden die Transposition an auf die Faltung

n—1
wk:in_kyk y /{IO,...,TL—l.
1=0

Das dazu transponierte System ist
n—1
w;:Zyk,izk ; iZO,...,TL—l,
k=0

und dies ist auch eine Faltung. (3.4.7) ist also wieder ein Algorithmus
zur Faltung mit m Multiplikationen, aber einer anderen (und hoffentlich
geringeren) Anzahl von Additionen.

Wir fiithren die Transposition durch fiir den Algorithmus (3.4.3) zur
Faltung der Lénge 3. Die Koeffizienten f;, v, oui, B¢ sind in folgendem
Schema zusammengestellt:

/ gl o B

3 1 1 111 1 111 1 1

3 1 1 -2| 1 0 -1 1 0 -1

3|—-2 1 11 0 1 -1 0 1 -1

3 1 -2 111 -1 0] 1 -1 0
Wo Wi W2 |To T1 T2 Y Y1 Y2

Die Anwendung von « und (3 zeilenweise erfordert jeweils 5 Additionen,
die Anwendung von + spaltenweise aber 12 (Multiplikation mit 2 wird
durch Addition realisiert). In dieser Form benétigt der Algorithmus also
17 Additionen. Bei der Transposition wird a mit v vertauscht, wihrend
(G unveréindert bleibt.

Die Anwendung von (3 (zeilenweise) erfordert nach wie vor 5 Additio-
nen, die Anwendung von « (spaltenweise) aber nur noch 6 Additionen.
Der transponierte Algorithmus (3.4.7) kommt also mit 11 (statt 17)
Additionen und 5 Multiplikationen aus. Er lautetet:

So =Y + Y1+ Y2 , S1=Yo—Y2 , S2=Y1—Y2 , S3="Yo— Y1,
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20+ 21+ 29 20+ 21 — 229
m0273 So m1:—3 S1
=220+ 21 + 2o 20 — 221 + 22
My = , Mg= —— (3.4.8)
3 3
! ! !
Wy =My +my+m3 , wy =my+m; —m3 , Wy =mMy— M —Mgy.

Die Winograd-Faltung versucht mit mdéglichst wenig Multiplikationen
auszukommen. Wir wollen eine Aussage iiber die bendtigten Multipli-
kationen fiir Faltungen beliebiger Linge herleiten. Sie gilt fiir einen
beliebigen Korper F' der Charakteristik 0, also z.B. ' = R, C. Die
Kreisteilungspolynome ¢4 (siehe z.B. Fischer/Sacher: Einfiihrung in die
Algebra, S. 172 1) in einem solchen Korper sind Polynome mit der Ei-

genschaft
d/n

Thre Anzahl k entspricht also der Anzahl der Teiler von n (einschliefilich
1, n). Eine kleine Liste von Kreisteilungspolynomen ist

¢ = -1
¢2 = 41
¢35 = 22+x+1
¢4 = l‘2+1

05 = 2+ +22+x+1

Sie haben folgende Eigenschaften:

(i) ¢4 hat nur ganzzahlige Koeffizienten
(i) ¢q ist irreduzibel

(iii) ¢a, ¢} sind fiir d # d’ teilerfremd.

Satz 3.4.1 Se:i F' ein Korper der Charakteristik 0 und k die Anzahl der
Teiler von n, welche < n sind (1 und n eingeschlossen). Dann kann man
die Faltung der Linge n in F mit 2n — k Multiplikationen ausfiihren
(Vorberechnungen auf einem der Faktoren werden nicht gezihlt).
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Beweis: Seien pq, ..., p; die Kreisteilungspolynome zu n, also

" —1=pips-pp -
Sei Py = py---pg. Wir wenden den Chinesischen Restsatz an und be-
stimmen ¢, g2 € F[z], so daf
l=@p+qab.
Dann ist wie oben fiir f, g € F|z]

fgmod (2" — 1) = gop1((fg) mod P) + g2 P((fg) mod py)
= @pi(f mod P,)(g mod P,) + g1 P>(f mod p1)(g modpy) .

Da p;, P, nur ganzzahlige Koeffizienten haben, kénnen f und g mod P,
bzw. mod p; durch Additionen berechnet werden. Die Multiplikation
zweier Polynome ¢, f vom Grade k, £ kann mit k+¢41 Multiplikationen
ausgefiihrt werden. man braucht ja nur £+ ¢+ 1 paarweise verschiedene
Punkte zg, ..., 241 aus dem Primkérper von F' zu wihlen und fiir fg
die Lagrange’sche Interpolationsformel hinzuschreiben, also

Lk ke _ .
(F9)(2) =3 wielf (m)az) , wit) =TI -—

i#i
Da die w; Koeffizienten aus dem Primkérper von F' haben, kénnen
die Koeffizienten von fg durch Addition berechnet werden, sobald die
k + ¢+ 1 Produkte f(z;)g(2;) bekannt sind. Also kann fg tatséchlich
mit k£ + ¢+ 1 Multiplikationen berechnet werden.

Sei nun M (p) die Anzahl der Multiplikationen fiir die Berechnung von
fg mod p, wobei p irgendein Polynom iiber dem Primkérper von F ist.
Nach dem Chinesischen Restsatz gilt dann
M(z" —1) = M(p1)+ M(P)
= M(p1) + M(p2) + -+ M(py) -
Wir haben gerade gesehen, dafi M (p) =2 Grad (p) — 1. Also folgt

M(z"—-1) = i(Z Grad(p;)) —1)=2n—k .

i=1
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3.5 Die schnelle Fourier—Transformation
nach Winograd

Winograd fiihrt die Fourier-Transformation auf Faltungen zuriick. Dazu
definieren wir zunéchst die Faltung auf einer beliebigen Gruppe G. Sei
|G| = n, und seien z, y € C". Wir interpretieren x, y als Funktionen
auf G, schreiben also x = (z5)seq, ¥ = (Ys)seg. Die Faltung z = x x y
ist dann eine ebensolche Funktion auf G, und zwar ist

Zg = Z TsYp = Z Ti-14Y

5,t€G teG
ts=g

= Z ./,Ctgyt—l .

teG

In Matrix-Form schreibt sich dies
z = XPy ) X = (xtg)g,tEG

mit einer Permutationsmatrix P. Anders ausgedriickt: Eine Faltung auf
G wird durch eine Matrix beschrieben, in der die n Komponenten des
Vektors = entsprechend der Gruppentafel von G angeordnet sind.

Nun zur Fourier-Transformation W,, der Linge n, also

Wn = (wke)k,ézo,...,n ) w= G_QM/” .

Wegen w; = 1 kann man die Produkte im Exponenten mod n berech-
nen. Streicht man aus W, die Zeilen und Spalten k£ mit £ = 0 oder
k|n, so bleibt iibrig eine (¢(n), ¢(n))-Matrix W, (¢ ist die Euler’sche
o-Funktion, vgl. 2.4), in welcher die ¢(n) Elemente w*, 0 < k <n — 1,
k # 0 und ggt(n, k) = 1 entsprechend der Gruppentafel von M,, ange-
ordnet sind.

Wir haben eben gesehen, dafl eine solche Matrix nichts anderes als ei-
ne Faltung auf M, darstellt. Ein grofier Teil der zur Anwendung von
W, notwendigen Rechenoperationen kann also als Faltung auf M,, aus-
gefiihrt werden.
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Aus Satz 2.4.3 wissen wir, dal M, fiir n = p", p > 2, r > 1 zyklisch
ist. Dann ist also W, sogar eine Faltung auf C,, und diese kénnen
nach den Methoden aus §4 schnell ausgefiihrt werden. Diese Art der
schnellen Fourier-Transformation wird auch Rader FFT genannt. Wir
fiihren dies nun fiir einige Beispiele durch.

Beginnen wir mit n = 3. Nach Satz 2.4.3 ist M3 = (. In der Tat sind
n

1 1 1
Ws=|1 w w? . w=e 23
1 w? w

die beiden letzten Zeilen und Spalten eine Faltung der Lénge 2. Diese
kénnen wir mit 2 Multiplikationen und 4 Additionen ausfiihren, dazu
kommen dann nach 4 Additionen in Zeile und Spalte 0. Von den acht
Additionen kann man noch zwei einsparen, wenn man

71 — Yo _ w—1 w?i-1 Y1
U2 — Yo w?=1 w-—1 Y2

schreibt. Ausfithrung dieser Faltung mit schnellem Algorithmus ergibt

o wHw?—2 W — w?

Y1 — Y = f(% + o) + 9 (y2 — y2)
. . W+ w?2 w—w?

Y2 — Yo T(yl +y2) — 5 (y1 — y2)

Damit kommen wir zu folgendem Algorithmus mit 2 Multiplikationen
und 6 Additionen:

S1=Y1+ Y , S =Y1— Y2
W+ w?—2 w— w?
m =—————s my = s
1 5 1 2 5 2
(3.5.1)
Yo = Yo + S1 , 83 =1+ my
U1 = 83 — My , Yo=383+my.
Wir bemerken, daf3
2_ g
wte =2 — w2 — cos(2m/3) — 1
2 _3 ..
e = ¢ = gsin(27/3)
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reell bzw. rein imaginér sind, so daf} sich die beiden Multiplikationen

von (3.5.1) in insgesamt 4 reellen Multiplikationen ausfiihren lassen.

Im Falle n = 4 haben wir nach Satz 2.4.3 M, = {1,3} = C,. Die
entsprechende Umordnung von W), ist

W = N O
[ e = =
—_

I
—_
|
—_

Ein schneller Algorithmus ist

So=Yo+Y2 S1=Y1+Ys , S2=Yo—Y2 , S3=Y1— Y3
(3.5.2)
Yo=80+ 851 Y1 =52+183 , Yo=8—81 , 3= Sy —1S3.

Dieser Algorithmus kommt also ganz ohne Multiplikation aus. Die An-
zahl der Additionen ist 8.

Als néchstes nehmen wir n = 7. Dann ist M; = Cs = {1,a,...,ad"}
mit dem erzeugenden Element a = 3, vgl. Abschnitt 2.4. Also ist
M;={1,3,2,6,4,5}. Wir ordnen W7 so an, daf§ die Zeilen und Spalten
1,2,3,4,5,6 in der Reihenfolge 1, 3, 2, 6, 4, 5 erscheinen. Notieren wir
nur die Exponenten, so bedeutet dies

Es entsteht die Gruppentafel von Cg, wie es auf Grund der Isomorphie
My = (g zu erwarten ist.

Dies wird in folgender Weise in einen Algorithmus umgesetzt. Die Fal-
tung der Linge 6 realisieren wir durch eine Faltung der Lénge 2 auf

o 1 2 3 4 5 6 [o 1 2 3 4 5 6 [o 1 3 2 6 4 5
0/0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0]0 0 0 0 0 0 0
1{0 1 2 3 4 5 6 1{1 2 3 3 4 5 6 1l0 1 3 2 6 4 5
2|0 2 4 6 1 3 5 Z;T;n 30 3 6 2 5 1 4 ¢ a—lt’en 30 3 2 6 4 5 1
3|0 3 6 2 5 1 4 2(0 2 4 6 1 3 5 °P 2|0 2 6 4 5 1 3
4|0 4 1 5 2 6 3 6|0 6 5 4 3 2 1 6|0 6 4 5 1 3 2
5/0 5 3 1 6 4 2 4|0 4 1 5 2 6 3 4|0 4 5 1 3 2 6
6|0 6 5 4 3 2 1 5/0 5 3 1 6 4 2 50 5 1 3 2 6 4
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Blocken, die ihrerseits Faltungen der Lénge 3 sind. Die Faltungen der
Lénge 3 fithren wir durch Algorithmus (3.4.8) aus (M (3) = 4, A(3) =
11), fiir die Faltungen der Linge 2 ist M(2) = 2, A(2) = 4. Nach 34
ist dann M (6) = M(2)M(3) = 8, A(6) = M(2)A(3) + 3A(2) = 34.
Die Faltung der Linge 6 lafit sich also mit 8 Multiplikationen und
34 Additionen ausfiihren. Bei den Faltungen der Linge 3 fallen auch
die Summen y; + y» + y3 und y4 + y5 + ys an. Die Addition g =
(y1 + yo + y3) + (y4 + ys + ys) filllt bei der Blockfaltung an. Jetzt sind
nur noch die 6 Additionen mit ¢, auszufiihren. Nun ist aber jeder der
beiden Faltungsalgorithmen fiir die Faltung der Lénge 3 von der Form
w, =mo+---, k=0,1,2 (vgl. 3.4.8). Also braucht man fiir jede dieser
Faltungen nur mg + y, zu bilden, kommt also mit 2 Additionen aus.
Insgesamt reichen also 36 Additionen und 8 Multiplikationen.

Nehmen wir als weiteres Beispiel n = 9 = 32. Dann ist nach Satz 2.4.3
My = {1,2,4,5,7,8} = Cs = {1,qa,...,a°} mit a = 5 (wir konnten
ebensogut ¢ = 2 nehmen, nicht aber ¢ = 4). Ordnen wir demgeméf
My ={1,5,7,8,4,2} an und schreiben wir in Wy erst die (nicht zu My
gehorigen) Indizes 0, 3, 6 an, so nimmt Wy die Form

Wk o~ ol R WO
cCooloo oo ooo
oW Oow o wWo o olw
W owWow oo o oo
[NCRINGNG BN IS, QS i U I ]
=N oo 1 ol o o an
Gl = N 00 IO W O~
g Ut =[N R 0w o o| oo
0~ U~ N RO w o
oo ~Ilon = ojw o ol

Man erkennt die Faltung der Liange 6 in den letzten 6 Zeilen und Spal-
ten.
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Fiir die Winograd-FFT kann man folgende Tabelle verifizieren:

n Multiplikationen | Additionen | Herleitung

2 0 2 ——

3 2 6 M = O

4 0 8 My = Oy

5 5 17 M5 = Cy

7 8 36 M7; = Cy ® Cs
8 2 26 Mg = Cy @ Cy
9 10 45 My = Cg
16 10 74 M6=Cy,®Cy

Aus dieser Tabelle kann man nun mittels Primfaktorzerlegung und Ten-
sorprodukten nach §3 Algorithmen fiir andere Liangen n herleiten.
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3.6 Schnelle Poisson-Loser

Als Anwendung der schnellen Fourier-Transformation wollen wir nun

einen schnellen Algorithmus zur Losung der Randwertaufgabe
Au=f in Q, u=0 auf 00 (3.6.1)

fiir ein Rechteck €2 herleiten. Durch Diskretisierung auf einem Gitter
der Schrittweise h wird (3.6.1) angeniihert durch

— A g+ U0+ U 10+ Uk 1 T Uk =P fre, 0<k<m,0<fl<n
(3.6.2)
Uue =0, k=0 oder m oder £=0 odern.

Dabei ist u,, eine Ndherung fiir v in dem durch &, ¢ bezeichneten
Gitterpunkt, und fy . ist der dortige Funktionswert von f. Unser Ziel
ist es, (3.6.2) in O(mnlog(mn)) Rechenoperationen zu lésen.

Wir beginnen mit dem eindimensionalen Fall, also
vW'=f in 0<z<a, u(0) =u(a) =0. (3.6.3)
Durch Diskretisierung geht dies iiber in

uk+1—2uk+uk_1:h2fk, O<k<m

(3.6.4)
Uy = Uy = 0.
Fiihren wir die Vektoren und Matrizen
-2 1 (@)
(51 fi 1 -2 1
Um—1 fm—l
1 =2

ein, so schreibt sich (3.6.4) als

Ty U =F . (3.6.5)



70 KAPITEL 3. SCHNELLE FOURIER-TRANSFORMATION

Da T,, ; tridiagonal ist, kann man dies durch Elimination in O(m)
Rechenoperationen 16sen. Wir gehen komplizierter vor und berechnen
zunichst die Eigenwerte und Eigenvektoren von 7,. Dazu setzen wir

¢k = cos(f) , s = sin(k0)
und bekommen dann aus den Additionstheoremen

Sk—1 = C1Sk — S1Cx , Sgy1 = C1Sg + S1Ck
Ck—1 = C1Cp+ 818 , Ckr1 = C1Sp — S15k -

Daraus folgt weiter
Sk-1— 2018 +Skr1 =0, ¢k 1—2c1c+ck1=0.

Die erste Beziehung schreiben wir in der Form
0
Sk—1 — 28k + Spr1 = —2(1 — ¢1)8x = —4sin (§)sk ,

wobei wir 1 — cosf = 2sin*(f/2) benutzt haben. Setzen wir hier § =

0; = mj/m und bezeichnen wir mit s’ den zugehdrigen Vektor (s1,. .., Sm—1),
S0 ist s, = 0 und damit s/ Eigenvektor zu T,,_; zum Eigenwert \; =
—4sin%(7j/2m). Mit den Matrizen

At

hat man als

S;Llileflsmfl == Amfl . (366)
Nun behandeln wir den zweidimensionalen Fall (3.6.2). Wir ordnen die
uge zeilenweise an, definieren also einen (n — 1)(m — 1)-Vektor U mit

den Komponenten (m =4, n = 5)

U1, U12, U13, U14, U21, U22, U23, U24, U31, U32, U33, U34 -
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Schreiben wir die Gleichungen (3.6.2) ebenfalls zeilenweise hin, so ent-

steht
-2 1
1 -2 1
1 -2 1
1 -2
-2 1
1 -2 1
1 -2 1 +
1 -2
-2 1
1 -2 1
1 -2
1 —
-9 1 Ui
-2 1 U,
-2 1 Us
-2 1 Uy
1 -2 1 Us
1 —2 1 Us
+ 1 9 1 Us
1 -2 1 Us
1 —2 Uy
1 -2 Ui
1 -2 Uiy
1 -2 Uiy
Dies kann man in der Form
(I3®T4+T3®I4)U: F
schreiben. Im allgemeinen erhélt man
(I 1®Ty 1+Ty 101, 1)U=F. (3.6.7)

Satz 3.6.1 Seien A,, B, (n,n)- bzw. (m,m)-Matrizen, und sei M =
I, ® A, + B, ® I, invertierbar. Sei U, ' AU, = A, und V"' B,,V,, =




72 KAPITEL 3. SCHNELLE FOURIER-TRANSFORMATION

M,,. Dann gilt

M'=V,U) I @A+ M, QL) (V' U*) .

Beweis: Dies folgt sofort aus den Rechenregeln

(A B)(C®D)=AC®BD, (A®B)'=A'®@B"'.
O

Sind A,,, M, diagonal, so auch I, ® A, + M,, ® I,, und damit leicht
zu invertieren. In der Anwendung auf (3.6.7) sind U,, V;, die Sinus-
Transformation, die nlogn bzw. mlogm Operationen erfordern. V,, ®
U, verlangt also m Sinus-Transformationen der Lange n und n Sinus-
Transformationen der Liange m, also

mnlogn + nmlogm = mnlog(mn)

Operationen. Das gleiche gilt fiir V,-' ® U, und die Anwendung von
(I, ® Ay + M, ® I,) 1 verlangt mn Operationen. Also kann (3.6.2) in
O(mnlog(mn) Operationen gelést werden.



Kapitel 4

Symmetrie

4.1 Matrizen mit Symmetrien

Wir haben schon in der Einleitung gesehen, dafl effiziente Algorith-
men fiir Matrizen moglich sind, die gewisse Vertauschbarkeitsrelationen
erfiillen. Dies wollen wir nun systematisch verfolgen.

Definition 4.1.1 Sei A eine (m,n)-Matriz, und seien P, Q) Darstel-
lungen einer Gruppe G in C™ bzw. C". Wir sagen, A besitze die Sym-
metrien von P, @, falls

AP(s) =Q(s)A VsedG. (4.1.1)
Ist P = Q, so sagen wir, A besitze die Symmetrien von P.
Ein maximales System irreduzibler paarweise indquivalenter Darstel-
lungen nennen wir in Zukunft kurz MIP.

Sei Uy, ..., U, ein MIP von G, und zwar sei U; : C" — C", also vom
Grade n;. Die Vielfachheit von U; in P, ) sei ¢; bzw. d;. Dann gibt es
(m, m) bzw. (n,n)-Matrizen X, Y, so daf

73
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IC1 02 Ul (S)

I, ® U;(s)
(4.1.2)
Iy, @ Uy (S)

Iy, ® Ur(s)
fiir alle s € G.

Beispiele:

1) Faltungen. Sei X die (n,n)-Matrix aus 3.3.1, und sei P = (e1,...,€n_1, €0)
mit dem i-ten Einheitsvektor e; in R™ (Komponenten von 0 bis n — 1
numeriert). Dann ist PX = XP und damit P*X = XP*. Sei nun
Cn,={1,a,...,a™'}. Die Abbildung

P(a*) = PF | k=0,...,n—1

ist eine Darstellung von C,, in C". X besitzt also die Symmetrien von
P.

2) Fourier-Transformation. Mit der Matrix P aus i) und

Q — . w= e—27ri/n

wn—l
gilt fiir die Fourier-Transformation W,, der Linge n (vgl. II1.3.1) die
Beziehung W, P = QW, und damit W, P* = Q*W,. W, hat also die
Symmetrien der gleichen Darstellung P von C,, wie in i) und der Dar-
stellung
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3) Fiir die Block-Matrizen

_ (A A (0 I
A_<A2 A1> ) P_<I 0)

gilt AP = PA. Definieren wir also eine Darstellung P von Cy = {1,a}
durch P(a*) = P*¥, k = 0,1, so hat A die Symmetrie dieser Darstellung.

4) Sei die (m,n)-Matrix A die Matrix eines linearen Systems mit n
Eingéngen und m Ausgéingen. Dieses ordnet dem Input zi,...,x, den
Output y1,...,y, zu gemif y = Ax.

Wir wollen nun annehmen, das lineare System besitze Symmetrien, d.h.
Input Pz entspreche der Output QQy mit gewissen Permutationsmatri-
zen P, (). Dann gilt fiir alle

QAxr = APx
und damit AP = QQA. Als Beispiele haben wir

(a) Eine spiegelsymmetrische Briicke:

YI Ym

Die z; bedeuten etwa Belastungen, die y; Auslenkungen. Seien
die (n,n) bzw. (m, m)-Matrizen P, @) erklirt durch

1 1

1 0 1 0

Diese Matrizen beschreiben die Symmetrie des Systems. Die Symmetrie-

Gruppe ist Cy = {1,a}, a®> = 1.
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(b) Die quadratische Platte

o o’ o
o o o°
o o o

hat als Symmetriegruppe D;. Die Belastungen in den 9 Knoten
seien 1, ..., Tq, und die zugehorigen Dehnungen vy, ..., y9. Wie-
der ist y = Ax. Fiir ¢ € D, sei 7(g) die Permutation von 1,...,9,
die von der Anwendung von ¢ auf die Platte bewirkt wird. Dann
ist

eine Darstellung von D, in C° definiert, und A hat die Symmetrie
von P.

Satz 4.1.2 A besitze die Symmetrien von P, Q). Dann gibt es (d;, ¢;)-
Matrizen A; mit

A=Y D G (4.1.3)
A @1,
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Beweis: Mit B =Y 'AX lautet (1.1)

101 Y Ul(s) ‘[dl o Ul(s)

I, ® Uy(s) Is, ® Up(s)

Schreiben wir B = (Bjx) mit (d;n,, cxng)-Matrizen Bj, so geht dies
iiber in

Bjr(Ie, ® Uk(s)) = (1g; ® Uj(s)) By -

Schreiben wir weiter Bji = (Bjy,;¢) mit (n;, ng)-Matrizen Bjj i, so ent-
steht
Bik,ieUx(s) = U;(s)Bi,is -

Fiir k # j sind Uy, U; nicht dquivalent und irreduzibel. Nach Satz 2.1.8
folgt also B,y = 0 fiir k£ # j. Fiir £ = j folgt nach dem gleichen Satz
Bjj; i = Aji mit gewissen Zahlen Aj;,. Insgesamt ist also Bj;, = 0 fiir
j 75 k und Bjj = Aj X Inj mit (Aj)ig = )\jié-

O

Bemerkung: Fiir das praktische Rechnen ist es bequemer, Y1 AX
in der Form

I, ® A o)

o) I, ®A,

zu haben. Dies kann durch eine Permutation von Zeilen und Spalten
erreicht werden. Ignoriert man einmal die Matrizen X, Y, so bietet
diese Form von A folgende Vorteile:

Statt der Anwendung der (m,n)-Matrix A hat man nur n; mal die
(dj, c;)-Matrix A; anzuwenden, j =1,...,7.

Ist P =@ (also n = m und ¢; = d;), so hat man statt des Gleichungs-
systems Az = b der Dimension n nur n; mal ein Gleichungssystem
Ajz; = b; der Dimension ¢; (also immer mit gleicher Matrix A;) zu
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losen, j = 1,...,r. Ebenso reduziert sich das (n,n)-Eigenwertproblem
auf n; Eigenwertprobleme der Dimension ¢;, j = 1,...,r, fiir die Ma-

trizen A; (mit Konsequenzen fiir die Vielfachheiten der Eigenwerte von
A).

Wir wollen uns nun Gedanken dariiber machen, was (4.1.2) bedeutet
und wie man diese Faktorisierung von P, () herstellt. Sei zunéichst X =
(X1,...,X,) eine entsprechende Zerlegung von X, d.h. X; hat ¢;n,
Spalten, und sei V; der von diesen Spalten aufgespannte Teilraum der
Dimension ¢;jn;. Dann ist

PX]:X](ICJ(X)U]) s j:]_,...,T.
Ist also z € V}, d.h. z = X;v mit v € C9"7, so ist
P’U:PXJ'U:X]'(ICJ.(@U]')UGV} .

Vj ist also invarianter Unterraum von P, und in der Basis X; von V;
ist P gegeben durch I, ® U;. Vj zerfillt also noch weiter in invariante
Unterrdume Vj;  Vj.. der Dimension n;, und es ist X; = (X} . Xj.)
mit Matrizen X;, von n; Spalten, welche eine Basis von V}, bilden. Es
ist

PX]",, = ij,/Uj . (414)

Wie oben sieht man, da§ Vj, invariante Unterrdume von P sind, und
da8 P in der Basis X, in Vj;, durch U; gegeben ist.

Das Auffinden von X fiir gegebenes P wird durch folgenden Satz ermoglicht.

Satz 4.1.3 Sei fir 1 <k, { <n; mit dem k, {-Element U]’d von Uj

n,; _
T =1qr 2 w'le HP)-
geG
Dann ist firv=1,...,¢;
X, I% 1=
TR X . = g ’
77 { 0 ., sonst

wo Iﬁ’; an der Stelle (¢, k) eine 1 und sonst nur Nullen hat.
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Beweis: Wir erinnern an die Orthogonalitéitseigenschaften von Dar-
stellungen (Satz 2.1.10). Danach gilt

ki 71 mn _ 1 ) Z:],
\G|ZU U, ()_{O,Sonst.

geG

k=n und £=m,

Es folgt

Iek .: .
S UF(g™)Uilg) = { m zons]t ’ (4.1.5)
geG ’ )

IG |
(4.1.2) bedeutet

IC1 0 Ul(g)
Tk:ZX X Z ka 71 .
|G| geG
I, ® Ur(g)

Mit X = (X1,...,X;) und X; = (Xj1,...,Xj,,;) folgt der Satz direkt
aus (4.1.5).

O
Ist also X,; die i-te Spalte von X, so gilt
X, 1=k
kly VIZ2 )
15 X { 0 , sonst. (4.1.6)
Insbesondere haben wir
Yy!chjl/k = le/ﬁ (417)

Als unmittelbare Folgerung aus dem Satz notieren wir: Ist x; der Cha-
rakter von U; und

B=l] & wl PO,

geG

S0 ist
_ XJ ; .7 =k )
TiXe = { 0 , sonst.
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Insbesondere ist also T} eine Projektion auf V.

Nun konnen wir einen Algorithmus zur Berechnung einer Matrix X
aufstellen, die (4.1.2) erfiillt.

Firj=1,...,r

Finde Basis fiir £ = 1,...,n;

XL, =T'X,,, v=1,..¢
Setze X}, = (X},1_ Vi) Xj = (Xji, .-, Xj,), X' = (X1,..., X))

Satz 4.1.4 Fir die Matriz X' gilt (4.1.2).

Beweis: Wir haben nur (4.1.4) fiir X' nachzuweisen.

Wegen (4.1.6) ist X],, eine Linearkombination der X, etwa

Jvl = Z Xy Xjpu1 -
Nach (4.1.7) folgt
guz = Z Wy Xjue -
Fiir die Matrizen X}, bedeutet dles
6
= Z X jp -
p=1
Nun folgt nach (4.1.4)

PX]'.U = Z v P Xy

und dies ist (4.1.4) fiir X"
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Beispiele:

1) Wir greifen das obige Beispiel 4a) auf. Dort ist G = C? = {1, s},
P(sF) = P*¥ k =0,1, mit

Ein MIP ist gegeben durch U, (s*) = 1, Uy(s¥) = (=1)%, k = 0, 1. Also
ist P = ciuy + coUs. Seien y, p1, po die Charaktere von P, U, U,, also

1] o | . ;
X | n|par(n . , n gerade
p1 |1 1 par(n) = { 1 , n ungerade .
P2 1 —1

Nach Satz 2.2.4 gilt ¢; = (x, X;), also

a = 3(x(pi(1) +x(s)p2(s)) = 3(n+ par(n))

G2 = %(X(l)/’l(l) +x(s)p2(s)) = %(n — par(n)) .
Die Zerlegung von X lautet X = (X1, X3), wobei X; ¢; Spalten hat,
welche den invarianten Unterraum V; von P aufspannen. Vi, V5 sind

hier leicht zu erraten: Je nachdem n gerade oder ungerade ist, hat man
die Basen von Vi, V;

n gerade (8) n ungerade (7)
Xy X Xy X
111 1 11T 1
2 1 1
2 1 1
3 1 1
4 1 1 3 1 1
4 1 (4.1.8)
d 1 -1
5 1 -1
6 1 -1
6 1 -1
A 1 7|1 —1
811 -1
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Die Anzahl der gefundenen linear unabhingigen Vektoren entspricht
jeweils genau der Dimension von V;, V5. Jeder der gefundenen Vektoren
spannt einen eindimensionalen invarianten Unterraum von P auf, auf
denen P durch U; oder U, gegeben ist, je nachdem er zu V; oder V,
gehort. Das ist aber gerade das, was (4.1.2) fiir die Spalten von X,
X, aussagt. Wir konnen also fiir X die gefundenen Vektoren (4.1.8)
nehmen. Zur Bestétigung bilden wir noch
1

1
Ti=3(0+P), T=5(I-P).

Tatséichlich projeziert 17 auf Vi, Ty auf V5.
2) Im obigen Beispiel 4b) ist G = Dy = {1,r,72, 13 s, sr, sr?, sr3}.

D, hat das MIP Uy, Us,, Us, Uy, Us mit den Geraden 1,1,1,1, 2. Die Ta-
belle der Charaktere x; von Uj ist

T‘k S’f‘k
X1 1 1
X2 1 -1
=0,1,2,3.
| (0| ey FEORES
X4 _1)k+1 (_1)k+1
x5 | 1F + (—i)* 0

Fiir den Charakter x von P gilt
X(g) = Anzahl der Knoten, die bei g fest bleiben.

Damit erhilt man ohne Miihe

g‘lrr2r3ssrsr23r
1

x(g) |9 1 1 3 3 3 3

Fiir die Vielfachheiten c;, mit denen U; in P enthalten ist, ergibt sich

3

1
a=06x)=gO+1+1+1+3+3+3+3)=3

02:0, 03204:1, 05:2.

Die invarianten Unterrdume Vi, V5, V3, Vi, V5 haben damit der Reihe
nach die Dimensionen 3, 0, 1, 1, 4. Basen findet man wie beim ersten
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Beispiel (aber etwas miihsamer) durch Suchen nach unter P invarianten
Vektoren und Unterrdumen.

Xip X1 Xigs X3 X4 X5, X5,
0O 0 0]O0 1 0 1 0 1 -1 0 1 0 1 0 0 0O o]0 1 0 -1 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 0 0 0o o 0 -1 0 -1 -1 0 1 0 0 0 0 0 0 0o o0 0
0O 0 0]O0 1 0 1 0 1 1 0 —1 0 1 0 0 0O 0]O0 —1 0 —1 0 1 —1 0 —1
Die Matrix A zerfillt beziiglich dieser Basis in
Ay 0]
Ay
A
As
Ay
As
0] As

mit (1,1)-Matrizen A;, A3, A4 und einer (2,2)-Matrix As.

Bleibt noch das Problem der Invertierung von X bzw. Y. Diese wird
durch folgenden Satz erleichtert.

3) Das obige Beispiel 1) ist besonders einfach. Die Faltung A hat die
Symmetrien der reguldren Darstellung P von C,,, und

W= e—27rz/n ’

definiert ein MIP von C,,. Jedes U; kommt genau einmal in P vor. Wir
haben also ¢;j =n; =1, j=0,...,n — 1 und damit

Ao
A=X X!

An—l
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mit komplexen Zahlen Ay, ..., A, ;. Die Spalten der Matrix
X=W,= (wkj)k,j:O,...,n—l

sind invariante Unterrdume von P. A wird also durch W,, diagonalisiert.
Dies haben wir in Satz 3.3.1 schon gesehen.

Man kann eine rationale Form von X erhalten, wenn man die invari-
anten Unterrdume geeignet zusammenfafit. Seien ¢, die Kreisteilungs-
polynome, und sei X, die Matrix der Spalten von W,,, welche zu den
Nullstellen von ¢4 gehoren. Da die Kreisteilungspolynome ganzzahlige
Koeffizienten haben, gibt es in dem von X, aufgespannten invarianten
Unterraum V; eine ganzzahlige Basis X;. Setzen wir X' = (X})4/n, so
ist
Ay
A=X' (X",
A,

Dabei gehort jede Matrix A; zu einem Teiler von n, und die Dimension
von A; entspricht dem Grad des zugehérigen Kreisteilungspolynoms.

Wir fiihren dies fiir den Fall n = 6 durch. Es ist
2% — 1= 1620306
mit
pr=2z—1, ¢a=2+1, ¢3=22+Z+1, ¢6=22—z+1.

Ganzzahlige Basen der eindimensionalen invarianten Unterrdume V7,
V5 sind leicht gefunden, ndmlich

s

I
= e

s

I
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Sei (zg,...,z5) € Vi. Er ist eine Linearkombination von Vektoren
(1,w,...,w%) mit ¢3(w) = w? + w + 1 = 0. Also gilt

To+T1+2x2 = 0
X1+ Ty +2T3 = 0 y
To+ T3+ T4 = 0

Ty + x5+ = 06.

Dieses System besitzt zwei linear unabhiingige ganzzahlige Losungen,
nédmlich

1 -1
0 2
1 -1
X3 = 1 -1
0 2
1 -1

Fiir V findet man auf die gleiche Art eine Basis

1 -1
11

0 2

Xy = -1 1
1 -1

0 —2

Man berechnet X' X’ = diag (6, 6,4,12,4,12) und hat damit

A
Ay

!
As X

A= XIT
Ay

mit (1,1)-Matrizen A;, As und (2,2)-Matrizen As, A;. Die Faltung
der Lange 6 148t sich also durch 1 +1 + 4 4+ 4 = 10 Multiplikationen
realisieren.

Satz 4.1.5 Sind P, Uy, ..., U, unitir und werden die Vektoren Xgl'uu
v=1,...,¢; orthonormal gewdhlt, so ist X' unitdr.
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Beweis: Wir schreiben X fiir X'. Ist P unitér, so gilt fiir alle g € G
X5, Xip = (P(9)X;3,)" P(9) Xiu

und damit

gEG

= G Z XJVU XZMUZ(g)
‘ | geG

wegen (4.1.4). Da die U; unitér sind, ist U7 (g) = U;(g™"), also

X3, Xy = S Uz (9) X3, XouUi(9)
|G‘ geG

= ZU (9 )X, X:uUi(g) -

Aus den Orthogonalititsrelationen (Satz 2.1.10) folgt nun
XoXp=0, i#j.

Fiir ¢ # j sind also alle Spalten von X; orthogonal zu allen Spalten von
X;. Fiir ¢ = j setzen wir S = X7 X;,. Dann gilt

ki |G| Z Z Ukm -1 SannZ( )

geG m,n=1

Wieder nach den Orthogonalititsrelationen folgt Sy, = 0 fiir k£ # 2.
Also sind X4, X, orthogonal fiir £ # k und alle v, p. Bleibt noch zu
sagen, dafl

XieXjue = vy v,h=1,...,¢.

Nach (4.1.7) ist
XjpeXjpe = (T} Xj1) X

= X5 (T X - (4.1.9)

Jvl
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Da P und U; unitér sind, gilt

(T = LS T g P (g)

= T4,
Nach (4.1.7) folgt also schlieflich aus (4.1.9)
X;UZleM = X;uljjlejl‘e
== X* Xjul - 5,,” y

2t

weil die X;,; ja als Orthonormalsystem konstruiert wurden.

87
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4.2 Untergruppen

Seien P, () wieder Darstellungen der Gruppe GG. Wir betrachten nun den
Fall, dafl G' eine Untergruppe H besitzt. Seien Uy, ..., U, ein MIP fiir
H. Dann gilt also mit gewissen Matrizen X, ¥ und gewissen natiirlichen
Zahlen ¢;, d; fiir h € H

I, ® Ui (h)

Ph) = X X,
I, ® Uy (h)

(4.2.1)
Iy ® U1(h)

Qh) = Y vl
Idr ® Ur(h)

Satz 4.2.1 A besitze die Symmetrien von P, (). Die Untergruppe H

von G liege tm Zentrum von G. Dann gibt es Darstellungen Py, ..., P,
der Grade cy,...,c, und Qq,...,Q, der Grade dy,...,d, von G, so daf
Ay
A=Y X! (4.2.2)
A,

mit (c;, dj)-Matrizen A;, welche die Symmetrien von Pj, Q; besitzen.
Auf H sind P;, Q); Vielfache der Einheitsmatriz.

Beweis: A besitzt die Symmetrien der Restriktionen Py, QQy von
P, @ auf H. Deshalb ist (4.2.2) eine unmittelbare Folgerung aus Satz
4.1.2. Da H im Zentrum von G liegt, ist gh = hg fiir h € H und g € G,
also P(g)P(h) = P(h)P(g), und entsprechend fiir (). Es besitzt also
jede Matrix P(g) die Symmetrien von Py, jede Matrix Q(g) diejenigen
von Qg. Wieder nach Satz 4.1.2 folgt

Pi(g)
P(g) = X X_la
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(4.2.3)
Qlg) =Y . y—!
Qr(9)

mit (c;, ¢;)-Matrizen P;(g) und (d;, d;)-Matrizen @;(g). Offenbar sind
P;, Q; Darstellungen von G. Vergleich mit (4.2.1) ergibt, da8 fiir h € H

Pi(h) =1, ®U;(h) , Q;(h) =1Is ®Uj(h)

ist. Da H im Zentrum von G liegt, ist H abelsch. Also hat U; den Grad
1, und wir haben sogar

Pi(h) = Uy(h)L; . Qy(h) = Us(W)1y, -

P;, Q; sind also auf H Vielfache der Einheitsmatrix. Dafl A; die Sym-
metrien von P;, (); hat, rechnet man mit Hilfe von (4.2.2), (4.2.3) und
AP = QA unmittelbar nach.

O

Betrachten wir den Satz auf der Faktorgruppe G/H, so gewinnt er einen
weiteren Aspekt. Dazu miissen wir allerdings den Begriff der Darstel-
lung etwas erweitern.

Definition 4.2.2 Sei G eine endliche Gruppe und V' ein Vektorraum
iiber C. Eine Abbildung p: G — GL(V') heifit projektive Darstellung
von G in'V, falls

p(st) = a(s,t)p(s)p(t) , st€G
mit o(s,t) € C.
Projektive Darstellungen verhalten sich fiir die von uns diskutierten

Fragen genau so wie Darstellungen. Satz 4.2.1 kann jetzt eleganter for-
muliert werden.
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Satz 4.2.3 A besitze die Symmetrien von P, Q). Die Untergruppe H
von G liege im Zentrum von G. Dann gibt es projektive Darstellungen
Py, ..., P. der Grade cq,...,c, und Q1,...,Q, der Grade d1, ..., d, von
G/H, so daf
Ay
A=Y - X!
A'I‘

mit (c;j, d;)-Matrizen, welche die Symmetrien von Pj, Q); besitzen.

Beweis:  Seien P;, (); die Darstellungen von G aus Satz 4.2.1. Sei
g1, - - -, 9m €in Reprisentantenssystem von G/H, also G/H = {g:H, ..., g H}.
Wir setzen .
P;(9xH) = Pj(gs)
und zeigen, daf 15]- eine projektive Darstellung von G/H ist. Zu k, ¢
gibt es i mit grg,H = g;H, d.h. es gibt h € H (abhingig von g, g¢)
mit gggeh = g;. Also ist

Pi(gxHgoH) 9:H) = P;(g:)

9k9eH )

(
(
(9rge) ;i (R)
i
(

I
<. IuhU mhu k}hU QLUI

9x) Pj(9e) Pj ()
geH) P;(geH) Pj(h) .

Auf H ist P;j ein Vielfaches der Einheitsmatrix, also P;j(h) = a;(h)L;.
Damit haben wir schliefflich

Pj(geHgeH) = c;(h) P (gx H) Pj(geH)

d.h. P ist eine projektive Darstellung von G /H. Entsprechend definiert
man d1e projektive Darstellung QJ von G/H. Fiir P, Q] gilt

A;Pi(grnH) = A;Pi(g) = Q;(gx)Aj = Q;(geH)A;
d.h. A; hat die Symmetrien von l5j, Qj.
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4.3 Direkte Produkte

Sei G das direkte Produkt der Gruppen G, Gs, also G = G; ® Ga.
Sind R;, Q); Darstellungen von G; der Grade n;, m;, so sind

P(st) = Pi(s) ® Pa(t), Q(st) = Qu(s) ® Qu(t), s€ Gy, te Gy

Darstellungen von G der Grade n = ning, m = myms.

Satz 4.3.1 Die (m,n)-Matriz A hat genau dann die Symmetien von P,
Q, wenn A eine (my,n)-Matriz von (mg,ng)-Matrizen Ajj = (A7)
ist mit folgenden Eigenschaften: A; hat die Symmetrien von P, @2,
und die (my, n)-Matrizen A"* = (A7}) haben die Symmetrien von P,

Q1.

Beweis: Wegen der Rechenregeln des Tensorproduktes gilt A(P; ®
Py) = (@1 ® Q2)A genau dann, wenn A(I,, @ Py) = (I;y, ® @Q2)A und
AP, ®1,,) = (Q1 ® I,,)A gilt. Die erste dieser Beziehungen bedeutet
Aj,]cPQ = QQAch’ d.h. Aj,lc hat die Symmetrien von PQ, QQ. Die zweite
Beziehung lautet ausfiihrlich geschrieben

1,1 1,n1
Aty Arp pr nyy PV Iy
ni,l 701,71
An1,11""AWL1,n1 b1 In27"'7p1 Inz
1,1 1,m1
QI, Imza"' aql, Img Al,la"'aAl,nl
=1: : ;
mi,l 1M1,1M1
G gy qn 0 Iy Amhl’---aAml,nl

wo natiirlich P, = (P¥), Q, = (¢%) ist. Dies bedeutet
n1 mi X
ZAj,kpllc,Z:qu,kAk,fa jzla"'amla £:1,...,7’L1,
k=1 k=1

oder, elementweise
ni ’ mi1
v, kil _ sk AV
> AP = q" AL
k=1 k=1

Dies bedeutet aber gerade AV* P, = (Q; A¥*, d.h. A¥* hat die Symme-
trien von P;, Q).
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Diesen Satz wollen wir auf Faltungen auf G anwenden.

Diese haben wir schon in II1.3.5 eingefiihrt durch

(x*y)g = Z LYy = Z ZTy=19Yuy -

u,s€G ueG
us=g

Sei P die reguldre Darstellung von G, d.h.

Pt)r =) xp-14e, fir z=> z4e,

9eG 9eG

mit einer Basis (eg)4e¢ des Darstellungsraumes von P. Dann ist

P(t)(x*y) = Z(x*y)t—lgegzz Z TsYu€yqg

geG geG us:t_lg
= > > zyr1.eg =% P(t)y .
geG vVS=g

Die Faltung X = (z4-1¢)tueq hat also die Symmetrien von p, und umge-
kehrt ist jede (|G|, |G|)-Matrix X mit dieser Eigenschaft eine Faltung.

Diesen Satz wollen wir auf Faltungen auf G anwenden.

Sei P die regulire Darstellung von G. Diese 1483t sich aus den regulidren
Darstellungen P;, P, von G1, G5 leicht gewinnen.

Satz 4.3.2 Seien P, P, die regulire Darstellungen von G, Gy. Dann
gilt fiir die requlire Darstellung P von G1 ® Go

P(St):P1(8)®P2(t), S€G1, te Gy .

Beweis. Sei Gy = {s1,...,8n},Go = {t1,-- ., tm}und G = {s1t1,-.., $1tm,

Sot1y ..y Sotmy vy Spt1y ...,y Sptm}. Es ist nach Definition der regulédren
Darstellung
T Ly (1) Z1 Loy, (1)
Ps) | 2 = , Bt)| | = : :

T Lri(n) Tm Loy (m)
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wobei 7; die Permutation mit 8]715g = Sq,(¢) ist; entsprechend ist o die
Permutation mit t,;lti = 14, (s)- Sei nun & € C"™ aufgespaltet in

Al
r = : eC™.
Tn

Der Vektor Pi(s;) ® P(tx)z entsteht dann aus 2 durch zwei Operatio-
nen.

1. Man iibt auf die Komponenten jedes z; der Permutation o aus.

L1
2. Man iibt auf [ : | die Permutation 7; aus.

Tn

Genau diese Permutation iibt aber auch P(s;tx) aus, denn es ist

(Sjtk)_lsﬂi = t,;lsflsgti
= Sj_lsgtlzlti
= Sr;lox(i) -

Also ist P(Sjtk) = Pl(Sj) X P2(tk)
a

Bemerkung: Diese Formel gilt nur, wenn G so angeordnet wird
(lexikographisch), wie es im Beweis gemacht wurde.

Satz 4.3.3 Sei A die Faltung auf G und G = G1 ® G5. Die Faltung
auf G werden beschrieben durch die Permutation 7, d.h. sie sind von
der Gestalt

Tr(l) " Tmi(n)

‘Tﬂ'n(l) xﬂn(n)
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Dann gibt es Faltungen A4, ..., A, auf Go, so daf

Anqay o Ang)
A= :

Aray o Ara(n)

Beweis: Folgt sofort aus den beiden vorigen Sitzen.
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4.4 Die Fourier-Transformation auf Grup-
pen

Sei G eine endliche Gruppe und G ein MIP von G. Ist G abelsch, so ist
G wieder eine Gruppe, der Dual von G.

Definition 4.4.1 Sei [ eine komplezwertige Funktion auf G. Dann
heifit die Funktion f auf G, welche durch

A

fO=13 fole), ped

geG

definiert ist, Fourier-Transform von f.

Bemerkungen:

1) Da G durch G nicht eindeutig bestimmt ist, gibt es in Wahrheit
viele Fourier-Transformationen auf G. Wir ignorieren diese Mehrdeu-
tigkeit, denken uns G also ein fiir allemal gewéihlt.

2) Ist d, der Grad von p, so gilt nach Satz 2.2.7 ¥ d2 = |G|.
pe@

Da f(p) fiir jedes p durch d? Matrix-Element bestimmt ist, enthélt f

die gleiche Anzahl von Freiheitsgraden wie f, niamlich Y df) = |G|. Wir
pe@
kénnen die Fourier-Transformation ansehen als lineare Abbildung von

C", n=|G|in @ C%, oder aber als lineare Abbildung von C" in C™.

peEG

3) Die Anzahl der Rechenoperationen (= 1 komplexe Multiplikation
+ 1 komplexe Addition) fiir die Fourier-Transformation ist offenbar

> |Gld, = |GI*.

peq
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Bespiele:

1) G =0C, = {l,a,...,a" '}, a" = 1, G = {pos--:pnr}
mit p;(a*) = w*, w = e/ Dann ist f die gewShnliche Fourier-
Transformation der Linge n.

2) SeiG=0C, ® --®C,, = {a’flalzfp :0< k. <n.}, a} =1, und

G ={pj,.ip :0< jr <mp, r=1,...,p},

) (k1 kpy _ , Jik1 Jok
p]l;---,]p(a/l .. .app) — wl .. .wpp D

mit w, = e 2™/ Dann ist
R 1 ni—1 np—1

fPirsin) = Yoo flaft--ap)

N1 "Mp g0 ky=0

Jikr | dvkp
wy Wit
Dies ist die p-dimensionale Fourier-Transformation.

3) G=Cy®:---®Cy (p mal). Dann erhalten wir aus Beispiel 2 - in
geringfiigig gedinderter Notation -

fjl,...,jp —9P Z fkl’_"’kp(_1)j1k1+...+jpkp )
0<kyy0kp<1

Dies ist die Hadamard-Walsh-Transformation.

Satz 4.4.2 Die Fourier- Transformation ist injektiv, und es gilt

flg) = dptr(f(p)plg™)),

peG

wobei d, der Grad von p ist.
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Beweis: Es ist

S airis™) = o Xt (zm)p(t)p(g—l))

pEG’ peé’ teG

- é S d,tr <Z f (t)p(tg‘1)>

peé’ teG

1

- pzejéd,,tr (é f (89)9(8)>
1

= G ; f(s9) Edptr(p(S))

= é > F(59)Xreg(s) »

sEG

mit dem reguldren Charakter Xreg: vgl. I1.2. Nun ist aber

Geg) =1 5 I
reg 0 , sonst.

Also folgt A
Y- dtr(F(p))plg™) = f(g) -

peé

Bemerkung: Auch die inverse Fourier-Transformation erfordert

G| > d2=|GJ?

peG

Rechenoperationen.

Satz 4.4.3 Sei f x g die Faltung von f, g auf G. Dann gilt

(f x9)"(0) =G| ()3 (p) -
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Beweis: Es ist

0’0 = & Xé(f*g)()p(t)
= |G|t§,~ech (s 1)g(s)p(t)

- & G‘ 3 g()o(s) X pls™ 1) F(s7'1)

seEG teG

= 1 ()l X 100

seEG te@
= |Gl3(p)f(p) -

O

Aus 4.3 wissen wir, da§ die (n,n)-Matrix A (n = |G|) genau dann
eine Faltung auf G ist, wenn sie mit der reguléren Darstellung P von G
vertauschbar ist. Nach Satz 4.1.2 zerfillt A also in |G| Matrizen I, ,®4,
mit (d,, d,)-Matrizen A,. Die Anwendung von A auf einen Vektor z der
Liange n = |G| ist also dquivalent der Anwendung der Matrizen A, auf
d, Vektoren der Linge d,, p € G. Die Komplexitiit von z — Az fillt
also von |G|? auf

> & <G| Max [d,).

peG peG
Dabei haben wir die Matrix X =Y in (4.1.3) noch nicht beriicksichtigt.
Den gleichen Rechenaufwand erhélt man, wenn man Az nach Satz 4.4.3
berechnet. X wird also - wie im Falle G = (), - durch die Fourier-
Transformation geliefert.

Nun zur Fourier-Transformation. Wir berechnen

P@))p) = faz(mg)f)(t)p(t)

teG

_ 71
= G DI = (g T 1

A

= p(9)f(p) -
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Ist also Wg : C" — ® C% die Fourier-Transformation auf G und
pe@

Q(9) = ® p(g), so ist

pEG
WaP(g9) = Q(g)Wea, VgeG

d.h. Wg hat die Symmetrien von P, (). Damit konnen wir alle Methoden
zur Konstruktion schneller Fourier-Transformationen, die wir fiir zykli-
sche Gruppen kennengelernt haben, auf allgemeine Gruppen iibertra-
gen. Wir wollen dies am Beispiel von direkten Produkten durchfiihren.

Satz 4.4.4 Sei G = G1®- - -®G,.. Dann lifit sich die Fourier-Transformation
auf C in

P
G > |G|
j=1
Rechenoperationen durchfihren.
Beweis: Wir zeigen den Satz fiir G = A ® B. Sind A, B MIP’s fiir
A, B, so ist durch
p(ab) =o(a)@7(h), oA, 7€eB, acA, beB

ein MIP G fiir G definiert, und es ist
A 1

flo®T) = TAIB Z;f(ab)a(a)@w(b)
1
= W%a(a)@éﬂab)ﬂb).

Die Auswertung der b-Summe fiir ein a benétigt |B|d? Rechenopera-
tionen, die Ausfiihrung des Tensorprodukts fiir ein a deren d2d? (d,,d,
sind natiirlich die Grade von o, 7). Damit verlangt f

AY B + XY |Add

TEB U’EATEB
= [A[|B” +|A]’B = |G|(|A| + |B))

Rechenoperationen.
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Kapitel 5

Toeplitz-Matrizen

5.1 Der Algorithmus von Trench

Im letzten Abschnitt haben wir effiziente Algorithmen zur zyklischen
Faltung definiert. Wir hatten gezeigt, dal die Faltung zweier Vektoren
der Anwendung einer Matrix A entspricht mit A = P'AP und P =
(€s, €3, ..., €n,e1). Hierbei bewirkt die Rechtsmultiplikation mit P eine
zyklische Verschiebung der Spalten nach links, eine Linksmultiplikation
mit P! eine zyklische Verschiebung der Zeilen nach oben.

Wir definieren nun die Toeplitz-Matrizen als Erweiterung des Matri-
zenraums der zyklischen Faltung.

Definition 5.1.1 Fine (n,n)-Matriz der Form

Qg ay 0t Qp—2 Gp—1
a_1 (p—2
A=
a_(n—2) . . a1
- (n-1) G- (p-2) -~°° 01 Qo

heifit Toeplitz—Matriz. A ist symmetrische Faltung genau dann, wenn a
periodisch ist mit Periode n.

101
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Bemerkung: Fiir alle Toeplitz—Matrizen A gilt rang(A — P'AP) < 2,
denn

0 RN 0 Ap—1 — Q_1

A—PIAP = :
0 0 a1 — Gpy1

a_(p-1) —0G1 **° G_1 —0p-1 0

Der Rang ist also zwar nicht mehr unbedingt 0, aber klein.

Satz 5.1.2 Fir eine (n,n) Toeplitz—Matriz A und einen Vektor x kann
Az durch eine zyklische Faltung der Linge M > 2n — 1 berechnet wer-
den.

Beweis: Wir erweitern A sinnvoll so, daf} sich eine zyklische Faltung
ergibt. Sei A definiert durch den Vektor ax, Kk = —n —1...n — 1.
Definiere den Vektor oy aus C¥, k= —-M —1...M — 1, durch

ag —n—1<k<n-1
ap—rr k>M —n

akrm k<n—M

0 sonst.

Qp =

Der so definierte Vektor ist periodisch mit der Periode M. « definiert
eine (M, M)-Toeplitz—Matrix A’, die eine zyklische Faltung ist, und
deren linke obere (n, n)-Untermatrix mit A iibereinstimmt. Wir wenden

A’ auf den Vektor
= ( :(1)6 ) e cM

an. Da A;p = Aj, firi=1...n, k=1...n gilt

Ay — < Ax )
Yy

und wir haben Az berechnet. Dieses Vorgehen heifit aus naheliegenden
Griinden “zero-padding”.
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Beispiel: Wir betrachten ein Beispiel mit n = 3 und M = 6. Dann gilt

ap a; a2
A= a_1q Qg ay
a_o G_1 Qo

und

Qo aq as 0 a_—9 a1

a_q Qo ai a9 0 a_9

a_o2 Q1 Qo aq a9 0
0 a_o Q_1 Qo aq a9
a9 0 a_9 Q_1 Qg aq
aq Q9 0 a_9 Q_1 Qo

Al =

Bemerkung: Wir haben insbesondere gezeigt, daf} sich jede zyklische
Faltung der Liange n auch als zyklische Faltung der Lange M mit M >
n berechnen 1d8t. Daher beschrinken sich viele Bibliotheken auf die
Betrachtung von Faltungen z.B. der Lange 27.

Bemerkung: Fouriertransformationen von der Ordnung p™ mit p # 2
prim lassen sich im wesentlichen als Faltungen schreiben. Der Satz lie-
fert uns damit auch Verfahren zur schnellen Durchfiithrung von Fourier-
transformationen, wenn nur wenige Faltungsalgorithmen implementiert
sind.

Bemerkung: Toeplitz—Matrizen tauchen zum Beispiel in der Computer—
Tomographie auf. Es mufl das Gleichungssystem Axr = b mit einer
Toeplitz—Matrix A gelost werden. Wir untersuchen daher jetzt den Auf-
wand zur Losung dieses Gleichungssystems.

Satz 5.1.3 Sei A eine (n,n) Toeplitz—Matriz. Alle Hauptminoren von
A seien ungleich null (2.B. A positiv definit). Dann kann das Glei-
chungssystem Ax = b mit %nz + O(n) Operationen geldst werden.

Beweis: Wir definieren eine Hierarchie von Matrizen Ay fir k = —(n—
1)...(n—1), Ay := A. Fiir £ > 0 sind k£ Nebendiagonalen oberhalb der
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Hauptdiagonalen 0, fiir ¥ < 0 sind k£ Nebendiagonalen unterhalb der
Hauptdiagonalen 0. Es gilt also fiir £ > 0

*

A = 0
0

% “ e *

A_j hat die transponierte Gestalt, aber nicht notwendig mit denselben
Eintrédgen fiir die Elemente mit .

Wir beschreiben den Algorithmus fiir n = 4, indem wir elementare
Zeilenumformungen von A angeben, die Ay erzeugen. Wir starten mit
der Matrix A = Ay und konstruieren A_; und A; gleichzeitig.

a) a? dy a a) a ay a
EEEEIPNEE .
ay, a°; a) af ay a®; a) df
a; a®, a’; a a;, a, a®, a

Aus der linken Matrix konstruieren wir A ;. Die oberste Zeile hat be-
0
reits die richtige Form. Fiir £ > 1 ziehen wir von Zeile k£ das —ffache

der k — 1. Zeile der rechten Matrlx ab. In der rechten Matrix z1ehen wir
fiir £ < n von Zeile k das Z—Offache der k + 1. Zeile der linken Matrix

ab. Dadurch erhalten wir fologende Matrizen:

0o 0 0 0 1 11

ag a11 a21 a31 ag 0 ay; a

A 0 ag' a;' ay A at;, ay 0 aj
1= B - < 1=

a/_% 01 ao 1 aq 1 ’ 0/172 all a(l) 0

a”3 a3 0 agp a; a®, a°; a
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Die Operation ist durchfiihrbar, denn a ist der erste Hauptminor der
Matrix A und damit nicht Null. Zur Durchfiihrung dieses Schritts miissen
wir einmal dividieren und links und rechts 2n — 2 Elemente neu berech-
nen. Da dieselbe Rechnung auch auf der rechten Seite (b) durchgefiihrt
werden muf, bendtigen wir insgesamt 2(3n —3) Rechenoperationen und
eine Division.

Im néchsten Schritt bringen wir die néchste Diagonale auf Null. Man
sieht schnell, da} dies nicht durch elementare Zeilenumformungen in-
nerhalb der Matrizen moglich ist. Da wir aber wissen, daf} gleichzeitig
A_1x = b_1 und A;x = by, konnen wir auch Zeilen der rechten Matrix
auf die linke addieren und umgekehrt. Fiir £ < 2 hat A_; bereits die
richtige Form. Fiir £ > 2 addieren wir zu Zeile £ der linken Matrix

=1
das “;2—fache der (k — 2). Zeile der rechten Matrix. Fiir k <n+1— 2
0

addieren wir zur Zeile £ der rechten Matrix das afélffache der (k + 2).

G
Zeile der linken Matrix. Wir erhalten
0 0 0 0 2 2
ay, aj a21 a31 ag 0 0 a3
A 0 a3 a7 ay A — a2, a2 0 0
-2 — O 0 -2 —2 bl 2 — 1 1 1 0
ap " a; al, a_, a
a:% 0 0 a52 a‘13 a(lQ a(il ag

Die Divisionen sind wieder ausfiihrbar. Die obere linke (2, 2)-Teilmatrix
von A; ist durch elementare Zeilenumformungen aus der oberen linken
(2, 2)-Teilmatrix von A hervorgegangen (genauer Beweis in den Aufga-
ben). Diese ist invertierbar, denn der zweite Hauptminor ist nicht Null,
also ist a3 nicht Null. Der Rechenaufwand fiir diesen Schritt ist eine
Division und 2(3n — 6) Operationen.

Wir beschreiben nun Schritt j. Seien also A; ; und A_(;_ 1) bereits
berechnet. Addiere fiir j +1 < k < n auf die k. Zeile der linken Matrix

a”it!
das jgj—fache der (k — j). Zeile der rechten Matrix. Addiere fiir 1 <

0
ai™?
k <n—jdas —f=5fache der (k + 7). Zeile der linken Matrix auf die
k. Zeile der rechten Matrix.
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Der Aufwand zur Umformung einer Matrix und seiner rechten Seite be-
tragt damit 3(n—7) fiir Schritt j. Insgesamt erhalten wir einen Aufwand

von
n—1

> 2(3n—j)=3n"+0(n).

J=1

Wir miissen das Gleichungssystem nun noch 16sen durch Riickwirts-
und Vorwértseinsetzen. Fiir die ersten 7 Variablen benutzen wir A_(,, 1)
und Vorwértseinsetzen, fiir den Rest A, ; und Riickwértseinsetzen,

2
macht noch einmal 2% (g) Operationen, insgesamt also 13"72 Rechen-
operationen.

5.2 Der Algorithmus von Morf

Wir wollen den Begriff der Toeplitz—Matrix noch einmal verallgemei-
nern. Wir hatten oben bereits gesehen, daf§ fiir den Rang d der Matrix
A — P'AP einer Toeplitz—Matrix A immer d < 2 gilt. Wir definieren
den +— und —Verschiebungsrang.

Definition 5.2.1 Sei M die (n,n)-Matriz (ez, €3, ..., e,,0). Fir eine
(n,n)-Matriz A nennen wir

a,(A) = rk(A — MAM")
a_(A) = rk(A - M'AM)

den +— bzw. ——Verschiebungsrang von A.

Sei A= (ayg),i=1,...,n, k=1,...,n. Dann ist
0 0 0
a1,1 o Qip-1

0
MAM' = | . .

0 Gp—-1,1 ' Qp-1n—1
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und
2,2 Ga2.pn 0
MPAM = :
Qp2 - Qpn 0
o --- 0 O

Beispiel: Toeplitz-Matrizen haben den Veriebungsrang oy (A) = a_(A4) <
2.

Satz 5.2.2 Fiir invertierbare Matrizen gilt:

ap(A) =a_(A1).

Beweis: Wir zeigen zunichst den Hilfssatz:
Fiir beliebige (n,n)-Matrizen A und B gilt:

rk(I — AB) = rk(I — BA)
Beweis des Hilfssatzes: Sei (z1,...,2,) eine Basis des Kerns von
(I — AB), und y; := Bx;. Die y; sind linear unabhéingig, denn sonst
wiren die Ay; = ABx; = x; linear abhingig. Auflerdem gilt

(I —-BA)y;=(I —BA)Bx; =B(I — AB)z; =0

und die y; sind im Kern von (I — BA) enthalten. Die Dimension des
Kerns von (I — BA) ist also mindestens so grofl wie die Dimension des
Kerns von (I — AB) und es gilt

rk(I — BA) < k(I — AB).

Durch Vertauschen von A und B erhilt man den Hilfssatz.

Beweis des Satzes:
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(
= 1k((I— MAM'A HA)
rk(I — MAM'AY)
= 1k(I- M*A~'MA) nach dem Hilfssatz
— tk(A™' — MPATTMAA™Y)
= 1tk(A7' - M'ATIM)
= a_ (A7)

Fiir unsere weiteren Betrachtungen ist fundamental, daf} sich Matrizen
mit kleinem Verschiebungsrang als Summe einfacher Matrizen darstel-
len lassen. Wir definieren zunichst die unteren und oberen Dreiecks—
Toeplitz— Matrizen durch

Definition 5.2.3 Sei z € C", x = (z;), i = 0,...,n — 1. Dann defi-
nieren wir die zugehdrige untere (n,n) Dreiecks—Toeplitz—Matriz durch

. . xy, l Z 0 _
L(x)ii— := { 0. somst ’ also L(z) =
‘/I’ln—l 0. xo

und die zugehérige obere (n,n) Dreiecks—Toeplitz—Matrix durch
U(x) := L(z)".

Die Bezeichnungen U und L stehen natiirlich fiir Upper und Lower.

Satz 5.2.4 Seien 2/, v/ € C*, j =1,...,0, @ > 0. Dann ist dquiva-
lent:

1. A— MAM' =%% a7 (y7)
2. A=Y, L(a)U(y')
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Beweis: Wir zeigen zunéichst 2= 1. Sei A = (a;4),7 =0,...,n—1, j =
0,...,n—1. Dann gilt

aky = 2. L(@)U(y )iy
j=1 1

a n—1

= Z Z %—iylj—i

j=114=0

mit der Definition z; = y; = 0 fiir ¢ < 0. Wir definieren weiter a;; = 0
fiir £ <1 oder [ < 1. Dann gilt

t _
(A — MAM )k,l = Qg1 — Qg—1,1-1
a n—1 ) ) ) )
_ i j j
= Z Z Tr—iY1—i — Tp—1—3Y1—1—
j=1i=0

a . .

= Y ziyl
7j=1

= Y (@ W) ks
j=1

und A — MAM" = Y8, a7 (y7)".

Die umgekehrte Richtung folgt sofort (Ubungen).

Satz 5.2.5 Zu jeder (n,n) Matriz A gibt es Vektoren 7, 4/, j =
1,...,a.(A), und Vektoren &7, 47, j =1,...,a_(A), so daf

arl) )y
A=Y LU@W)und A= D U@ )L(F).
j=1 j=1

Beweis: Fiir die Matrix B := A — MAM" vom Rang o, (A) gibt es
Vektoren xg,...,Tr 1 und yg, ..., Yy, 1 mit

B = Z o (y?)".
7j=1

Nach Satz (??) folgt die Behauptung fiir A — M AM®.
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Satz 5.2.6 Seien A, B (n,n)-Matrizen mit festem von n unabhdngi-
gem Verschiebungsrang o = o (A). Dann kann man die LU-Zerlegung
von AB mit nlogn Operationen berechnen.

Bewelis:

1. Die LU-Zerlegung von A kann nach dem Beweis von Satz 7?7 in
O(n) berechnet werden. (Anmerkung: Mit hoher Wahrscheinlich-
keit? nachfragen!) Das Bestimmen der l.u. Vektoren kann O(n?)
Operationen kosten.

2. Das Produkt von unteren oder oberen Toeplitz—Dreiecksmatrizen
ist O(nlogn). Beweis der Zwischenbehauptung:

(L(@) L) = D Tp—iliot, k>1

1=l
k—l

= DYkt = %
=0

Die z; kénnen durch schnelle Faltungen berechnet werden in Zeit
O(nlogn).

3. Sei U eine obere, L eine untere Dreiecks—Toeplitz—Matrix. Dann
kann man in O(n) untere bzw. obere Dreiecks-Toeplitz—Matrizen
L;, U; berechnen mit

3
UL=> LU
i=1
Beweis: Erweitere U und L wie im Beweis zu Satz ?? zu zykli-
schen Faltungen der Liange 2n. Die Matrizen U und L haben dann
die Form

. U LiL\ ; L U\ 7z UL+ LU, *
—= ~ ~ L = ~ ~ L = .
v=(n )= (g n) ome (0
Das Produkt dieser zyklischen Faltung ist wieder eine zyklische
Faltung. Also ist es mit O(nlogn) Operationen berechenbar. Au-

Berdem ist die Matrix LU — U;L; Toeplitz, also LU — UL, =
>v.1,> und die Zerlegung ist in O(n) berechenbar.
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Wir setzen diese Ergebnisse nun zusammen. Gesucht sei das Produkt
von A und B. Nach i) gilt

a

=Y LU, B=Y_ L.
i=1

Damit gilt
= Y LUL;U;.
2,j=1
Nach Punkt iii) finden wir Matrizen mit

N 3

L — Z ,J Uw

und
302
z LLZ’JUk’]U] ZLZUZ
2,5,k=1 j=1

Nach einem Satz ist die Multiplikation von Matrizen ungefihr so auf-
wendig wie die Inversion. Wir erwarten also, dafl es einen schnellen
Algorithmus auch zur Inversion von Matrizen mit kleinem Verschie-
bungsrang gibt.

Sei nun
A Ap
A=
(Am Agp
mit (%, 2)-Matrizen A;;. In Lemma 2.3 zum Strassen— Algorithmus
wurde diese Matrix bereits invertiert. Zur Blockinversion sind einige
Produkte von Matrizen A;; und die Inversen der Matrizen A;; und
A2,2—A2’1Ai}A1,2 zu berechnen. Wenn wir zeigen konnen, dafl alle diese

Matrizen kleinen Verschiebungsrang haben, konnen wir einen schnellen
Algorithmus definieren.

Satz 5.2.7 Sei A (n,n)-Matriz mit n = 2m wie oben aufgeteilt. Dann
qilt:
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o oy (A1) < ay(A).

o o (Asz) < a_(A).

o oy (Agp) < oy (4) +2

o o (Ap) <ay(A)+1.

o o (A1) <ai(4)+1.

oy (Ags — Ap 1 ATIAL,) < ay (A).

Beweis: Sei A =) L;U;. Spalte L; und U; auf wie A in Matrizen

M bl L2 Ll 1U1 1 Ll 1U1 2

mit Dreiecks—Toeplitz—Matrizen le-’l, Ujl’l, L?’Z und Uj2 2 sowie mit
Toeplitz—Matrizen L?’l und U]-I’Q. Es gilt A = Z?;LfA) L;U;. Aus dieser
Darstellung folgt Punkt 1. Aus der entsprechenden UL- Darstellung
folgt Punkt 2 und hieraus Punkt 3. Die Toeplitz—Matrizen kann man
als Summe von Dreiecks—Toeplitz—Matrizen schreiben. Hieraus folgen

4 und 5. Die Matrix in Punkt 6 ist untere Teilmatrix von A1, also gilt

a+(A2,2 — AZ,lAl_jAl,Z) = 00— (02,2) S o (A_l) S Oj+(A).

Satz 5.2.8 Die Inversion einer Matrixz mit festem, von n unabhdngi-
gem Verschiebungsrang o kann mit O(n(logn)?) Operationen durch-
gefiihrt werden.

Beweis: Seien T'(n) die benétigten Operationen zur Inversion einer
(n,n)-Matrix. Dann gilt T'(n) = 27'(n/2) + O(nlogn). Nach Satz 1.1
der Vorlesung gilt damit auch T'(n) = O(n(logn)?).
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