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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Grundbegriffe

Unter einer Differentialgleichung verstehen wir eine Beziehung zwischen einer
Funktion und einigen ihrer Ableitungen. Z.B. sind

y (1.1)

v +y? = ¢ (1.2)
y'+uty = (1.3)
Uy = Ugy (1.4)

Differentialgleichungen.

Die hochste auftretende Ableitungsordnung heifit Ordnung der Differential-
gleichung. Treten nur Ableitungen nach einer einzigen unabhéngigen Varia-
blen auf, so heifit die Differentialgleichung gewthnlich, andernfalls partiell.
In dieser Vorlesung werden wir so gut wie ausschliefilich nur gewthnliche Dif-
ferentialgleichungen behandeln. Die Differentialgleichungen ([[.T) - (L.2) sind
also von der Ordnung 1, (L.3) - (L.4) von der Ordnung 2, (L.1) - (L.3) sind
gewohnlich, ([.4) partiell.

Unter einer Losung einer Differentialgleichung verstehen wir eine (hinrei-
chend oft differenzierbare) Funktion, welche die Differentialgleichung in ei-
nem gewissen Gebiet der unabhéngigen Variablen identisch erfiillt. So ist z.B.
y = ce® fiir jedes ¢ € R' Losung von (L.1) und y = acoswz + bsinwx fiir
a, b € R' Losung von ([.3). (L.J) hat fiir ¢ < 0 iiberhaupt keine Losung,



fir ¢ = 0 nur die Losung y = 0, fiir ¢ = a®> > 0 die Loésungen y = acosz,
y = asinx. Wir sehen also, dafl die Losungen von Differentialgleichungen i.
allg. nicht eindeutig bestimmt sind, und manchmal gibt es iiberhaupt keine.
Um die Losungen eindeutig festzulegen, spezifiziert man Zusatzbedingungen,
wie etwa Anfangsbedingungen. Schreibt man etwa fiir ([[.1) die Anfangsbe-
dingung y(0) = 1 vor, so ist y = e” die einzige Losung. Entsprechend kann
man die Losung von ([.3) durch die Anfangsbedingung y(0) =1, ¢'(0) =0
eindeutig festlegen, ndmlich zu y = coswz.

Allgemein hat eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung die Ge-
stalt
F(z,y,y,...,y™)=0 (1.5)

(implizite Form) oder

y(") = f(z,y,... ,y(”_l)) (1.6)

(explizite Form). Beim Anfangswertproblem spezifiziert man noch zusétzlich
die Werte der Ableitungen bis zur Ordnung n — 1 an einem Punkt xg:

vy (z0) = ¢, v=0,....,n—1. (1.7)

Das Gebiet der unabhéngigen Variablen, in denen wir die Differentialglei-
chungen und deren Losungen betrachten, wird meistens nicht explizit ange-
geben oder versteht sich von selbst.

Statt einzelner Differentialgleichungen fiir eine einzige Funktion y werden
auch Systeme von Differentialgleichungen fiir mehrere Funktionen v, ..., yn,
betrachtet. Z.B. ist

Yi=v2, Yh=-u

ein solches System. Wir werden Systeme durch Benutzung der Vektorschreib-
weise ebenfalls in der Form ([[.5) bzw. ([.G) schreiben.

1.2 Einige Anwendungen von Differentialglei-
chungen

Mit Hilfe von Differentialgleichungen kann man viele Vorgénge aus Physik,
Wirtschaft, Biologie, Chemie und anderen Bereichen modellieren. Wir geben



einige Beispiele.

1. Wachstum einer Population Sei P(t) die Grole einer Population zur

Zeit t. Fiir kleine Zeitinkremente At wird dann gelten
P(t+ At) — P(t) = aP(t)At
mit einer reellen Zahl «.. Fiir At — 0 entsteht daraus die Differentialgleichung
P'(t) = aP(t) . (2.1)

Ist die Grofle der Population zur Zeit ¢ = 0 bekannt, etwa P, so haben wir
zusétzlich die Anfangsbedingung

P(0) = P, (2.2)

(B.1 - B.9) stellen ein Anfangswertproblem fiir eine explizite Differentialglei-
chung 1. Ordnung dar. Sie besitzt die Losung

P(t) = e*' Py . (2.3)

In Teil IT werden wir sehen, dafl es keine weiteren Losungen der Anfangs-
wertaufgabe gibt. (B.3J) beschreibt das Wachstum der Population. « ist der
Wachstumskoeffizient.

Die (B.1) zugrundeliegende Annahme, dafi die Wachstumsgeschwindigkeit
proportional zur Gréfe ist, kann nur in gewissen Grenzen gelten. Bei Annéhe-
rung an eine Grofle K wird die Wachstumsgeschwindigkeit abnehmen. Dann
ist das Modell

P'(t) = AP(K — P) =yP — 7P? (2.4)
realistischer. Es heifit logistische Differentialgleichung. Eine Losung von (2.4)

P(t)=K (1 + (g - 1)6—”“)_1 , (2.5)

und dies ist wieder die einzige Losung des Anfangswertproblems. Der Graph
von P ist fiir K =4, Py = 0.5 und A = 0.05 in Figur 1. dargestellt. Man sieht
deutlich das Séttigungsverhalten mit dem Sattigungswert bei K.



Daf (R.5) tatsdchlich (B.4) 16st, kann man unmittelbar bestitigen. Wie wir
aber (B.§) gefunden haben, werden wir in Teil III erkléren.

2. Fall eines Massenpunktes

Sei z(t) die Position eines Massenpunktes der Masse m iiber dem Erdboden
zur Zeit t. Zur Zeit t = 0 sei x(t) = xo und Z(t) = vo.

(a) Der Massenpunkt befinde sich in geringer Hohe iiber dem Erdboden,
so dafl die Erdbeschleunigung g an der Oberfliche mafigebend ist. Der Luft-
widerstand werde vernachléssigt. Dann ist

Z(t)=—g. (2.6)
Die Losung dieser “Differentialgleichung” ist
L,
z(t) = —575 g+ci+cot

mit Konstanten ¢y, co. Wegen der Anfangsbedingungen ist ¢; = xg und ¢ =
Vg, also

1
z(t) = xo — §t2g + vot .



Dies ist das bekannte Gesetz des freien Falls.

(b)  Wir beriicksichtigen nun den Luftwiderstand. Dieser ist proportional
zur Geschwindigkeit #. Aus (R.6) wird damit

rT=—g—ax.
Diese Differentialgleichung hat fiir a # 0 als Losung
o g —at
z(t) = —Zt+ o+ e ™.
e

Die Konstanten ¢, ¢o bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen.

Man erhalt

g g Vo o

(c) Der Massenpunkt ist nicht nahe der Erde, so daf die konstante Erdbe-
schleunigung g durch yM/z? (v Gravitationskonstante, M Erdmasse) ersetzt
werden mufl. Unter Vernachlissigung der Luftreibung haben wir dann anstel-

le von (B.6)

Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist nicht einfach zu bestimmen. Eine
spezielle Losung ist aber

z(t) = at®?®,  a=(9yM/2)"?,

wie man leicht nachrechnet. Sie entspricht einer Bewegung, welche von der
Erde wegfiihrt (d.h. z(t) — oo fiir t — 00), aber so, daf§ die Geschwindigkeit
fiir t — oo Null wird (d.h. #(¢) — 0 fiir t — 00).

Sei p der Erdradius, bei dem die Bewegung startet, und zwar zur Zeit ¢,, d.h.
p= ati/?’ : t,=(p/a)®?.

Die Geschwindigkeit v, zur Zeit t, ist

. 2 2 _
v, = (t,) = gatp 1/3 = ga(p/a) 12



Fiir die Werte p = 6.370 - 10® cm, v = 6.685107% dyn - ecm? - g2, M =
5.97 - 10%7g ergibt sich die “Fluchtgeschwindigkeit” v, = 11.2%2,

sec
3. Kurvenscharen

Héufig kann man fiir Kurvenscharen einheitlich Differentialgleichungen an-
geben. Ist

9(z,y,¢) =0 (2.7)

eine solche Kurvenschar mit Parameter ¢ und ist y = y(x) eine Kurve dieser
Schar, so gilt

9x(2,y,¢) + 9/ (x)gy (7, 9,¢) = 0. (2.8)
Wir wollen nun annehmen, dafl sich (B.7) nach ¢ auflsen ld8t, also ¢ =
h(z,y). Setzt man dies in (2.§) ein, so entsteht die Differentialgleichung
9:(, 4, Mz, y)) + ¥ gy(2,y, h(z,y)) = 0.

Betrachten wir zum Beispiel die Schar der Kreise vom Radius r, deren Mit-
telpunkt auf der z-Achse liegt, also

(x—c)?+y* =712,

Fiir einen solchen Kreis y = y(x) ist
20z —c)+2yy' =0,

also
/2

(=) =y
Elimination von (z — ¢)? ergibt

PA+y") =17

Jeder Kreis y = +4/r2 — (x — ¢)? 16st diese Differentialgleichung.



1.3 (Geometrische Interpretation

Wir betrachten die Differentialgleichung ' = f(z,y). Jedem Punkt (z,y)
wird eine Steigung f(x,y) zugeordnet. Das Tripel (z,vy, f(z,y)) heifit Lini-
enelement, die Gesamtheit der Linienelemente heifit Richtungsfeld.

Beispiel: Richtungsfeld der Differentialgleichung i/ = 2% + ¢

Das Losen einer Differentialgleichung bedeutet also das Aufsuchen von Kur-
ven, die in das Richtungsfeld passen, d.h. die an jedem Punkt die von dem
Richtungsfeld vorgegebene Steigung haben. Auf dieser Einsicht beruht ein
einfaches Verfahren zur naherungsweisen Losung der Anfangswertaufgabe

Z/, = f(l‘,y), y(%) =



Sei x;, = kh, k=0,1,..., mit der Schrittweite h > 0. Sei eine Naherung
fiir y(xy) schon bekannt. (Fir & = 0 ist yo = ¢). Dann wéhlt man fir y(xg1)
den Wert der Geraden durch (zy, yx) mit Steigung f(zx, yx):

Ykr1 = Uk + hf(Tk, Yi) k=0,1,....

Man nennt dies das Euler’sche Polygonzug-Verfahren.

Beispiel:  Die Differentialgleichung sei ' = Ay, y(0) = c.
Die Losung ist y(z) = ce’*. Das Polygonzug-Verfahren lautet

Ykr1 = Yk + Ay = (L + Ah)yg
also
yp = c(1+ Ah)F.

Sei nun fiir ein x > 0 1z, = hk = x. Dann ist

yp = c(l+ )\%)k :

Fir h — 0 gilt £ — oo, und man bekommt

Az

lim y;, = ce y(x) .

k—o0

Fiir kleine h liefert das Polygonzug-Verfahren also tatséchlich eine Ndherung
fiir den korrekten Wert.

1.4 Lineare Differentialgleichungen
1. Ordnung

Solche Differentialgleichungen haben die Form
Y = al)y + s(a) (4.1)

Fiir s = 0 heifit (£.1) homogen, andernfalls inhomogen. Wir wollen a, s als
stetig veraussetzen.



Satz 1.4.1 Sei A(x) = [*adx eine Stammfunktion von a. Dann ist

y = ce’ (4.2)
fiir jedes konstante ¢ eine Lésung von ([.1) fir s = 0. Umgekehrt ist jede
Lésung von ([4.1) fir s = 0 von dieser Form.
Beweis: 3’ = ay folgt sofort durch Differentiation von ({.9). Ist umgekehrt
z eine Losung von (1)) fiir s = 0, so ist fiir ¢ # 0

dz ZZy—=zy azy—azy
e e — O ,
dxy y? y?

also z/y konstant und damit z von der Form ({.2).

Folgerung: Die Anfangswertaufgabe

vy =a(@)y , y(@o)=1yo
besitzt die eindeutig bestimmte Losung

y(z) = goelno "%

Beispiele:
1) ¢ = (sinz)y hat die allgemeine Losung y = ce™ “***. Die Anfangswert-

aufgabe y(0) = 1 hat die eindeutig bestimmte Losung y = e! 72,

2) ¢ = Ly hat fiir z > 0 die allgemeine Losung y = cz. Die Anfangswert-

xT

aufgabe y(1) = 2 hat die eindeutig bestimmte Losung y = 2.

Wir betrachten nun die inhomogene Gleichung ([.1). Ist y, irgendeine Losung
von (f.1]) und y eine weitere, so gilt

P r_

(=) =y —y,=ay+s—(ay, +5) = aly — yp) -

y — Y, ist also Losung der homogenen Gleichung (f.1]). Nach Satz 1 ist daher

Yy=1yYp+ ce? (4.3)



Dies erinnert an die lineare Algebra: Zwei Losungen eines inhomogenen linea-
ren Gleichungssystems unterscheiden sich nur um eine Losung des zugehori-
gen homogenen Systems.

Um also die allgemeine Losung von ([.1) zu finden, miissen wir nach (£.3)
nur eine partikuldre Losung y, finden. Fiir diese machen wir den Ansatz

yp = c(x)e’ .

Man nennt dies: Variation der Konstanten. Setzen wir dieses y, in (£.1) ein,

so entsteht

A

de? + ace® = ace® + s

oder

Damit haben wir

Satz 1.4.2 Sei c eine Stammfunktion von se~?. Dann ist

y = ce?

Lésung von (.1). Umgekehrt ist jede Losung von ([.1) von dieser Form.

Folgerung: Das Anfangswertproblem ({.1) mit y(xo) = yo hat die eindeu-
tig bestimmte Losung

) = yoels " - [ s(erele M ag
zo

Beispiele:
1) ¢ =(sinz)y+sinz, y(0)=0.
Allgemeine Losung der homogenen Gleichung:

— COos T

Yy =ce



Variation der Konstanten:

b = e
de % L csinze °®* = csinze % +sinx
d = sinze®®”
C(Qf) — _ecosz
Yp = —1.

Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung:
y = B
Einarbeitung der Anfangsbedingung:

y = -1 +el—cosw .

2) Invielen Fillen mufl man die Variation der Konstanten nicht durchfiihren,
da man eine partikuldre Losung erraten kann. Ist z.B.

a=%konst #0, s(x)=by+bx+- - +bpx™,
so kann man fiir y, immer eine Funktion der Form
Yp = Ao+ Ayz + -+ Apa™ (4.4)
machen. Einsetzen von (£.4) in (1) ergibt
Ay —adp + (24 — aA)x + -+ (MA, — adpy )™ — ad,z™

= bo+ bz + -+ D™ .

Hieraus kann man Ay, ..., A,, rekursiv bestimmen
1
Am = __bm
a
1
Am—l = __(bm—l - mAm)
a

1
AO = —a(bO—Al).



Kapitel 2

Existenz- und
Eindeutigkeitssitze

2.1 Fixpunktsitze

Sei B ein Banachraum und D C B. Sei T : D — D eine Abbildung. Man
sagt, € D sei Fixpunkt von T, wenn Tx = x.

Wir werden zwei Sétze kennenlernen, die die Existenz von Fixpunkten unter
gewissen Voraussetzungen behaupten. Beide werden zu Existenzséitzen fiir
das Anfangswertproblem fiihren.

Eine Abbildung T' heifit kontrahierend in D, falls es ein ¢ < 1 gibt mit

1Tz =Tyl <qllz—yll, VazyeD.

Satz 2.1.1 (Fizpunktsatz von Banach, Kontraktionssatz):

Ser D C B abgeschlossen und nicht leer, und sei T : D — D kontrahierend
in D. Dann besitzt T in D genau einen Fizpunkt.

Beweis: Seixzg € D. Wir setzen xyy1 =Tz, k=0,1,.... Esgilt xx € D
und
|2p+1 — zl| = T2y — Tap-all < qllzr — 2|,



also
|2pr1 — zkl| < ¢ llzy —mol|,  kE=0,1,...

Fiir alle m, n mit m > n ist nach der Dreiecksungleichung

m—1 m—1
[2m = @all = (I D (@rsr =) | < D2 onga — i
k=n k=n

m—1 qn
< Dl = < ] |z1 — o] -
k=n —q

Also gilt z,, — x,,, — 0 fiir n, m — oo. (z,) ist also eine Cauchy-Folge in B
und besitzt daher einen Grenzwert x € B. Da D abgeschlossen ist, gehort x
sogar zu D. Da T sogar stetig ist, gilt

Tr = lim Txp = lim 231 =,
k— o0 k— o0
d.h. x ist Fixpunkt von 7" in D. Wéire y ein weiterer solcher Fixpunkt, so
ware
lz =yl =Tz =Tyl < qllz —yll,

also ||z —y[| = 0 wegen ¢ < 1.

Der zweite Fixpunktsatz ist sehr viel anspruchsvoller. Er macht Gebrauch
von zwei weiteren Begriffen. Eine Menge D in einem linearen Raum B heifit
konvex, wenn mit jedem Paar z, y € D die ganze Verbindungsstrecke von
x und y in D liegt. Anders ausgedriickt: D ist konvex, falls mit z, y auch
Az + (1 — ANy in D liegt fiir 0 < A < 1. Eine Menge D in einem normierten
Raum heift relativ kompakt, wenn jede Folge in D eine konvergente Teilfolge
enthalt.

Satz 2.1.2 (Schauder’scher Fizpunktsatz): Sei D C B abgeschlossen und
konvezx, und sei T : D — D stetig. Ist T(D) relativ kompakt, so besitzt T in
D einen Fixpunkt.




Beweis: Siehe etwa Heuser, Analysis II, S. 608.

Fiir endlich-dimensionale Radume nennt man Satz 1.2 auch den Satz von
Brouwer. Wir interessieren uns vor allem fiir den unendlich-dimensionalen
Raum B = C|a, b] mit der Norm

1f = Max___ ()]

Eine Menge D C Cla, b] heiBit gleichgradig stetig, wenn es zu jedem & > 0
ein 6 > 0 gibt, so daf}

[f(z1) — f(z2)| <€,

falls |z — 29| < 6 fiir alle f € D. Ein Beispiel wire etwa die Menge aller
stetig differenzierbaren Funktionen auf [a, b] mit |f'| < M.

Satz 2.1.3 (Arzela-Ascoli): Eine Teilmenge D C Cla,b| ist genau dann re-
lativ kompakt, wenn sie beschrdankt und gleichgradig stetig ist.

Beweis: Heuser, Lehrbuch der Analysis I, S. 563.

2.2 Der Satz von Peano
Wir wollen zeigen, dafl die Anfangswertaufgabe

y/ = f(:c,y) ) y(ﬂ?o) =Y (2‘1)

fiir stetiges f mindestens eine Losung besitzt. Genauer gilt:

Satz 2.2.1 (Existenzsatz von Peano):
Sei f stetig in einer Umgebung von (xq,yo). Dann gibt es ein Intervall I
mit xog € I und eine in I stetig differenzierbare Funktion y mait

y(z) = flz,y(x), zel, ylxo)=1yo- (2.2)



Beweis:

1) Umformung in eine Integralgleichung.

Ist y wie in (R.2), so folgt durch Integration

y@) =w+ [ fEy©)ME,  ael. (2.3)

Ist umgekehrt y eine in I stetige Funktion mit (2.3), so folgt zunéichst einmal
y € C'(I) und dann (R.2). Anstelle einer stetig differenzierbaren Losung von
(R.2) konnen wir also genauso gut eine stetige Losung von (B.3) suchen.

2)  Wir nehmen ein abgeschlossenes Intervall / um xy und setzen B = C(I).
Ebenso wihlen wir ein Intervall J um y,. [ und J seien so klein, daf8 f in I xJ
stetig ist, insbesondere also |f| < M in I x J. D enthalte alle Funktionen y
aus B, welche auf I Werte in J annehmen. Dann ist

(Ty)(@) = o + [ F(&y(€))de

eine auf D erkldrte Abbildung. Es gilt
((Ty)(x) = yo| < | — x| M .

Man kann also I so wéhlen, dal T(D) C D gilt. Da f auf I x J sogar
gleichméBig stetig ist, ist T stetig als Abbildung von B nach B. Offenbar ist
T(D) beschrankt in B. Wir zeigen, dafl T'(D) gleichgradig stetig ist. In der
Tat ist

(Ty)a) = Tyl < | [ 1))

< |z — 29| M
unabhéngig von y.
3) T und D erfiillen alle Voraussetzungen des Schauder’schen Fixpunkt-

satzes 1.2. Also gibt es ein y € D mit Ty = y oder (B.3). Dieses y ist Losung
der Anfangswertaufgabe (2.1)).



Beispiel: ¢ = /|y|, y(0) = 0. Mit Hilfe des Ansatzes y = cx® findet
man die Losung y = ;|z|z. Als weitere Losung hat man natiirlich y = 0.
Die Anfangswertaufgabe besitzt also - entsprechend dem Satz von Peano -
eine Losung. Diese ist jedoch nicht eindeutig bestimmt. Die Losungen der
Differentialgleichung verzweigen sich bei (0,0). Wir werden sehen, daf} die
Punkte der z-Achse die einzigen Verzweigungspunkte von Losungen dieser
Differentialgleichung sind.

2.3 Der Satz von Picard-Lindelof

Wir werden nun die Voraussetzungen an f so verschérfen, daf§ die Anfangs-
wertaufgabe

y, - f(ar,y) ) y(a:o) = Yo (31)

genau eine Losung besitzt. Wir sagen, f erfiille in A C R? eine Lipschitz-
Bedingung, wenn es eine Konstante L gibt, so daf3

|f(z,91) — f(z,92)| < Ly — 42 (3.2)

fir alle (z,y1), (z,92) € A.

Wir sagen, f erfiille in A eine lokale Lipschitz-Bedingung, wenn es fiir jeden
Punkt von A eine Umgebung gibt, in der f eine Lipschitz-Bedingung erfiillt.
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist hinreichend, dafl f &€
Cl(A).

Satz 2.3.1 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindeldf): Sei f ste-
tig in einer Umgebung von (xg,yo) und erfille dort eine Lipschitz-Bedingunyg.
Dann gibt es ein Intervall I mit xog € I und eine in I stetig differenzierbare
Funktion y mit

y(z)=flz,y(x), zel, ylxo)=1yo-

y ist eindeutig bestimmd.



Beweis: Der Beweis verlauft wie beim Satz von Peano, nur wird jetzt der
Kontraktionssatz verwendet.

1) Wie bei Peano suchen wir eine stetige Losung von
y@) =wo+ [ FEy(©)e, wel. (3.3)
xo

2)  Wir wéhlen die Intervalle I, J zunéchst wie bei Peano und definieren die
Abbildung T': D — D wie dort. f erfiillt auf I x J eine Lipschitz-Bedingung,
d.h. es gibt eine Konstante L, so dafl

|f(l',y1> - f($,y2)| < L|y1 - y2|
fiir x € I und yq, yo € J. Fiir y1, y2 € D gilt daher

Ty = Ty) @) = [ 1FE (€)= F(& 1a(€))Ide

< |z —@o[LMax__ |y1(x) — ya2(2)] -

Es folgt
[Ty1 — Tyl < [I[L|[y1 — yall -

Wir verkleinern nun I so, dafi ¢ = |I|L < 1 gilt. Dann ist 7" kontrahierend in
D.

3) T und D erfiillen alle Voraussetzungen des Kontraktionssatzes 2.1. Also
gibt es genau ein y € D mit Ty = y oder (B.J). Dies ist die eindeutig
bestimmte Losung der Anfangswertaufgabe (B.1]).

Beispiele:

1)  Wir kehren zuriick zu der Anfangswertaufgabe y' = /|y|, y(zo) =
Yo. Sie erfiillt fiir yy # 0 eine Lipschitz-Bedingung in einer Umgebung von
(20, yo). Das Anfangswertproblem ist also - mit Ausnahme des Falles yo = 0
- eindeutig losbar.

2) Die Anfangswertaufgabe v’ = 1+ y2, y(zo) = yo ist fiir jedes (z,yo)
eindeutig losbar. Die Losung braucht aber nicht in ganz R zu existieren. Z.B.
ist y = tanzx die Losung fiir g = yo = 0. Diese hat bei z = £7/2 Pole.



Das letzte Beispiel zeigt, dafl die durch den Satz von Picard-Lindelof garan-
tierte Existenz- und Eindeutigkeit “im Kleinen” keineswegs die “Existenz im
Groflen” nach sich zieht.

Satz 2.3.2 Sei A C R? offen, und f erfille eine lokale Lipschitz-Bedingung
in A. Dann besitzt fir jedes (xo,y0) € A die Anfangswertaufgabe

v=Ffy),  yl@) =y
eine Losung mit folgenden Eigenschaften:

(a) Der Abschluf$ des Graphen von y rechts und links von xq ist keine kom-
pakte Teilmenge von A.

(b) Jede Losung der Anfangswertaufgabe ist eine Restriktion von y.

Beweis:

(1) Sind yi, y2 Losungen der Anfangswertaufgabe in den Intervallen I3, I,
so ist y; = yo auf I; N I,. Wére dies nicht richtig, so gébe es z.B. rechts von
zo ein £ € I1 NI, mit y1(§) # y2(€). Sei & das Infimum dieser Punkte. Dann
ist & > xo und y1(&) = y2(&) = no. Die Anfangswertaufgabe ¢/ = f(z,vy),
y(&) = o ist lokal eindeutig losbar. Also ist y; = y, in einer Umgebung von
&o, im Widerspruch zur Definition von &y. Also kann es solche Punkte rechts
von z nicht geben. Ebenso zeigt man, dafl es solche Punkte ¢ links von x
nicht geben kann.

(ii) Sei J die Menge von Intervallen I mit zy € I, so dal die Anfangswert-
aufgabe eine Losung y; in I besitzt. Wir definieren dann auf dem Intervall
J = UIEJ I die Funktion y durch

y(x) =yr(z) fir ze€l.

Nach (i) ist y wohldefiniert. Offenbar ist jede Losung der Anfangswertaufgabe
Restriktion von y.

(iii) Sei G = {(z,y(x)) : © € J, x > x0} der Graph von y rechts von
xo. Wire G, kompakte Teilmenge von A, so wiire y beschrinkt in J. Wegen



der Stetigkeit von f wire auch f auf G,, dann auch ¢ = f(z,y(z)) in J
beschréankt und damit y gleichméfig stetig auf J. Damit wéren

& =SupJ n = lim y(z)

r—E€

endliche und wohldefinierte Zahlen. Da G, abgeschlossen ist, wire (£,7) €
G4 C A. Also konnten wir in (£,7n) die Anfangswertaufgabe 16sen. y wére
also, im Widerspruch zur Konstruktion in (ii), iiber J hinaus fortsetzbar.

(iv) y erfiillt alle im Satz genannten Eigenschaften.

O

Kurz formuliert sagt der Satz: Die Anfangswertaufgabe besitzt eine Losung,
welche rechts und links von xy dem Rand von A beliebig nahe kommt. Diese
Losung ist eindeutig bestimmt.

2.4 Systeme von Differentialgleichungen und
Differentialgleichungen héherer Ordnung

Wir iibertragen nun die Sétze aus §3 auf Systeme

v = film,y1, -y Yn) i=1,...,n (4.1)
von Differentialgleichungen 1. Ordnung. Die Anfangsbedingungen lauten nun
y,(xo) = Yo , 1= ]_,...,TL. (42)

Mit Hilfe der Bezeichnungen

yl(SC) f1(151’y1;---,yn) Y10
y(z) = : , flzy) = : , Yo=|
Yn () (T, 015+ Yn) Yno

konnen wir ({.1)) - (£.2) in der Form

Y = f(z,y), (o) = Yo (4.3)



schreiben.

Nun kann man mehr oder weniger erraten, wie die Sidtze von Peano und
Picard-Lindel6f fiir Systeme lauten. Eine Losung von ([.3) ist jetzt eine Funk-
tion y € (C*(I))™ mit einem Intervall I mit zy € I, welche (£.3) in I erfiillt.
f muf dazu nach Peano in einer Umgebung von (z, o) € R""! stetig sein.
Fiir Picard-Lindel6f brauchen wir jetzt eine Lipschitz-Bedingung

1f(2,y) = fz,2)]] < Llly — 2| (4.4)

fiir (z,9), (z,2) € A C R™'. Dabei kann man als Norm || - | irgendeine
Norm in R" verwenden, z.B.

|yl = max |y, .

i=1,..., n

In diesem Fall bedeutet (f4)

|fi(l°7y17 s 7yn> o fi(xazla R >Zn)| < ngaxn‘yj - Zj| :

Die der Anfangswertaufgabe dquivalente Integralgleichung lautet komponen-
tenweise

Yi(®) = yio +/fi(£>y1(£)>-~~7yn(§))d§ , zel,

" mit der

Die Fixpunktsidtze wendet man nun an im Banach-Raum (C(7))
Norm

lyll = max max|y(z)| ,
i=1 I

i=1,..., n

und zwar auf die Abbildung 7', welche durch
(Ty)i(@) = yo+ [ FlE(©), val©))dE, i=1,..m.
Z0

definiert ist.

Der Satz von Arzela-Ascoli gilt in (C(I))™ sinngemé8, und die entscheidende
Abschétzung bei Picard-Lindelof ist nun

[(Ty)i(z) — (T2)i(z)] < I/(fi(ﬁ,yl(ﬁ),---,yn(f))—fz'(&zl(é),---,zn(f))dﬁl

< Jo—mlL max maxy(€) - 5(€)]

Jj=1,..., n I



also

Ty — T=|| < I|L|ly — z||
in der Norm von C™([I). Diese Beispiele sollten ausreichen, um Aussage und
Beweis der Sétze von Peano und Picard-Lindel6f fiir Systeme zu verstehen.
Wir wollen die Existenz- und Eindeutigkeitsséitze wenigstens formulieren.

Satz 2.4.1 (Peano fiir Systeme): Sei f stetig in einer Umgebung von (xq, yo) €

R™. Dann gibt es ein Intervall I mit xo € I und eine Funktion y €
(CH(I))™, welche Lisung von ({.3) in I ist.

Satz 2.4.2 (Picard-Lindelof fir Systeme): Sei f stetig in einer Umgebung
von (Zo,Yo) € R™™ und erfiille dort eine Lipschitz-Bedingung. Dann gibt es
ein Intervall I mit xy € I und eine Funktion y € (C*(I))", welche Lisung
von ({.3) in I ist. y ist eindeutig bestimmdt.

Satz 2.4.3 (Globaler Existenz- und Findeutigkeitssatz fiir Systeme): Sei f ste-
tig in A C R™™ und erfiille dort eine lokale Lipschitz-Bedingung. Dann gibt
es fir (z,yo) € A ein Intervall I mit zo € I und eine Lisung y € (C*(I))"
mit folgender Eigenschaft:

(a) Der Abschlufl des Graphen von y links und rechts von xq ist keine kom-
pakte Teilmenge von A.

(b) Jede Losung der Anfangswertaufgabe ist eine Restriktion von y.

Differentialgleichungen héherer Ordnung
y " = fz,y,y, . y"Y) (4.5)

konnen als Systeme 1. Ordnung geschrieben werden. Wir setzen

Yy =y
Yy = Y
: (4.6)
Yn1 = YUn

Yo = f(y7y17"'ayn)



und haben dann fiir ¥, ..., ¥y, das System

Y= Y

Ys = Y3
(4.7)

y;l,fl = Un

/

Yp = f(y7yla"'7yn) .

Jede Losung y € C™(I) von ([.5) fithrt also zu einer Losung y € (C*(1))"
von (f.1) und umgekehrt. Die Anfangsbedingung

vi(%o) = Yio 1=1,...,n
fiir (£.7) entspricht dabei der Anfangsbedingung
y(i)(l'o):yiﬂ,o, 1=0,....,n—1

fir (£.5). Damit konnen wir die Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir die
Anfangswertaufgabe

y" = f(zy, oy ) YD @) =y, i=0,...m =1  (48)

aussprechen. Auch diese Sétze verstehen sich weitgehend von selbst. Die
Lipschitz-Bedingung fiir ({.5) bedeutet fiir f einfach

|f($,y17---7yn)_f(5177217---,2n)| SL max |yz_zz| .
i=1 n

i=1,...,

2.5 Abhingigkeit von den Anfangswerten

Wir untersuchen nun, wie die Losung von

Y = flz,y) , y(@o) =y (5.1)

von g, abhéingt. Dabei betrachten wir wieder den Fall einer einzelnen Glei-
chung. Fiir Systeme lauft alles ganz entsprechend.



Satz 2.5.1 f erfiille in der offenen Menge A C R? eine lokale Lipschitz-
Bedingung, und y sei Lisung von ([5.1) in einem kompakten Intervall I mit
xg € I. Dann ist y(x) fiir jedes © € I eine stetige Funktion von yo. Diese
Stetigkeit ist gleichmdflig in I.

Beweis: Fiir hinreichend kleines h ist auch

y;L:f(m7yh) ) yh(xO) :y0+h
in I l6sbar, und es gilt fiir x € T

(@) = y(@) = h+ [ (& un(©) = FEp(€)e . (5.2

Fiir ein hinreichend kleines Intervall I, C [ erfiillt f eine Lipschitz-Bedingung,
also

lyn(2) — y(2)] < [h] + !Io!Lmaxg c [Olyh(f) —y(&)|

fiir x € Iy. Mit der Norm des maximalen Betrages in I folgt
lyn = yll < |A[ + Lol Lllyn =yl -
Nun machen wir I so klein, daf§ ¢ = |Iy|L < 1. Dann folgt

lyn — yll < |h/(1—q)
und damit
lim yp,(z) = y(z)

h—0

gleichméBig in 1.

Fiir ein beliebiges = € I {iberdeckt man den Graphen von y durch endlich
viele offene Mengen, in denen f eine Lipschitz-Bedingung erfiillt und die
hinreichend klein sind.

Satz 2.5.2 Sei f € C*(A) und A C R? offen, und y sei die Lisung von
(6-1) in einem Intervall I mit xy € I. Dann ist y(z) fir jedes x € I eine
stetig differenzierbare Funktion von yo, und z(x) = 6’9—5)(:6) lost die Anfangs-
wertaufgabe

,_Of

Z = a—y(m,y(az))z : 2(zg) = 1. (5.3)



Beweis:  Wir dividieren (5.2) durch h und erhalten

L) - ytey =1+ [ HEBE =AU

¢

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialgleichung gibt es ein g5 (§) zwischen
yn(§) und y(£) mit

FEun(©) — fley(e) =

dy
Damit haben wir fiir die Funktion 2z, = (y, — y)/h

(& 9n(8)) (wn(§) — y(&)) -

0 =1+ [ e aenad. (5.4

In einem hinreichend kleinen Intervall I folgt hieraus zunédchst einmal die
Beschranktheit von z, fiir h — 0. Subtrahieren wir von (b.4) die zu (5.3)
daquivalente Integralgleichung

—1+/ €)de

so entsteht

ae) ) = (Fiemenae - Sieuonsto) ae,

n (G- Sicuen) 2

o

+ 2 e yen e - z(&))} g

Wegen der Voraussetzungen an f haben wir in I,

o e - %s y(9))

' of

< M|gn(§) =yl

€ y<g>>| <1



Also gilt mit der Norm in C(1)
lzn = 2[| < o[ M|[gn — yllllzall + [ZolLlzn — || -
Wiéhlen wir wieder I so klein, dafl ¢ = |Iy|L < 1 ist, so folgt

| To| M
I—gq

lzn — 2] < 19n = yl[ll 2] -

Fiir h — 0 bleibt ||zp|| beschrankt, und nach Satz 5.1 gilt ||y, —y|| — 0. Also
zp, — 2z gleichméfBig in I,.



Kapitel 3

Elementare Losungsmethoden

3.1 Einige elementar 16sbare Differentialglei-
chungen 1. Ordnung

Mit “elementar 16sbar” meinen wir, daf§ wir Losungen von Differentialglei-
chungen durch Lésung von Gleichungen in R™ und Aufsuchen von Stamm-
funktionen (“Quadrieren”) finden koénnen.

I. o = f(x). Natiirlich ist die allgemeine Losung

y(@) = [ F€)de +c
mit einer beliebigen Konstanten c.

II. ¢ = g(y). Fiir jede Losung mit ' # 0 konnen wir y als neue unabhéngi-
ge Variable einfiihren und erhalten

dz 1

dy  gy)’
und diese Differentialgleichung ist von der Form I. Also

o(y) = [ Tt

g(n)

und man bekommt y(x) durch Auflésen einer Gleichung.



III. ¢ = f(x)g(y) (Differentialgleichung mit getrennter Variabler). Sei y
eine Losung mit g(y) # 0. Dann ist

und durch Integration nach x entsteht

/d” /f )dE +c .

y(x) ergibt sich nun durch Auflésen dieser Gleichung. Durch Differenzie-
ren dieser Gleichung nach x sieht man umgekehrt, dafl jede Losung dieser
Gleichung zu einer Losung der Differentialgleichung fithrt. Méchte man die
Anfangsbedingung y(xo) = yo erfiillen, so schreibt man

[ o = [ 1@
Yo g\ o
und bestimmt y(z) aus dieser Gleichung.

IV. ¢ = flax+ by +c¢), a, b, c konstant, b # 0.

Wir fithren als neue abhéngige Variable u = ax + by + ¢ ein und haben dann
fiir v die Differentialgleichung

W=a+by =a+bf(axr+by+c)=a+bf(u),
welche vom Typ II ist.

V. ¢ = f(¥) (Homogene Differentialgleichung)

Hier fithren wir die neue abhéngige Variable u = £ ein. Fiir z # 0 gilt dann

i T

r T2 =z

_Y y_l(f(y)_y):f(u)—u

I

und dies ist der Typ III.

VI. =Ff (%), a, b, ¢, a, B, v konstant.

Wir unterscheiden zwei Falle.



(a) a8 —ba = 0. Dann hingt das Argument von f nur von az + by ab, und
wir haben den Typ IV.

(b) afB — ba # 0. Dann besitzt das lineare System
ar +by+c=0, ar+py+v=0
eine Losung xg, yo. Wir fithren die neuen Variablen
§=1z—u1, n=Y—%Y

ein. Fir die Funktion

n(€) = y(§ + o) — Yo

gilt dann
dn(§) o) — a(§ + o) +b(n(§) +yo) + ¢
g~ VErm =] <a<£+xo)+ﬁ(n(£) +10) +7>

Hoesime) = (o)

und dies ist eine Differentialgleichung fiir n vom Typ V.

VIL. ¢ +g(z)y+ h(z)y* =0, a # 1 (Bernoulli)

Wir multiplizieren die Differentialgleichung mit (1 — &)y~ und bekommen
(1—a)y™y + (1 —a)g(z)y ™"+ (1 — a)h(z) = 0

oder
(¥ 4+ (1 — a)g(z)y"™* + (1 — a)h(z) =0

Dies ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir y'~%, die wir mit
den Methoden aus 1.4 16sen konnen.

VIIL. o + g(z)y + h(z)y? = k(z) (Riccati)

Diese konnen wir losen, wenn wir eine spezielle Losung kennen. Sei ¢ eine
solche und u = y — ¢. Dann ist

'+ g(@)u+ h(z)(y* — ¢%) =



Wegen y? — ¢? = (y — ¢)(y + ¢) = u(u + 2¢) lautet dies

u' + g(x)u+ h(z)u(u +2¢) =0,
v+ (g+2¢)u+hu*=0,

und diese Gleichung ist vom Typ VII mit o = 2.

IX. y=uay +g(y) (Clairaut)

Man verifiziert, daf fiir jedes c die Gerade

y =cz+g(c) (1.1)

Losung ist. Weitere Losungen mit 3 # 0 bekommt man durch die Le-
gendre - Transformation. Diese fithrt zunéchst die Steigung £ = y'(z) als
neue unabhingige Variable ein. Unter der Annahme y” # 0 ist dies nach
¢ auflosbar: x = h(§). Die neue abhingige Variable ist n = &x — y, also
n(&) = Eh(€) — y(h(§)). Die Legendre-Transformation ist invertierbar. Es ist
namlich
' (§) = EN'(€) + h(&) — y' (R(§)A'(§) = h(E)

und damit =z = 1/(§), y = &x — n(§). Die inverse Legendre-Transformation
wird also durch genau die gleichen Formeln dargestellt, wie die Legendre-
Transformation selbst: Sie ist involutorisch.

Als Beispiel betrachten wir die Legendre-Transformation der Kurve y =
—1/x, x> 0. Es ist

E=y(x)=—= , also z=h(¢)=¢"2,
R

Fithren wir die Legendre-Transformation fiir die Kurve n = 2642, ¢ > 0
durch, so erhalten wir in den neuen Variablen x, y

- 1
z=1n(&=¢ 1/2 . also 5:}[(35):;’
1 1 1

also in der Tat die urspriingliche Kurve.



Die Legendre-Transformation kann man zur Losung von Differentialgleichun-
gen der Form F(x, xy'—vy,1y’) = 0 einsetzen. Durch Legendre - Transformation
geht diese iiber in F(n',n,£) = 0. Besitzt diese eine Losung n = n(£), so ist

=€), y==~&nE) —n()

eine Parameter-Darstellung einer Losung von F(z,xy’ — y,y’) = 0 mit Para-
meter &.

Die Clairautsche Differentialgleichung geht durch die Legendre - Transfor-
mation iiber in n + g(§) = 0. Diese “Differentialgleichung” hat die Losung
n = —g(§). Damit gewinnt man als Losung der Clairautschen Differential-
gleichung

r=—-4g¢), y=-£5+g(). (1.2)

Diese hétten wir auch erhalten kénnen als die Einhiillende der Kurvenschar
(L.1). Die Einhiillende einer Kurvenschar nennt man eine Kurve, welche jede
Kurve der Schar beriihrt. Die Einhiillende einer Kurvenschar F(z,y,c) = 0
erhélt man bekanntlich aus den Gleichungen

F(z,y,¢)=0, F.x,y,¢c)=0

durch Elimination von c. Wir geben eine kurze und heuristische Herleitung.
Sei y = y(z) eine Einhiillende. Dann gibt es fiir jedes = einen Parameterwert
¢ = c(x), so dafl

F(z,y(x),c(z)) =0.
Das heifit nichts anderes, als daf§ (z,y(z)) auf einer Kurve der Schar liegt,
eben derjenigen mit dem Parameter ¢ = ¢(z). Ist y = y.(x) die Kurve der
Schar mit dem Parameter ¢, so ist

F(z,ye(x),¢) =0
fiir alle . Wir differenzieren beide Gleichungen nach x und bekommen
Fo(z,y(x),c(2)) + o (2) Fy (2, y(2), c(x)) + ¢ () Fe(z, y(z), c(z)) = 0,
Fo(, ye(x), ) + ye(2) Fy (7, ye(x),c) = 0.

Fir ¢ = ¢(z) muB y'(z) = y.(x) sein, denn y soll y. ja in x beriihren. Fiir
d(z) # 0 folgt
Fe(z,y(x),c(z)) = 0.



Auf (1) angewendet ergibt dies
y=cr+g(c), 0=z+4'(c).
Verwenden wir c¢ als Kurvenparameter, so haben wir

r=—g(c), y = —cg'(c) + g(c)
und dies ist ([.).

Von der geometrischen Bedeutung einer Differentialgleichung 1. Ordnung her
ist klar, daf§ die Einhiillende einer Schar von Losungen stets wieder eine
Losung ist.

Beispiel:  Fiir die Clairautsche Differentialgleichung y = zy’ + e¥ erhiilt
man die Losung y = z(log(—z) — 1) in = < 0. Die Geradenschar y = cx + €°
hat diese Losung als Einhiillende.



X. y=zf(y)+g(y) (d’Alembert)

Auch hier fithren wir £ = y/(x) als neue unabhéngige Variable ein und stellen
dann die Kurve (z,y(z)) durch die Parameterdarstellung (z(£),y(&)) dar.
Dann ist einerseits y = £ (Punkte bedeuten jetzt Ableitungen nach £) und
andererseits

y=af(&) +af€)+4(E).
Gleichsetzen der beiden Ausdriicke fiir g ergibt

a(f€) -1 +af(&)+9(€) =0,

und dies ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir z, die wir nach
I.4 16sen konnen. Ist z(£) bekannt, so ergibt sich y(&) = z(£) f(&) + g(&).

Viele elementare 16sbare Félle sind von E. Kamke, Differentialgleichungen:
Losungsmethoden und Losungen, Teil I, gesammelt worden. Einige Kostpro-
ben:

Nr. Differentialgleichung Losung

1.83 y' = tan(zy) }et2/2 cos(zt)dt = Ce*"/?

1.278 (y* + 4sinz)y = cosx ginx = Ce® — % 421
1.343 (logy+z)y =1 r=eY (C’ + }/e_y log ydy)
1.353 xy cosy +siny = 0 xsiny = C

1.527 Y —ayty — P =0 Yy = 0223;1 , Ardy? =27, y=0

3.2 [Exakte Differentialgleichungen
und integrierende Faktoren

Wir wollen nun etwas systematischer nach Losungen suchen.

Wir schreiben die Differentialgleichungen 1. Ordnung in der Form

p(x,y) +q(z,y)y’ =0, p,q stetigin A C R? (2.1)



oder auch

p(z,y)dx + q(x,y)dy =0 . (2.2)
Sie heiBt exakt in einem Gebiet A C R?, wenn es dort eine Funktion ¢(x,y) €
C! gibt mit
0o _ o
or p, 8—y =dq
oder
d¢ = pdx + qdy .

Wir nennen ¢ die Stammfunktion der Differentialgleichung.

Satz 3.2.1 Sei ([2.1) in A exakt und ¢ eine Stammfunktion. Dann ist jede
Cl-Funktion y mit ¢(x,y(z)) = ¢ eine Lisung, und jede Lisung von ([2.1) ist
von dieser Form.

Beweis: Sei y eine Funktion der genannten Art. Dann ist

o=%¢(x,y(x)) = 6u(2,y(®) + ¥ (2) 0y, y(x))

= p(z,y(r)) + 9 (z)q(z,y(x)) ,

also y Losung. Ist umgekehrt y Losung, so bestétigt die gleiche Rechnung,
daB %qﬁ(a:, y(x)) = 0 und damit ¢(z,y(z)) = c ist.

O

Aus Analysis II weifl man:

Satz 3.2.2 Ist A einfach zusammenhdingend und sind dort p, g € C', so ist
(2-1) genau dann exakt, wenn die Integrabilitits-Bedingung

9p _ %4

oy~ ou (2.3)
erfillt ist. In diesem Fall ist das Integral
(z,y)
¢(z,y) = / (pdz + qdy) (2.4)
(zo,y0)

vom Weg unabhingig und eine Stammfunktion von ([2.1).



Exakte Differentialgleichungen sind also elementar 16sbar.

Zum Beispiel ist die Differentialgleichung
122y + 3 + 62% =0 (2.5)

exakt in R?, denn es ist

0 0
—(12 3) = —(62%) = 122 .
5o (120y+3) = 2 (62) = 120
Eine Stammfunktion ¢ finden wir durch Berechnung des Integrals (B.4), wobei
wir als Integrationsweg die Gerade (z(t),y(t)) = t(z,y), 0 <t < 1 wihlen.
Dann wird

é(x,y) = 62y + 3z .
Die Losungen von (2.5) haben also alle die Form

_c—3x
y= 622

Ist (B.1]) nicht exakt, so kann man mit einer Funktion M # 0 multiplizieren
und die dquivalente Differentialgleichung

Mpdx + Mqdy =0
betrachten. Die Integrabilitats-Bedingung (B.3) lautet jetzt

0 0
a—y(Mp) = 6_x(MQ) (2.6)
oder
Myp — M,q = M(q, — py) -

Dies ist eine partielle Differentialgleichung fiir M. Kénnen wir auch nur eine
einzige Losung finden, ist (B.1) gelost. Wir nennen dann M einen integrie-
renden Faktor.

Betrachten wir wieder ein Beispiel. Die Differentialgleichung

vy +y—ay =0 (2.7)



ist nicht exakt, denn (B.3) ist verletzt. Multiplizieren wir aber mit M (y) =

1/y?, so entsteht
1

vyt =0
und diese erfullt (R.3) fir y # 0. Wir bestimmen die Stammfunktion (z.B.
durch Integration entlang des Weges (0, 00), (0,v), (y,z))
2
r
o(z,y) = " t3
und bekommen dann alle Losungen von (B.7) in der oberen (unteren) Halb-

ebene in der Form 5
T

c—ax?’

y =
Weitere Beispiele sind:

(a) Die Differentialgleichung III mit getrennten Variablen:

f(x)g(y)de — dy =0
M =1/g(y) ist integrierender Faktor.
(b) Die lineare Differentialgleichung

(a(x)y + s(z))dx —dy =0 .
Die Bedingung (.6) fiir einen integrierenden Faktor lautet
My(a(z)y + s(z)) + a(z)M = =M, .
Eine Losung ist M = e~ J" adz
(c) Die homogene Differentialgleichung V:
f(g)d:v —dy=0.
T
Die Gleichung (B.6) vereinfacht sich, wenn wir M = M (%) annehmen, zu
(f (w) = w)M'(u) + M f'(u) = 0,

und dies ist eine gewohnliche lineare homogene Differentialgleichung fiir M.



(d) Der Typ IV:
flax +by + ¢)de —dy =0 .

Die Bedingung (B.6) fiir M lautet, wenn man M = M (ax + by + ¢) annimmt,
bf'M+ (a+bf)M' =0.

Hieraus ist M sofort zu berechnen.



Kapitel 4

Lineare Differentialgleichungen

4.1 Lineare Systeme
Ein System von Differentialgleichungen der Form

vi(z) = an(@)y(z) + az(@)ye(z) + ... + a1n(2)yn(z) + s1(2)
Yo(z) = an(x)yi(z) + axn(z)ya(z) + ... + as(2)yn(z) + s2(2)
(1.1)

Un(@) = an(2)y1(2) + an2()y2(7) + - - 4 @ (2)yn(2) + sn(2)

heif3it linear. Wir schreiben kurz

mit den Vektoren und Matrizen

y1(x) a1 (z), ..., a1,(2) s1(z)
y(ﬂ?)( : ) A(l’)( : ) 8(1’)(3 )

Yn () an(2),. .., A () Sn()
Das System heifit homogen, falls s = 0, andernfalls inhomogen.
Wir studieren wieder die Anfangswertaufgabe

Yy =Ay+s, y(zo) =yo (1.3)

und beweisen



Satz 4.1.1 Seien A, s stetig (d.h. simtliche Elemente von a, s seien stetige
Funktionen von x) in I und xo € I. Dann gibt es eine Losung von ([I.3) in
CH(I). Sie ist eindeutig bestimmi.

Beweis: Nach Satz 11.4.2 gibt es zu jedem xg Ej eine Umgebung, in der
(L.3) eindeutig losbar ist. Wir miissen aber mehr zeigen, ndmlich, dafl die
Losung in ganz [ existiert. Dazu wiederholen wir den Beweis von Satz I1.2.1
unter den jetzigen Voraussetzungen. Es geniigt, den Satz fiir jedes kompakte
Teilintervall von I zu beweisen. Wir konnen also I als kompakt voraussetzen.

Wie frither schreiben wir ([.3) als Integralgleichung
y(@) = yo+ [ A©y(€)de
zo

und suchen dann statt einer Losung y € C*(I) von ([.J) einen Fixpunkt
y € (C(I))™ des Operators

(Ty)(@) =30+ [ AEy(E)de
o
Mit den Vektor- bzw. Matrizennormen
lyll = maxuil . (Al = mlhx 3 Jag|
j=1

in R™ haben wir die Norm
Iy = max [y(a)|
in (C(I))", die wir schon in II.4 verwendet haben. Wie dort bekommen wir
[Ty =Tzl < [I|Llly -z,
L = max|AGx)] .
Ist |[I|L < 1, so ist T kontrahierend in (C'(I))", und nach dem Kontraktions-
satz I1.2.1 gibt es genau einen Fixpunkt von 7. Dieser fiihrt zu einer Losung
von ([.3) in ganz I. Ist |[I|L > 1, so iiberdecken wir I mit endlich vielen
kompakten Intervallen I}, mit |Iz|L < 1. Dann sind die Anfangswertaufgaben
(7?) fiir xy € Iy in ganz [, losbar. Durch Zusammensetzen der Losungen in
I}, ergibt sich die Losung in 1.
(]



Bemerkung: Dieser globale Existenz- und Eindeutigkeitssatz 14t sich
auch beweisen - mit genau dem gleichen Beweis - fiir Systeme v = f(z,v),
welche einer globalen Lipschitzbedingung

If(z,y) = flz, 2 < Llly ==zl , VY (z,9),(z,2) e xR"
gentigen.

Wir betrachten nun das homogene System.

Satz 4.1.2 Die Liosungen des homogenen Systems ([I.3) (d.h. (I.3) mit s =
0) bilden einen Untervektorraum von (C*(I))™ der Dimensionn, den Lésungs-
raum. Isty(x,yo) die Losung der homogenen Anfangswertaufgabe ([I.3), so ist
Yo — y( - ,yo) ein Vektorraumisomorphismus von R" auf den Lésungsraum.

Beweis: Mit y, z sind offenbar auch ay + 6z, a, € R, Losungen des
homogenen Systems. Also bilden die Losungen einen Vektorraum, eben den
Losungsraum. Die Abbildung yo — y( -, yo) ist offenbar linear und injektiv.
Sie ist auch surjektiv. Denn ist y eine Losung und yo = y(zo), so ist ja
y = y( - ,y0). Also ist yo — y( - ,y0) ein Vektorraumisomorphismus und
damit die Dimension des Losungsraums n.

O

Nun kommen wir zu einigen Fragen der linearen Abhéngigkeit in (C'(I))",
welche manchmal zu Mifiverstdndnissen Anlafl geben. Die (vektorwertigen)
Funktionen yi,...,v, heiflen linear unabhéngig in I, wenn ayy; + --- +
WnYm = 0 in I nur fir oy = -+ = a,, = 0 moglich ist. Andernfalls hei-
Ben y1,...,ymn linear abhéngig in 1. Z.B. sind

()(3)

linear unabhéngig in (C(R))?. Trotzdem sind diese beiden Vektoren aber fiir
x = 1 linear abhéngig.

Fiir Losungen des homogenen Systems kann dies nicht eintreten. Die m
Lésungen vy, . .., yn, sind genau dann linear unabhéngig, wenn die Vektoren



y1(z), ..., Ym(x) fiir ein z € I linear unabhingig sind. Aus ajy;(z) + - +
AmYm(z) = 0 fiir ein z € I folgt ndmlich nach Satz 1.2 a1y; + - -+ anym = 0
in ganz [.

Aus Satz 1.2 folgt, daB mehr als n Losungen des homogenen Systems im-
mer linear abhingig sind, dafl es aber n linear unabhéngige Losungen gibt.
Jedes System von n linear unabhéngige Losungen vy, ..., y, nennen wir ein
Fundamentalsystem und fassen sie in einer (n,n)-Matrix

Y = (yla"'vyn)

zusammen. Jede weitere Losung des homogenen Systems l&8t sich dann in

der Form
C1

y=ayi+---+tey.=Ye, c=
Cn
schreiben. Y erfiillt die Differentialgleichung Y’ = AY'.
Mit jedem Fundamentalsystem ist auch Z = Y C' fiir jede konstante nicht-
singuldre (n,n)-Matrix C' ein Fundamentalsystem. Mit C' = Y ~!(zq) ist
Z(x¢) = I, die n-dimensionale Einheitsmatrix. Jedes weitere Fundamental-

system Y ist dann von der Form ZC mit einer konstanten Matrix C'. Die
Losung der homogenen Anfangswertaufgabe ¢y = Ay, y(zo) = yo ist dann

Yy = Zyo.
Man nennt W = det(Y") die Wronski-Determinate von vy, ..., yy.

Satz 4.1.3 Sei A stetig in I und vy, ...,y, Losungen der homogenen Glei-
chung y' = Ay mit der Wronski-Determinate W. Dann gilt

W' = Spur (A)W
mit Spur (a) = a1 + -+ + Gnn.

Beweis: Nach der Produktregel ist

d n
@det(y> = Zdet(yh‘-'ayi—17y£7yi+17"'7yn)
=1

n
= Zdet(ylv s 7yi—1>Ayiayi+la s 7yn) .
=1



Sei Z(z1,. .., 2,) ein Fundamentalsystem mit Z(x¢) = . Dann ist z;(z¢) = e;
der i-te Einheitsvektor, und an der Stelle z( gilt

b 4et(Z)]osy =

dx det(el, e, €i1, A(QZ‘())GZ‘, Citly---y Gn)

-

=1

= Eaii(xg) = Spur(A(zy))

= Spur(A(zo)) det(Z(xy)) -

3 |l

Ist C eine beliebige konstante (n,n)-Matrix, so folgt nach dem Multiplikati-
onssatz
d d
e det(Z0)|peey, = g det(Z)| =z, det(C)
xg)) det(Z(xzg)) det(C)

= Spur(A
xg)) det(Z(xo)C) .

(
= Spur(A(

Da jedes System von Losungen y1, . . ., y, in der Form Z(' geschrieben werden
kann und xq € I beliebig ist, folgt die Behauptung.

Folgerung: Durch Losen der Differentialgleichung fiir W folgt

W(.ZL') _ W(:L‘o)efmo Spur(A(e))de ‘

Insbesondere folgt: Die Wronskische Determinante eines Systems von Losun-
gen ist entweder in ganz I von Null verschieden oder identisch Null. n Lésun-
gen des homogenen Systems bilden also genau dann ein Fundamentalsystem,
wenn ihre Wronski-Determinante an einer Stelle # 0 ist.

Wir wenden uns nun dem inhomogenen System
Y =Ay+s (1.4)

zu. Wie im skalaren Fall (vgl. 1.4) gilt



Satz 4.1.4 Sei y, eine spezielle Losung von ([I.4). Dann hat jede Lisung
von ([I.4) die Form
y=y,+Yc , ceR". (1.5)

Beweis:  Offenbar ist ([.§) Losung von ([.4). Ist umgekehrt y Losung von
(L.4), so ist y — y, Losung des zugehorigen homogenen Systems und damit
eine Linearkombination des Fundamentalsystems.

Eine spezielle Losung y, von ([.4) kann man wie im skalaren Fall durch
Variation der Konstanten erhalten. Wir machen den Ansatz

vp(z) =Y (@)e(x) ,  ce(CI)".
Dann ist y, = Ay, + s gleichbedeutend mit
Yec+Yd =AYc+ s,

oder, wegen Y' = AY,
Y =s.

Da Y regulér ist, erhalten wir

d=Yls | c(x):/y—l(g)s(g)dg.

Damit ergibt sich als spezielle Losung von ([[.4)

yplw) =Y () [ Y H(€)s(€)de .

und als allgemeine Losung von ([.4)

y(@) = Y () {c+ / Y—1<f>s<s>ds} .



Insbesondere finden wir fiir die Losung der Anfangswertaufgabe y(xo) = 4o

y(z) =Y (z) {Yl(xo)yo + Yl(E)S(é)dﬁ} :

T

Beispiel: Wir betrachten das System

1 12
B=-n—Y , Y= 30t -t+l
x x X

fiir x > 0. Ein Fundamentalsystem fiir das homogene System ist
> —x2?logw
Y = ,
—z z(1+logx)

wie man sofort bestétigt. Es ist

In der Tat ist also

W' =32° = ix?’ = Spur(A)W .

Zur Losung des inhomogenen Systems bilden wir

v-1_ z%(ljtlogx) %logx
= .
und bekommen dann als spezielle Losung
[ i £log¢ 1 (log )?
wie)= [ ¥ 1(»:>s<é)d§:/(5 ) )déz ( 38 ) .
3

Als allgemeine Losung ergibt sich also

72 —2%logx 5(log z)?
y(z) = ( . > + c2 < $(1+10ggx) ) + ( 10533 ) '



Die Losung der Anfangswertaufgabe y;(1) = 0, y2(1) = 1 ergibt sich fiir
c1 =0,co=1, also

1
yi(z) = —x?logz + §(logx)2 , ye(z)=x+zxlogzr +logz .

Man sieht iibrigens, dal diese Losung in dem ganzen Intervall I = (0, 00)
existiert, in dem A stetig ist.

4.2 Systeme mit konstanten Koeffizienten

Ist die Matrix A(x) konstant, A(z) = A, so kann man ein Fundamentalsystem
explizit angeben. Wir werden zwei verschiedene Methoden durchfiihren, die
zum gleichen Ergebnis gelangen.

Dabei werden - auch fiir reelles A - komplexe Zahlen auftreten. Wir lassen
daher im folgenden von vornherein fiir A, y, s auch komplexe Gréfien zu.

Sei also eine Losung von
y = Ay , A konstante komplexe (n,n)— Matrix (2.1)

gesucht. Mit dem Ansatz y = e**¢c, ¢ € C", A € C, erhalten wir nach Kiirzung
um den Faktor e’

Ac = Ac.

Ist also A Eigenwert von A und c ein zugehoriger Eigenvektor, so ist y = ec

Losung von (B.1)).

Satz 4.2.1 A besitze n linear unabhdngige Figenvektoren cq,...,c, zu Ei-
genwerten Ay, ..., \,. Dann bilden
yi(z) = ¢ i=1,...,n

ein Fundamentalsystem von (2.1).



Beweis: Wir haben nur zu zeigen, dafl die y; linear unabhéngig sind. Dies
ist sicher der Fall, da schon die Vektoren

linear unabhéngig sind.

Leider haben nicht alle Matrizen n linear unabhéngige Eigenvektoren, so dafl

das Fundamentalsystem im allgemeinen verwickelter aussieht. Nehmen wir
z.B. die Matrix

Al O
Al
A=
1
0) A

Sie hat nur den Eigenwert A, und zu diesem nur einen einzigen linear un-
abhéngigen Eigenvektor, ndmlich den ersten Einheitsvektor. (B.1) lautet kom-
ponentenweise

yio= Aty
Ys = Ay2 +¥s
y’:’b—l = )‘yn—l + Yn
Dieses System konnen wir rekursiv losen (vgl. Aufg. 5). Eine Moglichkeit ist
Un — 6)\:0
Yno1 = xeM
2
Yn—2 = %eAz
"1 T
h = (7171)!‘5A ;

wie man durch vollstédndige Induktion sofort bestéatigt. Ein Losungsvektor ist
also

mnfl

(n—=1)!



Aber wir kénnen auch y, = 0 setzen und haben dann als letzte Gleichung
Yl 1 = A\yn_1. Dies fithrt zu der Losung

mn—2

(n—2)!

Auf diese Weise fortfahrend erhalten wir n Losungen, die wir spaltenweise in
einer Matrix zusammenfassen

1 x 22/2 - 2"/(n—1)!
01 = - 2"?%/(n—2)!
0o 1 - 2"3/(n—3)!
Y =M _ /<, ) (2.2)
0
: T
00 O 1

Wegen Y (0) = I ist Y ein Fundamentalsystem.

Mit (R.2) haben wir den allgemeinen Fall schon erledigt. In Lineare Algebra
IT zeigt man nédmlich, dal man jede (n,n)-Matrix A auf die Form
A 1
7 0 S
A=CJC™t, J= , Jp = o , k=1,...
0 J, R

(2.3)
bringen kann. J heifit Jordansche Normalform von A. Die Ji heilen Jordan-
Kastchen. Thre Dimension n, heifit Lange des Jordan-Késtchens. Jedes A
ist Eigenwert von A. Zu einem Eigenwert kann es mehrere Jordan-Késtchen
verschiedener Lange geben. Die Anzahl der Jordan-Késtchen zu einem Eigen-
wert ist dessen geometrische Vielfachheit (d.h. die Dimension seines Eigen-
raumes). Die Summe der Lingen der Jordan-Késtchen zu einem Eigenwert
ist dessen algebraische Vielfachheit (d.h. seine Vielfachheit als Wurzel der
charakteristischen Gleichung det(Al — A) = 0).



Satz 4.2.2 Seien A1, ..., \,, die paarweise verschiedenen Figenwerte von A
mit den algebraischen Vielfachheiten oy, ..., 0.,. Dann besitzt (2.1) ein Fun-
damentalsystem der Form

pre(x)eM® k=1,....m, £=0,...,0p,—1,

wobei die Komponenten der Vektoren pyxy Polynome vom Grade < ¢ sind.

Beweis:  Wir setzen y = Cz mit der Matrix C' aus (2.3). Dann erfiillt z
das homogene System

Z=Jz, J=CTAC. (2.4)
Spalten wir z auf geméfl J in z = (21,...,2,)7, 2, € C™, so lautet dies
2, = Jp2k s kE=1,...,r. (2.5)

Fundamentalsysteme Z; dieser Systeme haben wir in (2.2) berechnet. Sie
sind von der Form

Z), = eMQu(x) M€ {0 ),

wobei die Elemente in der /-ten Spalte von ) Polynome vom Grade < £ in
x sind. So kommen wir zu dem Fundamentalsystem

eXle1<x)
7 =
eA/Ter(:L')

von (B.4). Das Fundamentalsystem Y = C'Z von (B.1]) hat wegen ny < oy die
behauptete Form.



4.3 Matrizenfunktionen

Sei .
flz) =" epa®
k=0

eine fiir |z| < r absolut konvergente Potenzreihe. Fiir eine (n,n)-Matrix A
mit ||A|| < r hat dann

fA) = ¥ et (3.1)

einen Sinn. Denn es ist
1D AR <D el AR <D ferll|ANF
k=¢ k=¢ k=¢

Damit sind die n? Reihen in (B.1]) konvergent, und (B.1) stellt eine wohldefi-
nierte (n,n)-Matrix dar.

Als Beispiel betrachten wir die Exponentialfunktion
6A _ i l Ak
N kU
k=0

Sie konvergiert fiir jede Matrix A. Wir haben folgende Rechenregeln:

e =T,
6)‘1 )\1
ed = , A=
en An
CTAC = oleAC (3.2)
eME = 4¢P falls AB = BA
(eA)—l — e—A
d
d_eAa: — AeAw
T

Dies bestétigt man genau so wie im skalaren Fall.



Aus der letzten Formel in (B.J) sehen wir, daf Y (z) = e® ein Fundamental-
system von 3’ = Ay ist. Wir wollen dieses Fundamentalsystem mit dem in
§2 gewonnenen vergleichen.

Zundchst nehmen wir an, daf§ A - wie in Satz 2.1 - n linear unabhéngige

Eigenvektoren cy,...,c, zu Eigenwerten \q,..., A, hat. Es ist dann
A1 (@)
A=CAANCT' | A=
@) An

Nach (B.9) ist
e = CerC7! = (eM7¢y, ..., eM%c,) 0.

Bis auf den Faktor C~! erhalten wir also genau das Fundamentalsystem aus
Satz 2.1.

Im allgemeinen Fall haben wir die Jordansche Normalform

Ji O
A=CJC™t | J = ,
O J,
eAz —_ Cercr—l
Es ist
ell
el = ,
Jr

und wir miissen also nur noch e’ berechnen. Mit

1 O
0) 1 o1



haben wir

0 0 1 O
0 0 1
2 . . . . . ng—1 0 Ng
Nk: .. .1 ""7Nk = ' . , Nk =0.
0 0 0
O 0
Da I, Nj vertauschbar sind, folgt nach (B.2)

ne—1

1
Apx L, 0
= e gEO_E!Nkm .

Setzen wir nun

1
Pk7[($> = EN]fl‘e s

so sind die P, in der Spalte ¢ Polynome vom Grade ¢ < o}, und wir haben
nach Riicktransformation in e?* - wieder bis auf den Faktor C~! - genau das
Fundamentalsystem aus Satz 2.2.

Die Losungsformel fiir das Anfangswertproblem der inhomogenen Gleichung,
also

Yy =Ay+s, y(z0) = yo

schreibt sich nun einfach als

y(z) = ey, 4 / e s (g)de .
To

4.4 Lineare Differentialgleichungen héherer Ord-
nung

Jetzt betrachten wir die Differentialgleichung

y™ 4 a1 (2)y" Y 4 ag(n)y = s(z) (4.1)



wobei die Funktionen a;, s wieder in einem Intervall I stetig seien. In 1.2.4
haben wir gesehen, dafl wir genausogut das System 1. Ordnung

0 1 0 - 0 0
0 0 1 0 -~ 0

Y = y + (4.2)
0 . 0 1 0
—ay e —Qp-1 §

betrachten konnen. Sei Y ein Fundamentalsystem von ({£.2), d.h.

yl e yn
Y Yn
Y = ) .
n—1 n—
Y oY
Wir nennen dann die Funktion vy, ..., y, ein Fundamentalsystem von ({.1)

und W = det(Y') seine Wronski-Determinate. Aus Satz 1.3 folgt sofort
Wiz) = —ana(x)W(z),

—fan—l(é)dé
Wi(z) = Wi(xge = : (4.3)

Die inhomogene Gleichung ([.1) kann wieder durch Variation der Konstanten
gelost werden. Diese nimmt jetzt die Form

Yy = c(z)y + -+ a(@)yn
y = ()Y + -+ c(a)y,
gy = @™ o+ ea(x)yY

an und fithrt zu dem Gleichungssystem

a@y 4+ o+ Gy = 0
a@y,  + o+ Gy, =0

n—1 n—
Ay + o+ dlay) = s



fiir die ¢;(x). Die Determinante dieses Systems ist gerade die Wronski-Determinate

des Fundamentalssystems y1, ..., y,. Sei W; die Wronski - Determinante des
Losungssystems 41, ..., Yi—1, Yit1, - - - Yn, also
yll o Yie yf“ T y?/z
W, = det | e Y o
= s e

Dann folgt nach der Cramerschen Regel

) = (1)"s(a) g

Damit ergibt sich als Losung der inhomogenen Gleichung ([.1])

n

@) = S ta) [ €) ey de (44)

Seien nun die Koeffizienten ay, . .., a,—1 in (£.1)) konstant. Durch Riickfithren
auf (£.2) konnten wir ein Fundamentalsystem fiir (£.1) mittels Satz 2.2 an-
geben. Die direkte Behandlung von ([.1)) ist aber einfacher. Wir machen fiir
die homogene Gleichung ({.1) (d.h. s = 0) den Ansatz y = e**. Dieses y ist
offenbar genau dann Loésung, wenn

A+ @y N dayFag=0. (4.5)

Hat diese Gleichung n paarweise verschiedene Wurzeln Aq, ..., A, so hat man
ein Fundamentalsystem der Form

mit Wronski-Determinante

W(z) = et tAn)z H()\z —\) .

1<j

Dies entspricht dem Satz 2.1.



Wir wollen nun annehmen, A sei eine Wurzel der Vielfachheit 2 von ({£.5).
Dann ist neben ({.5) auch noch

nA" 4 (n—Da, A" 2+ +a; =0 (4.6)
erfiillt. Dies bedeutet aber, dal y = xe*® Losung ist. Denn es ist ja
y ) = Nege® 4 pARleM k=0,1,...,n,

und Einsetzen in ([.T) zeigt unter Benutzung von ({.5), (£.6), dafl y tatsichlich

Losung der homogenen Gleichung (f.1) ist. Also haben wir zu A schon zwei

- offenbar linear unabhéngige - Losungen.

Ist A sogar eine Nullstelle der Vielfachheit 3, so gilt auch noch
nn—DAN"24+n—-1Dn—-2)A\" 3 +...4+2a,=0.

Wie oben sieht man, da nun y = x2e* eine Losung ist. Allgemein findet

man fiir Wurzeln )\ der Vielfachheit ¢ die Losungen
e e L a7 e

Damit haben wir das Pendant zu Satz 2.2.

Satz 4.4.1 Die Gleichung ([{.J) habe die paarweise verschiedenen Wurzeln
Ay ey A mit den Vielfachheiten oy, ..., 0,,. Dann bilden die n Funktionen

, k=1,....m, {<oy (4.7)
ein Fundamentalsystem fiir ({.1).

xfe)\ka:

Beweis: Dieser konnte dadurch geschehen, dal man die Wronskische De-
terminante der n Funktionen ([.1) berechnet. Einfacher ist aber ein Riickgriff
auf Satz 2.2. Nach diesem Satz muB es ein Fundamentalsystem der Form (f£.7)
geben - eventuell mit anderen Polynomen p;, vom Grade < ¢ an Stelle von
2,0 =0,...,0,—1. Diese miiBten aber linear unabhiingig sein, weil sonst die
Funktionen py, ¢ e keinen Unterraum der Dimension n aufspalten kénnten.
Also liefien sich die z* aus den py, £ =0, ...,04 — 1, linear kombinieren.

O



4.5 Differentialgleichungen mit Singularititen

In der mathematischen Physik treten hiufig lineare Differentialgleichungen
2. Ordnung auf, deren Koeffizienten an einer Stelle - etwa 0 - Pole haben. Sie
sind von der Form
y' + }Lx)y' + &f)y =0. (5.1)
x x
Dabei sind p, g in einer Umgebung von 0 in Potenzreihen entwickelbar. Es
ist also

px) = pt . qlz)=>qz", |z|<r.
/=0 £=0

Das einfachste Beispiel einer solchen Differentialgleichung ist die Eulersche

Gleichung

y”+@y'+q—gy20.
T T

Mit dem Ansatz y = x” erhalten wir
p(p—1)+pop+q=0. (5.2)
Hat diese Gleichung zwei verschiedene Wurzeln p;, ps, so sind
vy =z , yp=2z" (5.3)
jedenfalls fiir z # 0 Losungen. Thre Wronski-Determinante ist
W(zx) = (py — pr)a 77t

so daB also (pb.3) fiir p; # p; ein Fundamentalsystem ist. Dem Falle p; = ps
ndhern wir uns durch Grenziibergang p, — p;. Wir bilden

. 1
lim
pP2—P1 P2 — P1

(ajpz _ xpl) — d_xﬂ|p:p1 — logw . Pt
P

und wir vermuten daher, daf§ in dem Fall p; = p, = p
y1 =12 , y,=logx-a’ (5.4)
ein Fundamentalsystem bilden. Dies ist leicht verifiziert:
yp = 2*" (1 +plogz) , yy =a"*(2p— 1+ p(p—1)logz),

po, 4 -
vs -yt = 2 (0 = D+ pop + qo) log w + 20 — 1+ po) -



Der Faktor von log z verschwindet wegen (5.2), und 2¢ — 1 + py = 0 wegen
1-po

p == im Falle p; = py = p.
Die Wronski-Determinante von (5.4) berechnet sich zu
W(z) = 2?1,

Also ist (b.4) tatséchlich ein Fundamentalsystem.
Fiir die allgemeine Gleichung (b.T) macht man den Ansatz

y==1") am’ (5.5)
(=0

und versucht p und die Koeffizienten a, so zu bestimmen, daf8 (5.1) erfiillt
ist. Wir berechnen zunéchst

y = > (p+ 0)ax
=0

y' = a2y (p+L=1)(p+ Hagz’
=0

und setzen dies in (5.1) ein. Nach Kiirzung um den Faktor z#~2 ergibt sich

SNp+L—1)(p+Oax" + > pra® > (p+ Oaez’ + > g™ axt =0.
=0 k=0 =0 k=0 =0

Der Faktor von z™ in dieser Summe ist
(p+m—1)(p+m)am + > (p+ O)awpm—e+ Y wGm— -
=0 £=0

Wenn y eine Losung sein soll, mufl dieser verschwinden. Fassen wir die Ko-
effizienten von a,, zusammen, so bekommen wir also

m—1

((p+m—1)(p+m)+ (p+m)po-+a0)am+ 3 (04 Opmi+ms)ac =0 . (5.6)
(=0

Dies ist eine Rekursion fiir die a,,. Fiir m = 0 lautet sie

((p—=1)p+ ppo+ qo)ag =0



Wir wihlen p als Nullstelle von (5.9) und kénnen dann ag = 1 setzen. Danach
kénnen wir die a,, der Reihe nach aus (b.6) bestimmen, falls

(p+m—=1)(p+m)+ (p+m)po+q #0, m=12.... (5.7)

Wir wollen nun annehmen, die Wurzeln p;, ps seien so geordnet, dafl Re p; >
Re ps. Fiir p = p; ist (b.7) dann immer erfiillt. Denn in diesem Fall ist p;
die Wurzel von (5.2) mit dem groBten Realteil, so dafl also p; +m fiir m > 0
keine weitere Wurzel von (5.2) sein kann und p; damit (5.7) erfiillen mu8.
Fir p = p; mufl man aber zusétzlich fordern, dafl nie py + m = p; wird.
Damit haben wir

Satz 4.5.1 Seien p1, pe die - miglicherweise zusammengfallenden - Wurzeln
von (5.3), und sei Re py > Re ps. Fiir p = p; kann man dann die Koeffi-
zienten ap, in ([0.9) so bestimmen, dafi ag # 0 und (B.1) formal (d.h. ohne
Nachpriifen der Konvergenz von )) erfiillt ist. Dies kann durch rekursives
Auflosen von ([5.5) geschehen.

Fiir p = po gilt dies nur, wenn p; — ps nicht ganzzahlig ist.

Bemerkung:

1) Konvergiert die aus (b.5) berechnete Reihe fiir |z| < 7, so stellt sie dort
eine Losung dar. Denn eine Potenzreihe konvergiert innerhalb ihres Konver-
genzbereiches, einschliefllich sdmtlicher formal differenzierter Reihen, absolut
und gleichméBig.

2) Im Fall p = py, p1 — p2 ganz hat man keine Losung der Form (B.5)
mehr. Wie auf Grund des Beispiels der Eulerschen Differentialgleichung zu
vermuten ist, mufl man an Stelle von (b.5) den Ansatz

oo o0
y=az"logz Y apx’ + xP? > bext
{=0 £=0

machen. Dies wollen wir nicht weiter verfolgen. Als Beispiel behandeln wir

die Besselsche Differentialgleichung

1 2 _ .2
y,,+_y,+x 2” y=0, v >0 reell. (5.8)
T T




Die Gleichung (5.2) fiir p lautet p? = 2, also p; = v, po = —v. (5.0) lautet

fiir p = p1
m2v+m)a, + amo = 0 , m>2,

(21/ + 1)@1 =0
Mit ag = 1 folgt
_ =™

CAmml(v+m) - (v + 1)

Aom ,  Qomy1 = 0.

Mit Hilfe der I'-Funktion kann dies eleganter geschrieben werden. Es ist I'(z+
1) = 2I(z), also

F'v+m+1)=w+m)---(v+1)I'(r+1)
und damit
(—1)"I(v+1)
mI'(v+m+1)
Dividieren wir noch durch 2"T'(v + 1), so ergibt sich als Losung von (b.§)

Jo(@) = (g)v > m!F(z(/_i)rZ—F 1) (g)% '

m=0

Ao2m =

J, heifit Bessel-Funktion 1. Art der Ordnung v. Ist v nicht halbzahlig, so
bilden J,, J_, ein Fundamentalsystem von (b.§). Ist v halbzahlig, so tritt an
Stelle von J_, die logarithmusbehaftete Bessel-Funktion 2. Art Y, auf.

4.6 Die Laplace-Transformation

Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten lassen sich auch durch
Laplace-Transformation 16sen. Diese Rechenmethode fiihrt zwar letzten En-
des zu den gleichen Resultaten wie die in §5 beschriebenen Methoden. Sie ist
aber bei Anwendern beliebt und weit verbreitet und soll daher kurz geschil-
dert werden.



Sei f eine Funktion auf [0, c0). Dann heift

o0

F(s) = / e~ f(t)dt (6.1)

0

die Laplace-Transformation von f. Man schreibt auch
F=Lf , F(s)=L{f(t)}, fo—>eF

Wir bezeichnen die Laplace-Transformation immer mit dem jeweiligen Grof3-
buchstaben. Andere (z.B. Doetsch, G.: Anleitung zum praktischen Gebrauch
der Laplace-Transformation. 2. Auflage, Oldenbourg, Miinchen 1961) machen
es gerade umgekehrt.

Existiert das uneigentliche Integral (b.1) absolut fiir ein s, so konvergiert es
absolut fiir alle grofleren s. Sei o das Infimum aller Werte von s, fiir welche
(6.1)) absolut konvergiert. o heifit Konvergenzabzisse. Beispiele:

1) f=1,F=21

2) f=e" F = ﬁ Durch Differentiation nach a folgt sofort das Paar
te" o——e ﬁ Weiter folgt durch Differenzbildung

1 1 at bt

&—O ¢ —¢€

s—a s—b

oder 1 1
at bt
(s —a)(s—10) Oa—b(e er)-

Es folgt das Paar sinhat o——e 5%—.

3) f=cosh at, F(s) = %%

s2—a2"

0 s =He-o={§ L2

, sonst ,




6) f(t)=H(t)—2H(t —a) + 2H(t — 2a) — + - --

1
F(s) = “(1—2e% 427205 —2¢7%%  —...)

s
1 = k _—aks

= = 22(—1) e —1
S\ ko
1 2 11— 1

_ _( _1>_— N
s \1+4e9s s 1+ esa S 2

7) f=4(t —a), § = Diracsche §-Funktion
d(t) =0, t+#0,aber [d(t)dt =1, oder, allgemeiner,

[ o) syt = £(0) .

Durch Anwendung dieser Regel erhélt man F' = e™*%.

8) f(t) = sin(at)

F(s) = / e~ sin(at)dt =

a

s2 + a?



Wir stellen nun die Eigenschaften der Laplace-Transformation in einem Satz
zusammen.

Satz 4.6.1 Sei F = Lf. Dann gilt
(1) LI® = $+F(s) - $1£(0) — $2/(0) — --- — fOD
(2) L{f(at)} = LF(2)
(3) L{ef(1)} = F(s — a)
(4) L{F(t — a)H(t — a)} = e F(s)

Beweis:

(1) Durch partielle Integration erhélt man

o0

[ 9wt = s [ et D@y - 14 0)
0

0

und das Resultat folgt durch rekursive Anwendung dieser Formel.

Die weiteren Aussagen (2)-(4) verstehen sich von selbst.

Beispiele:

1) Aus te™ o——e (8+ folgt aus (1)

a)?
s

sofort (1 + at)e™ o——e oy

2) Aus sinat o——e % folgt aus (1)

sofort cosat o——o —2.
s“4a



Fiir zwei auf [0, 00) definierte Funktionen f, g fithren wir die Faltung

(f +)(t) = [ f(t = )g(r)dr

ein. Ihre Beziehung zur Laplace-Transformation ist fiir die Anwendungen von
grofler Bedeutung.

Satz 4.6.2 Sei F' = Lf und G = Lg. Dann ist

L(fxg)=FG.

Beweis: Es ist

o0

[« o)tydt =

0

et / F(t — T)g(r)drdt

o0

g(r) [ e f(t = )dudr

T

g(T)e " F(s)dr = F(s)G(s)

I
S g O —g °—g

Wir kommen nun zur Frage der Umkehrung der Laplace-Transformation: Ist
f durch F' = Lf eindeutig bestimmt? Dies ist in der Tat der Fall, ist aber
mit unseren Mitteln schwer zu beweisen.

Satz 4.6.3 Sei F' = Lf. Dann gilt fiir x > o

z+100

f(t):% [ e F(s)yds = £ (F(s))

T—100



Beweis: Siehe z.B. Doetsch.

Die inverse Laplace-Transformation £~! kann man durch Tafeln (z.B. Doetsch,
G.) oder numerische Methoden gewinnen.

Sei nun die Anfangswertaufgabe

j+ay+by=f , yO0) =w, y0)=u

in t > 0 vorgelegt. a, b seien konstant. Mit den Laplace-Transformationen Y,
F von y, f erhélt man sofort

s*Y — syo —y1 +a(sY —yo) +bY = F |

also

(s +a)yo +y1 + F(s)

s?+as+b '
Durch inverse Laplace-Transformation bekommt man nun y. Die Losung ei-
ner Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten wird also durch die
Laplace-Transformation auf rein algebraische Manipulation zuriickgefiihrt.

Y(s) =

Beispiele:

1) §—65+9 =0, y(0)=1, y(0)=0.

Durch Laplace-Transformation entsteht

Y —s—6(sY —1)+9Y =0 ,
s—6 s—6 s 6

22—65+9 (s—3)2 (s—32 (s—3)72°

Y(s) =

Ein Blick auf unsere Beispiele - oder, besser, in einschlidgige Tabellenwerke
der Laplace-Transformation - zeigt

y(t) = (1 +3t)e¥ — 6te® = (1 — 3t)e™

2) §+4y=cos2t , y(0)=0, §(0)=1



Laplace-Transformation liefert

s
s244"7

1 S
Vis) = — (1 :
(5) s2+4s( +82+4)

Diese Funktion zerlegen wir in Partialbriiche. Es folgt

11 Los 1 1 1
20 s+4 20 s2+4 5 s2+4  s(s+4)

$2Y —1+44sY =

Y(s)

Auch hier reicht zur Riicktransformation unser Vorrat an Laplace-Transformationen
aus. Wir finden

1 1 11 1
y(t) = 2—06"“ ~ 50 %% 2t + 3 sin 2t + Z(1 — e
1 1 4 1 . 1
= - — Z€ + —sin2t — — cos 2t .
4 5 10 20

Wir betrachten jetzt die allgemeine Gleichung n-ter Ordnung mit homogenen
Anfangsbedingungen, also

y(n) + an—ly(n_l) + o4 apgy = f ,

(6.2)
y(0) =y (0)=--=y"D(0)=0.
Sie geht durch Laplace-Transformation {iber in
P(s)Y(s) = F(s) , P(s)=8"+an 18" +---+ao.
Mit @ = 1/P folgt
Y(s) = Q(s)F(s) (6.3)

Mit () e———o ¢ ergibt sich nach Satz 6.2 y = ¢ * f oder

y) = [t =) f(r)dr .

Fir f(t) = 6(t —t,) ergibt sich also y(t) = q(t — t9). q(t — to) ist also
die Reaktion des Systems auf einem Impuls zur Zeit ty. ¢ heifit daher auch
Impulsantwort.



In der Ingenieur-Literatur bezeichnet man @ als die Ubertragungsfunktion
des durch (b.3) beschriebenen linearen Systems. Man betrachtet dieses Sy-
stem als “black box” und charakterisiert es durch seine Ubertragungsfunkti-

on:
= Q J—v

Durch Hintereinanderschalten zweier Systeme mit Ubertragungsfunktionen
@1, Q)2 entsteht ein neues System

F—] Q |5 Q |—2

Fiir die Laplace-Transformation gilt
Y=01F , Z=Q)Y , also Z=0QQF .

Damit wirkt das zusammengesetzte System wie ein einfaches mit der Uber-
tragungsfunktion ()1Q)s. Auch Riickkoppelungen kann man leicht behandeln.
Betrachten wir z.B. das zusammengesetzte System

=L | —vy

e

Durch Laplace-Transformation entsteht

@1
1 —01Qs

Das riickgekoppelte System ist also dquivalent einem einfachen System mit
Ubertragungsfunktion @1 /(1 — Q1Q2).

(F+Q@QY)Q1 =Y , also Y = F



Kapitel 5

Randwertaufgaben

5.1 Randwertaufgaben fiir lineare Systeme 1.
Ordnung

Bei Anfangswertaufgaben stellt man Bedingungen an die Losungen von Dif-
ferentialgleichungen in einem einzigen Punkt, eben dem Anfangspunkt. Bei
Randwertaufgaben stellt man Bedingungen an die Endpunkte eines Intervalls
[a,b]. Fiir ein lineares System 1. Ordnung

y+Q@y=f(z) , a<z<b (a) (1.1)
konnten diese etwa lauten
Ay(a)+ By(b) =g (b) (L)

mit (n,n)-Matrizen A, B und dem n-Vektor g. ([.1) heifit Randwertaufgabe.
Fiir f =0, g = 0 heifit ([.T) homogen, andernfalls inhomogen. Wir wollen @),
f als stetig in [a, b] voraussetzen. Da die Losungvon ([[.1)(a) n freie Parameter
enthélt, wird man vermuten, daf8 ([.T) nur dann eindeutig losbar ist, wenn
(L1)(b) mindestens n Bedingungen enthélt. Man wird also

Rg(A,B) =n

voraussetzen. Aber auch dann ist eindeutige Losbarkeit nicht gewahrleistet,
wie man an dem Beispiel



1
sieht. Es ist nur losbar fiir [ fdx = 0, und in diesem Fall nicht eindeutig.
0

Satz 5.1.1 Entweder das inhomogene Problem ([I.1) hat fiir jede Wahl von
f, g eine eindeutig bestimmte Léosung. Oder aber das homogene Problem be-
sitzt eine Losung, die nicht identisch in [a,b] verschwindet.

Beweis: Sei Y ein Fundamentalsystem von ([[.1))(a). Dann la8it sich jede
Losung von ([L1)(a) in der Form

y(z) = Y (2) {c+ / Y-1<s>f<s>ds} (12)

schreiben mit einem konstanten Vektor c. Diese Losung erfiillt genau dann
(L1)(b), wenn ¢ das lineare Gleichungssystem

(AY (a) + BY (b)) = g — BY (b) [ Y (€)f(€)d (13)

lost. Ist AY (a) + BY (b) nicht singulér, so ist ¢ und damit y eindeutig be-
stimmt. Ist andererseits AY (a) + BY (b) singulér, so gibt es ein ¢ # 0 mit
(AY (a) + BY (b))c = 0. Die Funktion y = ¢Y erfiillt dann das homogene
Randwertproblem ([L.1)).

Satz 5.1.2 Das homogene Randwertproblem ([I.1) besitze nur die triviale
Lésung. Dann gibt es eine (n,n)-Matriz G(x, &) mit folgenden Eigenschaften:

1) G(xz,&) ist stetig fir v < & und fir z > &
2) G(x,x+0) — G(z,x —0) = -1
3) Fir jedes f ist



b

y(@) = [ Gz, ©)f(€)de (14)

a

Lésung von ([I.1) fir g = 0.

Beweis: Nach ([.2), ([.3) hat die eindeutig bestimmte Losung von ([L.1))
fiir g = 0 die Form

y@) = Y(@e+ [Y@)Y (©F(©de,

¢ = —<AY(a)+BY<b))-1BY(b)/Y-1f<g)dg.

Dies kann man in der Form ([.4) schreiben mit einem G der genannten Art.

O

Die Funktion G heifit Greensche Funktion der Randwertaufgabe ([[.1)).

5.2 Randwertprobleme linearer Differential-
gleichungen
h6éherer Ordnung

Wir kénnen nun Randwertprobleme der Art

y™ 4 p iy V4 fpy = f

(2.1)
n—1
Z(akgy(f)(a) + bkgy(e)(b)) = g, k=0,...,n—1
=0
mit in [a,b] stetigen Funktionen py,...,p,—1, f und Zahlen ags, by, gr be-

trachten. Durch Uberfiihren in ein System 1. Ordnung bekommen wir sofort



Satz 5.2.1 Entweder (2.1) ist fiir jede Wahl von f, g eindeutig losbar. Oder
das homogene Problem (2.1) (d.h. f = 0, g = 0) hat eine nichttriviale

Lésung.

Wir wollen die Greensche Funktion zu (R.1) berechnen. Sei yi,...,y, ein
Fundamentalsystem. Dann ist nach IV.4.4 die allgemeine Losung

V() = > { R EGH dg}

mit der Wronski-Determinante W von vy, ..., ¥y, und den aus W durch Strei-
chen der i-ten Spalte und letzten Zeile entstandenen Determinanten W;. Die
¢; werden bestimmt durch die Randbedingungen in (B.1) mit gy = -+ =
gn—1 = 0. Ist das homogene Problem (R.1)) nur trivial lésbar, sind sie eindeu-
tig bestimmt und lassen sich in der Form

i = é%‘j/bf(ﬁ)

schreiben. Damit nimmt y die Form

W;(€)
wie)®

an mit
& Wie) | | @)t e <,
G(x,8) = > vigyi(w) To2e +4 = we)
132:21 ’ W) 0 , E>x.

Es gilt also fir k=0,...,n—1

ora oka 1 k) ,

- = - - —0)=— \ —1\* . .

s (17 +0) = G a — 0) = e S P @) ()W)

Fir £ = n — 1 ist die Summe gerade die Entwicklung der Determinanten
nach der letzten Zeile. Fiir k < n ist die Summe die Entwicklung der Deter-
minanten W deren letzte Zeile durch ihre k-te Zeile ersetzt wurde und damit
verschwindet.

Damit haben wir bewiesen



Satz 5.2.2 Das homogene Problem (2.1) besitze nur die triviale Ldsung.
Dann gibt es eine Funktion G(x,&) mit folgenden Eigenschaften:

1) G(z,&) ist n mal stetig differenzierbar fir x < & und fir x > §.

2)
8Gn_1 aGn—l

(2,2 +0) — W(

S z,x —0)=—1

3) Fiir jedes f ist
b
y(@) = [ Gle,&)f()de
die Losung von (2.1) mit go =+ = gn_1 = 0.

Die Funktion G heiit wieder Greensche Funktion des Problems (2.1)). Die
Ingenieure nennen sie auch “Einflulfunktion”. Thre Bedeutung wird klar fiir
f(z) = d(z — xp). Die “Losung” von (.1)) ist dann

y(@) = [ Gle,£)3(¢ —20)dE = Gla,z0)

Natiirlich ist y nicht Losung in unserem Sinne, weil y nur n — 1 mal stetig
differenzierbar ist. y ist eine verallgemeinerte Losung.

Beispiele: Wir betrachten die Randwertaufgabe

V' +py +py = f in a<zx<b,
y(a) = y(b) = 0.

Sei y1, y2 ein Fundamentalsystem mit y;(a) = 0, y2(b) = 0.

Wire W = yjya — yhys = 0 fur ein z € [a,b], so wire W tiberhaupt 0,
insbesondere also bei a, also y}(a)y2(a) = 0. Es kann nicht ¢ (a) = 0 sein, da
sonst y; = 0 wére. Also ist yo(a) = 0 und damit y, Losung der homogenen
Aufgabe. Ist diese also nur trivial l6sbar, so mufl W # 0 sein.



Nach IV.4.4 ist dann
y(z) = / G y2 d5+ / G

Losung der Randwertaufgabe. Also ist

_ 1 yi(@)y2(§) , §>z
o) = W(z) { ya(z)y(§) , E<z.

Im Falle p; = py = 0 haben wir y;(z) = = — a,

z)=b—x, W =a—b,also

y2(
1 [ (r—a)b—¢)
SC b{<b a6 | oo

Sie beschreibt die Auslenkung einer bei a, b fest eingespannten Saite unter
einer Last an der Stelle {. Hat man eine verteilte Last f (), so ergibt sich die
Auslenkung durch Uberlagerung zu

b

JEEHHGES

a



5.3 Eigenwertprobleme
Das zu (R.1)) gehorige Eigenwertproblem lautet

v Ay Ve py = Ny, a<a<b
(3.1)

n—1

S (ke (a) + by ®@®)) = 0 , k=0,...,n—1.

£=0

Gesucht sind Zahlen A, fiir welche (B.1)) eine nichttriviale Losung y hat. Solche
A’s heien Eigenwerte, die zugehorigen y’s Eigenfunktionen von (B.1)).

Wir betrachten den Spezialfall

—y" = Xy in [0,7],
(3.2)
y(0) = 0, y(m)=0.

A = 0 ist sicher kein Eigenwert. Fiir A # 0 ist sin v/ Az, cos v/Az bei beliebiger
Bestimmung der Wurzel ein Fundamentalsystem. Also hat jede Losung der
Differentialgleichung die Form

y=c sinVAz+cy cosVAz .

Die Randbedingungen ergeben c; = 0 und c; sin VAT = 0. ¢; = 0 fiihrt zur
trivialen Losung. Fiir ¢; # 0 folgt v/ A = k mit ganzem k. k = 0 ergibt wieder
die triviale Losung. k = 41, +2, ... ergibt die Eigenwerte und Eigenfunktio-
nen

2
e = k* yp(z) = /= sinkr, k=1,2,....
7T

(B-2) hat also unendlich viele Eigenwerte \; und zu jedem Eigenwert genau
eine lineare unabhéingige Eigenfunktion .

Aber (B.3) hat noch viel mehr Struktur. Fiihren wir den Hilbertraum
H = Ly(0,7) ein, also den Raum der quadratintegrierbaren Funktionen auf
(0, 7) mit dem inneren Produkt

™

(u,v) :/ uodz .

0



Dann bilden die y; ein Orthonormalsystem in H, also

e — 1 E=L
YY) =1 0 | sonst .

Dieses Orthonormalsystem ist {iberdies vollstéandig, d.h. fiir jedes y € Lo (0, )
gilt

yzzckyk ) ek = (Y, Yk) -
k=1

Damit besteht eine vollsténdige Analogie zum Eigenwertproblem reell - sym-
metrischer Matrizen der Ordnung n. Diese haben n Eigenwerte, und die zu-
gehorigen - passend gewéhlten - Eigenvektoren bilden eine orthonormale Ba-
sis in R".
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