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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit dem inversen Problem der Wellengleichung,
die die Schallausbreitung in einem Medium beschreibt, das sich — verglichen mit der
Schallgeschwindigkeit — langsam bewegt.

Dieses Problem ist motiviert durch die Anwendung bei der Schallpyrometrie, einer
Technik zur akustischen Messung von Temperaturen in Feuerrdumen von Kohlekraft-
werken und Miillverbrennungsanlagen. Am Ende dieser Einleitung gehen wir auf die
Schallpyrometrie genauer ein.

Wir werden in Kapitel 2 die Differentialgleichung

Ust + 2v0(2) - Vuy &2 () Au = g(z, 1) (1.1)

herleiten, die die Schallausbreitung in einem bewegten Medium in einem Gebiet 2 € R"”
nédherungsweise beschreibt. Der Vektor vg(x) beschreibt die als stationdr angenommene
Mediumsgeschwindigkeit im Punkt x, ¢(x) ist die Schallgeschwindigkeit und ¢(x,t) die
Schallquelle. « beschreibt den Schalldruck, also die Verdanderung des Druckes in (x,1)
aufgrund der Schallwelle.

In Kapitel 3 beweisen wir im Detail die eindeutige Losbarkeit des Anfangs— Rand-
wertproblems zu Gleichung (1.1) mit homogenen Neumann-Randbedingungen und ge-
eigneten Anfangsdaten. Hierzu formulieren wir die Gleichung zunédchst abstrakter und
verwenden ein Galerkinverfahren fiir den Existenzbeweis und Energieabschédtzungen fiir
die Eindeutigkeit. Anschlieflend betrachten wir die Regularitat der Losungen von (1.1)
bei starkeren Glattheitsanforderungen an die Koeffizienten und die Inhomogenitat. Wie-
derum erhalten wir eine ,Energieabschiatzung® fiir die Losung u, die auch die Ableitun-
gen hoherer Ordnung berticksichtigt. Diese Aussagen zu (1.1) konnten in der Literatur
nicht fiir den Fall vg(2) # 0 gefunden werden.

Fiir die Anwendung interessant ist eine Betrachtung des Schallaufwegs bei einer
Laufzeitmessung. Dies ist der Pfad, auf dem der zuerst beim Mikrofon ankommende
Teil der Schallwelle gelaufen ist. Aufgrund der Fermatschen Beugung ist dies im allge-
meinen nicht die geradlinige Verbindung, wenn die Schallgeschwindigkeit nicht konstant
ist. Durch die Bewegung des Mediums werden diese Pfade verandert. Wir leiten die
entsprechende Verallgemeinerung der Eikonalgleichung sowie eine Differentialgleichung
zur Beschreibung ihrer Charakteristiken her. Diese Charakteristiken sind identisch mit
den Schallaufwegen.
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Fiir die numerische Losung inverser Probleme zu (1.1) ist es hilfreich, die Mefidaten,
die aufgrund der tatsdchlichen, dreidimensionalen Schallausbreitung entstanden sind,
in Signale umrechnen zu kénnen, die bei einer zweidimensionalen Wellenausbreitung in
einem vergleichbarem Medium entstanden waren. Mit Hilfe der Kirchhoffschen Formeln
schlagen wir hierzu eine Ndherungslésung vor.

In Kapitel 4 betrachten wir das inversen Problem. Wir interessieren uns vor allem
fiir die Bestimmung von ¢(x) bei gegebener Mediumsgeschwindigkeit v(x), gegebener
Quelle ¢(x,t) und der Messung von Losungen u(x,t) von (1.1) am Rand 99 von €.
Wir stellen zur numerischen Loésung dieses Problems ein Verfahren vor, das an das
Kaczmarz-Verfahren angelehnt ist und als Propagations— Riickpropagationsverfahren
bezeichnet werden kann. Das Verfahren ist iterativ. Wir bezeichnen die Lésung von
(1.1) bei gegebener Schallgeschwindigkeit ¢ mit u(c¢). Im Propagationsschritt fir die ak-
tuelle Naherung ¢ an ¢ wird zunéchst u(é) bestimmt, um auf 99 die Differenz zwischen
den ,Mefidaten fiir u(c) und u(é) bestimmen zu koénnen. Diese Differenz bezeichnen
wir als Residuum. Im Rickpropagationsschritt wird diese Differenz zeitlich riickwérts
wzuriickpropagiert®, d.h. es wird die eine dhnliche Wellengleichung wie (1.1) in der Zeit
riickwarts gelost. Mit Hilfe der beiden Lésungen aus dem Propagations- und dem Riick-
propagationsschritt wird die Ndherung ¢ verbessert. Fiir die Herleitung dieses Verfah-
rens benotigen wir die Fréchet-Ableitung des Residuumoperators. Wir beweisen daher
die Existenz dieser Ableitung, wofiir die Regularitatsergebnisse aus Kapitel 3 verwendet
werden. Auflerdem stellen wir kurz &hnliche Verfahren vor, wie sie bei geophysikalischen
Anwendungen eingesetzt werden.

Bei unserer Anwendung, der Schallpyrometrie, ist der zeitliche Verlauf des Quellsi-
gnals nicht steuerbar und nicht mefibar. Daher behandeln wir auch das inverse Problem
der Rekonstruktion der Signalquelle.

In Kapitel 5 stellen wir die Details zur numerischen Losung der Wellengleichung
vor und zeigen anschliefend numerische Ergebnisse zur Lésung der genannten inversen
Probleme, wobei die verwendeten Phantome, also die bei simulierten Messungen verwen-
deten Funktionen ¢(x), auf realistischen Annahmen beim Einsatz der Schallpyrometrie
beruhen.

SchlieBllich fassen wir in Kapitel 6 die wichtigsten Ergebnisse zusammen und be-
schreiben Moglichkeiten und zu erwartende Probleme bei der Weiterentwicklung der
Schallpyrometrie mittels der Losung des inversen Problems der Wellengleichung.

Im Anhang stellen wir ohne Beweise einige mathematische Hilfsmittel zur Verfiigung,
die im Text verwendet werden.

Die Problemstellung ist inspiriert von der Schallpyrometrie, also der Messung der
Temperatur in einem heiflen Gas mittels der Bestimmung der Schallgeschwindigkeit.
Diese Mefimethode kommt in Kohlekraftwerken und Miillverbrennungsanlagen zum Ein-
satz. Sie beruht auf der Temperaturabhéngigkeit 7'(c) = ac? der Schallgeschwindigkeit
in einem idealen Gas. Zur Messung werden mehrere akustische Mefigerate, die sowohl
einen Schallgeber als auch ein Mikrofon enthalten, in der Meflebene an den Wianden des
Feuerraumes positioniert. Dies ist in Abbildung 5.5 auf Seite 80 in der 54 m-Ebene eines
Braunkohle-Feuerraumes dargestellt. Die Laufzeit des Signals ergibt sich bei Annahme
einer geradlinigen Ausbreitungsrichtung des schnellsten Teiles des Schallsignals entlang



des Weges L zu [ c(l—s) ds. Aus den ermittelten Laufzeiten kann durch Inversion dieser
L

sehr sparlich abgetasteten Radontransformation der Funktion 1/¢ die Schallgeschwin-
digkeit und damit die Temperatur ermittelt werden.

Aufgrund der geringen Anzahl von Mefigerdten ist die so erreichbare Auflésung sehr
niedrig. Um mehr Details der Temperaturverteilung rekonstruieren zu koénnen, bie-
tet es sich an, nicht nur die Laufzeitinformationen sondern das gesamte Meflsignal der
Mikrofone fiir die Auswertung zu nutzen. Dies fithrt auf das inverse Problem der Wel-
lengleichung.

Laufzeitmessungen zwischen zwei Mefigeraten bei unterschiedlichen Richtungen zei-
gen, daf} in tangential gefeuerten Braunkohle-Dampferzeugern die horizontale Gasge-
schwindigkeit einen deutlichen Einflul auf die Meflergebnisse hat. Daher betrachten
wir in dieser Arbeit die Wellengleichung (1.1) in einem bewegten Medium. Die Bewe-
gungsgeschwindigkeit selbst nehmen wir bei der Formulierung des inversen Problems als
bekannt an, da sie mit Hilfe der Vektortomographie mit hinreichender Genauigkeit aus
den Laufzeitmessungen berechnet werden kann ([Sie97]). Die Rekonstruktion aus der
Vektortomographie reicht aus, weil die Gasgeschwindigkeit um mindestens einen Faktor
20 kleiner ist als die Schallgeschwindigkeit, so dafl der Fehler in der Rekonstruktion der
Bewegungsgeschwindigkeit nicht mehr von Bedeutung ist.

Dieser Unterschied ist bei einem weiteren méglichen Anwendungsgebiet der Losung
des inversen Problems zur Wellengleichung in bewegtem Medium, der Ozeanographie,
noch grofler. Hier betrégt die Schallgeschwindigkeit etwa 1500 %+, wéhrend die Bewe-
gungsgeschwindigkeit des Mediums unterhalb von 1% liegt. Fiir akustische Mefimetho-
den bei dieser Anwendung verweisen wir auf [MWW95].

Zum Abschluf} der Einleitung wollen wir anhand von MeBdaten zeigen, dafl die Gas-
geschwindigkeit keinesfalls vernachlassigt werden darf. Abbildung 1.1 zeigt oben ein
im Kraftwerk Neurath aufgenommenes Meflsignal und unten eine Ausschnittsvergrofie-
rung. Die Schallgeschwindigkeit betrégt im Kessel bei Temperaturen von etwa 1200°C
ca. 700 . Die Luft zur Verbrennung wird mit 20 7+ eingeblasen, in der Mefiebene liegt
die Durchschnittsgeschwindigkeit des Gases zwischen gegeniiberliegenden Mefigerdten
bei 10 2. Der Abstand von Sender und Empfinger betrdgt im Beispiel 17m. FEine
Verzégerung des Schallsignals durch die Gasgeschwindigkeit macht damit eine Laufzeit-
differenz von 0,4ms aus. Das verschobene Signal ist grau eingezeichnet. Damit wiirde
bei der Differenzbildung ohne Beriicksichtigung der Gasgeschwindigkeit zum Beispiel das
Maximum bei 24,5 ms mit dem Maximum bei 24,9 ms verglichen. Durch diese Phasen-
verschiebung wiirde das Rekonstruktionsverfahren fiir das inverse Problem in ein lokales
Minimum laufen und keine realistische Rekonstruktionen liefern.

Die einfachste Methode zur Kompensation dieses Problems ist die Verschiebung der
MeBdaten. Da der Einflufl der Gasgeschwindigkeit jedoch in Wirklichkeit komplizierter
ist, haben wir uns entschieden, sie in der Differentialgleichung zu beriicksichtigen.
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Abbildung 1.1: Mefisignal eines Mikrofons (oben) und Ausschnittsvergroflerung (unten).
Die Zeit ist in Millisekunden (ms) angegeben. Die graue Kurve zeigt ebenfalls das
MefBsignal, allerdings wurde es um 0,4 ms verschoben. Dies entspricht der Auswirkung
einer Mediumsgeschwindigkeit von 10 .
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Kapitel 2

Herleitung der Wellengleichung fiir
ein bewegtes Medium

In diesem Kapitel leiten wir die Gleichung her, die die Ausbreitung von Schallwellen in
einem bewegten Medium beschreibt.

Um zu einer handhabbaren Gleichung zu kommen, miissen einige Approximationen
gemacht werden: Wir nehmen an, daff die Amplitude des Schalls klein ist, also nur
zu kleinen Schwankungen von Druck, Dichte und Bewegungsgeschwindigkeit der Teil-
chen fithrt. Somit ist ein Stérungsansatz sinnvoll, bei dem Stérungen héherer Ordnung
vernachlassigt werden koénnen. Mit dieser Naherung erhalten wir ein System von zwei
Differentialgleichungen erster Ordnung in der Dichte p und der Bewegungsgeschwindig-
keit v. Um letztere eliminieren zu kénnen, setzen wir weiter voraus, dafl sowohl die
Hintergrunddichte, als auch die Bewegungsgeschwindigkeit des Mediums zeitlich kon-
stant sind und sich auch raumlich nicht auf Skalen &ndern, die fiir die Schallausbreitung
relevant sind.

Bei der Anwendung im Rahmen der Schallpyrometrie sind diese Annahmen im In-
neren des Feuerraumes sicherlich gerechtfertigt. In unmittelbarer Nihe des Randes
sind sie jedoch verletzt, da hier aufgrund des Temperaturgradienten der Druck nicht
quasi-konstant ist und sich in den Ecken kleine Wirbel bilden kénnen. Wir werden die
Wellengleichung dennoch im ganzen Gebiet verwenden.

Es gibt einige Arbeiten anderer Gruppen, bei denen es um die Messung der Medi-
umsgeschwindigkeit mit Hilfe ebener Wellen geht, vergleiche Abschnitt 4.2.4. In diesen
Veroffentlichungen wird auf die Herleitung der Gleichung in [MI86] verwiesen. Wir
werden zeigen, dafl diese Herleitung nur zufillig zum richtigen Ergebnis fiihrt.

2.1 Die Wellengleichung fiir ein bewegtes Medium

A.D. Pierce leitet in [Pie89, 1-2 bis 1-5] die grundlegenden Gleichungen zur Betrachtung
von Schallwellen in einem fliissigen oder gasférmigen Medium her. Es sind dies die
Gleichung zur Massenerhaltung (2.1), die Eulergleichung (2.2) und die Abhéngigkeit
des Drucks nur von der Dichte, Gleichung (2.3):

0
SoEY ) = 0 (2.1)
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p(%—l—v-V)v = &Vp (2.2)

p = plp) - (2.3)

Hierbei ist p = p(x,t) die Dichte am Punkt @ € R" zur Zeit ¢t > 0. Die Bewegungsge-
schwindigkeit in (z,?) wird mit v = v(x,t) bezeichnet. Aufgrund von (2.3) ist auch der
Druck p = p(x,t) eine Funktion von (x,1).

Der Druck hingt eigentlich nicht nur vor der Dichte, sondern auch von der Entropie
des Systems ab. Wie iiblich gehen wir jedoch vom Fall konstanter Entropie aus, so dafl
wir nur die Abhéngigkeit von p von p betrachten. Dies ist wiederum eine Niherung,
gilt also nicht exakt. Im Feuerraum eines Braunkohle-Dampferzeugers ist die Entropie
aufgrund der schwankenden Temperatur und der chemischen Prozesse sicherlich nicht
konstant. Wir kénnen jedoch davon ausgehen, daf sie sich auf Skalen von wenigen
Wellenlangen nicht dndert.

Die Eulergleichung (2.2) 1a8}t sich aus der Gleichung zur Massenerhaltung (2.1) und
der Gleichung zur Impulserhaltung

%(pvi) + V- (prw)=&Vp, firi=1,....n

herleiten. Bei der Impulserhaltung wird benutzt, daf} alle d&ufleren Kréfte durch den
Gradienten des Drucks ©Vp beschrieben sind.

In Abwesenheit eines Schallsignals werde das Medium durch die Dichte p = po(2),
den Druck p = po(«) und die Bewegungsgeschwindigkeit v = vo(x) charakterisiert. Diese
Groflen seien also zeitlich konstant. Kommt nun das Schallsignal hinzu, so werden die
Bedingungen gedndert:

,O(l’,t) = ,00(1') + ,ol(x,t) )
U(xvt) = UO(x) + Ul(xvt)

Wir setzen nun voraus, dafl die Stérungen aufgrund der Schallwelle nur klein sind:
pl(w,t) < ,00(1') ) pl(l',t) < po(l') ) Hvl(xvt)H < HUO(J?)H \V/l',t . (25)

Obwohl bei der Schallpyrometrie die Temperatur des Mediums nicht konstant ist und
somit auch die Dichte po(x) variiert, konnen wir davon ausgehen, daf

Vpo(z) =0 (2.6)

gilt, denn auf der GroBlenordnung der verwendeten Wellenldangen verandert sich die Tem-
peratur zumindest bei Messungen am FEnde des Feuerraumes kaum. Streng genommen
gilt diese Aussage nicht in der Nidhe der Wénde der Feuerrdume, wir verwenden die
Néherung (2.6) aber dennoch.

Wiéhrend (2.5) und (2.6) {ibliche Voraussetzungen bei der Herleitung der Wellenglei-
chung sind (abgesehen davon, daf} iblicherweise vo(z) = 0 verwendet wird), miissen wir
zur Herleitung der Wellengleichung fiir ein bewegtes Medium zuséatzlich annehmen, daf
sich auch vo(x) lokal kaum &ndert, d.h.

0(vo)i
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wobei (vg); die i-te Komponente von vg(x) € R™ ist. Auch diese Naherung ist in unmit-
telbarer Néhe der Wande nur bedingt giiltig, da sich z.B. in den Ecken des Feuerraumes
kleine Wirbel bilden.

Wegen p = po + p1, p = po + p1, den Ungleichungen (2.5) und dem Zusammenhang
(2.3) konnen wir die Abhangigkeit von p; von p; durch eine Taylorreihe beschreiben:

. dp 1 (9% 2
r= () s (58) o =

Hierbei deutet der Index 0 an, dafl die Ableitungen bei p = po(2) zu nehmen sind.
. 0
Thermodynamische Uberlegungen zeigen, daf <6—p> immer positiv ist. Wir definieren
P/o
¢(x) durch

A z) = (%i)o . (2.9)

Die Betrachtung der Losungen der Wellengleichung zeigt, dafi ¢(x) die Schallgeschwin-
digkeit im Punkt x ist. Wir setzen nun die Gleichungen (2.4) in (2.1) und (2.2) ein und
erhalten

D oot p0) + V- ((po+ pr)wo+ 1)) = O .

ot
0
(po + p1) (a + (vo + vy) - V) (vo+v1) = &V (po+p1)
. dpo B o .
und somit wegen Tl 0 und i 0
8,01
ot + V- (povo + pov1 + prvo + prv1) = 0 (2.10)
0
(po + Pl)% + (po+p1)((vo+v1) - V)(vo+v1) = &V(po+p1) - (2.11)

Wegen (2.5) kénnen wir (2.4) als Stérungsansatz auffassen. Terme 0. Ordnung in (2.10)
und (2.11) sind nun solche, die nur po, po bzw. vy enthalten. Kommt genau in einem
Faktor der Index 1 vor, so liegt ein Term 1. Ordnung vor, ansonsten ein Term hoherer
Ordnung. In 0. Ordnung erhalten wir die Gleichung zur Massenerhaltung und die Ful-
ergleichung fiir das ungestorte System (die Zeitableitungen tauchen nicht auf, da py und
vg zeitlich konstant sind):

V- (IOOUO) = 0,
po(vo-Vive = <Vpg
In 1. Ordnung ergibt sich bei Beachtung von (2.6) und (2.7)

0
ﬂ+p0V'U1—|—Uo'vp1 = 0 5 (212)

ot
81}1

poa + po(Uo . V)Ul = <:>Vp1 R (213)
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oder in etwas anderer Form

0
(E + vg - V) P1 + pOV U = 0 5 (214)
0 1
<_ - v) 0w o= e vy (2.15)
ot Po

0
Nun wenden wir auf (2.14) den Operator (a + v - V) an. Dieser vertauscht wegen

(2.6) und (2.7) mit ,, poV- “, so dal wir (2.15) einsetzen kénnen:

0 : 0
(a-I-UO'v) P1+P0V'<a—|—7}0'v>v1:0

(2.15) |
- _pon1

Aus der Taylorreihe (2.8) und (2.9) leiten wir die Naherung p; = ¢*p; ab. Da py wegen
(2.6) gekiirzt werden kann, erhalten wir somit die Wellengleichung fiir ein bewegtes

Medium:

(% +vo(2) - V) p&c(z)Apr =0 . (2.16)

In unserer Anwendung gilt ebenso wie z.B. in der Ozeanographie

Jeo(e)l < c - (2.17)

Rechnen wir das Quadrat des Operators in (2.16) aus, so erhalten wir einen Term
2. Ordnung in vo(x). Diesen konnen wir wegen (2.17) vernachldssigen. Daher werden
wir in den folgenden Kapiteln mit der Gleichung

2

Pl + i(x) - V%u st (x)Au=0 (2.18)

arbeiten, wobei u(x,t) = p1(x,t) und f(x) = 2vo(x) verwendet wird.

2.2 Fehlerhafte Herleitung in der Standardreferenz

Samtliche in Abschnitt 4.2.4 genannten Autoren berufen sich auf die Herleitung der
Wellengleichung fiir ein bewegtes Medium in Abschnitt 11.1 in [MI86]. Dort wird vor-
ausgesetzt, dafl pg und vy konstant sind. Dies entspricht im wesentlichen unseren Annah-
men (2.6) und (2.7), ist also nicht problematisch, wenn sich beide Groflen auf wenigen
Wellenlangen nicht andern.

Allerdings enthalt die Herleitung in [MI86] einen Fehler, den wir hier nennen wollen,
da dieser Text als Standardreferenz dient. Das Ergebnis ist jedoch trotz der fehlerbe-
hafteten Herleitung korrekt.

P.M. Morse und K.I. Ingard betrachten in Abschnitt 11.1 in [MI86] zunachst das Ko-
ordinatensystem K, das sich mit der konstanten Geschwindigkeit vo mit dem Medium
mitbewegt. Wir bezeichnen die Koordinaten in K’ mit 2’ und ¢'. Fiir Ortsableitungen
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beziiglich ¢’ verwenden wir das Symbol V’. Wir haben oben mit Hilfe eines Stérungs-
ansatzes die Gleichung zur Massenerhaltung (2.1) und die Eulergleichung (2.2) in das
System (2.14), (2.15) {iberfithrt. Im bewegten Koordinatensystem K’ gilt dieses System
laut [MI86] mit vy = 0:

dp
8t/1‘|',0‘ovl'v1 =0, (2.19)
Ov
Po at,l = «V'p . (2.20)

Diese Gleichungen wurden in [MI86] wie tiblich mit der Voraussetzung vg = 0 hergeleitet.
Wir merken an, dafl hierbei wegen vy = 0 die Bedingung an v; aus (2.5) durch ||vq]] < 1
ersetzt werden muf.

Die Auswirkung von vy # 0 soll durch die folgende Betrachtung in K" und K erklart
werden. Die Koordinatentransformation zwischen K und K’ lautet

t =t
T, = l’;{:}(?}o)it/

Ist nun f(x,t) eine differenzierbare Funktion von Raum und Zeit, so erhdlt man die
Ableitungen im bewegten Koordinatensystem mit Hilfe der Gleichungen

af Of 0x;i , Of ot _ Of

ox! T O dx! ot 9’ O also Vif =V
Of _ 010t N~0[0ri O] N~ 0f (0
v = aor T amor =~ o T 2"V, = <8t o v) /

Damit erhalten wir die Gleichungen (2.19) und (2.20) im ruhenden Koordinatensystem:

0
(aﬁ-UoV) P1 +p0V'U1 =0 5 (221)
0
Lo (a + vg - V) v = <:>Vp . (222)

Dies sind gerade die Gleichungen (2.14) und (2.15). Die Wellengleichung kann wie oben
hergeleitet werden.

Diese Herleitung ist falsch, weil Morse und Ingard die Terme, die aufgrund des
Storungsansatzes nicht beriicksichtigt wurden, auch bei der Koordinatentransformation
ignorieren. An einem Beispiel kann man sich leicht klarmachen, daf3 diese Vorgehens-
weise tatsdchlich zu Fehlern fithren kann. Wenn die Eulergleichung (2.2) gegeben wére

durch

d
pa_: +(v-v)e=&Vp (2.23)

mit einem beliebigen, festen Vektor e € R", so wiirde bei obiger Vorgehensweise beim
Storungsansatz der Term (v - v)e fiir vg = 0 verschwinden, da er dann die Ordnung 2
hat. Die Gleichung (2.22) bzw. (2.15) wéare also unverédndert und das Ergebnis wére die
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Wellengleichung (2.16). Bei korrekter Herleitung gemafi Abschnitt 2.1 mit vo(z) # 0
jedoch wiirden in der Gleichung erster Ordnung zur Eulergleichung (2.15) die zuséatzli-
chen Terme (vg - v1)e und (v - vg)e auftauchen, so daff die Wellengleichung (2.16) nicht
giiltig wére.

Warum liefert die Herleitung aus [MI86] jedoch bei der korrekten Eulergleichung
das richtige Ergebnis? Dies liegt daran, dafi die zusatzlichen Terme po(vy - V)vg und
p1(vo - V)vg beim Schritt von (2.11) nach (2.13) wegen (2.7) vernachléssigt werden. Der
Fehler, der in [MI86] gemacht wird, wird somit zufillig wieder ausgeglichen. Dies wird
natiirlich auch der Grund sein, weshalb er den Autoren unterlaufen konnte.



Kapitel 3

Eigenschaften der Wellengleichung

3.1 Eindeutigkeit, Existenz und Regularitit von Lo-
sungen des direkten Problems

Die in Abschnitt 2.1 hergeleitete Gleichung
uy + fi(z) - Vuy & (2)Au =0 (3.1)

ist bei i = 0 die (klassische) Wellengleichung. Fiir konstante Schallgeschwindigkeit
¢ lassen sich die Losungen der Wellengleichung mit Hilfe der Kirchhoffschen Formeln
angeben, falls der Ortsraum héchstens die Dimension drei hat. Wir geben diese Formeln
fiir n = 2 und n = 3 in Satz 3.3.1 an.

Bereits 1936 haben Krzyzanski und Schauder in [KS36] einen Beweis fiir die Existenz
einer Losung der Differentialgleichung (3.1) angegeben. Der Beweis im Stile der dreifliger
Jahre ist aber kaum nachvollziehbar, da sehr grofle Spriinge gemacht werden und die
verwendeten Normen und Funktionenrdume unklar bleiben.

Nur wenige Autoren haben sich spater wieder mit so allgemeinen hyperbolischen
Differentialgleichungen beschéaftigt. Courant betrachtet in [CH62] das Cauchyproblem
fiir Systeme erster Ordnung. Hierauf ist unser Problem leicht zuriickzufithren. Er fithrt
aber keinen Existenzbeweis fiir das gemischte Anfangswert— Randwertproblem. Miz-
ohata betrachtet in [Miz73] das Cauchyproblem fiir die Differentialgleichung zweiter
Ordnung.

Hormander beweist in [Hor83, Theorem 24.1.1] die eindeutige Losbarkeit des Dirich-
letproblems unter der Voraussetzung, dafl die Koeffizienten und der Rand des Gebietes
unendlich oft differenzierbar sind. Das Neumannproblem behandelt er nicht.

Eskin beweist in [Esk85] die Existenzaussage fiir das Neumannproblem bei strikt
hyperbolischen Differentialgleichungen. Dies deckt zwar unsere Differentialgleichung mit
[ # 0 ab, jedoch wird ebenso wie bei Hormander vorausgesetzt, dafl die Koeffizienten
der Differentialgleichung unendlich oft differenzierbar sind.

Wir bendtigen fiir die Analyse des inversen Problems Existenz—, Eindeutigkeits— und
Regularitatsaussagen fiir die Losung von (3.1) mit einer zusétzlichen Inhomogenitat
q(z,t) € L2<(O,T) X Q) In Beispiel 2.2 in Kapitel VI von [Sho77] setzt Showalter fiir

q stetige Differenzierbarkeit beziiglich der Zeitvariablen ¢ voraus, auflerdem verwendet

11
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er fiir seine Bilinearform (-, -) V-Elliptizitat, obwohl diese Bilinearform nur V-koerziv
ist. In unserer Notation in Gleichung (3.26) bedeutet dies, dafl er A = 0 verwendet,
obwohl A =1 korrekt ware. Wir verwenden jedoch im folgenden seine Schreibweise mit
den Operatoren C und B, die in [LM72] und [Wlo82] nicht vorkommt.

Diese Aussagen sind in der Literatur jedoch nicht zu finden. Wir haben daher den
Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis von Lions und Magenes aus [LM72] auf unser Pro-
blem iibertragen. Noch umfangreicher ist der Nachweis der Regularitdt von Lésungen
in Abhéngigkeit der Regularitdt von Koeffizienten und Inhomogenitat. Diese Aussa-
gen sind fiir uns sehr wichtig, da wir fiir den Nachweis der Differenzierbarkeit des in
Abschnitt 4.1 definierten Residuumoperators R;(f) die Abhangigkeit der Differenzier-
barkeitsordnung der Losungen von der Differenzierbarkeitsordnung der Koeffizienten
und der Inhomogenitit der Differentialgleichung bendtigen. Daher haben wir auch die
Theorie zur Regularitat auf unser Problem tibertragen. Zur Vereinfachung beschréanken
wir uns jedoch auf das homogene Neumannproblem. Wloka hat in [W1o82] eine etwas
ausfithrlichere Fassung der Aussagen und Beweise von Lions und Magenes gegeben. Wir
orientieren uns an dieser Fassung.

Wir betrachten die Wellengleichung (3.1) in einem Gebiet § € R", n € N*. Wir
interessieren uns fiir Losungen der Gleichung im Zeitintervall (0,7) mit 7" > 0. Zur
kiirzeren Schreibweise setzen wir noch @ := Q x (0, 7).

Skizze des Beweisablaufes fiir die Hauptaussagen von Kapitel 3

Wir wollen die wichtigsten Schritte darstellen, die zu den Hauptaussagen dieses Kapitels,
den Sétzen 3.1.7 und 3.1.12 fithren. Wir verwenden hierbei die Bezeichnungen, die
erst in den nachsten Abschnitten eingefiihrt werden. Die Seitenangaben finden sich im
Symbolverzeichnis.

Zunéchst klaren wir in Abschnitt 3.1.1, dal die Operatoren zur Differentialglei-
chung (3.1) und der Gleichung (2.16), aus der (3.1) gefolgert wurde, strikt hyperbolisch
sind.

In Abschnitt 3.1.2 stellen wir Hilfsaussagen zu den Raumen W{“((O,T);Wé(ﬂ)),
Integral- und Summenabschatzungen sowie eine Energieabschétzung zur Poissonglei-
chung bereit.

Der Satz 3.1.7, der die Existenz- und Eindeutigkeitsaussage zu unserem Anfangs—
Randwertproblem enthilt, ist die Hauptaussage von Abschnitt 3.1.3. Hierzu betrachten
wir den Gelfandschen Dreier

Ves H=1%Q) = H — V'

Wir dividieren die Differentialgleichung durch ¢*(x) und schreiben sie zunéchst in der

Form (3.15):
p(@)ug(x,t) + p(x) - Vug(a,t) & Aulx, t) = q(a,t) . (3.2)

Mit Hilfe der in (3.20)-(3.22) definierten Operatoren A, B und C, der Anfangsdaten
up € V, u; € H und der Inhomogenitit ¢ € L*([0,T], H) formulieren wir das Anfangs—
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Randwertproblem als Gleichung in V':

Cuu(t) + Bus(t) + Au(t) = ¢(t) in (0,7)
u(0) = ug, u(0) =1y

Gesucht ist eine eindeutige Losung u € L2<(O,T);V> mit ((11—1; € L2<(O,T);H>. Wir
werden sehen, daf} jede solche Losung wy € L2<(0, T); V’) erfillt und dafl w: [0,7] — H
und w; : [0, T] — V' stetig sind, so daf} die Problemstellung sinnvoll ist.

Satz 3.1.7 besagt, daf} obiges Problem genau eine Losung besitzt und diese stetig von
q, up und uy abhéngt. Dariiberhinaus erfiillt diese Losung die Energieabschatzung (3.30).
Fiir den Beweis der Existenzaussage wird ein Galerkinverfahren verwendet, fiir die Ener-
gieabschiatzung die iibliche Multiplikation der Gleichung mit u; und anschlielende Inte-
gration iiber das Intervall [0, 7]. Die Energieabschitzung liefert auch die Findeutigkeit
der Losung.

Der Nachweis der Regularitat in Abschnitt 3.1.4 erfolgt in einzelnen Schritten. Zu-
nachst behandeln wir die Regularitat beziiglich der Zeit. In Satz 3.1.8 werden die Vor-
aussetzungen gegeniiber Satz 3.1.7 verschirft: Es soll ¢ € W, ((0, T); H) gelten und die
Anfangsdaten seien einmal mehr differenzierbar. Dann gilt fiir die obige Losung:

d2u(t)
d#?

ue W, ((0,7);V), € L*((0,T); H)

Zum Beweis wird die Differentialgleichung nach ¢ differenziert. Auf diese Gleichung
kann Satz 3.1.7 angewendet werden, so daf} die Existenz einer Lésung v gesichert ist.
Die Aussage folgt nun durch den Nachweis von v = u;.

Fiir das folgende betrachten wir dann konkret unsere Differentialgleichung (3.2) mit
homogenen Neumann—-Randbedingungen. Hierzu wahlen wir V' = W, (). Der néchste
Satz 3.1.10 verallgemeinert die Aussage von Satz 3.1.8 dahingehend, daf§ (verkiirzt for-
muliert) Anfangsbedingungen und Quelle nicht nur einmal, sondern k-mal differenzierbar
sein sollen. Ein Induktionsbeweis zeigt nun, dafi dann die Loésung u(x,t) (k 4+ 1)-mal
beziiglich der Zeit differenziert werden kann. Der Induktionsschritt beruht hierbei im
wesentlichen auf Satz 3.1.8. Dariiberhinaus liefert Satz 3.1.10 eine Verallgemeinerung
der Energieabschitzung, bei der alle vorhandenen Ableitungen einbezogen werden.

Die Regularitdt beziiglich der Ortsvariablen wird in Satz 3.1.11 behandelt. Die
Voraussetzungen sind identisch mit denen von Satz 3.1.10. Es gilt fiir die Losung u:

w e Wy ((0,7); Wi(Q)) fiiri=0,....k

Zum Beweis verwenden wir die Aussage, da wu(-,t) als Losung von (3.2) fiir festes

t € (0,T) das elliptische Problem
<:>Au(x7 t) = Q(xv t) @p(x)uﬁ(xv t) <:>/,L($) ) vut(xv t) in Q

16st. Die Aussage folgt nun mit der Energieabschitzung zur Poissiongleichung in Lem-
ma 3.1.6.
In Satz 3.1.12 fassen wir die Ergebnisse zusammen.
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3.1.1 Nachweis der Hyperbolizitét

Unsere Wellengleichung (3.1) unterscheidet sich durch den Term f - V ~u von der ,ein-
fachen* Wellengleichung, die in den meisten Lehrbiichern zu partlellen leferentlalglel—
chungen behandelt wird. Durch diesen zusétzlichen Summanden &ndert sich das Haupt-
symbol des zugehorigen Operators, so dafi der grundlegende Charakter nicht mehr der
der Wellengleichung sein mu$.

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafi der Operator zur Gleichung (3.1) —
ebenso wie derjenige zur Gleichung (2.16) — strikt hyperbolisch ist. Die Bezeichnung
» Wellengleichung fiir ein bewegtes Medium*® ist also zutreffend, denn beide Gleichungen
beschreiben hyperbolische Probleme, die die Wellengleichung als Spezialfall i = 0 ent-
halten. Die folgende Definition ist der Einleitung zu Kapitel 5 aus [Fol95] entnommen.

Definition 3.1.1 Der Operator
L= Y aa(x,)DID;
lor|+j<m
auf R" x R heifst strikt hyperbolisch, falls fir jedes (x,t) € R" x R und jedes £ € R"
mit & # 0 das Hauptsymbol, also das Polynom
P(7) = Z o (2, 1)E7T
la]+j=m

genau m paarweise verschiedene reelle Nullstellen besitzt.

Die Gleichung (3.1) wurde gewonnen aus Gleichung (2.16) durch Vernachléassigen des
Terms <U0 . V) (vo - Vu), der Ableitungen zweiter Ordnung enthélt. Wir verwenden
hier die Bezeichnung fi(x) = 2vo(x). Da die hochsten vorkommenden Ableitungen die
Ordnung 2 haben, ist m = 2. Wir kénnen (2.16) schreiben als Liu = 0 mit

P 2
Liu = ( %/,NL V) u < Au

Da der vorletzte Term lediglich Ableitungen erster Ordnung enthélt, ist das Hauptsym-
bol zu L; gegeben durch

Pi(r) = 74643 uGs edlEf

7,75=1
= P46 el
= (r+ i1 e
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Wir verwenden hierbei die Schreibweise £ - £ = |£]|?. Damit hat Pi(7) fiir ¢(z) > 0 und
£ # 0 die beiden reellen, verschiedenen Nullstellen 74 = <:%/l & £ ¢|€|. Der Operator [4
ist also strikt hyperbolisch.

Gleichung (3.1) 148t sich schreiben als Lyu = 0 mit

0? N 0 5
Lgu—<ﬁ—|—/¢-va<:>cA>u

Damit ist das Hauptsymbol gegeben durch

Pyr) = 74 b eAE)
= (+3a- 9 el i 9

Die Nullstellen 74 = &2/i- € + \/i([c ~€)? + A2[€)? von Pa(7) sind fiir ¢(z) > 0 und £ # 0
reell und verschiedenen. Auch der Operator L, ist strikt hyperbolisch.

3.1.2 Mathematische Hilfsmittel

Wir nennen zunéchst einige Abschidtzungen, die fiir die Beweise in den Abschnitten 3.1.3
und 3.1.4 benotigt werden.

Fiir Sobolevraume verwenden wir die in [Wl1082, Kapitel I, §3] benutzte Bezeichnung
W)(Q). Hierbei enthalt W(€2) diejenigen reellwertigen Funktionen, die I verallgemei-
nerte Ableitungen besitzen wobei die ['te Ableitung in LP(£) liegt. Die Norm von
¢ € W(Q) bezeichnen wir mit [|¢|;q. Wir werden p = 2 und p = oo verwenden.

Bei der Untersuchung der Regularitat in Abschnitt 3.1.4 werden wir Félle betrachten,
bei denen die Losung der Wellengleichung u(x,t) in den Orts- und der Zeitvariablen
unterschiedlich haufig differenzierbar ist. Eine bequeme Schreibweise fiir Funktionen
mit dieser Eigenschaft bieten die Rdume Wf((O,T); Wé(ﬂ)), k,l € IN. Dies sind die
Sobolevraume der k-mal (verallgemeinert) differenzierbaren Funktionen mit Werten in

Um die Raume W ((O, T); Wé(ﬂ)) definieren zu kénnen, muf das Integral {iber Funk-
tionen f : (0,7) — WI.(Q) definiert werden. Dies ist ein Spezialfall des Bochner—
Integrals, das wir im Anhang kurz einfithren. Dort betrachten wir auch Distribu-
tionen mit Werten in Hilbertraumen, um schliellich in Definition A.1.19 die Raume
WE((0,T); W5(€2)) einfithren zu kénnen. Fiir unsere Anwendung wichtig ist dann wie-
derum die Isomorphie

YW (0,7 Wi(Q)) = Wi(Qx(0.T) , keN . (3.3)

(=0

In Satz 27.8 in [W1082] wird nur eine Teilaussage von (3.3) nachgewiesen, daher beweisen
wir diese Aussage unter Satz 3.1.4.

SchlieBllich geben wir eine Energieabschétzung fiir die Losung eines Randwertpro-
blems der Poissongleichung an.
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Integral- und Summenabschitzungen

Bemerkung 3.1.2 Seien a,b € R, a <b und X ein separabler Hilbertraum.
Fiir f € L2<(a,b)> gilt:

/f(t) dt | < (b<:>a)/f2(t) de . (3.4)

Fiir g € L* ((a,b),X) folgt damit
b 2 b
[owat] <@en el (35)
a X a

Beweis: Die Abschéatzung (3.4) folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir den
Raum L2<(a, b)), wobei diese auf die Funktion mit dem konstanten Wert 1 und auf f
anzuwenden ist. Mit Hilfe des Satzes A.1.8 folgt dann (3.5) aus (3.4) mit f(¢) = ||g(¢)]|x-

Die Voraussetzung der Separabilitit von X ist eigentlich unnétig. Sie wurde im
Anhang zur Verkiirzung generell verwendet. O

In diesem Kapitel wird die Abschitzung von Normen von Funktionen gegen die
Normen anderer Funktionen eine wesentliche Rolle spielen. Haufig ist es bequemer,
anstelle der Normen ihre Quadrate zu verwenden. Die folgende Bemerkung besagt, dafl
dies gleichwertig ist.

Bemerkung 3.1.3 Seien ¢ >0, m € N und v,ay,...,a, > 0. Dann ist

72§CZa? = ’yg\/EZai (3.6)
und
7§CZ@¢ = ’yzngzZa? . (3.7)
=1 =1

Fir Elemente wy,...,w, € X eines Hilbertraums X gilt entsprechend

m

S

=1

2 m

<my ok (3.8)
X =1

Der Beweis ist elementar.
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Die Rédume W} ((0,7); W4(£))

Wie bereits in der Einfithrung dieses Abschnitts angekiindigt, soll nun die Isomorphie
(3.3) bewiesen werden. Dieses Resultat ist eher trivial als spektakuldr, es konnte in der
Literatur jedoch so nicht gefunden werden. Wloka beweist in Satz 27.8 in [W1o82] eine
abgeschwichte Form dieser Aussage.

Wir erinnern daran, daB das Skalarprodukt in Wi(Q), [ € IN gegeben ist durch

(poohaa =Y [Dio Diide . ebeWh)

|| <l g

Entsprechend ergibt sich das Skalarprodukt in W{“((O, T); Wé(ﬂ)), k,l € N zu
, T
(u,v)k,igom) = Z /(DZ () DZ ()>l7279 dt
0

k . .
Satz 3.1.4 Der Raum Wy := () Wf_2<(O,T); Wé(ﬂ)) ist mit dem Skalarprodukt

=0

ein Hilbertraum. Die Abbildung

CWHQ) = Wi, u— ((u) mit C(u)(t)(x) = u(z,1)

ist ein stetiger Isomorphismus mit stetiger Umkehrfunktion. Es gilt fir v € WF(Q):

[ellrz.0 < NC(u)llw, < (k4 Dlellkz0

Beweis: Die Hilbertraumstruktur von Wy, ergibt sich direkt aus den Figenschaften der
endlich vielen Hilbertraume, als deren Schnitt W}, definiert ist.

Die Elemente von W, sind wie iiblich als Aquivalenzklassen von Funktionen aufzu-
fassen, die jeweils fast iiberall gleiche Werte haben. Diese Werte sind wiederum Aqui-
valenzklassen. Es ist klar, daB ¢ Aquivalenzklassen auf Aquivalenzklassen abbildet. Die
Umkehrabbildung zu ¢ bezeichnen wir als &:

f:We = WHQ), @+ k(@) mit /i(ﬁ)(:l;,t) = ﬂ(t)(:z;)

Die Abbildungen s und ¢ sind linear. Wir miissen noch ihre Stetigkeit zeigen:

H liesz0m
7,2

- /HDZ 2, q

lll5,

|
o
e IIM»
?v

ECH
Il
=]
.
Il
=]



18 KAPITEL 3. EIGENSCHAFTEN DER WELLENGLEICHUNG

B

k

-

-7

T
> //\D“D“ )| da dt

M

7=0 i=0 |a|<j
ko ki z
=Y //\D“D“ )(@)]* da dt (3.9)
=0 j=0 |a|<j
k
< Zk@z—l—l > //\D“D“ )(2)]” da dt
i= lor|<k—i §
<

k

E+1)> > //\D“D“ (2)|" da dt
=0 Jal<hk—i 5 g

T

= (k—l—l)z /‘D;Di/ﬁ(ﬂ)(l‘,t)‘zdl‘dt

1=0 |a|<k—i | Q

= (k+ D lIs(@)k20

—

und

‘D;Di u(:)(;,t)‘2 da dt

k
lllize = D

‘D;Di u(z, t)‘z da dt

IA
[Ngh

/\D;D,ig(u)(t)(x)fdxdt

a

Wir benétigen weiter die Sobolevsche Ungleichung in einer Raumdimension. Der
Beweis in Standardwerken wie [W1o82] und [AdaT75] ist nur auf hohere Dimensionen
zugeschnitten. Wir fithren ihn daher selbst.

Lemma 3.1.5 Sei X ein Hilbertraum mit Norm || - ||x und f € W%((O,T),X). Dann
ist f € CO<[O,T],X> und es gilt fir alle t € [0,7T]:

FO1% < erllfIFzom (3.10)
mit ¢, = 2max(T, 7).

Wie tiblich ist gemeint, dafi ein Vertreter der Fortsetzung von f auf [0, T] stetig ist und
fiir diesen Vertreter punktweise (3.10) gilt.



3.1. EINDEUTIGE LOSBARKEIT BEIM VORWARTSPROBLEM 19

Beweis: Sei zunéachst f € W;((O,T),X) N Cl<[O,T],X>. Es gibt ein r € (0,7) mit
IIf(r)]lx < ﬁ”f”og,(o,m , denn sonst wiirde gelten:
X

T

T
1
1 agn = [ ISt > 21 Ragn [ dt =1 asp
X X X
0

0

Fir t € (0,7) gilt nach Satz A.1.10, dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung fiir das Bochner-Integral,

()= () + / F'(s)ds

¢
Damit folgt || f(¢)||x < ||f(r)|lx + || J f'(s)ds|| und somit wegen (a4 3)? < 2a? + 23
] X

und im néachsten Schritt nach Bemerkung 3.1.2, Gleichung (3.5)

2

SO < 25 42| [ s

X

T
2
< e +27 [ 17 ds
X
0

< 2max(T, %)Hf”zl,z,ggm

Da (0,7) die Segmenteigenschaft erfiillt, ist W%((O, T), X) N Cl<[0, T, X) dicht in
W} ((0,7),X) (vel. Definition 2.1 und Satz 3.6 in [Wlo82]). Damit gilt (3.10). Da wir
die Abschétzung punktweise gezeigt haben, gilt sie in der Supremumsnorm. In dieser fin-
det auch der stetige Fortsetzungsproze bei der Vervollstandigung von W%((O, T), X) N
CH([0,7], X) zu W3((0,T), X) statt, so daff wir einen stetigen, beschrinkten Vertreter
von f(t) erhalten. O

Energieabschatzung zur Poissongleichung

Lemma 3.1.6 FEs sei Ay > 0 grdfier als die Koerzivitdtskonstante von <A beziglich der
Raume V' und H sowie des Gebietes Q0 und kein Figenwert von €Au + Aou = 0. Zu

q € L*(Q) seiu € V die Lésung von <Au + Mu = g mit der Randbedingung a—u =0
v

auf 0f).
Falls nun fiiri >0 gilt ¢ € Wi(Q), so ist u € WiT2(Q) und es gilt die Abschitzung

[ullfa20 < cir2allallion (3.11)

fiir ein ¢ip2.0 > 0, das nur von  und 1, nicht aber von g abhéingt.

Der Bewetis ergibt sich etwa aus den Bemerkungen zum Losungsoperator Gy, in § 30.3

in [Wlo82].
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3.1.3 Existenz und Eindeutigkeit der L6sung des direkten Pro-
blems

Wir betrachten separable Hilbertraume V', H mit V' — H. wobei die Einbettung stetig
und injektiv sei. Weiter sei V dicht in H. Der Satz von Riesz erlaubt es uns, H mit
seinem Dualraum zu identifizieren, so dafl wir den Gelfandschen Dreier

Ve H=H <V (3.12)
betrachten kénnen, vgl. § 17 in [W1o82]. Damit existiert ein C'j; > 0 mit

oe Ve el < Chlelt (313
Wir werden immer

H=L*Q)

verwenden. Wir setzen weiter voraus, dafl

VN C*(Q) dicht in V (3.14)
gilt.

Wir kommen zur Beschreibung des Vorwértsproblems. Gleichung (3.1) dividieren
wir durch ¢*(z), wobei wir Positivitat von ¢(x) voraussetzen. Mit p(x) := 1/¢*(z) und
w(z) = fi(z)/c*(z) und einer zusétzlichen Inhomogenitét erhalten wir die Differential-
gleichung

p(@)ug(x,t) + p(x) - Vug(a,t) & Au(x, t) = qlx,t) inQ (3.15)

mit den Anfangsbedingungen

u(x,0) = uo(x), wx,0) =wui(x) firae (3.16)
und betrachten die Randbedingung
du )
a—(:z;,t) =0 fir (x,t) €00 x(0,T) . (3.17)
v

Gemaf Satz 3.1.4 sind die Raume L2<(0, T); H) und L*(Q) isomorph. Wir verwenden
fiir Funktionen aus diesen Réumen daher die Schreibweisen u(¢)(z) und u(x,t) gleich-
berechtigt nebeneinander.

Es seien g € L2<(O,T);H> und ug € V, uy € H. Gemif (3.12) ist damit auch
q € L*((0,7);V’). Wir verlangen weiter p € V mit 0 < py < p(z) < py in . Die
Anforderungen an p werden wir spéater konkretisieren. Zunéachst formulieren wir unser
Problem abstrakter. Wir fassen Ableitungen von L*-Funktionen gemif Abschnitt A.1.2
distributiv auf.

Gesucht ist eine eindeutige Losung u € L2<(0, T); V) mit ((11—1; € L2<(0, T); H) von
Cuu(t) + Bus(t) + Au(t) = ¢(t) in (0,7) (3.18)

u(0) =ug, w(0) =1y . (3.19)
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Hierbei verwenden wir die Bilinearformen ¢ : V xV — R, b: H x V — R und die
Operatoren (¢ € V beliebig)

C V=V, (Co)®)=elpy) . (3.20)
B oo Ho Vi (Be)(v)=blev) (3:21)
A V=V, (Ap)() =ale. ) . (3 22)
(3.18) ist also eine Gleichung in V. In Gleichung (3.29) werden wir u; € L2((0,7), V")

nachweisen, so dafl die Anwendung von C in (3.18) moglich ist. Aufgrund der Voraus—
setzungen an p ist C invertierbar und die Inverse ist gegeben durch

CTVI= VL (CTR) () = e ()
Fiir ein ¢ € H wirkt C in der Form

(Co) () = / povdr . (3.23)

Q

Die Bilinearformen a(p, ) und b(n, ) seien stetig, d.h.

Jay >0 Yo, €V iale,d) < aillelvlllv (3.24)
360 >0  Vpe H, ¢ e Vib(nd) <blnllalely (3.25)

AuBerdem sei a(i, 1) symmetrisch, es gelte also a(, &) = a(t, o), und V-koerziv, d.h.
S0> 0,0 > 0V € V- alh, ) + ALl > allély (3.26)
Fiir b(-,-) setzen wir
Vo e Viblp,p)>0 (3.27)

voraus. Hierdurch verkiirzt sich die weitere Darstellung, diese Voraussetzung ist aber
nicht essentiell. Sie besagt im wesentlichen, dafl durch B keine Energie in das System
eingebracht wird. Wiirden wir sie fallenlassen, so miisste bei den Energieabschatzungen
auf der rechten Seite ein weiterer Term fiir die durch B eingebrachte Energie auftauchen.
Wir kommen darauf auf Seite 31 zuriick.

Wir verlangen von unserer Lésung u nur, dafl sie u € L2<(O,T);V> nd ((1# €

L*((0,7); H) erfiillt. Damit die Forderung der Erfiillung von Anfangsdaten in (3.19)
sinnvoll ist, miissen u und ((11—1; in geeignetem Sinne stetig sein. Die Anforderungen

an u besagen, dafi v € W, ((O,T)> gelten soll, dieser Raum wird in Definition A.1.16
beschrieben. Nach Satz A.1.17 ist u demnach stetig als Abbildung w : [0,7] — H.

Da wir H im Gelfandschen Dreier in V' eingebettet haben ist ((11—1; € L2<(0, T); V’).
Als Losung von (3.18) erfillt u

Wegen (3.24) ist die lineare Abbildung A : V. — V' beschrankt. Damit zeigt man
sehr leicht anhand der Definitionen A.1.1, A.1.5 und gegebenenfalls des Satzes von Pet-
tis A.1.2, dal u € L2<(0, T); V) durch A stetig abgebildet wird auf Au € L2<(0, T); V’).
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Wiloka verwendet hierzu seinen Hilfssatz 26.1, bei uns ist die Situation jedoch we-
sentlich einfacher, da A nicht zeitabhangig ist. Entsprechend folgt aus (3.25), daf
Uy € L2<(0,T); H) durch B abgebildet wird auf Bu; € L2<(O,T); V’). Damit liegt das
Argument von C™" in (3.28) wegen ¢ € L2<(O,T); H) C L2<(0,T); V’) in L2<(O,T); V’).
Trivialerweise ist ™' durch pl—o beschrankt und damit ebenfalls stetig. Somit erhalten
wir

uy € L*((0,7); V') . (3.29)

Damit ist u; € W%((O,T); V) nach Definition A.1.19. Geméafl Lemma 3.1.5 ist damit
ug 2 [0,7] — V' stetig. Insgesamt sind also beide Anfangsbedingungen in (3.19) sinnvoll.
Der folgende Satz beinhaltet bereits die Antwort auf die Frage nach der eindeutigen
Losbarkeit des Problems (3.18), (3.19) im distributiven Sinne. Der Beweis ist eng an
die zitierte Literatur angelehnt.
Neu sind hier die Operatoren B und C. Der in [LM72] und [W1082] betrachtete Fall
ergibt sich mit B =0 und C = Iy.

Satz 3.1.7 FEs existiert genau eine Ldésung u € L2<(O,T);V> von (3.18) mit den An-
fangsbedingungen (3.19). Diese erfillt u, € L2<(O,T); H) Die Abbildung {q,ug,u1} —

{u,us} ist stetig und linear zwischen den Rdumen
L2<(O,T);H> xVxH— L2<(O,T);V> X L2<(O,T);H>

Genauer formuliert: Es gilt fir jedes T € [0,T]

T
[u()I + () < Co | ol + [luallzr + / la(t)|Z dt (3.30)
0
mit
Cy = max (2)\6% + al,‘pl, 1) T exp(T + 2AT?) ‘ (3.31)
mina po)

Die Ableitungen sind wiederum distributiv zu verstehen.

Beweis: Wir orientieren uns an [LM72, Section 3.8] und [W1082, § 29]. Zur Notation: Fiir
die Zeitableitung benutzen wir der besseren Ubersichtlichkeit halber in diesem Beweis
den Strich ’ anstelle des Indexes .

I. A priori Abschatzungen

Zu Herleitung der gewilinschten Abschatzung (3.40) werden wir hohe Glattheitsvoraus-
setzungen an die verwendete Losung der Gleichung (3.18) verwenden. Dies ist berech-
tigt, da dieser Teil I des Beweises lediglich der Vorstellung des Beweisablaufes dient.
Beim Existenzbeweis werden wir diese Herleitungsmethode auf Naherungslésungen der
Wellengleichung anwenden, die die nétige Regularitat haben.

Sei also u € W((0,7); V) Losung von (3.18), (3.19). Wegen (3.23) gilt

Voe Vi (pu"(t),¢)y +b(u'(1),9) +alut),p) = (dD)(y) (3.32)
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Wir benétigen

Liva ol = 2000, 0'0), (3.33)
frauin)u(n) = 2a(u(t) (1) (3.34)

Damit Gleichung (3.34) gilt, wurde a(p, ) als symmetrisch vorausgesetzt. Wir wiahlen
in (3.32) ¢ = «/(t). Damit erhalten wir

(pu" (), (1)  + bW/ (1), w'(1) + alu(t), w'(1)) = (o) (1)) (3.35)

also nach Multiplikation mit 2 und Einsetzen von (3.33) und (3.34)

SV ()17 + 26(u' (1), (1)) + rau(®), u(t) = 2(q(0)) (w'(1))
Wir integrieren diese Gleichung von 0 bis 7 € [0, 7]

T T T

[ & atutrr ) + 1) e bty ar=2 [ o))

0 0 0

und erhalten damit
a(u(r), u(T)) + /o' (7)1
= a(ug,up) + H\//BUIH%I + 2/ <<q(t)>(u’(t)) <:>b<u’(t),u’(t)>> dt

0

Fiir den Ausdruck auf der linken Seite gilt nach (3.26):

a(u(r),u(r)) + Ve (D) = ellu(D)IF < Mu(m)lE + pollw/ (Tl (3.36)

Da wir H = L*(Q) mit seinem Dualraum H’ identifizieren, kénnen wir anstelle von
(al0)) (s(1)) anch (q(), (1)), schreiben. Damitgilt 2(q(£)) (o' (1)) < O+ (0]
Beachten wir noch b(¢, ¢) > 0 und (3.24), so erhalten wir fiir den Ausdruck auf der rech-
ten Seite

a(ug, ug) + |[v/puill3; + 2/ <<q(t)>(u’(t)) <:>b<u’(t), u’(t))) dt
o (3.37)
< aluolli + puflualzr + / (a1 + [l (1)]I7) e

0

Zusammen ergeben (3.36) und (3.37)

allu(m)IIV + pollu'(7)]I7

T

< A!\U(T)H%JralHu(Jsz+,01HU1H%+/(HCJ(t)H%ﬁrHU’(t)H%) de . (3.38)

0
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Aus [[u(7)|lg < |Jwollmr + [ ||v/(¢)]|m dt (vel. Satz A.1.10) folgt
0

2

)l < 2oalfy +2 | [ N@lade ) < 2ol +27 [ ol @9
0 0

wobei wir (8 +7)* < 2% +2+% und Bemerkung 3.1.2, Gleichung (3.4), verwendet haben.
Wir setzen ¢(7) := ||u(7)||} + |[«/(7)||3, schitzen A||u(7)]|3 in (3.38) durch (3.39) ab
und erhalten mit (3.13)

or) < cx [ Nuall + llnly + [ ot ae | + e [ oo
0 0

mit

max (2)\6% + ay, p1, 1) 20T + 1

d =
min(a, po) e @ min(a, po)

Cc1p =

Das Lemma A.2.2 (Gronwall) liefert mit v = ¢, g(7) = 1 <HUOH%/—|-HU1H%I—I-I lla()]|3 dt>
0
und h(7) = ¢y

or) < cxexplear) | luoll + sl + [ la(olecn(seat) d
0

und damit gilt fiir alle 7 € [0, 7T

T
()Y + ' (7)[5 < exexp(e.T) HuOH2v+HulH?ﬂr/HQ(t)H?fdt - (340)
0

11. Existenzbeweis

Es sei wy,ws,... eine ON-Basis von V' beziiglich des Skalarproduktes (p-,-)y. Wir
betrachten das Problem (3.32), (3.19). Die Naherung w,, () zu seiner Losung sei gegeben
durch

m

U (1) = Z Gim (D)0

mit

(,ou;'n(t), wj>H + b(u;n(t), wj> + a(um(t), wj> = (q(t))(wj) j=1,...m (3.41)
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und u,(0) = wom Eflmw“ '(0) = urm = > imw;, wobei in H gelten soll:

m
=1
Iim wg, = ug und hm U1m = u;. Einsetzen liefert

) (,0 ng w;, w]> i + %b (; Gim ()05, w]) +a (; Gim ()05, w])
= (q(t)>(wj)

also

o, 1)+ 3 W) 04 Yl m)ant) gy
= g(1)) ()
Um dies in Matrixschreibweise zu formulieren definieren wir
B = (b(wi,wy)) € R™™ |
A, = (a(w;,w;)) € R™™ |
Gu(t) = (gimlt ...,gmm(t))TE]Rm :
Falt) = ((alt > Joores (alt) (wn)) " € R

Nach Wahl der w; gilt (pw;,w;)y = §;; mit dem Kroneckersymbol §;;. Damit ist unser
System von gewohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung (3.42) gegeben durch

)
)

2

d
" —G() 4 A Gon(t) = Fru(1)

Gon(t) + By
mit G (0) = (Eims -+ s Emm) T und G2 (0) = (Mims - -+ » T )T+ Dieses System nimmt mit

Zn(t) = %Gm(t) die Form

( Pt ) - ( B ) s Con(t) + Fa() )

mit der Anfangsbedingung

( G (0) ) _ ( (Eimy oy )T )

Zn(0) (Mo an)T

an und ist somit eindeutig l6sbar. Bei der Lésung ist jedoch zu beachten, daf die rechte
Seite nicht Lipschitz-stetig ist, sondern lediglich die Voraussetzungen fiir eine Losung
im Sinne von Carathéodory gegeben sind, vergleiche etwa § 10, Satz XIV in [Wal72].

Dieselbe Rechnung wie die Herleitung von (3.40) zeigt, daf} ||w,,(7)||v und ||u!, (7)||z
durch eine von m unabhéngige Konstante beschrankt sind:

e (I + s (Tl < evexp(eaT) | e+ [luolli + [JuallFy + / la(®)II7 dt | (3.43)
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mit € = sup (|[uon||¥ + [[winllf < lluollf < lluillF)-
meN

Hierbei wird ausgenutzt, dal u/, (¢) eine Linearkombination von wy,..., w, ist, so
daf wir in Gleichung (3.41) w; durch u,(t) ersetzen kénnen, um wie bei Gleichung
(3.35) fortzufahren.

Wir finden somit (nach Satz A.2.1) eine Teilfolge (u;) von (u,,) und Elemente z €
L? ((O,T); V) und 2 € L2<(O,T); H) mit

(u;) =G L2<(0, T); V) und
(W) 837 in L*(0,7); H)
Die Konvergenz ist in beiden Fallen schwach. Es gilt 2 = /.

Wir ersetzen nun (u,,) durch die konvergente Teilfolge (u;). Durch das Streichen
endlich vieler Glieder dieser Folge kann der Wert von € in (3.43) beliebig verkleinert
werden.

Als néchstes zeigen wir, dafl z Losung von (3.32) ist und z(0) = ug und 2/(0) = uy
gelten.

Sei ¥ € C*([0,7]) mit ¥(T) = 0 und ¥'(T) = 0. Wir setzen 9;(¢) := J(t)w;. Die
Gleichung (3.41) wird fiir j = 1,...m mit J(¢) multipliziert und anschliefend von 0 bis
T integriert:

T T

[ (0095000 + 60 (00:0,00) + a0, 9500 ) de = [ (at) 05000

0 0
Beim ersten Summanden im Integral auf der linken Seite wird zweimal partiell integriert:

T

/ <<pum(t), D1(1)) 4 bl (1), 95(8)) + alun (1), ﬂj(t))> dt

— [ @)@+ (1, 050)) 00 D(0),, i =1

Mit m — oo wird daraus fiir j € IN beliebig

T

/ <<pz(t), D1(0) 4 b((0), 95(1)) + a(=(0), ﬂj(t))> dt

= [ @)+ (00,9500 0,050,

Wir integrieren wiederum zweimal partiell im ersten Summanden und erhalten

T

[ (02 (0:9,0), + b0 9,0) +a(=(0).9,0)) )

0
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= /T (q(0)(2;(2)) dt + (u1,9;(0)) ;& (w0, ¥5(0))
;(2(1), 9;(0))  + (2(0),95(0) ;- (3.44)
Betrachten wir nur alle #(t) € C2°([0,T]), so erhalten wir
Vo eV (pz"(t), ), + (< (1), ) + al2(1),0) = (a(1))(9) (3.45)
das heiBt, = ist Lésung von (3.32).

Nun sei ¥(t) wieder aus C'*([0,7]) beliebig mit ¥(7T") = 0. Zusammen zeigen (3.44)
und (3.45), daf fiir j € IN beliebig gilt:

(Z(O),%(O))H = (uo,ﬂ;(()))H und
<Z/(O)7ﬁj(0)>g = <u17ﬁj(0)>g )

also z(0) = up und 2/(0) = u;.

Es bleibt noch zu zeigen, dafl die Losung stetig von den Anfangsdaten und der
Inhomogenitit abhangt.

Integration von (3.43) liefert

T T
[ a0l ae+ [ o1
0 0
T
< eiespleat) | e aalfy + aalfy + [ o) o
0

und damit wegen der schwachen Konvergenz und der Definition von Cj in (3.31)

T T T
[ aes 1@< o [ ol + lalfy + [l ) . a0
0 0 0

da € als beliebig klein angenommen werden kann.

ITI. Eindeutigkeit

Die Abschéatzung (3.46) liefert auch die Eindeutigkeit der Losung von (3.18), (3.19),
denn die Differenz zweier Losungen ist Losung des homogenen Problems, also Lésung
fir up = 0, uy = 0 und ¢ = 0. Nach (3.46) ist jedoch z = 0 die einzige Losung des
homogenen Problems, womit die Eindeutigkeit gezeigt ist. O
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3.1.4 Regularitit der Losung des direkten Problems

Fiir den Nachweis der Differenzierbarkeit eines bei der Losung des inversen Problems
wichtigen Operators in Abschnitt 4.4 werden wir auch Regularitdtsaussagen fiir die
Loésung unserer Wellengleichung bendtigen.

Wir wollen also untersuchen, inwieweit bessere Glattheitseigenschaften der Koeffizi-
enten zu glatteren Losungen fiithren.

Der erste Schritt bei der Behandlung der Regularitdt ist die Differenzierbarkeit
nach t. Satz 3.1.8 besagt, dafl die Losung der Wellengleichung einmal mehr beziiglich
t differenziert werden kann, wenn ¢, uo und u; einmal 6fter differenzierbar sind, als in
Satz 3.1.7 gefordert. Diese Aussage wird im Beweis von Satz 3.1.10 beim Induktions-
schritt verwendet werden, um zu zeigen, dafl die Lésung um so glatter beziiglich ¢ ist, je
glatter ¢, up und uy sind. In Satz 3.1.11 wird die Regularitat beziiglich der Ortsvariablen
behandelt und in Satz 3.1.12 fassen wir die Ergebnisse zusammen.

Satz 3.1.8 Die Voraussetzungen von Satz 3.1.7 seten erfillt und u sei die Losung aus
Satz 3.1.7. Wir betrachten den Fall, daf§ zusdtzlich ¢ € Wy ((O,T); H) gilt. Weiterhin

seien die Kompatibilititsbedingungen
up €Vound  ug = C_1<q(0) & Buy <:>Auo> cH
erfillt. Dann gilt fir die Lésung u

d®u(t)

€ L*((0,T); H)

Die eindeutige Lésung des Anfangswertproblems

dg(t
Coul(l) + Buy(1) + Au(t) = % : (3.47)
v(0) =uy, v:(0) = uz (3.48)
ist gegeben durch v = i—?

Beweis:

Gemé&f der Voraussetzung an ¢ ist ¢ € L2<(O,T);H>. Nach Satz 3.1.7 existiert
genau eine Losung v von (3.47), (3.48) und fiir diese Losung gilt

ve L*((0,T);V), voel*(0,T)H) . (3.49)

Wir betrachten die mit dem Bochner-Integral definierte Hilfsfunktion

t

w(t) :=u(0) + /U(T) dr

0



3.1. EINDEUTIGE LOSBARKEIT BEIM VORWARTSPROBLEM 29

Nach (3.48) und (3.49) gilt

we C([0,7T;V) c L*((0,T);V)
wy=1v € L2<(O,T);V> C L2<(O,T);H> ,
wy =v € L2((0,T); H) < L*((0,7); V")
w(0) =u(0) =wuy , w(0)=2v(0)=1y

Wir integrieren (3.47) und erhalten wegen (3.48)

Cwu(t) = Cut)

= Cu(0) <:>/ Cou(T)dr
= Cu(0) <:>/ (th(r) + Av(r) <:>qt(7')> dr

= q(0) &Bu; & Aug <:>/ (th(r) + Av(r)) dr 4 ¢(t) ¢(0)

Partielle Integration liefert

‘ ‘
@/ (Av(7) 4+ Boy(r))dr = @/ (Aw(7) + Bwy(r)) dt
: = <:>jlw(t) + Aug < Buw,(t) + Buy
also
Cuwy = Cv, = <Bw, S Aw + (1) (3.50)
Wir subtrahieren (3.18) von (3.50) und erhalten
Clwsu)y = <Bw su) S Alw u)
und die Anfangsbedingungen
(weu)(0)=0, (weu), (0)=0

Damit kénnen wir Satz 3.1.7 auf (w <u) anwenden und erhalten wegen der eindeutigen
Losbarkeit der homogenen Gleichung

w=wuin [0,7T]
und

v=w;=uyin [0,7]
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Wegen der Glattheit von v = u; folgt damit die Aussage.
O

Bei der Betrachtung einer ,konkreten® Differentialgleichung wenden wir uns direkt
der Differentialgleichung dieser Arbeit in der Formulierung (3.15)-(3.17) zu. Es ware
auch moglich, allgemeinere Differentialgleichungen zu betrachten. Dies geschieht etwa
in [W1o82] durch allgemeinere elliptische Operatoren anstelle von Au und allgemeinere
Randbedingungen. Da diese Arbeit jedoch vor allem dem inversen Problem gewidmet
ist, verzichten wir hier zugunsten der Kiirze auf eine moglichst allgemeine Darstellung.

Da wir uns nur fiir den Fall von Neumann-Randbedingungen interessieren, wahlen
wir

V=W, (Q)

Nach den Satzen 3.1 und 3.5 aus [Wlo82] ist V separabel und erfiillt die Voraussetzung
(3.14). Wie bereits in der Einleitung von Abschnitt 3.1 gesagt, ist H = L*(Q).

Um Gleichung (3.15) in der Form (3.18) behandeln zu kénnen, miissen wir die Ope-
ratoren A, B und C definieren. A ist gegeben durch (3.22) mit

o) = [ Vote) Viloyde (3.51)

Die Voraussetzungen (3.24) und (3.26) an a(¢,?) sind mit ¢; = 1, A = 1 und o = 1
erfiillt. Wir werden sehen, dafi mit der Wahl von V und a(¢, ) auch die Randbedin-
gungen festgelegt sind.

Es sei v = v(x) die duflere Normale an 99Q. Fir p: Q@ — R" aus (3.15) setzen wir
voraus, daB j; € Wi(Q),7=1,...,n und

v ILL|QQ =0 (352)

gelten. Am Rande des Gebietes bewege sich das Medium also parallel zum Rand.
Fir B: H—= V' b: HxV — R wahlen wir

(Be)(¥) = b(e, 1) := <:>/ p(@) V- (p(e)p(z))de .  peH eV . (3.53)

Fir o € V gilt wegen der Voraussetzung (3.52) geméaf Korollar A.2.5, Gleichung (A.1)
fiir ¢ € V beliebig

(B¢M¢)ZZW%¢O=1/(M@ﬁ-v¢tw)¢@ﬁdw

Es muB sichergestellt werden, dafl die Voraussetzung (3.27) an b(-, -) erfiillt ist. Korollar
A.2.5, Gleichung (A.2) liefert bei Beachtung von (3.52)

2 [t Vorde+ [ v pyde = [t ds =0

Q Q o0
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Damit ist b(p, @) > 0, falls
divp(er) <0 firze . (3.54)

Die Voraussetzung b(¢, ) > 0, und damit (3.54), wird zur Herleitung der Energie-
abschatzung (3.30) benotigt. Sie besagt, dafl 4 keine Quellen besitzen darf. Somit wird
dem System aufgrund der Mediumsgeschwindigkeit also keine Energie hinzugefiigt. Oh-
ne die Forderung (3.52) miisste auch (y - V)‘QQ > 0 vorausgesetzt werden, damit auch
durch den Rand 0f) keine Energie in das System transportiert wird.

Wir setzen fiir das folgende die Giiltigkeit von (3.52) und (3.54) voraus.

Der Operator C ist geméB (3.20) definiert. Ebenso, wie wir H = L*(2) mit seinem
Dualraum identifizieren, unterscheiden wir auch nicht zwischen der Funktion ¢(x,t) €

L*(Q) und dem Funktional ¢(¢) = [ ¢(x,t)¢(x,t) dv dt auf L*(Q).

Wir kontrollieren, ob das Problem (3.18), (3.19) somit die verallgemeinerten Loésun-
gen von (3.15)-(3.17) beschreibt. Hierzu sei ¢» € V = W} (Q) beliebig und v € W3 (Q)
eine Losung von (3.18), (3.19). Wir werden spater sehen, daf es solche glatten Losungen
bei starkeren Voraussetzungen an die Koeffizienten, die Inhomogenitéit und die Anfangs-
daten wirklich gibt.

Die Funktion u erfillt (3.18) und damit gilt fiir ¢» € V beliebig (wir kénnen (3.23)

verwenden ):

/,outt;/)dxdt—l—/(/,L-Vutﬁ/)dxdt—l—/Vu-V;/;dxdt@/q;/)dxdt = 0,
Q Q Q Q

<:>/<,0utt-|-</~L'Vut>@q);bdxdt@/;/)Audxdt—l— / g—u;bdsdt = 0,
14
Q Q

8% (0,T)

<:>/<putt—|—</,L-Vut> <:>Au<:>q>;/;d:1;dt—|— / Z—Z¢dsdt — 0
Q

8% (0,T)

Dies kann nur fiir alle ¢ € V erfiillt sein, wenn (3.15) und (3.17) gelten. Die Anfangs-
bedingungen sind ohnehin identisch.
Fiir den Satz 3.1.10 bendtigen wir das néchste technische Lemma.

Lemma 3.1.9 Fs seien k € N, k > 2 und K > 1. Firi € {0,....k} und m €
{0,...,k o} seien ;. und a;, reelle, nicht-negative Zahlen. Fir ¢ < 0 oder m < 0
sei i =0. Firee{2,....k} und m €{0,...,k &1} gelte

Aim S I(<Qi,m + Ai—1,m4+1 + ai—?,m—l—?) . (355)

Dann ist fire € {0,....k} und m € {0,....k <1}

i—2
a; m < max (17 (2[‘7)i_1> (Z Gi—jm+j T 01 m+i-1 + aO,m—I—i) . (3-56)

=0
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Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollsténdige Induktion {iber ¢. Die Falle ¢ = 0 und
i = 1 gelten fiir alle m > 0 trivialerweise. Fiir 0 < ¢’ < ¢ sei (3.56) bereits fiir
m € {0,...,k<i'} gezeigt. Insbesondere gelte (3.56) also fiir die Indexpaare i <1, m+ 1
und 1<2, m+2 anstelle von ¢, m. Wir schreiben diese Voraussetzungen hin und indizieren
die Summe iiber j sofort um:

1—2
ai—gmi2 < Max (1 (2K) Z ’ (Z Gi—jom+; T C1m+yi—1 —I'aOm—I—z) ;

7=2

IA

7—1,m+1

1—2
max (1 (2K) Z 2 (Z Qi—jom+j T Q1 mti-1 ‘I’aOm-I—z)

71=1

Nach der Rekursionsformel (3.55) gilt nun

Aim S I(<Qi,m + 7—1,m+1 + ai—?,m—l—?)

1—2 i—2
S max <1 (2[&)2 2>] (CZZm—I'ZQZ ]m—l—]‘l’ZQl ]m—|—]+2a1m—|—z 1+2a0m—|—2>

Jj=1 Jj=2

IA

1—2
max (1 (2K) Z ! (Z Qi—jom+j T Q1 mti-1 ‘I’aOm-I—z)

7=0

O
Die Abschitzung (3.56) ist in Bezug auf den Koeffizienten sicherlich nicht scharf, fiir
unsere Zwecke wird sie jedoch ausreichen.
Als Anwendung von Satz 3.1.8 erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 3.1.10 Wir betrachten mit den in (3.51), (3.53) und (3.20) definierten Operatoren
A, B und C die hyperbolische Gleichung (3.18) mit den Anfangsbedingungen (3.19). FEs
seik>2und Q € C*2 pe Wr2(Q), ue (Wfo_l(QDn Fiir k =2 gelte p € WL (Q)
0 . .
| = 0w € W), g € WE((0,T): W (@),
YV laa ,
§=0,... kel Firic{2,... k} sei u; € WET(Q) definiert durch

Zusiitzlich seiug € Wy ()

pla) \ dt+—2

Dann gilt fiir die eindeutige Losung u von (3.18) und (3.19) und damit von (3.15)-
(3.17):

1 di—?q
U = —— —(0) <u - Vui—g + Auys

d*u(t)

ue WiH((0,T); V), Y

€ L2<(0, T); H)

und

k-1
lalliszom + llullizon < Ci (HUOHer [/ 129‘|‘ZHC]Hk ~ote 0T>) (3:57)

12,0
7=0
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k-1
Hierbei ist Cy = AKT (6\\ il e (2 +nzumuw) ) Co. Bs ist vlh=) =
dk 1

die Losung von

dtk 1
d*q(t
Cou(t) + Boy(t) + Av(t) = Wﬁ(l) (3.58)
mit den Anfangsbedingungen
v(0) = up—1, v(0) =wug . (3.59)

Bewess:

Die Voraussetzungen zu Satz 3.1.7 sind nach Wahl der Réume V und H und der
Operatoren A, B und C erfiillt. Damit haben wir eine eindeutige Losung des Problems
(3.18), (3.19).

Induktiv erhdlt man fiir i € {2,...,k}, daBl wegen w,_, € W;_(i_2)(ﬂ) und u;_; €
W;_(i_l)(ﬂ) wiederum u; € WJF™(Q) gilt. Wegen p € W52 und p(z) > po > 0
verschlechtert der Faktor 1/p(x) die Glattheit von u; nicht.

Bevor wir zum eigentlichen Beweis kommen, leiten wir die Abschatzung (3.60) fiir
[uil 72,0 her.

Nach den Bemerkungen 3.1.3 und 3.1.5 gilt fiir ¢ € {2,...,k} und m €{0,... , ksi}:

(3.8)

(3.10) )
< 3H HmooQ CT

di—?q 2
a2

m,2,8

+ g Vuiallf 00 + HAui—2H72n,2,Q>

di—?q 2
dti—2

1,2,(0,T)
m,2,8

n
+n Z H/MHzn,oo,QHui—lem-Lz,Q + Hui—2Hzn+2,2,Q>
7=1
i di—?q 2
< K, (‘ FllwicallZ o0 + lwicellfyesa |

1,2,(0,T)

m,2,8

dti—2

mit
G = 3] 5511 (€ +n21wm)

Hierbei ist ¢, = 2max(7, %) nach Lemma 3.1.5. Bei der Einfithrung von K, haben wir
ci > 1 benutzt. Wegen 1 > 2 ist m < k<2 und damit K, < Kj_, fiir alle verwendeten
m. Mit

di—?
dtz 2

K=1+Kio, apm=lull}.q und gn.= ‘

,(0,7)
m2,ﬂ
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liefert Lemma 3.1.9 fiir ¢ € {0,...,k} und m € {0,... k <i}:

2
il g < (2K (z
0

Wir fithren den Beweis des Satzes per vollstandiger Induktion iiber k. Der Satz ist fiir

2

di—j—2q
dti—j—2

1,2,(0,T)
m+7,2,02

+ Hule-I—z 1,2,Q + Huon-H?Q) (360)

k > 2 formuliert, da einige Voraussetzungen nur fiir k& > 2 ausreichend sind. Unter
den Voraussetzungen bei & = 2 gilt der Satz jedoch auch mit der Aussage fiir £ = 1.
Dies ergibt sich direkt aus Satz 3.1.7. Wir kénnen den Induktionsbeweis daher mit dem
Schritt £ <1 — k fir £ > 2 fithren und die Aussage des Satzes fiir £ = 1 aus der
Induktionsannahme voraussetzen.

Um noch die Abschéatzung (3.57) bei & = 1 in der gewiinschten Form zu erhalten,
integrieren wir Gleichung (3.30) von 0 bis T" tiber 7:

lleory + P aom < O (Huouim ]2 + Hqu%,z,m) (3.61)
1,2,Q 0,2, 0,2,

mit ¢y = 27TCy. Hierbei erhalten wir den Faktor T aufgrund der Integration. Die
Zahl 2 kommt hinzu, weil der Ausdruck ||u H02 ©or in obiger Formulierung in beiden
2,Q

Summanden auf der linken Seite auftaucht, in Abschatzung (3.30) jedoch nur einmal.

Wir fithren nun den Induktionsschritt k &l =k fur k> 2.

k—2
Es ist laut Induktionsvoraussetzung = U — k=

?) die Lésung von

d"2q(t)

Cou(t) + Built) + Av(t) = =57~

mit den Anfangsbedingungen
U(O) = Uk—2, Ut(o) = Ug—-1

Auf dieses Problem wenden wir Satz 3.1.8 an. Anstelle der dortigen Bezeichner g,

k-2
g, u; und uy verwenden wir ¢, tg, u; und uy. Mit ¢ = % € W%((O,T);H),

g = up—g € WEHQ), @ = wp—y € V.= WHQ) und Gy = up € H = L*(Q) liefert Satz
3.1.8

2

Loty e 120,17 1)

v e WH((0,1); V), pvE

und damit

dku(t)

we W0, 1)), =

€ L2<(O,T); H)
_ d (k—2) dk-1
und k-1 = Udt = dtk_?

gen (3.59). Als Losung von (3.58), (3.59) erfiillt v(*=1) = (gzgi? die Abschatzung aus

erfilllt die Gleichung (3.58) mit den Anfangsbedingun-
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Satz 3.1.7 in der Formulierung von Ungleichung (3.61):

dk—lu 2 dk—lu 2
k-1 + k-1
dt 0,2,(0,T) dt 1,2,(0,T)
1,2,Q 0,2,Q
dk—l
2 2
scnrwhmm@+ummmg+H&kl e (3.62
2,82
Nach (3.60) gilt
k— dk j—3 2
a0 < (2K Z(MJSMM+MM%mHmmm (3.63
=0 ]7+71(,27,Q)
und
k—2 dk_]‘_Qq 2
[urll§ 2 < (2K)* =2 || som +llulicipe + luollize ] - (3.64)
o

Eine Indexverschiebung zeigt, daff die Summein (3.63) nur Summanden enthélt, die auch
in der Summe in (3.64) auftauchen. Der Summand HWHOQ o aus (3.62) kommt
2,82

in der Summe in (3.63) nicht vor. In der Summe in (3.64) taucht er aber auf. Da wir
die Summen zusammen abschdtzen, schlagen wir diesen Summanden zu der Summe in
(3.63) dazu und miissen ihn im folgenden nicht mehr beachten. Zusammen erhalten wir

_ 2 _ 2
dk lu N dk lu
dtk_l 0,2,(0,T) dtk_l 1,2,(0,T)

1,2,Q 0,2,Q
dk 7= 2q 2
< 20002K
— ( ) 14 dtk ] 2 ( T)
],2,(2

Zusatzlich haben wir aus der Induktionsvoraussetzung die Abschatzung (3.57) fiir k <1
anstelle von k:

k—2
lullizzzgom + lullizsaon < Cr- 1<Hu0Hk 120 T i 2,2,Q+ZHQHk ~s=2a m)
7=0

und somit gilt

HH“Hmﬂw%wsé%mmm+MMLm+2mm“2 )

mit ék == Ck—l + 201(2[&7)k_1
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Es bleibt noch (, < () nachzuweisen. Es ist O} = 4ET(2K)1C, fiir k > 2 und
(7 = 2TCy. Den Nachweis fithren wir ebenfalls per Induktion tiber k. Der Fall & = 2
ist klar. Fir k£ > 2 gilt

Cr = Cpy +202K)1C,

20k 1) (2K)"2C, + 22K)" 10y
2((k & 1)(2K) 2 + 2K)"1)C,
2k(2K)*1C,

Cy

IA I

a

Damit haben wir eine hohere Regularitét der Losung u bezliglich der Zeit, falls die
Koeffizienten, die Inhomogenitat und die Anfangswerte glatter sind als in Satz 3.1.7 ver-
langt. Die Beweisidee war im wesentlichen die Differentiation der Gleichung beziiglich
t und die Anwendung von Satz 3.1.7 auf die so entstandene Gleichung. Fiir die Regu-
laritat beziiglich der Ortsvariablen fassen wir u als Losung eines elliptischen Problems
auf, das entsteht, wenn wir die Terme, die zeitliche Ableitungen von u enthalten, auf
die rechte Seite der Gleichung schreiben. Hierzu benutzen wir im Beweis des folgenden
Satzes das Lemma 3.1.6.

Satz 3.1.11 FEs set k > 2. Die Voraussetzungen von Satz 3.1.10 seien erfillt.
Dann gilt fiir die eindeutige Losung u von (3.18), (3.19):

w€ Wy ((0,T); Wy(Q)) fiiri=0,....k

Mit k; = ¢ 0 (HpH?—Z,oo,Q + > HMJ’H?—z,oo,Q + A%) und Cy; = (2x;)'Cy ist weiterhin
=1

J=

k—1
[ullimi 20 < Ch (HUOHZ,m a0 + ) HCJHi—J—m,<o,T>> : (3.65)
4,2,02 j:O 7,2,82

Beweis: Sei t € (0,T) fest. Ao sei wie in der Voraussetzung zu Lemma 3.1.6 gegeben.
Als Losung von (3.18), (3.19) ist w auch Losung von (3.15)-(3.17) und damit erfiillt
u(-,t) € W2(Q) die Gleichung

SAu(x,t) + ou(xz,t) = ¢, t)
mit
gla,t) = q(z,t) ©p(a)uy(x,t) Su(z) - Vu(x,t) + dou(x, t) (3.66)

und homogenen Neumann-Randbedingungen.

Nach den Voraussetzungen gilt ¢(¢) € L*(Q) fiir festes ¢t € (0,7). Wir zeigen nun
die Behauptung fiir festes k& > 2 per vollstandiger Induktion tiber 2. Fiir den Nachweis
bei 1 setzen wir die Aussage fiir 1 <1 und 1 &2 voraus.
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Satz 3.1.10 liefert die gewiinschte Aussage bereits fiir ¢ = 0 und ¢ = 1 bei & > 2
beliebig. Der Fall £ =1 ist durch Satz 3.1.7 abgedeckt.

Fiir den Induktionsschritt sei ¢ € {2,...,k} und es gelten die Induktionsannahmen
k—(i— i k—(i— i
w € WO TR WS A W) NP (0. W@ N WA (E)
mit

dy
5=}
Wegen (3.66) ist ¢ € Wf”(((),T); WQZ_Q(QD Das Lemma 3.1.6 liefert u(-,t) € Wi(Q).
Umu e Wi ((0,7); W3(Q)) folgern zu kénnen, miissen wir noch zeigen, daf die lineare
Abbildung

WiZ) = {» e W)

LWy ((0,T); Wa™2(Q) — Wy ((0,T); W4(), G u

beschrankt ist. Es ist

T Ees . N 2
T Lo,
P / di
0 Jj=1 7,2,
T .
_ / SG]
0 7=1 dt] 1,2,8
T
(3.11) S dig) |
S CZ'Q/ q() dt
7 ; dt’ i—2,2,0
0 ]:1 @ 14

< calldllicizon

1—2,2,0

Also gilt
u € WyH((0,7); W3())

Wir schitzen die Normen von u weiter ab. Bei dem mit (%) gekennzeichneten Schritt

wird |Ju]|% ory < ]\u!\i_(i_2)727(07T) ausgenutzt.

—1,2,( ‘
22,0 i—2,2,0

2
2
[l %ms 20,1y
02,0

< calldlizizen
i—2,2,0

i llg Spue < Vg + Moulli_izom)

1—2,2,0

2,2,Q 2,2,Q

< G (HClHi—,uzmo,T) + HPH?_z,oo,QHuttm—,mom
t—2, t—2,2,

2,2,Q i—2,2,Q

e
+ Z 1145117 2,00 @ [ Vetel [imiz 01y + Ag”“’ﬁ—m(or))
t—2,
7=1
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(%) n
S Q (HpHZZ—Q,OO,Q + Z "Mj"?—?,oo,ﬁ + A?J) X
7=1
OMhmmT+HH2 o+l om)
i—2,2.Q 1,2,(2
k—1
< (mmlgﬂ-+wm4+manwamQ+umm129+§]mmjlmm)
7=0
k—1
sﬁm+cma+@fn@mmm+wmuMQ+§ka“2m)
~ 7=0

=: Ck

Zum Nachweis von (3.65) mufl nun noch CN';“ < (%, nachgewiesen werden. Fiir ¢ = 0 und
i = 1 ist nichts zu zeigen. Man beachte k; > k;_y bei j € {1,...,k}. Fire e {2,... k}
folgt per Induktion:

ék,i ki(L+ Criza + Criz1)
/iz'<1 + (2k2) 2CL + (2/i¢—1)i_10k>
kH1 4272 4277 H 0y

IA A

a

Wir kénnen nun als Ergebnis den Existenz—, Eindeutigkeits— und Regularitatssatz
fiir unser hyperbolisches Problem formulieren.

Satz 3.1.12 Sei k> 1. Essei Qe C**2 T >0 und Q = Q x (0,7T).

Fiir k € {1,2} sei p € WL(Q) mit % € WL(Q) und bei k > 3 sei p € WE2(Q) mit
% € WE(Q). Es gelte 0 < py < p < p1. Weiter gelte € (WEH(Q))" mit div u = 0,
v ptlag =0 und q € Wzk_l(Q) Schlieflich seien ug € WE(QY) und u; € Wzk_l(ﬂ) mit
Jdug
kA a9

Dann existiert genau ein u € W3(Q), welches das gemischte Anfangswert— Rand-
wertproblem

= 0 gegeben.

ple)u(, 1)+ p(z) - Vel ) SAu(e 1) = qlet) inQ .
u(x,0) = wup(x) in ),
uy(,0) ui(z) inQ (3.67)
g—Z(:Ii,t) =0 auf 00 x (0,7)

erfillt. Es ist u € WF(Q) und es gilt

ullez.o < C(luollrze + utlli-120 + lalli-120)

)
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mit
VO L fallsk=1
) { 2k )FC) |, falls k > 2 (3.68)
und

n
Kk = Chg (HPHz_z,oo,Q ) il s + /\%) 7

i=1

Chy Ao aus Lemma 3.1.6 |
. k-1
2
R CESNCE) TN )
7=1
¢, = 2max(T,%) nach Lemma3.1.5
o = max (3, p1) T exp(T + 2T?)
° miﬂ(l,po)

Beweis: Fiir den Fall £ = 1 wird hier mit Hilfe der Isomorphien aus Satz 3.1.4 nur die
Aussage von Satz 3.1.7 wiederholt. Fiir & > 2 ergibt sich die Aussage wiederum mit
Hilfe von Satz 3.1.4 direkt aus Satz 3.1.11. Die Wurzel in Gleichung (3.68) erklart sich
aus der Folgerung (3.6) in Bemerkung 3.1.3.

Bei der Angabe von Cy wurde a; =1, A = 1 und o = 1 benutzt, vgl. Seite 30. Wir
haben I = L?(2) und V = W}(Q) und damit C}); = 1, vgl. (3.13) und (3.31). O

Im Fall £ = 1 treten in (3.67) Ableitungen von u auf, die nicht existieren. In diesem
Fall ist (3.67) im Sinne von Satz 3.1.7 zu verstehen.

3.2 Betrachtung der Schallaufwege

3.2.1 Herleitung der verallgemeinerten Eikonalgleichung mit-
tels einer Progressive Wave Expansion

Im Falle der Wellengleichung bei ruhendem Medium lassen sich die Laufwege des schnell-
sten Teiles des Schallsignals anhand der Charakteristiken der Eikonalgleichung berech-
nen. Fiir akustische Meimethoden sind diese Pfade wichtig, da bei Laufzeitmessungen
nur Informationen iiber die Teile des Gebietes gewonnen werden kénnen, die von diesen
Pfaden auch wirklich getroffen werden. Falls die Abweichung der Pfade von der geraden
Verbindungslinie zwischen Sender und Empfanger die Gréflenordnung der moglichen
Ortsauflosung erreicht, so miissen diese Pfade auch bei der Rekonstruktion beriicksich-
tigt werden. In Kapitel 5 werden wir anhand der Simulation einer Messung in einem
Feuerraum mit Deckenfeuerung in der Nahe der Brenner zeigen, dafl diese Probleme bei
industriellen Anwendungen tatséchlich auftreten.

Wenn das Medium, in dem sich die Schallwelle ausbreitet, nicht ruht, so ist die
Situation etwas komplizierter, denn die Umkehrbarkeit der Schallaufwege ist nicht mehr
gegeben. Wir wollen im folgenden die verallgemeinerte Eikonalgleichung herleiten, deren
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Charakteristiken in diesem Fall die Schallaufwege beschreiben. Wir verwenden hierzu
die ,,Progressive Wave Expansion“ (vgl. [RCD84]), nehmen also an, daff das Schallsignal
von einer Quelle der Form §(z &z°)§(t) erzeugt wird.

Mit H(t) bezeichnen wir die Heaviside-Funktion in t. Die Schallwelle u erfiille die
Wellengleichung

pus + p - Vuy & Au = §(x <:>:1:S)5(t) (3.69)

mit homogenen Anfangsdaten. Der Einfachheit halber betrachten wir die Losung in
Q2 = R". Nun kénnen wir die Welle zerlegen in die §-Funktion, ihre Stammfunktion
— die Heaviside-Funktion — und einen Restterm. Die Funktion ¢(2) beschreibt die
Wellenfront. Die Restterme R;(x,t) vernachléssigen wir:

u(x,t) = A(:L')(S(i <:><,9(:1;)> + B(:L')H(i <:><,o(:1;)> + Ri(x,t)
Die Ableitungen sind nun gegeben durch

uy = A+ Bd+ CH + Ry(x,t) ,

o A"+ B + Cd 4 Rs(x,t) ,
Vu = (VA)o+ Ad'(&NVe)+ (VB)H + Bo(<Ve) + Ry(x,t)
Vu, = (VA)Y + A" (V) + (VB)d + B (V) + Rs(x,t)
Au = Ad'(eVp) (V) + Rs(z,t)

Bei Au haben wir nur noch den Term beriicksichtigt, der im folgenden wirklich auftritt.
Dies setzen wir in die Gleichung (3.69) ein:

p(x) (48" + BI + C6 + Ryf, 1))
- (VA + AT (69) + (VB)S + B (V) + Rs(e, 1))
& (A8"(&¥0)(4V) + Role,1))
— S(e s2%)s(0)

Nun fithren wir einen Koeffizientenvergleich fiir §” durch und erhalten:
& pAtp-(&V)A = AlVy|?

Damit erhalten wir die verallgemeinerte Fikonalgleichung fiir ein bewegtes Medium:
peu-Vo=|Vel* . (3.70)

Alternativ 148t sich die Gleichung auch mit den Methoden der geometrischen Optik
herleiten.
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3.2.2 Losung der verallgemeinerten Eikonalgleichung

Es sollen die Charakteristiken der verallgemeinerten Eikonalgleichung (3.70) bestimmt
werden. Wir fithren dies exemplarisch fiir zwei Raumdimensionen vor und bezeichnen
die Koordinaten mit x, y anstelle von xq, x3:

p(x7y) <:)>/,L($,y) ) Vc,o(:zﬁ,y) = |Vg0($,y)|2 : (371)

Eine Variable als Index bedeutet in diesem Abschnitt die Ableitung nach dieser Varia-
blen. Die allgemeine Form der charakteristischen Gleichungen fiir eine Differentialglei-

chung F(z,y,0,p.q) =0, p = ¢, ¢ = @, lautet:

r = I, |

y = Iy

z = ply+qly )
p o= elvely
g = by el

Wir schreiben Gleichung (3.71) in der Form
2 2 Yo —
(02)” + (@) + - ( ><:>,0—0
Py
Mit p(x,y) = (g, p2)" 148t sich dies schreiben als

F(z,y,0,p,9) = p° + ¢ + pa(,y)p + pa(z,y)gep(z,y) =0 . (3.72)

Das charakteristische System zu (3.72) lautet also

&= 2p+(z,y) ,

) = 2q+ pa(e,y) ,

L= 29" + m(,y)p + 2¢% + pa(z,y)q
= P+ ¢ +plry)

. I dp
pu— < ?— 2 —_—
b Ox Pt '08:1; ’
. D dp
= 2 _—
q @—ay q+2p oy

Fiir den Weg v(t) = (x(t), y(t))t ergibt sich damit:

s = (5)=2( ) +utew .

. j d
s = 2(0 )+ Sute)
O,
_ Ja o, o
= &2 % —|—4nVn—|—:1;ax—|—yay

ayq
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i
_ Ox I Iy
= &2 Dpiz —|—4nVn—|—2(2p—|—/,L1)%—|—2(2q—|—/,cz)a—y
P q
)
0 0
Ml% + (q+uz)%
2t (pt )
H275y 9z
) ) 2
= oK 9K Jdy
AnNVn + 2y 9 + 249 3y 4+ 2 p%
oz

Mit p¢ = 0 erhalten wir daraus wieder die Formel fiir die Charakteristiken der Wellen-
gleichung bei ruhendem Medium, wie sie z.B. in [Sch80] verwendet wird.

3.3 Umwandlung dreidimensionaler in zweidimen-
sionale Daten

Wir betrachten ein dreidimensionales akustisches Experiment im gesamten R>. Im Ge-
gensatz zum Rest dieser Arbeit miissen wir von einem ruhenden Medium ausgehen, es
gelte also ¢ = 0. Die gemessenen Daten sollen so aufbereitet werden, daf} sie ndherungs-
weise als Losung eines zweidimensionalen Experimentes angesehen werden kénnen. Fiir
dieses 1afit sich dann das inverse Problem der Wellengleichung wesentlich weniger re-
chenintensiv 16sen. Bei konstanter Schallgeschwindigkeit und ruhendem Medium kann
die Losung der Wellengleichung mittels der Kirchhoffschen Formel angegeben werden.

Abbildung 3.1: Approximation der 3D-Wellenausbreitung durch ein zweidimensionales

Modell.

Die Idee 148t sich anhand von Abbildung 3.1 darstellen. Wir nehmen an, die Schallge-
schwindigkeit sei konstant. Eine im Ort dreidimensionale Kugelwelle werde im Ursprung
erzeugt und an einer Empfingerposition 2% in der zy-Ebene gemessen. Die Quelle wird
also im Ort als 6-formig angenommen, in der Zeit als eine Funktion a(#). Nach endlicher
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Zeit hat der Wellenzug die Position z¥ passiert. Aus den aufgenommenen Daten kann
nun bestimmt werden, welches Signal eine Linienquelle auf der vertikalen Achse mit der-
selben Zeitcharakteristik a(t) erzeugt hatte, denn diese setzt sich nach dem Huygenschen
Prinzip aus Punktquellen an jeder Stelle der Achse zusammen. Da die Schallgeschwin-
digkeit als konstant angenommen wird, kommt das Signal von einer Position (0,0, s)
nur spater bei 2 an, unterliegt aber sonst keiner Anderung. Die Integration iiber alle
angenommenen Senderpositionen (0,0, s) liefert also die Zylinderwelle, die von der Li-
nienquelle erzeugt wird. Diese Zylinderwelle ist jedoch in vertikaler Richtung konstant
und ihre Projektion auf die xy—Ebene gehorcht der zweidimensionalen Wellengleichung.

Somit kénnen wir also unter den Annahmen einer konstanten Schallgeschwindigkeit
und Q@ = R" aus den Mefidaten der dreidimensionalen Kugelwelle solche berechnen, die
bei zweidimensionaler Wellenausbreitung entstanden wéren.

Falls die Schallgeschwindigkeit ndherungsweise konstant ist und die Reflektionen an
den Wanden noch in das Modell eingebaut werden, sollte es méglich sein, aus diesen
Daten zweidimensionale Rekonstruktionen zu erzeugen, die Aussagen iiber die Schallge-
schwindigkeit erlauben.

Wir leiten an dieser Stelle nur die entsprechende Transformationsformel her. Eine
numerische Validierung erfolgt in dieser Arbeit nicht. Fine &hnliche Umwandlung der
Daten ist in der Geophysik jedoch iiblich.

Wir zitieren zunéchst die Kirchhoffschen Formeln fiir zwei und drei Raumdimen-
sionen. Diese Formeln lassen sich aus den Séatze (5.15), (5.17) und (5.25) aus [Fol95]

ableiten, allerdings wird dort ¢ = 1 gesetzt.

Satz 3.3.1 (Kirchhoffsche Formeln)
Es seien n € {2,3}, up € C*(R"), uy € C*(R") und q € 02<]R” X [0,00)). Die Losung
ue C? (]Rn x [0, oo)) der Anfangswertaufgabe

2,
g ~(@,t) s Au(z,t) = q(z,t) in R" x (0,00)
u(x,0) = wup(x)
0 in R"
8—1;(:1;,0) = wu(x

mit ¢ € RT ist gegeben durch:

i) im Falln =2

1 1 0
(o) = —— [ alety) o0 L0 [ uwlrdy)
2 At & |yl? 2me ot At? s|yl?
ly|<et ly|<ct
t=lyl/c )
(x+y7
rdy 3.73
 ome \/c2t<:>7' )2 lyl? g (3.73)

ly|<et
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i) im Falln =3

u(:z:,t) — L / Ul(y) do_(y)_l_ﬁ% / Uo(y) dO'(y)

4re |z &y |z <y
|z —y|=ct |z—y|=ct
1 lelys
4rc? |z <y|
lo—y|<ct

Wir betrachten eine punktférmige Schallquelle mit dem Sendesignal a(t) in (0,0,s) € R®
und einen Empfinger in 2% = (2F 28 0) € R®. Es sei r = \/(2F)2 + (2§)? und T
sei so groB, da supp a C ]0,T &dist(S, E)/c| gilt. u, sei Losung des Anfangswert—

Randwertproblems

Uy cAsu = §(x1)0(x9)8(x3 &s) a(t) in R®x(0,T)

u =0, wu =10 in R’ x {0}
Bei diesem dreidimensionalen Experiment wird gemaf} (3.74) das Signal u, gemessen:
ua(it) = 1 / a1+ y1)d(x2 + y2)d(xs + ys s)a(t ©ly|/c) dy
dme? ||
lyl<ct

1 t &/ 2 2 &5)?
— 2 a( \/:1;1 et () /C> H(ct <:>\/:ch + 23 + (w3 @3)2)
dme? o+ a4 (w5 ©5)?

An der Empfingerposition x = 2% in der z;/zyEbene lautet das Signal also
1 a(teVir+s?/c)

H(ct oV +s?) 3.75
dme? Vr? 1 52 cteVrits ( )
Tatsédchlich liegen nur die Daten fiir s = 0 vor,

1 a(ter/c)

42 r

us(2”5t) =

uszo(:z;E; 1) = H(ct &r)

jedoch kénnen wir mit

5 r B roVre 4 52
us(x;1) \/mu 0(:1; + . ( )

die Daten u,(z¥;t) aus u,—o(z%;t) erhalten. Wir definieren nun

UGy (21, 295 1) = /u5($1,$2,0;t) ds (3.77)
und zeigen, dafl u(y) mit der Losung der zweidimensionalen Wellengleichung {iberein-
stimmt. Die Losung ugx des Problems

Uy e Aqu = §(21)8(x2) a(t) in R*x(0,T)

u=0, u=0 in R? x {0}
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ist gemaB (3.73) gegeben durch

t=lel/c
H (et <:>|:1;

UK(SI?hl'z;t) =

/ Ve t<:>7' <:>|:Jc|2

Einsetzen von (3.75) in (3.77) liefert

[l a(t &Vr? + s2/c)
UGy (1, x951) = /47T02 NEEw H(ct ©vVr? + s?)ds

— 00

JEEE
H(*t? <r?) / a(t Sar? 4 32/c> 4
e S A s

2mc? N
0
0
Substitution: a = /r? + s2, a_a = s/\/r? 4 52
S

_ H(*t? <r?) /Ct a(t &afe) da

2mc? a? &2

0
Substitution: T =1 <afe, a—T =&l/c
a
t—r/c

t<:>
(ct &) dr

/\/02t<:>7' 2 &2
= ug(xy,x2;t)

Wir fassen zusammen:
Das dreidimensionale Problem ist gegeben durch die Losung u(xy, @2, x3;t) von (5 C

R?)

Uy (21,22, 23)Azu = gz(z) a(t) in Q3 x (0,7) \
v =0 u = 0 in Q3 x {0} )
du - _ 0 f Qs x (0,7)
61/ - au 3 9

Aus den gemessenen Daten w,—o(z¥;t) kann mit (3.76) und (3.77) néherungsweise
U(z)(l'E;t) berechnet werden. Die Losung des inversen Problems der zweidimensiona-

len Wellengleichung (92, C R?)

Uy A (1, 22)Au = @(x) a(t) in Qy x (0,7) \

v =0 w =0 in Q, x {0} )
du
— =0 auf 09y x (0,7)
dv

mit der Verwendung der Daten wuy(z”;t) sollte Informationen iiber die tatsichliche
Schallgeschwindigkeit in der Meflebene liefern, wobei natiirlich mehrere Sender und
Empfanger nétig sind.



46 KAPITEL 3. EIGENSCHAFTEN DER WELLENGLEICHUNG

Bei der Anwendung dieses Konzeptes treten Probleme auf. Die Schallgeschwindigkeit
ist inhomogen, und zwar in allen drei Raumdimensionen. Objekte, die knapp oberhalb
oder unterhalb der Meflebene liegen, werden bei der Verwendung der vorgestellten Trans-
formation in die Meflebene abgebildet. Die Reflektionen an den Wanden sind ebenfalls
noch nicht beriicksichtigt, da obiges Modell von © = R" ausgeht. SchlieBlich ist die
tatsdachliche Schallquelle nur ndaherungsweise punktférmig. Diese Nédherung gilt aber
noch weniger als in der Geophysik, da die Schallsignale durch ein Rohr mit 7.cm Durch-
messer in den Kessel geleitet werden und die Schallquelle damit bereits die Grofle von
besonders kurzen Wellenlangen besitzt. Schlieilich konnte die Bewegung des Mediums
nicht beriicksichtigt werden.



Kapitel 4

Losungsverfahren fiir das inverse

Problem

4.1 Formulierung des inversen Problems

Wir kommen nun zur Formulierung der inversen Probleme. Wir werden Riickpropa-
gationsverfahren fiir zwei Problemstellungen aufstellen. Im einen Fall ist die Schallge-
schwindigkeit gesucht, im anderen der Zeitanteil der Quelle.

Hierzu schreiben wir das direkte Problem in der Form: Gesucht ist u; als Losung
des Anfangswert- Randwertproblems

U + fi(x) - Vuy <:><1 + f(:z;))Au = gj(x)a(t) in@, je{l,...,p} (4.1)

mit homogenen Anfangsbedingungen in 2 und homogenen Neumann-Randbedingungen
in 9Q x (0,7). Esist ji(x) = 2v(x) = *(x)pu(x) die doppelte Mediumsgeschwindigkeit.
Wir schreiben ¢?(z) = 1+ f(z), da wir bei den numerischen Experimenten davon ausge-
hen werden, dafl die Hintergrundschallgeschwindigkeit durch ¢ = 1 gegeben und f(x)
zu rekonstruieren ist.

Die Anzahl der bei der Messung verwendeten Schallquellen bezeichnen wir mit p.
Entsprechend muf (4.1) fiir p verschiedene Quellen ¢; gelost werden. Da die Quellen
baugleich sind und sich nur durch die Position und die Schallabgaberichtung unterschei-
den, gehen wir davon aus, daf} der Zeitanteil a(t) bei allen Quellen gleich ist. Wir
nehmen fi(x) und ¢;(x) als gegeben an. Bei fi(x) ist dies berechtigt, da aus der Vektor-
tomographie bereits eine Ndherung an die Gasgeschwindigkeit bestimmt werden kann.
Weiter setzen wir

pew2Q) | v-ofilago=0 und divp <0

voraus, um gemaf Satz 3.1.12 Losungen der Wellengleichung mit der nétigen Regularitét
betrachten zu kénnen. Bei der Schallpyrometrie in Braunkohle-Dampferzeugern liegt die
Schallgeschwindigkeit bei etwa 700 7, die Gasgeschwindigkeit unter 20 . Bei Anwen-
dungen in der Ozeanographie ist der Unterschied noch gréBer. Wegen |||z q)» <
lle||zoo(qy ist die Naherung aus der Laufzeitauswertung also sicherlich hinreichend. Es
sollte aber beachtet werden, daf bereits die in (4.1) verwendete Schreibweise der Quelle

47
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als Produkt von ¢;(z) und «(t) eine Zusatzannahme bedeutet, die zwar auch in der
Geophysik iiblich ist, vgl. etwa [BBB*97], aus unserer Herleitung der Wellengleichung
in Kapitel 2 jedoch noch nicht hervorgeht.

Zuniachst betrachten wir den Fall, daf a(t) bekannt ist und nur f(z) gesucht wird. Es
sei also u;(f) die Losung des Problems (4.1). Mit den Mikrofonen wird der Schalldruck
an Positionen am Rand von ) gemessen, so dafl Mefidaten vorliegen, die ohne Beachtung

von Mef- und Modellfehlern als

g](xvt):uj<fM>(x7t) :L'E,,tE(O,T),j:L...,p

mit , C I geschrieben werden konnen. Hierbei bezeichnet fy; die gesuchte Grofe f,
wie sie bei der Messung tatsichlich vorlag.

Setzen wir g;(x)a(t) € WHQ) und f € W) () voraus, so haben wir laut Satz 3.1.12
Losungen u; € W3(Q) von (4.1). Wir nehmen zunichst g;(x,t) € W;/2<8Q X (O,T)>
an und betrachten das Residuum

p

RiF =27, R =Y (1) o) (4.2)

i=1

mit F' = WL(Q), Z = W;/2<8Q X (O,T)>. Gesucht ist eine Funktion f € F, fiir die
||R(f)||z moglichst klein ist.

Wir werden einen Algorithmus herleiten, der an das Kaczmarz-Verfahren angelehnt
ist und betrachten die p Residuen getrennt. Fiir y = 1,..., p sel also

Rj(f) = uj(f)(xvt) <:}Lc]j(xvt)

Nachdem wir in Abschnitt 4.1 das inverse Problem formuliert haben, werden wir
in Abschnitt 4.3 unser Propagations— Riickpropagationsverfahren vorstellen. Fiir dieses
Verfahren wird die Fréchet-Ableitung von R;(f) benétigt. Wir beweisen in 4.4, daff diese
existiert und geben sie an. In Abschnitt 4.5 wird der fiir das Propagations— Riickpro-
pagationsverfahren benétigte adjungierte Operator zur Fréchet-Ableitungen von R;(f)
angegeben. Auferdem betrachten wir dort das Problem der Rekonstruktion des Zeitan-
teils der Schallquelle.

Bevor wir mit diesem Programm fortfahren werden wir im folgenden Abschnitt 4.2
zunachst die Vorgehensweise in der Geophysik studieren.

4.2 Behandlung des inversen Problems der Wellen-
gleichung in der Geophysik

4.2.1 Least-Squares Verfahren

Anfang der achtziger Jahre wurde vorgeschlagen, Least-Squares Verfahren fiir die Lésung
des inversen Problems der Wellengleichung, das in der Geophysik vorkommt, einzuset-
zen.



4.2. DAS INVERSE PROBLEM IN DER GEOPHYSIK 49

Eine der ersten systematischen Beschreibungen ist in [Tar84] gegeben. Numerische
Ergebnisse werden in [GVT86] vorgestellt. In beiden Texten wird die akustische Wel-
lengleichung

(1«1@5—; miv(,o(lx)gfad )) u(z,t) = 0w ew,)S(1)

verwendet. Hierbei ist p(2) die Dichte des Mediums und K () der ,,Bulk Modulus“. Die
Schallgeschwindigkeit ¢(x) ist gegeben durch

2(0) — K(x)
o) = po()

In [Tar84] betrachtet Tarantola die Dichte p, den Bulk Modulus K und den Zeitanteil
der Quelle S(t) als unbekannt und formuliert den Algorithmus fiir die Suche nach dem
Vektor aller drei Gréflen. Bei der Vorstellung erster numerischer Ergebnisse aufgrund
von simulierten Daten in [GVT86] werden p(x) und S(¢) als bekannt vorausgesetzt. Glei-
chung (4.3) zeigt, daf damit praktisch die Schallgeschwindigkeit rekonstruiert werden

(4.3)

soll, dhnlich wie unser in Abschnitt 4.5.1 vorgeschlagenes Verfahren dies tut.

Wir beziehen uns im folgenden auf den Text [GVT86], um die fiir uns nicht benotig-
te allgemeine Darstellung aus [Tar84] mit all ihren Bezeichnungen nicht einfiithren zu
miissen. Tarantola fiihrt das Verfahren als Abstiegsverfahren ein, mit dem die Funktion

T Nr

S = Z / Z (uobs(x,,,t; Ts) Steal(,, 1 :1;5)>2 dit (4.4)

s=1 0 r=1

minimiert werden soll. Hierbei ist wops(,,¢;25) der gemessene Wert von u an der Stelle
x, bei Verwendung der Quelle in Position ;. Entsprechend gibt wca(x,,t; 25) den mit
der aktuellen Néherung an K rekonstruierten Wert an. NS ist die Anzahl der Quellen,
NR die Anzahl der Mefipunkte.

Es ist zu beachten, dafl die Funktion S die Summe iiber simtliche Quellen enthélt,
dies ist ein wichtiger Unterschied zu unserem Ansatz.

Zu einer aktuellen Naherung K, () soll eine verbesserte Naherung K,41(x) in der
Form K,41(x) = Ku(x) + apya(z) gefunden werden. Fiir den Gradienten + erhalt

Tarantola
1 NS
V() = Ro00) ;U(x,xs) (4.5)
mit
[ Ol lie,) Ob(a,  2,)
Unp(x, ;2 x,t; 2,
Ulx, ) :/ 5 T dt

0

Hierbei ist ? unsere Funktion z aus Satz 4.5.1. Mit NS = 1 kommt man nun durch
eine partielle Integration leicht auf die in Satz 4.5.1 angegebene Adjungierte des Resi-
duumoperators. Obwohl sie voneinander unabhangig hergeleitet wurden, stimmen das
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Verfahren von Tarantola und unser Verfahren also zum grofien Teil {iberein. Jedoch ver-
wenden wir ein Einzelschrittverfahren, wéhrend Tarantola ein Gesamtschrittverfahren
vorschldagt. Die Herleitung von Tarantola enthélt Liicken, da die Losbarkeit der auftre-
tenden Differentialgleichungen nicht kontrolliert wird und die Fréchet-Differenzierbarkeit
des Residuumoperators ohne Begriindung angenommen wird. In diesem Sinne kann ein
Teil unserer Arbeit also als nachtriagliche Rechtfertigung der in der Geophysik verbreite-
ten Vorgehensweise angesehen werden, wobei wir allerdings als Quelle keine Deltafunk-
tion in den Ortsvariablen zulassen. Fiir den Skalar o wird in [GVT86] ein &hnlicher
Wert angegeben wie in [Nat96].

Die numerischen Ergebnisse in [GVT86] zeigen, dafl bei der Rekonstruktion von
K Objekte, die weiter von der Quellen in x; entfernt liegen, im ,,Update* Uz, ;)
schwécher vorkommen, als Objekte nahe bei ;. Es wird daher eine als ,, Vorkonditio-
nierung® bezeichnete Korrektur in Gleichung (4.5) eingebaut:

1 NS
_ 1/2
wl#) = gy 2 e @l Uz

In Gleichung (6) in [GVT86] ist diese Korrektur falsch angegeben, die dortige Korrektur
bewirkt das Gegenteil des gewiinschten Effekts.

Bei unserer Anwendung hat sich die Korrektur weder als stérend, noch als hilfreich
erwiesen. Da nicht — wie in der Geophysik — alle Sender und Empfanger an einer oder
héchstens zwei Seiten des Rekonstruktionsgebietes liegen, sondern das Gebiet umgeben,
arbeitet unser Verfahren ohne die Korrektur ebensogut wie mit der Korrektur.

In [PDT90] wird die Anwendung der Methode auf MeBidaten vorgestellt. Hierbei
wird ein maritimer Datensatz verwendet, wobei bekannt ist, daf§ die reale Schallge-
schwindigkeit schichtférmig aufgebaut ist, sich also nur mit der Tiefe &ndert. Es wurde
daher nur eine Messung mit einer Quelle jedoch zahlreichen Empfangern durchgefiihrt.
Die Darstellung des Ergebnisses erfolgt eindimensional. Wiederum wurde nur der Bulk
Modulus rekonstruiert, die Dichte wurde aufgrund eines ndherungsweise geltenden Zu-
sammenhangs von Bulk Modulus und Dichte angepafit. Die Rekonstruktion wird mit
einer Auswertung der Laufzeiten von reflektierten Wellen verglichen und zeigt Uberein-
stimmungen.

4.2.2 Das Problem der lokalen Minima

Seit Beginn der achtziger Jahre ist an dem Problem der Auswertung seismischer Daten
intensiv gearbeitet worden. Zahlreiche Autoren haben Verfahren vorgeschlagen und zum
Teil auch bereits an Mefidaten validiert. Auf Arbeiten von drei Forschergruppen wollen
wir im folgenden eingehen: Die Gruppen um G.T. Schuster, G. Chavent und W.W.
Symes. FEs gibt zahlreiche weitere Gruppen, wir werden uns hier jedoch auf die drei
genannten beschrénken.

Alle Autoren, die sich mit der Anwendung von ,, Waveform Inversion® auf tatséchliche
Mefdaten beschéftigt haben, mufiten ein Zusatzproblem l6sen, das bei den Simulationen
in [GVT86] nicht auftrat: Lokale Minima der zu minimierenden Funktion. Diese treten
auf, weil die seismischen Mefldaten im wesentlichen hochfrequent sind. Wenn nun die
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Néaherung an den niederfrequenten Teil der Schallgeschwindigkeit noch nicht sehr gut
ist, so kommen Phasenverschiebungen bei der Auswertung des zu minimierenden Funk-
tionals (bei uns R(f)) vor. Wir sind bereits in der Einleitung anhand von Abbildung 1.1
auf eine solche Phasenverschiebung eingegangen. Dort ging es um die nicht-Beriicksich-
tigung der Gasgeschwindigkeit als Ursache. Natiirlich fithrt ein ungenaues Modell fiir
die Hintergrundschallgeschwindigkeit zu den gleichen Schwierigkeiten, wenn auch die
Ursache eine andere ist. Wenn dieses Problem nicht gelést wird, bleibt der Algorithmus
in einem lokalen Minimum hédngen und liefert ein Ergebnis, das nichts oder nur sehr
wenig mit der realen Schallgeschwindigkeit zu tun hat. In den drei Gruppen wird dieses
Problem unterschiedlich angegangen.

Schuster et al.: Wave-equation Traveltime and Waveform Inversion (WTW)

In den Verdffentlichungen von Schuster und anderen wurde nach Wissen des Autors
erstmals die erfolgreiche Rekonstruktion anhand von Cross-Borehole Daten aus seismi-
schen Mefidaten dargestellt. In [ZCL*95] wurde hierfiir die akustische Wellengleichung
verwendet, mit der auch wir arbeiten, da wir uns fiir die Schallausbreitung in einem Gas
interessieren. In [ZSHH97] gelang die Rekonstruktion auch bei der Simulation elasti-
scher Wellenausbreitung. Das Verfahren wird als ,, WTW®“-Methode bezeichnet: Wave-
equation Traveltime and Waveform inversion. Die Autoren bauen auf der Arbeit von
Tarantola auf. Anstelle des Funktionals S in (4.4) minimieren sie jedoch das Funktional

NS NR

E = % Z Z ((1 Sa) (T, 25) STobs(2,; 5”8))2

s=1 r=1

T

—|—oz/<ucal(:1;,,,t;:1;5) @uobs(xr,t;xs)ydt) \

0

bei dem 7., und 7, die simulierten bzw. gemessenen Schallaufzeiten bezeichnen. Der
Parameter « dient der Gewichtung der beiden Ausdriicke. Es ist klar, dal o erst dann
nahe bei 1 gewédhlt werden kann, wenn bereits eine gute Ndherung fiir die Schallge-
schwindigkeit vorliegt, da vorher Phasenverschiebungen auftreten kénnen. In der Tat
wahlen die Autoren zunéachst o = 0, um eine erste Approximation zu erhalten und an-
schliefend o = 1. Hierbei iterieren sie ihr Verfahren fiir die Lésung des Laufzeitproblems
so lange, bis auch die hochfrequenten Anteile keine Phasenverschiebung mehr aufweisen.
Im Prinzip stimmt die Vorgehensweise also mit unserer {iberein: Aus den Laufzeitdaten
wird ein Startbild fiir die Inversion der zeitaufgelosten Gesamtdaten gewonnen. Ledig-
lich die Wahl der Regularisierung fiir die Losung des Laufzeitproblems wurde bei uns
nicht an die zeitaufgelosten Daten gekoppelt.

G. Chavent et al.: Migration-Based TravelTime (MBTT)

Auch fiir G. Chavent ist das Problem der lokalen Minima zentral. Das in seiner Arbeits-
gruppe entwickelte Verfahren heifit MBTT: Migration-Based TravelTime.

Wiederum geht es vor allem darum, ein gutes Startbild fiir das Kleinste-Quadrate
Verfahren zu erhalten, denn wenn ein Modell fiir die Schallgeschwindigkeit gefunden
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wurde, das nahe genug an der durchmessenen Schallgeschwindigkeit liegt, um keine
lokalen Minima mehr fiirchten zu miissen, dann ist die Kleinste-Quadrate Methode das
Mittel der Wahl.

Bei der Herleitung der Verfahren geht Chavent von den diskretisierten Problemen
aus, er verwendet also nur endlich dimensionale Hilbertraume. Damit umgeht er auch
die Frage der Differenzierbarkeit des Residuenoperators, mit der wir uns in Abschnitt 4.4
beschaftigen.

Anstelle der Schallgeschwindigkeit ¢ betrachtet er die Langsamkeit v(x) = 1/¢(x).
Der Raum V', in dem v betrachte wird, ist letzten Endes ein Raum bilinearer Funktionen
auf dem Gitter, das zur Diskretisierung verwendet wird. Er wird in die Summe V' =
Vs + V. zerlegt, wobei der Unterraum V; (,s* steht fiir ,smooth*) glatte Funktionen
aus V enthdlt und V, (,r“ steht fiir ,rough®) zum Beispiel schnell oszillierende Anteile
abdeckt.

Wir zerlegen die Langsamkeit entsprechend: v = vs + 1. Die Funktionen in Vj
sind vor allem fiir die Art der Weiterleitung der Energie bei der akustischen Wellen-
ausbreitung verantwortlich, daher wir v, als ,,Propagator® bezeichnet. Die Funktionen
in V. sorgen dagegen fiir die Streuung, insbesondere die in der Geophysik wichtigen
Reflektionen, daher heifit v, auch ,, Reflektivity*.

Fiir den Propagator verwendet Chavent ein Multiscale-Verfahren (vgl. [BSZC95]),
bei dem zunéchst der Niederfrequenzanteil der Daten erfiillt werden soll. Hierzu wird die
Wellengleichung auf sehr groben Gittern diskretisiert und dann schrittweise verfeinert.
So soll erreicht werden, dafl das Verfahren nicht in einem lokalen Minimum stecken bleibt
oder zumindest, daf} es ein lokales Minimum in unmittelbarer Nahe des globalen Mini-
mums findet. In [Cha96] wird auf Seite 4 jedoch notiert, dafi diesem Verfahren der oft
sehr geringe Niederfrequenzanteil in seismischen Datensédtzen entgegensteht. Dennoch
wird das Verfahren auch in [CCG98] verwendet.

Zur Rekonstruktion des Reflektors nennt Chavent in [Cha96] zwei gangbare Wege:
Zum einen das von Symes entwickelte Verfahren DSO, auf das wir spater noch zuriick-
kommen, zum anderen die Speicherung des Reflektors nicht im Modell-, sondern im
Datenraum. Chavent greift damit eine Idee aus [BCL79] erneut auf. Es wird nicht
v, als Funktion der Ortsvariablen x rekonstruiert, sondern eine Funktion, die dassel-
be Format hat wie die Daten, also — nach unserer Notation — auf der Mannigfaltigkeit
00 x (0,T) lebt. Diese Funktion ist weitgehend unabhéngig von der Genauigkeit der
Rekonstruktion des Propagators und somit weniger anféllig gegeniiber lokalen Minima.
Mit den Daten selbst ist fiir diese Funktion auch bereits ein hervorragender Startwert
gegeben, vgl. [Cha96]. Eine Anwendung auf Mefidaten findet sich in [PdRC99].

Als Vorteil seines Verfahrens gegeniiber einfacheren und gegeniiber DSO benennt
G. Chavent in [Cha96] die Anwendbarkeit auch in komplizierten geologischen Situatio-
nen und der geringere Rechenaufwand im Vergleich zu DSO.

W.W. Symes et al.: Differential Semblance Optimization (DSO)

Auch W.W. Symes teilt den bzw. die gesuchten Parameter in zwei Gruppen ein: Pa-
rameter in einem Hilbertraum X, die einen linearen Einflul auf den Residuenoperator
haben und solche in einem Hilbertraum Y mit einem nichtlinearen Einflul. Wir verwen-
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den die Bezeichnungen aus [GST95]. Hierbei ist A die Vorwartsabbildung, die beztiglich
x € X nichtlinear ist und auf y € Y linear wirkt. Sie wird daher A(x)y geschrieben. Der
Raum Y wird so grofl gewéhlt, dafl nicht alle Elemente aus Y physikalisch sinnvoll sind.
Die Einschréankung auf einen sinnvollen Teilraum sei als Kern einer linearen Abbildung
W gegeben. Das Least-Squares Problem aus Abschnitt 4.2.1 1a8t sich daher schreiben
als

min Joo ()

mit
Joo(z) = min { |A(z)y <:>dH2 : Wy =0}
W.W. Symes betrachtet statt dessen das Problem

min Jr(2)

mit
Jo(z) = min{ | A(e)y d||* + 2| Wy)? : ye V) .

Fiir groBes r nahert sich J,.(z) an J.(x) an, da die Forderung, daf ||Wyl|? klein ist,
ein grofles Gewicht bekommt. Der Term ||[Wy/||* wird als ,, Differential Semblance“-Term
bezeichnet, weil die Bedingung Wy = 0 bei einigen Anwendungen eine Differenzier-
barkeitsbedingung ist. In [GST95] wird gezeigt, daB fiir kleines r das innere Minimie-
rungsproblem zur Bestimmung von J,(x) fiir festes @ € X mit Hilfe eines in gewissem
Sinne dualen Problems gelost werden kann und das duflere Problem nicht die lokalen
Minima aufweist, wie dies bei J. () der Fall ist. Die VergroBerung von Y zu einem
Raum, der auch nicht-physikalische Lésungen enthélt, geschieht durch das Hinzufiigen
so vieler Parameter, wie Messungen erfolgt sind. Die Bedingung Wy = 0 besagt dann,
daf} eine einzige Losung fiir alle Messungen gefunden werden mufl. Chavent widmet sich
in [Cha96] in Abschnitt 6 auch dem DSO-Verfahren. Als wichtigsten Nachteil nennt er
den sehr hohen Rechenaufwand. Laut Chavent mufl das innere Problem sogar bei einer
leichten Anderung von 44 gegeniiber x komplett neu geldst werden. Der Anfangswert
Ur+1 = 0 ist sogar in diesem Fall besser als die Losung yi zu x, weil sich die Lésungen
Yr+1 und yi aufgrund der Phasenverschiebungen sehr stark unterscheiden kénnen.

4.2.3 Arbeiten zum theoretischen Fundament der Methoden

G. Chavent et al. 1979

Eine der ersten Arbeiten zur Analyse des inversen Problems zur Wellengleichung ist
[BCL79]. Wahrend sich G. Chavent in seinen aktuellen Arbeiten nicht mit Fragen
wie der Differenzierbarkeit der Vorwértsabbildung und der stetigen Abhéngigkeit von
den Daten beschiftigt, sondern sich stattdessen auf die diskrete, endlichdimensionale
Formulierung des Problems konzentriert, wurden in dieser Arbeit zur eindimensionalen
Wellengleichung auch solche theoretischen Fragen behandelt.
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Betrachtet wird ein inverses Problem zur eindimensionalen Wellengleichung in der
Form

0? 0 0 .
'O(Z)a—t:g @g (’“‘(Z)a_i> =0 firz>0,t€(0,7)

mit homogenen Anfangsbedingungen und einer Quelle in z = 0:

en(0)22(0.1) = g(0)

Gemessen wird die zuriickgestreute Welle ebenfalls in z = 0: Y(p, u; ) := y(0,t). Die-

ses Problem ist aufgrund von geophysikalischen Anwendungen interessant. Die Autoren

zeigen ahnlich wie wir in Kapitel 3 mittels eines Galerkinverfahrens und einer Energie-

abschétzung die eindeutige Losbarkeit dieses im Raum eindimensionalen Problems und

eine Regularitétsaussage durch einmalige Differentiation der Gleichung beziiglich ¢.
Das inverse Problem lautet

min J(p,
Jmin (ps 1)

mit
T

Ko = [ (Vo) i) de

0

wobei wir mit Yy(¢) die Mefidaten bezeichnen und mit ¥ die Menge der physikalisch
zuldssigen Paare (p, ).

Das inverse Problem ist in dieser Form nicht eindeutig 16sbar, da es Aquivalenzklas-
sen von Paaren (p,p) gibt, bei denen alle Paare einer Aquivalenzklasse zu identischen
»Daten* Y (p, u) fiihren.

Die Autoren geben zwei sinnvolle Typen von Vertreter der Aquivalenzklassen an,
einen von beiden stellen wir hier kurz vor. Die Schallgeschwindigkeit ¢(z) ist gegeben

durch

(=) = Vil (7] (1.6)

Wir ersetzen z durch eine neue Variable z, die definiert wird mittels

()= [ s

Wegen ¢(z) > 0ist 2(z) invertierbar. Physikalisch ist 2(z) die Laufzeit eines Schallsignals
von der Tiefe 0 bis zur Tiefe z. Nun wird die Schallimpedanz zur Laufzeit x definiert

durch

o(x) = /o (2(a) ) (=(2))
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Bei der Losung des inversen Problems sollen nun nicht mehr die Paare (p, 1) bestimmt
werden, sondern nur noch die Aquivalenzklassenvertreter o(x). Die Schallgeschwindig-
keit ist somit nicht rekonstruierbar, die Schallwellen im (z,¢)-Raum haben die Schallge-
schwindigkeit 1. Gleichung (4.6) zeigt somit, dafl durch diese Koordinatentransformation
[ = p vorausgesetzt wird.

Zur Laufzeit X > 0 und dem Paar (p,u) sei Z(X) die zugehorige Tiefe. Fiir den

Raum ¥ werden die beiden folgenden Raume verwendet (der Index b steht fiir ,boun-

ded“):

Sy = {(Pa/«b) € L((0,2(X)))" | 0<p- <pla) <py,

0 < p < p(e) < py Lid. auf )0, Z(X)[}
und
3¢ = {0 e 170, Z(X)])|0 < o- < o(z) < oy Lit. auf (0,X)}

In Theorem 5 zeigen die Autoren, daff die Vorwértsabbildung (p,x) — Y bei Wahl
einer geeigneten Metrik auf ¥ mit X = T/2 unter der Voraussetzung g € W((0,7'))
Lipschitz-stetig ist. Theorem 6 besagt, daB das inverse Problem

T
min _ J(p,u) mit J(p,u) = / Ut<:>Yd))dt,

(p)ESE

mindestens eine Losung besitzt.

Als néchstes betrachten die Autoren in [BCLT79] den Fall, da§ o(x) auf Intervallen
der Breite A stiickweise konstant ist. Die Wellengleichung 18t sich dann mit dem
Charakteristikenverfahren exakt 16sen und die Daten liefern Informationen iiber die
Reflektionskoeffizienten an den Sprungstellen von o(x).

Das inverse Problem kann so auf ein endlichdimensionales reduziert werden. Fir
dieses Problem wird auch ein Stabilitatsresultat geliefert.

SchlieBllich werden numerische Ergebnisse zur Losung des endlichdimensionalen Pro-
blems prasentiert.

R.M. Lewis und W.W. Symes 1991
In [L.S91] betrachten R.M. Lewis und W.W. Symes die eindimensionale Wellengleichung

1 0%*u ¢>82u B
c2(z) 0t? 022

im Halbraum {z > 0} mit den Anfangs- und Randbedingungen

Ou(0,t)  _ ft)y  firt>0
0z

u(z,t) = 0 firt <0
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Bei der Quelle f(t) interessieren sie sich fiir den Fall f(¢) = <4(t). Die ,,Progressive
0
Wave Expansion® von u zeigt, daf} sich die Daten U(at7 ) fiir das inverse Problem in
der Form
Ju(0,1
U(at7 ) = Konstante x 6(¢) + v(t)

schreiben lassen. Nun wird die Abbildung F' : ¢ +— v betrachten. Lewis und Symes
zeigen, daf} sie als Abbildung W3 () — L*([0,T]) Lipschitz-stetig und als Abbildung
W3 (Q) — L*([0,T]) differenzierbar ist, wobei die Ableitung wiederum Lipschitz-stetig
ist.

G. Bao und W.W. Symes 1997
In [BS97] und [Bao98] betrachten G. Bao und W.W. Symes die Differentialgleichung

1 0?
Die Autoren interessieren sich fiir den Fall f = §(x,t) und beweisen unter anderem die
Fréchet-Differenzierbarkeit der Vorwértsabbildung, jedoch nur fiir den Fall ¢ = 1. Die
Schwierigkeiten haben hierbei ithren Grund in den Anforderungen an die Inhomogenitat
und die Koeffizienten: Die Inhomogenitat ist die Deltafunktion f(x,?) = d(x,?) und
die Koeffizienten sind nicht notwendig stetig. Hierdurch werden die Beweise fiir die
Vorwértsabbildung wesentlich komplizierter als bei unserem Problem.

4.2.4 Rekonstruktion der Mediumsgeschwindigkeit

Ein naheliegender Schritt im Anschlufl an die Entwicklung von Verfahren zur Vektor-
tomographie, mit der aus Laufzeitmessungen die Bewegungsgeschwindigkeit des Medi-
ums bestimmt wird, ist die Rekonstruktion auch der Mediumsgeschwindigkeit durch die
Lésung eines inversen Problems einer Differentialgleichung. Wir setzen die Bewegungs-
geschwindigkeit vy(x) = /() allein aufgrund der Rekonstruktion aus Laufzeitmessun-
gen als bekannt voraus. Unser Verfahren 1&8t sich leicht dahingehend verallgemeinern,
dal auch p(x) aus den Daten rekonstruiert wird. Dies erscheint jedoch nicht sinn-
voll, da die Mediumsgeschwindigkeit in allen bekannten Anwendungen (Zerstorungsfreie
Priifung und Ozeanographie) sehr viel kleiner ist als die Schallgeschwindigkeit.

Unabhéngig voneinander haben zum einen D. Rouseff und K.B. Winters in [RW94]
und zum anderen M.N. Rychagov und H. Ermert in [RE96] ein Verfahren zur Rekon-
struktion der Mediumsgeschwindigkeit tiber die Lésung den inversen Problems einer
Verallgemeinerung der Helmholtzgleichung vorgestellt. Beide betrachten (in unserer
Notation) die Gleichung

Av+ k(1 + f(2))v ©iki(z)Ve=0 (4.7)

die sich mit v(z,t) = u(x,t)e™"*" aus (4.1) ergibt. Sie leiten Riickpropagationsverfahren
zur Rekonstruktion von f und v her, die die Born Approximation verwenden und an
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Veroffentlichungen unter anderem von Devaney angelehnt sind. Fiir die Rekonstruktion
von fi(x) mittels Vektortomographie mufl vorausgesetzt werden, dafl fi(x) quellenfrei
ist, also div fi(x) = 0. Ein wichtiger Vorteil bei der Rekonstruktion von fi(x) iiber die
Losung des Inversen Problems liegt darin, dafl diese Voraussetzung nicht mehr nétig
ist, vgl. [RW94]. In aktuellen Veroffentlichungen zeigen M.N. Rychagov und H. Ermert
Ergebnisse von Laborexperimenten zur Vektortomographie, das inverse Problem zu (4.7)
wird dabei jedoch nicht gelést. Da als Schallquelle kurze Ultraschallpulse verwendet
werden, wiirde sich eine Verallgemeinerung unseres Verfahrens mit einer Rekonstruktion
im Zeitbereich eher anbieten als die Losung {iber das inverse Problem zu (4.7).

4.3 Allgemeine Herleitung des Riickpropagations-
verfahrens

Wir kommen nun zuriick zu unserer Problemformulierung und der Minimierung des Re-
siduenoperators R, der in die Operatoren R; zerlegt wurde. Wir werden ein iteratives
Verfahren vorstellen, das auf das Kaczmarz-Verfahren zuriickgeht, das von S. Kaczmarz
1937 fiir lineare Gleichungssystem entwickelt wurde und spéter fiir die Computertomo-
graphie eingesetzt wird, vergleiche hierzu etwa [Nat86].

Sei nun 57 € {1,...,p} fest. Wir betrachten einen Einzelschritt des Verfahrens.
Zu einer gegebenen Approximation f an die gesuchte Funktion fj; suchen wir einen
»Update* h mit R;(f + h) ~ 0. Hierzu nehmen wir R; als Fréchet-differenzierbar an.
Den Beweis der Fréchet-Differenzierbarkeit fithren wir in Abschnitt 4.4.4. Die Definition
der Fréchet-Ableitung liefert uns die Problemformulierung

0= R;(f+h)~R;(f)+ R(f)[h]

und damit

R(F)h) = &Ri(f) (48)

R(f) ist eine Abbildungen zwischen zwei Hilbertraumen: R(f) : F' — Z. In (4.2)
hatten wir I/ = WL (Q), Z = I/VQI/2 (09 x (0,T)) eingefiihrt. Im folgenden brauchen wir

auf F' eine Hilbertraumstruktur. Wir verwenden daher formal zum Beispiel F' = W3 (Q),
auch wenn wir fiir die Losung von (4.1) f € WL (Q) voraussetzen miissen. Bei allen
tatsdchlichen Anwendungen wird dies erfiillt sein. Die Adjungierte R(f)*: Z — F ist
definiert durch

Vhe FYgeZ : (R, q), = (h R.(f) ),

Wir verwenden bei jedem einzelnen Schritt nur einen kleinen Teil unserer Daten und
gehen daher davon aus, daf die Gleichung (4.8) unterbestimmt ist. Damit erhalten wir
fiir ihre Kleinste-Quadrate Losung h:

1

h = SR(f) (RARI)) ™ Ri(f)
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Wir suchen eine stark regularisierte Tikhonoff-Phillips Lésung. Fir A > 0 wollen wir
also l6sen:

hy = SRV (RFRS) +Mz) ™ By (f)
Regularisieren wir extrem stark, d.h. mit A > 1, so ist die Abbildung R(f)R}(f)* in
der Klammer vernachlassigbar und wir erhalten

hast = AT R (f)[R;(f)]

Wir werden spater sehen, dal wir somit eine Formel fiir einen Update erhalten haben,
die sich ohne extrem hohen Rechenaufwand berechnen 1at. Jedoch soll fiir A nicht
ein sehr grofler Wert verwendet werden, wie dies bei obiger Herleitung angenommen
wurde, sondern wir ersetzen A~! durch einen Relaxationsparameter w, der experimentell
bestimmt wird.

Wir ersetzen die aktuelle Approximation f also durch f&wR(f)*R;(f). In [Nat96]
wurde gezeigt, daf fiir kleines w angenommen werden kann, dafl f <wR(f)"R;(f) eine
bessere Approximation ist als f. Um einen optimalen Relaxationsparameter zu wahlen,
approximieren wir die Funktion

r(w) = || B; (f @WR;(JC)*RJ(JCDH;(agx(o,T))

fiir kleine w durch eine Parabel und benutzen die Position ihres Scheitelpunktes als wepg.
Hierfiir werden vier Werte w; < wy < w3 < wy fest gewdhlt und durch Loésung des
direkten Problems werden r(wy) und r(ws) bestimmt. Ist r(w2) < r(ws), so wird auch
r(wy) bestimmt, ansonsten r(wy). Durch diese Auswahl wird die Wahrscheinlichkeit
erhoht, daf} sich der Scheitel zwischen den getesteten Werten w; befindet. Nun wird
durch die drei Punkte (wi, r(wi)> eine Parabel gelegt und ihre Scheitelposition dient als
Wopt-
Das iterative Verfahren sieht nun so aus:

Startwert: f°
Fir i =1,..., Anzahl-Iterationen {
fo=1""
Firj=1,....p{
Bestimme wqpt

[i = fiss Swopn R f) [Ri(f)]

Als Reihenfolge fiir die innere Iteration wird hierbei nicht — wie oben vereinfachend be-
schrieben — die numerische Reihenfolge verwendet, sondern aufgrund von Erfahrungen
mit dem Kaczmarz-Verfahren eine zufillige.

Zur Berechnung von R;(f) muf} eine Losung des direkten Problems durchgefiihrt
werden. Wir werden in Abschnitt 4.5.1 sehen, dafl zur Berechnung von R’(f)* [R](f)]

zwel weitere ,, Vorwértslosungen® notig sind. Zu diesen 3 Berechnungen kommen die drei
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Auswertungen von r(w) zur Bestimmung von wop. Diese optimale Wahl verdoppelt also
den Rechenaufwand im Vergleich zu einer konstanten Wahl von w.

Bei numerischen Experimenten schwankte der Wert von wep,, hdufig um mehr als
einen Faktor 2. Erfahrungsgemaf ist die Konvergenzgeschwindigkeit bei unserer Wahl —
bezogen auf die Rechenzeit — mit der Konvergenzgeschwindigkeit bei einer guten, aber
konstanten Wahl von w vergleichbar. Allerdings ist die Wahl der vier Werte wy, ... w4
wesentlich weniger kritisch als die Wahl eines einzigen festen Relaxationsparameters w.
Ublicherweise wird w; = 2w,_; fiir i = 2,3,4 gewahlt. Ist wope > 2wy so verwenden wir
aus Stabilitdtsgriinden 2w.

Als iteratives Verfahren fiir ein nichtlineares Problem ist auch unsere Methode auf
eine Anfangsapproximation angewiesen. Bei den numerischen Beispielen aufgrund von
Simulationen kann dies fiir f die Nullfunktion sein, in der Anwendung wird man auf
Rekonstruktionen aus Laufzeitdaten zuriickgreifen, wie dies auch in der Gruppe von
T. Schuster getan wird. In [Sie94] haben wir ein Kollokationsverfahren fiir die Auswer-
tung von Laufzeitdaten entwickelt und in [SD96] und in [SD95] veroffentlicht. In [Sie97]
zeigen wir mogliche Probleme bei reinen Laufzeitauswertungen auf, die mit der Behand-
lung des inversen Problems der Wellengleichung gelost werden koénnen. Wir kommen
hierauf in Kapitel 5 zuriick. Wir gehen davon aus, dafl das Kollokationsverfahren zur
Lieferung eines Startbildes in unserem Fall ausreichend ist.

Im néchsten Abschnitt werden wir zeigen, daf} fiir das Problem der Rekonstruktion
der Schallgeschwindigkeit die Fréchet-Ableitung R’(f) tatséchlich existiert. Die Adjun-
gierte R(f)* betrachten wir dann in Abschnitt 4.5.

4.4 Differenzierbarkeit des Operators I?;

Der Nachweis der Differenzierbarkeit von &hnlichen Residuumoperatoren kommt bereits
in mehreren Arbeiten vor. In [CW90] wurde er bereits als eigenstandiges Problem

behandelt.
Es zeigt sich, dal im vorliegenden Fall der Wellengleichung der Ansatz aus [CW90],

den wir in Abschnitt 4.4.1 vorstellen, nicht anwendbar ist. Stattdessen verwenden wir
die von O. Dorn in [Dor97] verwendete Idee, die dort fiir ein inverses Problem zur Trans-
portgleichung entwickelt wurde. Diese Beweisidee 1a8t sich leicht auf bilineare inverse
Probleme verallgemeinern, wie sie in [Nat96] behandelt werden. Zur Anwendung auf
das inverse Problem der Wellengleichung wird dann allerdings noch eine etwas schérfere
Bedingung an den Quellterm in der Differentialgleichung gestellt.

Da wir die Gasgeschwindigkeit als gegeben voraussetzen, ist sie bei der Frage der
Differenzierbarkeit nicht von Bedeutung, wenn wir v € (W;’(Q))n voraussetzen. Wir
beschrédnken uns in Abschnitt 4.4 daher auf den Fall v = 0. Das Symbol v wird statt-

dessen fiir spezielle Losungen der Wellengleichung verwendet.
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4.4.1 Ein Satz von T.J. Connolly und D.J.N. Wall zum Nach-
weis der Differenzierbarkeit

Wir beziehen uns auf Theorem 2.1 aus [CW90]. Diese Aussagen werden hier mit unseren
Bezeichnungen zitiert:

Satz 4.4.1 Betrachte die Abbildung £ : F'xU — Y mit Banachrdumen F,U,Y . Es gebe
eine offene Teilmenge Fy C F mit der Figenschaft, daf$ fiir jedes f € Fy die Gleichung
E(f,u) =0 eine eindeutige Losung u = u(f) besitzt. Dann folgt:

(a) Die Abbildung f — u(f), f € Fy ist stetig, falls die folgenden drei Aussagen erfillt

sind:

(i) E(f,u) ist stetig in [ und u,
(ii) &,(f,u) ist stetig in [ und u,
(iii) [Eu(f,w)]™" ewistiert und ist eine beschrinkte Abbildung Y — U.

(b) Die Abbildung aus (a) ist Fréchet differenzierbar, falls die Bedingungen aus (a)
erfillt sind und &¢(f,u) stetig in f und u ist. Die Ableitung ist gegeben durch

u(f) = Sl fu)] TG (), u=u(f)

Es sei bereits an dieser Stelle darauf hingewiesen, dafi dieser Satz in (a)(iii) nur die
Beschranktheit von [£,(f,u)]™" voraussetzt, also

|[&ulf, ) @[ < Collally - (4.9)

Die Abhéangigkeit von 'y von f ist hierbei beliebig. Dies ist ein Vorteil dieses Satzes
gegeniiber unserer Beweismethode, die eine gleichmafige Beschréanktheit in einer beliebig
kleinen Umgebung von f voraussetzt.

Der Grund liegt darin, daff im Beweis von Satz 4.4.1 die Abschétzung (4.9) immer
nur an der Stelle f, fiir die die Fréchet-Differenzierbarkeit nachzuweisen ist, verwendet
wird. Nachzulesen ist dies im Beweis von Theorem 12.4.1 aus [Wou77], auf das sich

Connolly und Wall berufen.

4.4.2 Verallgemeinerung des Beweises von O. Dorn
und V.P. Palamodov fiir bilineare inverse Probleme

Wir verwenden die Bezeichnungen aus [Nat96] und formulieren hinreichende Anforde-
rungen an die Operatoren um Fréchet-Differenzierbarkeit zu garantieren. Der Index j,
der in [Nat96] die jeweils betrachtete Quelle bezeichnet, wird hier der Ubersichtlichkeit

halber weggelassen.
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Wir betrachten Banachrdume F, U, Y und Z, Elemente ¢ € Y, ¢ € Z sowie die
Operatoren

A U—=Y (linear)
B F xU =Y (bilinear)
b =Y (linear)
C U— 7 (linear)
D F xU — 7 (bilinear)
d -7 (linear)

Das direkte Problem sei gegeben durch die Gleichung
Au+ B(f,u) =a+bf (4.10)
und die Datengleichung, welche die Messungen beschreibt, durch
Cu+D(f,u)=c+df

Fir f € F sei u(f) € U eine Losung von (4.10). Wir definieren den Residuumoperator
R: F — Z durch

R(f) =Cu(f) + D(f.u(f)) @ced . (1.11)
Wir bezeichnen den Operator B als beschrdnkt, falls es eine Zahl By > 0 gibt mit

1B, w)lly < Bollfllr llullo V(f,u) € Fx U

Wir bezeichnen die kleinste solche Zahl mit || B]|.
Im folgenden Satz formulieren wir das direkte Problem mit g € Y, um die Abscht-
zung (4.12) formulieren zu kénnen. Wir werden spéter ¢ = a 4 bf einsetzen.

Satz 4.4.2 Das Problem Au + B(f,u) = q sei fir jedes f € F und ¢ € Y eindeutig
losbar. Die Losung sei w = u(f,q). Zu [ gebe es ein € > 0 und ein C(f) > 0, so dafs
fiir jedes h € F mit ||h||p < € gilt:

-+ A )l < Ol (4.12)
Die Operatoren b,B,C und D seien beschrinkt. Dann ist der Operator R aus (4.11)
Fréchet-differenzierbar und R'(f) : F' — Z ist gegeben durch

R'(f)[h] = Cw + D(f,w) + D(h,u(f)) <dh
mit der Lésung w von

Aw + B(f7w) = bh @B(h,u(f»

Der Beweis dieses Satzes ist eine direkte Verallgemeinerung des Beweises, den O. Dorn
in [Dor97] fiir die Transportgleichung gefiihrt hat. Die dortigen Lemmata 3 und 4
aus Kapitel 6 konnen fast wortlich iibernommen werden. Hierfiir seien f,h € F und
I|h]|F < €. Es seien u = u(f,a) und v = u(f + h,a). Damit erfiillen u,v und w also die
Gleichungen

Au+B(f,u) = a+bf (4.13)
Av+B(f+h,v) = a+b(f+h) (4.14)
Aw + B(f,w) = bh<B(h,u) (4.15)
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Lemma 4.4.3 FEs existiert ein Cy > 0 derart, daf

lo Sully < CillhllF

Beweis: Betrachte die Differenz der Gleichungen (4.14) und (4.13):

Alv su)+ B(f,veu) = bh<B(h,v)
L weule < vkl + 1B )]y)
< (Nl IR + IBI [ollo 1A )
(4.12)
< (Bl + 181 e+ 607 + Bl ) el
< Cillhllr

mit Cy = O(F) ([l + C(HIBI| max{lla+b(f +)lly ).

Hierbei wurde die Abschatzung (4.12) fiir v benutzt. Dies ist die einzige Stelle, an
der sie fiir ein h # 0 verwendet wird.
O

Lemma 4.4.4 Sei z = v ©u Sw. Es existiert ein Cy > 0 derart, daf
Izl < Callh|l7
Beweis: Betrachte die Differenz der Gleichungen (4.14) - (4.13) - (4.15):

Az + B(f,2)

(4.12)
= l=llv

EB(h,v Su)

C(f)1B(h,v &u)lly

CHBI[ v eullv [[hllF

Cz(f) |1B]] C4 HhH% wegen Lemma 4.4.3
Cal|R]%

VAN VARRVANRVAN

mit Cy = C?*(f) || B Cy.

Beweis des Satzes:

i HhHFHR f+h)<R(f) <R (N,
= ||}L‘||—>o HhHFHCU +D(f + h,v) Sced(f +h) & (Cu+ D(f,u) &cedf)
&(Cw+ D(f,w) + D(h,u) &dh)||,
= fim, ez + DU+ D) <D,

= 0 |,
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da
1C=] 2 < 1CI[ =]l < el Cz 1A% L
1D,z < ADIflelzlle < D] HfHFC;QHhHF ;
[D(h, v <u)llz < (D] |R]Flloullo < [P Cy|R]%

4.4.3 Nicht-Anwendbarkeit der in 4.4.1 und 4.4.2 vorgestellten
Beweismethoden zur Fréchet-Differenzierbarkeit im Fall
der Wellengleichung

Die Satze 4.4.1 und 4.4.2 sind im Falle der Wellengleichung nicht anwendbar, da die
Losungen der Wellengleichung im allgemeinen nicht glatt genug sind. Wir wollen dies
im folgenden erlautern. Wie in Kapitel 3 sei wieder Q@ C R",n € {2,3} ein beschrianktes
Gebiet mit 92 € C* und @ :=Q x (0,7).

Die natiirliche Wahl von ¢ aus Satz 4.4.1 ist

E(u, f) =up (1 + f)Au &q

Mit V' = L*(Q) kann bei der Wellengleichung gemiB Satz 3.1.12 nur U = W}(Q)
gewahlt werden, dann ist £ aber keine Abbildung zwischen den Réumen U x ' — Y
mehr. Das Dilemma ist nicht auflésbar, da die Losungen der Wellengleichung nur um
eine Differenzierbarkeitsstufe glatter sind als die Inhomogenitét, in der Gleichung jedoch
Ableitungen zweiter Ordnung vorkommen.

Bewiesen wird Satz 4.4.1 mit einer Fixpunktiteration, bei der £(u;_1, f) im Quellterm
zur Bestimmung von u; verwendet wird. Im Falle der Wellengleichung wére dieser
Beweisansatz daher allenfalls bei der Annahme ¢, f € '™ anwendbar, da Quellterm
und Losung in diesem Fall die gleiche Glattheit aufweisen (dies folgt aus Satz 3.1.12,
vergleiche auch [[sa98, Section 8.0]).

Bei der Beweismethode, die O. Dorn in [Dor97] verwendet, tritt das gleiche Problem
auf. Betrachten wir etwa die einfache Wellengleichung

up (14 flAu=gq

und wahlen

82
= — A
A atz@ ,
B = &fA ,

so sind die Forderung der Beschranktheit von B und die Abschéatzung (4.12) aufgrund
der mangelnden Glattheit der Losungen der Wellengleichung nicht zusammen erfiillbar.

In diesem Fall ist die Beweisidee jedoch zu retten, weil zweite Ableitungen von wu
nur zweimal als Quellterme fiir die Wellengleichung benétigt werden, namlich jeweils in
den Beweisen der Lemmata 4.4.3 und 4.4.4. Wir kénnen daher im folgenden Abschnitt
bei leicht verschiarften Anforderungen an den Quellterm die Fréchet-Differenzierbarkeit
beweisen, ohne ¢, f € C° annehmen zu miissen.



64 KAPITEL 4. LOSUNGSVERFAHREN FUR DAS INVERSE PROBLEM

4.4.4 Nachweis der Differenzierbarkeit fiir die Wellengleichung
mit der Methode von O. Dorn und V.P. Palamodov

Bisher haben wir in Abschnitt 4.4 das Medium als ruhend angenommen. Dies verein-
fachte die Schreibweise ohne inhaltliche Komplikationen zu verschleiern. Der Satz 4.4.6
beinhaltet die Hauptaussage von Abschnitt 4.4. Der Vollsténdigkeit halber werden wir
hierfiir die Mediumsgeschwindigkeit %/,L(l') nicht als Null annehmen.

Wir formulieren die in Satz 3.1.12 enthaltene Energieabschétzung zunéchst in der
folgenden Bemerkung in der Form, wie sie fiir den Beweis des Satzes zur Differen-
zierbarkeit benotigt wird. Hierbei betrachten wir fiir & € N* und § > 0 die Menge
Brs :={h € WELYQ) : |h][51000 < 3}

Bemerkung 4.4.5 Seien k > 1, f € WEHQ)NWL(Q) mit f(x) > <1 fast diberall in
Q. Weiler seien i € (Wfo_l(QDn mit div fi = 0 in Q und v - [i|lsqx(0,1)=0, 08 € olans
Nun sei ¢ > 0 so klein, daf fiir alle h € By, gilt 1+ f(z) + h(x) > 0 fast diberall in Q.
Fiir h € By und § € WI(Q) sei up, 4 die Lésung von

U+ - Vur =1+ f+h)Au=¢ in@Q (4.16)

mit homogenen Anfangs- und Neumann-Randdaten. Dann existiert ein C' > 0, das von

k, f, p und Q) abhingt, so dafs
Vhe B Vqe Wy Q) llungllrza < Clldlli-120 (4.17)
qgilt.

Beweis: Um Satz 3.1.12 anwenden zu konnen, dividieren wir Gleichung (4.16) durch

(1+ f+h). Wir setzen

1 N .
) = T M) = ), ale) = )il

Nach den Voraussetzungen an f, h und e erfiillen pp, pp und g alle Voraussetzungen
des Satzes 3.1.12. Also existiert eine eindeutige Losung von

pr(@)ug(x,t) + pp() - Vug(a,t) SAu(z,t) = gr(x,t) in Q

mit homogenen Anfangs- und Neumann-Randdaten und diese Losung ist auch die Lésung
upg von (4.16). Es gibt nach Satz 3.1.12 ein C), > 0, das von f, h, ¢, k und @, nicht
aber von ¢, abhingt mit

C), hangt stetig von ||p||k—1,00,0 und H%H17OO7Q ab. Wir setzen Cy := sup C} .
heBk,e

Weiter ist ||qn|lk-12.0 < |1 + f + hllk=1,000] ||§|ls=1,2.0- Fiir beliebiges, aber festes f
gibt es also ein €y mit

Vh € Bre: |14 f4llk-1,000 < Ch
Damit gilt (4.17) fiir C' = CyCh.
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Satz 4.4.6 Seien T'> 0, Q C R",n € {2,3} ein beschrinktes Gebiet, Q := Q x (0,T),
N e Ot e (W;(Q))n mit div g = 0 in Q und v - plagxor)=0, ¢ € W3(Q). Zu
feW2(Q) seiu(f) € Wi(Q) die Lésung aus Satz 3.1.12 von

ug +ji-Vuy (1 + fl)Au=¢ inQ
u=0, u;=0 inQx{0} |,
v-Vu=0 auf 9Q x (0,7

Der Operator
R:W2(Q) & W2 (00 x (0,7)), f = u(f)lsaxom

ist Fréchet-differenzierbar fir jedes f € W2 () mit R'(f) = ]Tx’(f), wobei ];’(f) gegeben
ist durch

R(f):W2(Q) — W,/%(90 % (0,T))
E)(f)[h] = w|8Q><(O,T)
mit der Lésung w € W(Q) von

wy + - V<14 HlAw = ©hAu(f) inQ
w=0, w=0 inQx{0} |,
v-Vw=0 auf 90 x (0,T)

Beweis: Wir wihlen f € W2 (Q) fest. Es gilt v := u(f) € W3(Q). Es sei h € Bs,
wobei € ebenso definiert ist wie in Bemerkung 4.4.5. w sei die Funktion w aus dem Satz
zu diesem (zunichst festen) h. Wegen hAu € L*(Q) ist w € W} (Q). Wir betrachten
zusitzlich die Losung v € W3(Q) des Problems

vt - Vo s(l+ f4+h)Av=gq

mit homogenen Anfangs- und Neumann-Randbedingungen. Nach (4.17) mit & = 3
existiert ein C7 > 0 mit

[olls.2.0 < Cilldllz20 - (4.18)
Die Funktion v &u € W2 (Q) erfiillt in ¢ die Wellengleichung
(veu)y+i-V(veu) <1+ f)IA(v ©u) = hAv

mit homogenen Anfangs- und Randdaten. Wegen hAv € W3 (Q) liefert (4.17) mit k = 2

die Existenz von Cy > 0 mit

[veullz2o < Cal[hAv]i20
< Oollhhienl|Av]i2,e
< Gilhlliecnlvlzze
(4.18)
< GG h|lieonlldllzee - (4.19)



66 KAPITEL 4. LOSUNGSVERFAHREN FUR DAS INVERSE PROBLEM

Die Funktion v ©u <w € WHQ) erfiillt in @ die Wellengleichung
(veusw)s+i-Viveusw) <1+ fA(v usw) = hA(v Su)

mit homogenen Anfangs- und Randdaten. Es ist hA(v & u) € L*(Q). Somit liefert
(4.17) mit k =1 ein C3 > 0 mit

v euewlizg < Csl[hA(v&u)loze
< Csl[hffo,con [|A(v &u)lo2g
< Csllhlfo,eoa l|v ©ull22.0
(4.19)
< CiCyCs [h][1 0 [7lo.00.2 |19]]2,2.0
< G205 ||gllz20 1A e - (4.20)

Nach dieser Vorbereitung kénnen wir nun die Fréchet-Differenzierbarkeit nachweisen:

|R(f +h) < Rf @EU) [h]Hm,z,an(o,T)

lim ——
IAl1=0 || h]|2,00.0

= lim #H(U SuEw)|saxor
1Bl1=0 [[ | 2,00,2

= 0 ,

) H 1/2,2,00%(0,T)

da wir aufgrund des Spursatzes ein Cy > 0 haben mit

(v &u sw)laaxor < Oifv Suswlize

4.20

)
< CiCy G304l eog |12 l0.c0. ll4ll2.2,0
< CiCyCsC )220 1113 0.0

) H 1/2,2,00%(0,T)

Also ist R Fréchet-differenzierbar bei f und R = R.

4.5 Herleitung des Losungsverfahrens fiir die Wel-
lengleichung

4.5.1 Rekonstruktion der Schallgeschwindigkeit bei bekannter
Quelle
Wir konkretisieren nun das Verfahren zur Rekonstruktion der Schallgeschwindigkeit. Es

wurde im wesentlichen bereits in [Nat96] beschrieben.
Das direkte Problem zur Quelle in = s ist gegeben durch

Uy + fi(x) - QVU <:><1 + f(:z;))Au gz <s)a(t) in Qx[0,7] ,

ot
u=wu = 0 inQx{0} ,
du
v

= 0 aufdQx[0,T] ,
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mit f(z) = 1<c?(z). Die Losung zur Quelle s = s; bezeichnen wir als u;, j € {1,...,p}.
Die Datengleichung lautet

uj(@,1)]saxp,r = g5(2. 1)

Wiederum verwenden wir die in Abschnitt 4.4.2 eingefithrten Bezeichnungen. FEinige

Grofien werden jedoch mit dem Index j € {1,...,p} versehen, um die verwendete Quelle
zu kennzeichnen.
Wir wahlen
Fo= W)

7 = Wy (99 % (0,1))

2
Aju = (8_ + f(zx) - QV <:>A> u

ot? ot
Bi(fiu) = fAu
aj = q(zes;)a(l)

¢; = g; (Messung)

Ciu; = ujlaaxo.)

D, = 0, d =0, b =0
Ri(f) = Coui(f)ee; = wi(f)losaxpon <9

Die Fréchet-Ableitung R.(f) : I < Z ist laut Satz 4.4.6 gegeben durch
R;(f)[h] = wj|an[o,T] )

wobel w; Losung ist von

2

—w; + fi(x) - %ij <:><1 + f(:z;))ij = h(z)Au;(f) inQx[0,7] ,

ot?
Ow; .
wj:a—t] = 0in Q x {0} ,
Ow; = 0 auf 0Q x [0,7]
v

Fiir das in Abschnitt 4.3 vorgestellte Verfahren ben&tigen wir den adjungierten Operator
Ri(f)*: Z — F. Da I bei unserer Wahl gar kein Hilbertraum ist, bietet es sich an, I’

durch F:= W2(Q) zu ersetzen. Es muf also fiir h € F'N F und g € Z gelten:

(RA(F)A)g), = (hy R [9))

Um ein moglichst einfaches Verfahren zu erhalten, ersetzen wir die Skalarprodukte aber
jeweils durch das entsprechende L*-Skalarprodukt. R(f)* erfiille also

(RSO0 9) ooy = (s B 19D 2y

In diesem Sinne gilt der folgende Satz.



68 KAPITEL 4. LOSUNGSVERFAHREN FUR DAS INVERSE PROBLEM

Satz 4.5.1 Fir f € I' mit f(z) > &l ist der Operator R(f)* : L2<6Q X (O,T)> S
L*(Q) gegeben durch

Ri(f)lg] = /ZAudt (4.21)

mit der Losung z von

2+ V- (fizy) <:>A<(1 + f)z) =0 in Q x [0,7T] ,
0z )
Z = a == 0 1mn Q X {T} 5 (422)
(1 + f)z)

£ = g(x,t) auf 9Q x [0,T]

Beweis: Fir w, z gilt bei Beachtung der Anfangs- und Randbedingungen

//T (wie + fix) - Ve (1 + f(2)) Aw) 2 dt da

// Zu+ V- /,th)<:>A<(1—|—f wdtd:z;—l—//wgdtdx

o2 0

Hierbei wurde auch i - v = 0 auf 9€) benutzt. Aufgrund der Differentialgleichungen, die
w und z erfiillen, gilt daher

/h/zAudtdx—//gR’ h]dt da

o 0

O
Wir merken an, dafl wir uns im bisherigen Text ausschliefilich mit Anfangs— Randwert-
problemen mit homogenen Neumanndaten beschéftigt haben. Fiir das Problem (4.22)
wurde kein Existenz— und Findeutigkeitssatz bewiesen. Fiir i = 0 ergibt sich dieser aus
Satz 30.5 in [W1o82]. Die entsprechenden Aussagen lassen sich ebenso auf den Fall fi # 0
verallgemeinern, wie wir dies in Kapitel 3 mit der Theorie fiir homogene Neumanndaten
getan haben.

Mit dieser Formel fiir R(f)* 1dBt sich das in Abschnitt 4.3 dargestellte Verfah-
ren durchfithren. Zur Berechnung der Adjungierten mufl das ,Endwertproblem* fiir =
gelost werden um das Integral in (4.21) auszuwerten. Hierfiir mufl auch die Losung des
Vorwértsproblems u bekannt sein. Diese wurde bei der Durchfithrung des Verfahrens
zwar bereits berechnet um die Residuen zu bestimmen, sie kann jedoch nicht fiir al-
le (x,t) € Q x(0,T) abgespeichert werden. Daher wird sie ebenfalls nochmal durch
die Losung des entsprechenden Endwertproblems bestimmt. Die Endwerte sind dabei
aufgrund der vorausgegangenen Vorwértslosung bekannt.
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4.5.2 Rekonstruktion des zeitabhingigen Anteils der Quelle
bei gegebenen Koeflizienten

Bei der Anwendung der Schallpyrometrie ist das Sendesignal nicht bekannt. Es ist auch
nicht mefibar, da in der Nidhe des Senders aufgrund der hohen Lautstérke (> 150 dB)
kein Mikrofon aufstellbar ist. Auflerdem ist es so laut, dafl die Naherung der linearen
Akustik bei der Herleitung der Wellengleichung in Kapitel 2 nicht mehr giiltig ist.

Eine Moglichkeit zur Losung dieses Problems ist die Annahme eines Quellterms der
Form ¢;(x)a;(t), bei dem g;(x) als bekannt angenommen und «;(¢) durch ein Riick-
propagationsverfahren bestimmt wird. Dies erscheint sinnvoll, da die Wiederholbarkeit
des Sendesignals zumindest unter Laborbedingungen sehr gut ist. Es ist also eine ab-
wechselnde Rekonstruktion der Schallgeschwindigkeit ¢(#) und des Sendesignals ()
denkbar, bei der sich ¢(x) von Messung zu Messung leicht andern kann, wiahrend o bei
jeder Messung gleich bleibt. Der Index j wird bei ¢ und « im folgenden weggelassen, es
wird also nur eine Finzelmessung betrachtet.

Wir stellen das Riickpropagationsverfahren fiir die beiden Probleme 4.5.1 und 4.5.2
auf:

Problem 4.5.1 Bei gegebenen v(x),c(x), q(x) und g(x,t) berechne a(t) fir

Uy + fi(x) - QVU st (z)Au = qg(z)a(t) in Qx[0,T]

ot
u = u = 0 in  Qx{0}
Ju
— =0 auf  9Q x [0,7]
dv
u =g auf  9Q x [0,7]
Problem 4.5.2 Bei gegebenen v(x),c(x),d(x) und g(x,t) berechne o(t) fir
d
we + fi() - EVU s (x)Au = 0 in Qx[0,7]
u = u = 0 in  Qx{0}
g—u = g¢(z)a(t) auf 90 x[0,T]
v
u =g auf  9Q x [0,7]

In Problem 4.5.2 werden inhomogene Neumanndaten verwendet. Wir verweisen hierzu
auf die Anmerkung im Anschlufl an den Beweis von Satz 4.5.1.

Ebenso wie im vorigen Abschnitt verwenden wir anstelle der Skalarprodukte in F
und 7 diejenigen in L2<(O,T)> und L? (6(2 X (O,T)>. Die Operatoren R(;,7 = 1,2 bei
den Problemen 4.5.1 und 4.5.2 sind nun gegeben durch:

Riy:a — u(Oé)|an(o,T) <q

wobei wir die Abhéngigkeit von g in der Schreibweise I2(;) nicht zum Ausdruck bringen
und u(«) die Losung des direkten Problems zu 4.5.1 bzw. 4.5.2 (natiirlich ohne die
Gleichung u = g) ist.

Da die Operatoren R(; beziiglich o affin linear sind, entfillt hier die Berechnung der

Fréchet-Ableitung. Wir bezeichnen den Operator R fiir g = 0 mit R?i) und berechnen

die Adjungierte zu R?i).
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Satz 4.5.2 Der Operator R?l*) 1 7 &~ F ist gegeben durch

R%fz/%@d%ﬂw

Q

mit der Losung z von

zu+ Vo (iz) ©A(P2) = 0 in Qx(0,71) |,
Z:%:O in Qx{T} ,

t
d(c*z)

9 = flz,t) auf 00 x[0,T]

Bewess:
Aufgrund der Anfangs— und Randbedingungen, insbesondere v - g = 0, gilt

T
// (uﬁ + fi(x) - %VU <:>cz(:1;)Au> zdtdax
Q0
’ ’ 0cz
// <Ztt + V- (fiz) <:>A(022D udtdr + //u 5
Q0 59

0

dt de

Die Differentialgleichungen zeigen nun, daf} gilt:

// xtdtdx—// (x,t)f(x)dtdo

o2 0

also

<th?1*)f>L2((o,T)) <RO h f>L2 (5% (0,T))

Satz 4.5.3 Der Operator R?Q*) 1 7 &~ F ist gegeben durch

R = [ dt)s(et)da

o0

mit der Losung z von

zu+ V- (fz) ©A(z) = 0 in Qx(0,71) |,
0z

Z:at:() in Qx{T} ,
d(c*2)

0 flz,t) auf 00 x[0,T]
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Beweis: Wir integrieren wiederum partiell und setzen die Anfangs— und Randwerte sowie
die Differentialgleichungen ein:

T
0 = // <Utt+ﬁ(x) . %VU <:>cz(:1;)Au> zdtdx
Q 0

T

= //u (Ztt + V- (fiz) @A(CQZD dt dz
Q2 0 =0
T
<:>//q xtdadt—l—// (x,t)f(x,t)dodt
0 90 0 90
= <:>/ozRO*fdt—|—// fdadt
0 90
Somit gilt also
O _ 0
<O‘7 R(2)f> L2((0,T)) — <R(2)O" f> L2(99x(0,T))
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Kapitel 5

Numerische Ergebnisse

5.1 Numerische Losung der Differentialgleichungen

Es sei Q ein Rechteck im R?. Wir wollen also nur zweidimensionalen Schallausbreitung
simulieren. Das Schallsignal gehorche der Wellengleichung

Uy + 2v(x) - Vg <:><1 + f(:z;))Au = q(x)a(t) in Q x(0,7) (5.1)

mit ¢*(z) = 1 4 f(z), der Gasgeschwindigkeit v(z) und der Quelle g(x)a(t).
Bei Gleichung (5.1) werden die Anfangsbedingungen

u=0, wu;=0 1inQ x {0}

und Randbedingungen

Ou =0 auf 0Q x[0,7]
v

verwendet.

5.1.1 Diskretisierung der Wellengleichung fiir u

Die Herleitung des Differenzenschemas wird im folgenden fiir Q € R' beschrieben, die
Formel selbst wieder fiir Q € R*. Die Diskretisierung mittels zentraler Differenzen fiihrt
auf das Molekiil, das in Abbildung 5.1 links dargestellt ist.

Das Molekiil M1 macht die Verwendung eines impliziten Verfahrens notwendig, da
fiir die Gitterpunkte 1,2,3 beim entsprechenden Zeitschritt keine Werte vorliegen. Da
ein implizites Verfahren bei zwei und dreidimensionalen Rechnungen mit feiner Diskre-
tisierung zu sehr groflen Gleichungssystemen fithren wiirde, die in jedem Zeitschritt zu
16sen wéren, wird hier stattdessen ein Pradiktor-Korrektor Verfahren angewendet. Da-

bei wird die Zeitableitung in %Vu beim Pradiktor-Schritt noch nicht durch zentrale

Differenzen, sondern durch eine einfache Vorwértsdifferenz innerhalb der beiden Gitter-
level mit bekannten Werten approximiert. Dies fiihrt zum Molekiil M2, das ein explizites
Differenzenverfahren erlaubt.

73
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Abbildung 5.1: Molekiile fiir die Diskretisierung der Wellengleichung bei Q0 € R'. Die

Gitterpunkte, die fiir die Berechnung von aVu benétigt werden, sind schwarz hervor-
gehoben.

Dieser Pradiktor-Schritt hat jedoch den Nachteil einer schlechteren Konvergenz be-
ziiglich ¢, die bei O(k) statt — wie bei M1 — bei O(k?) liegt. Daher werden bei
Anwendung nur des Pradiktor-Schrittes extrem kleine Zeitschritte fiir die Einhaltung der
CFL-Bedingung benétigt. Um dies zu vermeiden, wird mit dem Molekiil M1 nachiteriert.
Dieser Korrektor-Schritt ist gegebenenfalls mehrfach auszufiihren.

Wir kommen nun zu den konkreten Diskretisierungen fiir die beiden Molekiile M1
und M2.

Das Rechteck wird mit einem (ny +2) x (n2 + 2)-Gitter diskretisiert, Gitterkonstan-
ten: hq,he. Das Zeitintervall [0, T] wird mit der Gitterkonstanten k = T/m, m € N
aufgeteilt. Es seien Ay = k/hy, Ay = k/hs.

Mit dem Molekiil M1 erhalt man aus Gleichung (5.1) ohne Beachtung der Quelle:

(2) (1) (0)
up; =2+ L (uf? eul? el ed? )

( (
+ 2v(ay) - | E i~ P
k? ' ( o (U E])‘l'l @uf]) | e (u E])‘l'l @ug) 1))
(1) (1) E—)l,j .\ ug,j)-l—l <z>2u£,j) + Ug}j)_1>

= P(ary) [ L L2+
= C $Z7] h% h%

2)
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Entsprechend erhélt man mit dem Molekiil M2:

(2) (1) (0) 1 0
upf =2 L 2u(as)- o (u ul; eull el eul? )
= i ), ol e (u),) oul®
(

(1
< ”_|_1<:>u J=1

2hok

1 1
o2 “§+)1,j @QUE,J‘)JFU'—)LJ‘ “E,j)ﬂ @2“§,j)+ ug,j)—l
= (a;) 52 + %
1 2

= ul? = Aay) (Af <u§i)17j - ufl)u) + A2 ( Ol 1) <2 (M4 A2 uﬁ})>
Av(u; <:>uf ceul 4 ugo_) 4
Sv(wi;) - ( 1 e T T (o)l’]; +2uf}) el

Im Gegensatz zur Diskretisierung der ,einfachen® Wellengleichung u;; = ¢*(2)Au kann
hier bei der Implementierung der Speicherplatz fiir u(? nicht eingespart werden. Dies
fithrt bei dreidimensionaler Rechnung zu einem deutlich erhéhten Speicherbedarf.

Bei der oben beschriebenen Vorgehensweise werden zahlreiche Rechenoperationen
sowohl beim Pradiktor als auch bei jedem Korrektorschritt wiederholt durchgefiihrt.
Die folgenden Berechnungen lassen sich im vorhinein durchfiihren:

Yij = cz(wz;j)@z ( G+t L) + A3 ( O+l 1) =2 (W22l >> 7
M(eu .+ ul?
©Yi; = <:>v(:1;”) ( 1( +1,5 (0)1 ]; + 2u( ) (o)

Damit erhalt man als Rechenvorschrift fiir den Pradiktor

(1) (1)
(2) _ )\( 2—|—1]<:>u2 1])
u; 5= Wi+ e Su(Tg)
i Vi + @i ( 71) ( )\2( £])+1 <:>u£1)

und fiir den Korrektor
(2) (2)
(2) _ A ( Uiy ; Uy )
u; —77/)27—|-05 Wi =X ;) i i
J y ( J (i) ( Ao(u EJ)_H Py 52])_1)

Am Beispiel der Berechnung der Daten fiir ein Phantom wurde der Rechenzeitbedarf
hierfiir ermittelt:

# Korrektorschritte 0 1 2 3 10
Ohne Vorberechnung | 1.5 | 3.2 | 5.1 | 6.9 | 19.2
Mit Vorberechnung | 2.4 | 3.2 | 4.1 | 5.0 | 10.9

Angegeben ist die User-Zeit des gesamten Programmes auf einer Ultra-1 in Sekunden.
Das Programm hat kaum etwas anderes gemacht, als das Vorwértsproblem mehrfach
zu losen. Es zeigt sich, daf} sich der erhéhte Programmieraufwand nicht lohnt, da 3
Korrektorschritte bei der vorliegenden Anwendung ausreichend zu sein scheinen. Fiir die
Riickpropagation wird daher auf die entsprechend optimierten Algorithmen verzichtet.
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Abbildung 5.2: Numerische Losung des Vorwéartsproblems mit Quelle an der oberen
Kante.

5.1.2 Diskretisierung der Wellengleichung fiir -
Die Funktion z 16st das Anfangswert-/ Randwertproblem
20+ 2V - (vz) = A(z) inQx[0,T]

0z .

Z:a e OIHQX{T} ?
2

92; 2 _ g(z,1) auf 99 x [0, 7]
1%

Mit den Definitionen Z(z,¢) = ¢*(x)z(x,t) und r(z) := v(z)/*(z) = <T1($>,T2((L’)>t ist
dies dquivalent zu

Zu + 2c2(x)%v- (r(z)2) = x)Az mQx[0,7] , (5.2)
. 0z :
=g = 0in Q@ x{T} ,
0z
5 g(x,t) auf 0Q x [0,T]

2z wird in diesem Fall aus rein programmiertech-

Diese Problemformulierung mit z = ¢
nischen Griinden gewahlt.

Auch bei der Riickpropagation mufl ein Pradiktor-Korrektor Verfahren angewendet
werden. Die Molekiile sehen im wesentlichen so aus, wie in Abbildung 5.1 dargestellt,
allerdings steht das Molekiill M2 nun auf dem Kopf, da in der Zeit riickwérts iteriert

wird. Direkte Diskretisierung von Gleichung (5.2) fithrt zu:

e+ e ,)L<
k2 Y9k
ri(ipn )20 (i )Z8) L (w20 ()20
2hy 2hs
r(@ign )20 e (wio )20 ()20 era(eio)2
p =4
2hy 2hs

~(1 ~(1 ~(1 ~(1 ~(1 ~(1
oAy ezl alh, A e v 2l
c (x%]) h2 —I_ h2 9
1 2
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und damit zur Diskretisierung fiir den Korrektor:

2
L0 @) oa() L CTiy)
Z ] = % + QZM = 5 (

A <r1($i+1 i) z(-|-)1] (i) 5 ) <:Wl( Tit1j) z(-|-)1] +ri(wio)ZC 1] +
Ay <7“2(51?u+1) 2(2])+1 ©ra(wi ;- 1)25,2;)—1 ©ra(Ti j41) Z((;)H +ra(wi 1) u 1 )
b ) (D, @25+ 50 ) 3, 020 120 )
Entsprechend ergibt sich fiir den Pradiktorschritt:

20 = 2l 125l @c2(xi,j)<

27]
A <r (2 4)2(2) Sy (wim1 )2 Y (Ti41)2 W4y (z; +
1 1I\bet+1,7)~i41,5 \Ti-1,5)%1 \j W Tit1,5 )% \j 1 \4r—1 ] Zi— 1 ]
\ ) ) )
2 \T (xl ]+1) 2]—|—1 <:>T2($2] 1)2 -1 @Tg(l’z ]+1) 2]—|—1 + o xl] 1 2] 1
o Aay) (BN, @22 + 20 )+ MCEL 2l 420 )

Bei der Riickpropagation mufl nun auch w riickwérts in der Zeit berechnet werden. Der
Vollstandigkeit halber werden auch hierfiir die entsprechenden Vorschriften angegeben.
Pradiktor:

~s ugg) — 02([[2'7]‘) ()\% <u5_1|_)17] ‘I’ ugl)l ]> ‘I’ )\2 < E])-I—l —I_ ug,lj)—l

)‘l(uﬁ)m @UEE)LJ‘ <:>u£_1|_)17] + ugi)m)
vlra) {07 L@ L0 L0 b U
o(ui /g Swi Su Ly Fup )
Korrektor:
~ul® = Pay) (Af <u§i)17j + uﬁl)Lj) + <u§}}+1 + uﬁ})_1> &2 (X422 ug};>

5.2 Rekonstruktionen verschiedener Phantome

5.2.1 Vorstellung der Phantome und Startbilder

Im folgenden zeigen wir Rekonstruktionen von realistischen Funktionen ¢(x) bei 8 bzw.
12 Mefgeraten. Wir verwenden zwei Phantome, die in Abbildung 5.4 dargestellt sind.
Das erste entspricht einer realistischen Temperaturverteilung in der 54 m-Ebene eines
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Abbildung 5.3: Numerische Losung des Riickwértsproblems zu Abbildung 5.2. Die Bil-
der sind mit grofler werdender Zeit angeordnet. Da sie als Losung eines Endwertproblems
berechnet wurden, erfolgte die Berechnung also von rechts nach links. Im oberen Bild
werden fiir die Riickpropagation nur die 7 Mikrofonpositionen verwendet, im unteren
wurde angenommen, dafl auf dem gesamten Rand gemessen wurde. Unten zeigt sich,
daf sich die Welle wieder bei der Quellposition zusammenzieht. Oben ist dies aufgrund
der wenigen Daten nicht zu erkennen.

Abbildung 5.4: Phantome T (links) fiir die Schallgeschwindigkeit in einer Tangenti-
alfeuerung und D (rechts) in einer Deckenfeuerung. Die Skalen sind in Abbildung 5.7
bzw. Abbildung 5.15 dargestellt. In Phantom D sind die Laufwege des schnellsten Teiles
des Schallsignals eingezeichnet. Die weiflen Pfade zeigen exemplarisch, dafi die kalten
Bereiche (kleine Schallgeschwindigkeit) umgangen werden.

tangential gefeuerten 600 MW -Feuerraums. Wir bezeichnen dies als Phantom T fiir
Tangentialfeuerung. Ein solcher Feuerraum ist in Abbildung 5.5 rechts zu sehen. Auf
einer Hohe von 54 m befinden sich die 8 Mefigeréte auflen an den Wanden. Die Signale
miissen durch Rohre durch die Wénde gefithrt werden. Im unteren Bereich befinden
sich in jeder Wand zwei Brenner, die Luft und Kohlenstaub tangential auf einen klei-
nen Kreis in der Kesselmitte einblasen. Hierdurch entsteht eine deutliche horizontale
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Gasgeschwindigkeit die mit Laufzeitmessungen gut zu messen ist. Knapp unterhalb
der Meflebene wird kéltere Ausbrandluft (ABL) in den Kessel eingeblasen. Diese sorgt
in der Meflebene fiir kleine Zonen niedrigerer Temperatur, in denen auch die Schallge-
schwindigkeit niedriger ist. Dies ist an den Seiten in Phantom T zu erkennen. Es wurde
angenommen, dafl eine ABL-Diise an der linken Wand aufler Funktion ist.

Das zweite Phantom wurde aus einer realistischen Temperaturverteilung knapp un-
terhalb der Decke eines von oben gefeuerten 300 MW-Blocks berechnet. Da es eine
Temperaturverteilung in einer Deckenfeuerung zeigt, bezeichnen wir es als Phantom D.
Es zeigt, daf fiinf Brenner arbeiten. In der Mitte jedes Brenners féllt Kohlenstaub her-
ab, der knapp unterhalb der Decke noch nicht geziindet hat. Daher ist hier ein Bereich
niedriger Temperatur. Auf einem Ring darum wird Luft eingeblasen, so daf} jeweils ein
heifler Ring brennenden Kohlenstaubes das kalte Gebiet des ungeziindeten Brennstoffs
umgibt.

Als Modell fiir die Gasgeschwindigkeit verwenden wir bei Phantom T die in [Sie97]
vorgestellten Ergebnisse des Instituts fiir Verfahrenstechnik und Dampfkesselwesen, Uni-
versitat Stuttgart, sowie unsere dort dargestellte, mit der Vektortomographie berechnete
Laufzeitrekonstruktion. Abbildung 5.5 zeigt links oben die Gasgeschwindigkeit, die fiir
die Berechnung der simulierten Mefldaten verwendet werden wird, und links unten die
Laufzeitrekonstruktion. Bei Phantom D gehen wir von einem ruhenden Gas aus.

Wir verwenden keine realistische Schallquelle, da hierfiir eine deutlich héhere Dis-
kretisierung notig gewesen wire und bei der zur Zeit laufenden Neuentwicklung der
Mefgerite auch noch unklar ist, wie eine realistische Schallquelle in Zukunft beschaf-
fen sein wird. Unsere Signale sind wesentlich niederfrequenter als das in Abbildung 1.1
gezeigte Meflsignal. Unsere Quelle stellen wir in Abschnitt 5.2.3 vor.

Startbilder

Fiir die Rekonstruktion mit unserem iterativen Verfahren benétigen wir einen Startwert
fiir die Funktion ¢(x). Dieser wird mit dem in [Sie94, SD96, SD95, Der95] vorgestell-
ten Verfahren aus den gemessenen Schallaufzeiten ermittelt. In diesen Arbeiten wird
davon ausgegangen, dafl die durchschnittliche Temperatur auf den Mefipfaden, also den
Verbindungslinien zwischen Sendern und Empféangern gegeben ist. Zur Ermittlung der
Startbilder wird demgegeniiber direkt mit der Laufzeit gearbeitet, die gleich dem Inte-
gral iber den Kehrwert der Schallgeschwindigkeit entlang des Laufweges des schnellsten
Teiles des Schallsignals ist.

Diese Laufwege kénnen bei der Auswertung von Laufzeitdaten bereits zu einem Pro-
blem werden. Aufgrund der Fermatschen Beugung sind sie bei nicht konstanter Schall-
geschwindigkeit im allgemeinen nicht gradlinig sondern tendieren dazu, Bogen durch
Bereiche mit hoherer Schallgeschwindigkeit zu machen. In extremen Féllen kann dies
dazu fithren, dafl Teile des Rekonstruktionsgebietes von den Schallaufwegen gar nicht
getroffen werden. Eine solche extreme Situation liegt bei Phantom D vor. In Abbil-
dung 5.4 (rechts) sind die numerisch ermittelten Schallaufwege eingezeichnet. Dieses
Bild wurde aus [NSD97] iibernommen. Zur Berechnung der Pfade wurden die Charak-
teristiken der Eikonalgleichung bei ruhendem Medium berechnet, die in Abschnitt 3.2.2
fiir ein bewegtes Medium hergeleitet wurden.



80 KAPITEL 5. NUMERISCHE ERGEBNISSE

Abbildung 5.5: Rechts ist ein 600 MW Dampferzeuger skizziert. Die Mefigeréte sind
in der 54 m-Ebene eingezeichnet. Das Bild links unten wurde am Institut fiir Dampf-
kesselwesen der Universitat Stuttgart durch eine Simulation der Verbrennung in einer
Tangentialfeuerung gewonnen. Es zeigt eine realistische horizontale Gasgeschwindigkeit
in der 54 m-Ebene. Das Bild dariiber stellt eine Rekonstruktion des unteren Bildes mit
der Vektortomographie dar, vergleiche [Sie97].

5.2.2 Rekonstruktionen der Schallgeschwindigkeit in beweg-
tem Medium

Die Daten zu Phantom T wurden mit Hilfe der in 5.2.3 beschriebenen Quelle und der
in Abbildung 5.5 links oben dargestellten Gasgeschwindigkeit berechnet. Die Phasen-
verschiebung aufgrund der Gasgeschwindigkeit ist bei uns nur sehr gering. Um dies zu
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Abbildung 5.6: Phasenverschiebung bei Simulationsdaten

zeigen, sind in Abbildung 5.6 die ,Mefldaten® fiir eine Mikrofonposition mit und ohne
Gasgeschwindigkeit dargestellt. Der Unterschied ist viel kleiner als bei den tatséchlich
gemessenen Daten in Abbildung 1.1, es wird sich aber zeigen, daf} er dennoch relevant
ist.

In Abbildung 5.7 sind links das Phantom T und das Startbild dargestellt, rechts
davon Rekonstruktionen dieses Phantoms. In der oberen Reihe sind es Rekonstruktio-
nen mit 8 Mefipositionen in den in Abbildung 5.5 bei der Darstellung des Originals der
Gasgeschwindigkeit gezeigten Positionen. Gemessen wird dabei nur an den sieben Sta-
tionen, die gerade nicht senden, das Bild wird also rekonstruiert aus 8 x 7 Kurven der
Art, wie sie in Abbildung 5.6 dargestellt ist. In der unteren Zeile sind Rekonstruktionen
aus 12 Mefipositionen gezeigt, wobei die zusdtzlichen Mefpunkte jeweils in der Mitte
der Winde liegen.

In allen Féllen wurden 10 ,,Sweeps® durchgefiihrt, d.h. die auflere Schleife in dem auf
Seite 58 skizzierten Verfahren wurde 10 mal durchlaufen. Bei einer Ortsdiskretisierung
von 100 x 100 Pixeln und 350 Zeitschritten dauert eine Rekonstruktion etwa 20 Minuten
auf einer mit 300 MHz getakteten Sparc Ultra 60.

Die linke Rekonstruktion zeigt jeweils das Frgebnis einer Rechnung mit exakt be-
kannter Gasgeschwindigkeit (Abbildung 5.5 links oben). Fiir die mittleren Bilder wurde
die Rekonstruktion der Gasgeschwindigkeit aus Laufzeitmessungen (englisch time-of-
flight measurements, TOF) mittels der Vektortomographie verwendet. Der Unterschied
ist minimal, zumindest unter diesen Bedingungen ist diese Naherung also mehr als aus-
reichend. Bei den Bildern rechts wurde fiir die Rekonstruktionen angenommen, daf} das
Gas ruht. Am Beispiel der Daten in Abbildung 5.6 wird klar, dafl der Algorithmus also
den systematischen Fehler, der durch die (bei uns nur minimale) zeitliche Verschiebung
vorliegt, durch die Anderung der Schallgeschwindigkeit ¢(x) korrigieren mu$.

Mit Hilfe der Darstellung der Gasgeschwindigkeit in Abbildung 5.5 links oben ist zu

erklaren, dafl dies prinzipiell unmoglich ist. Zwischen den Mefigerdten 3 und 8 bewegt
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Abbildung 5.7: Rekonstruktion der Schallgeschwindigkeit in einer Tangentialfeuerung:
Das Bild links oben zeigt eine realistische Temperaturverteilung in einem Kessel mit Tan-
gentialfeuerung. Die kalten Stellen entstehen durch eingeblasene Ausbrandluft (ABL),
die die Gastemperatur senken soll. Eine ABL-Diise auf der linken Seite ist ausgefal-
len. Das Bild links unten zeigt eine Rekonstruktion aus Laufzeitdaten (8 Mefgerite).
Sie dient als Startbild. Die iibrigen Bilder zeigen Losungen des inversen Problems mit
8 bzw. 12 Mefgerdten. Links wurde das korrekte Modell fiir die Gasgeschwindigkeit
verwendet, in der Mitte die Rekonstruktion mit der Vektortomographie, rechts keine
Gasgeschwindigkeit.

sich das Gas von rechts nach links. Das Schallsignal von 3 nach 8 wird hierdurch
beschleunigt, das Signal von 8 nach 3 verlangsamt. Wenn bereits zuféllig die korrekte
Schallgeschwindigkeit gefunden wiére, so wiirde sie aufgrund der Daten abwechselnd
als zu hoch oder zu niedrig interpretiert werden. Das iterative Verfahren kann also
keinesfalls konvergieren.

Gegeniiber diesem systematischen Fehler ist das Rekonstruktionsverfahren relativ
unempfindlich gegen zuféllige Fehler. Dies wurde in sehr einfacher Form simuliert, indem
auf die Daten g;;(t) zu Sender j und Empfanger ¢ ein Fehler in der Form

gji(t) := 0,05 - Zufall 4+ 0,4 - Zufall - g;;(?) (5.3)

addiert wurde, wobei ,,Zufall* jeweils eine Zufallszahl im Intervall [<1, 1] ist. Der Ein-
fachheit halber wurde eine Gleichverteilung gewahlt. Fin gestorter Datensatz ist bei-

spielhaft in Abbildung 5.8 dargestellt.
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Abbildung 5.8: Datensatz mit Fehlern

Abbildung 5.9: Rekonstruktion aus zufillig gestorten Mefidaten. Exemplarisch sind die
simulierten Mefidaten fiir eine Mikrofonposition in Abbildung 5.8 dargestellt.

Die Rekonstruktion aus 8 Mefldaten zeigen wir in Abbildung 5.9 rechts. Daneben sind
zum Vergleich nochmal das Phantom (links) und die Rekonstruktion bei Verwendung
der Laufzeitrekonstruktion fiir die Gasgeschwindigkeit (Mitte) abgebildet.

Bei acht MeBipositionen haben wir beziiglich der vier Rekonstruktionen fiir die ersten
25 Sweeps jeweils den L2-Fehler des Bildes, also die L:-Norm des Differenzbildes aus
Phantom und Rekonstruktion berechnet. Zur Normierung wurde der L?-Fehler des
Startbildes auf 1 gesetzt.

Die Ergebnisse in Abbildung 5.11 zeigen, dafl die so gemessenen Unterschiede zwi-
schen Rekonstruktion und Phantom bei der Verwendung fehlerfreier Daten und genau
oder naherungsweise bekanntem v(x) bei den ersten 25 Sweeps immer kleiner werden
(durchgezogene und lang gestrichelte Kurven).

Bei zuféllig gestorten Daten erreicht der so definierte Bildfehler bereits nach dem
dritten Sweep sein Minimum und wéchst dann langsam an (kurz gestrichelte Linie).
Dieses Ergebnis hdngt wesentlich mit sehr hochfrequenten Fehlern zusammen. In der
Formel fiir den Update wird das Produkt z(x, t)Au(x,t) iber die Zeit integriert, wobei u
und z Losungen der Wellengleichung sind. Die typischen Wellenldngen bei diesen Lésun-
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Abbildung 5.10: L?-Norm der Residuen von Rekonstruktion fiir die ersten 25 Iteratio-
nen bei 8 Mefipositionen. Durchgezogene Linie: v(x) exakt bekannt, lang gestrichelte
Linie: v(x) aus TOF-Daten, graue Linie: v(x) = 0, kurz gestrichelte Linie: Fehlerhafte
Daten geméf (5.3). Zur Normierung wurde das Residuum des Bildes mit konstanter
Schallgeschwindigkeit (720 ') auf Eins gesetzt.

gen sind kleiner als die Strecken, tiber die sich das Phantom ¢(x) andert. Der Update
enthéalt also viele kleine Details, die als a priori-Wissen ausgeschlossen werden kénnen.
Somit liefle sich die Rekonstruktion mit fehlerbehafteten Daten durch die Einfithrung
von Gléttungen des Updates noch deutlich verbessern. Wir fithren dies hier nicht vor,
da die Einfithrung solcher Verfeinerungen des Algorithmus erst sinnvoll ist, wenn das
verwendete Modell sehr nah an der Realitdt ist. In Kapitel 6 geben wir einen Ausblick
auf die ndchsten Schritte, die zur weiteren Behandlung des Problems sinnvoll sind.

Der systematische Fehler bei der Verwendung von v(z) = 0 zur Rekonstruktion
(graue Linie) hat sein Minimum bereits nach einem Sweep und wéachst dann deutlich
schneller. Diese Beobachtung ist sehr wichtig, denn sie deckt sich mit dem oben be-
schriebenen Problem, dafl Fehler aufgrund der Vernachlassigung der Gasgeschwindigkeit
prinzipiell nicht durch Anderungen an der Schallgeschwindigkeit aufgefangen werden
kénnen. Eine Verfeinerung des Verfahrens, wie im vorigen Absatz fiir den Ausgleich
zufélliger Fehler vorgeschlagen, hilft hier nicht weiter.

Hierzu ist auch eine Beobachtung wichtig, die bei den Residuen gemacht werden

kann. In Abbildung 5.10 ist die L?>-Norm der Residuen, also

p= ZZ/‘u]<f>(x“t) @gj(xi,t)‘zdt

j=1 =t

gegen die Nummer des Sweeps aufgetragen, wobei f die jeweils aktuelle Ndherung nach
dem Sweep ist und z;, 1 = 1,..., p die Melpositionen bezeichnet. Bei uns ist p = 8. Das
Losungsverfahren wurde zur Minimierung von R;(f) entwickelt. Abbildung 5.10 zeigt
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Abbildung 5.11: L*-Norm der Differenzbilder aus Phantom und Rekonstruktion fiir die
ersten 25 Iterationen bei 8 MeBpositionen. Durchgezogene Linie: v(x) exakt bekannt,
lang gestrichelte Linie: v(x) aus TOF-Daten, graue Linie: v(x) = 0, kurz gestrichelte
Linie: Fehlerhafte Daten gemaf (5.3).

jedoch, dafl das Residuum tatsédchlich nur in den Féllen exakter Daten und zumindest
naherungsweise bekannter Schallgeschwindigkeit kleiner wird. Bei zuféillig gestérten Da-
ten und bei der Annahme v(x) = 0 steigt es wieder, im letzten Fall sogar relativ schnell.
Der Grund hierfiir ist das Einzelschrittverfahren. Tatsdchlich wird bei jedem Finzel-
schritt das Residuum R;(f) verkleinert, indem ein giinstiger Update zu f addiert wird.
In den Féllen, in denen ein systematischer Fehler vorliegt oder die Daten inkonsistent
sind, verschlechtert dieser Update jedoch die tibrigen Residuen. Somit entfernt sich
der Algorithmus in diesen Féllen sowohl bei Betrachtung des Bildfehlers als auch bei
Betrachtung der Residuen vom urspriinglichen Phantom.

5.2.3 Rekonstruktionen von Schallgeschwindigkeit und Schall-
quelle

Wir geben uns nun sowohl fiir die Schallgeschwindigkeit ¢(x) als auch fiir den zeitabhang-
igen Anteil a(t) der Quelle ein Phantom vor und versuchen, beides aus den ,,Mefldaten*,
das heifit der Losung des Vorwartsproblems, zu rekonstruieren. Im Beispiel werden da-
bei 12 Sende- und Empfangseinheiten angenommen, d.h. jeweils eine Einheit sendet und
11 empfangen. Zur Rekonstruktion liegen demnach als Daten 12 x 11 ,, Mikrofonaufzeich-
nungen vor.

Fiir diese Untersuchung wird auf die Vorgabe einer Geschwindigkeitsverteilung v(x)
verzichtet, wir wahlen also v = 0.

Als Original fiir ¢(x) wird unser Phantom D, also das Modell fiir die Schallgeschwin-
digkeit in einem deckengefeuerten Kessel knapp unterhalb der Brenner verwendet (siehe

Abbildung 5.4, rechts). Das Phantom fiir a(t) ist in den Abbildungen 5.12 und 5.13
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Abbildung 5.12: Originalkurve fiir a(t) (schwarz, durchgezogen), Startwert (gestrichelt)
und Rekonstruktion (grau). Fiir ¢(z) wird das korrekte Modell verwendet, vergleiche
Abbildung 5.14.

jeweils als durchgezogene, schwarze Linie dargestellt.

Fiir unser iteratives Verfahren benétigen wir wiederum geeignete Startwerte. Fiir
¢(x) ist dies die Rekonstruktion aus reinen Laufzeitdaten (Abbildung 5.15, b)) und
fiir a(t) verwenden wir ein einfaches Sinus-Signal, das in der Ndhe des Randes des
Signaltrégers glatt auf Null gedriickt wird. Es ist in den Abbildungen 5.12 und 5.13
jeweils als gestrichelte Linie eingezeichnet. Wir gehen davon aus, dafl der Tréger von
a(t) bekannt ist. Dies ist realistisch, da eine reale Messung der Lange des Sendesignals
weniger problematisch ist als die Messung des Signals selbst.

Es hat sich als sinnvoll herausgestellt, zunachst das Startbild fiir ¢(x) als Naherung zu
verwenden und nur a(t) zu bestimmen. Hierfiir werden 10 Iterationen durchgefiihrt, die
bereits zu einer guten Nadherung fiir a(t) fiihren. Anschliefend werden 10 Iterationen
durchgefithrt, bei denen sowohl ¢(x) als auch a(t) bestimmt werden sollen. Hierbei
verdndert sich die Approximation an «(¢) kaum noch.

Fir die Ortsabhéngigkeit des Quellsignales, ¢(x), wird eine einfache Gaufiglocke
angenommen. Da diese Funktion jedoch in der Realitét ebenfalls nicht mefibar ist, wird
fiir die Rekonstruktion auch eine verfilschte Funktion ¢(x) verwendet. Diese beiden
Funktionen sind in Abbildung 5.14 dargestellt.

Abbildung 5.12 zeigt neben dem Phantom fiir a(t) (schwarz, durchgezogen) und der
Startndherung (gestrichelt) auch die endgiiltige Rekonstruktion (grau). Auf die Darstel-
lung der Teilrekonstruktion, bei der fiir ¢(x) nur das Startbild verwendet wird, haben
wir verzichtet, da diese Kurve kaum von der endgiiltigen Rekonstruktion unterscheidbar
ist. Dieses gute Ergebnis hat seinen Grund vor allem darin, dal wir davon ausgehen,
dafB alle Schallquellen das gleiche Sendesignal erzeugen. Falls nicht nur eines, sondern
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Abbildung 5.13: Originalkurve fiir a(t) (schwarz, durchgezogen), Startwert (gestrichelt)
und Rekonstruktion (grau). Fiir ¢(x) wird das gendherte Modell verwendet, vergleiche

Abbildung 5.14.

Abbildung 5.14: Die “korrekte” Funktion ¢(x) (grau) sowie die verwendete N&herung
g(x) (schwarz).

12 Sendesignale zu rekonstruieren wéren, so wiirde das Ergebnis schlechter ausfallen.

Abbildung 5.13 zeigt die entsprechende Rekonstruktion von «(t) bei Annahme einer
falschen Ortsabhangigkeit g(x). Das rekonstruierte Sendesignal unterscheidet sich vor
allem in seiner Amplitude deutlich vom urspriinglichen Signal.

Die in Abbildung 5.15 dargestellten Rekonstruktionen zeigen jedoch, dafl der Fehler
bei der Rekonstruktion von «(t) bei falschem ¢(x) kaum Auswirkungen auf die Rekon-
struktion von ¢(x) hat. Das mittlere Bild in Abbildung 5.15 zeigt die Rekonstruktion bei
exakt vorgegebenen «(t) und ¢(x), rechts oben die Rekonstruktion bei korrektem ¢(x)
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Abbildung 5.15: a) Realistische Temperaturverteilung in einem Kessel mit Deckenfeue-
rung, b) Rekonstruktion aus Laufzeitdaten, ¢) Rekonstruktion mit korrektem ¢(x) und
bekanntem «(t), d) Rekonstruktion mit korrektem ¢(x) und mitrekonstruiertem a(t)
und e) Rekonstruktion mit ungenauem ¢(x) und mitrekonstruiertem a(t). Fir ¢(x)
wird die in Abbildung 5.14 gezeigte Naherung verwendet.

und rekonstruiertem «(¢) und darunter die entsprechende Rekonstruktion bei falschem
q(x).

Der Querschnitt (Abbildung 5.15, unten) zeigt, dafi die Qualitdt der Rekonstruktion
bei mitberechnetem «(t) nur geringfiigig schlechter ist als bei bekanntem Quellsignal
g(x)a(t) und nach wie vor wesentlich besser als die Rekonstruktion aus Laufzeitdaten.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

Wir haben in Kapitel 2 gezeigt, dafl die Schallausbreitung in einem Medium, das sich
mit der Geschwindigkeit vo(x) bewegt, ndherungsweise durch die hyperbolische Diffe-
rentialgleichung

Ui (2, 1) 4 2vo(x) - Vuy(z,t) & (2, ) Aulx, t) = q(x)a(t) (6.1)

beschrieben wird.

Der Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis sowie Aussagen zur Regularitét der Losung
dieser Differentialgleichung konnten in der Literatur nicht gefunden werden. Wir haben
diese Grundlagen zu unserer Untersuchung daher in Kapitel 3 im Detail dargestellt und
bewiesen. Weiterhin haben wir dort hergeleitet, wie aus Mefidaten, die ja immer auf
der raumlich dreidimensionalen Schallausbreitung beruhen, Losungen der zweidimensio-
nalen Wellengleichung an den Empféngerpositionen berechnet werden kénnen. Somit
kann auch das inverse Problem in zwei Raumdimensionen gelést werden. In geophy-
sikalischen Anwendungen wurde durch dhnliche Transformationen die Rekonstruktion
mittels ,waveform inversion® erst moglich, da dreidimensionale Rekonstruktionen mit
heutigen Computern aus Rechenzeitgriinden noch nicht durchfithrbar sind. Schlielich
haben wir die Eikonalgleichung hergeleitet, deren Charakteristiken die Ausbreitung des
schnellsten Teiles des Schallsignales in bewegtem Medium beschreiben.

Das inverse Problem der Rekonstruktion von Schallgeschwindigkeit und Zeitanteil
der Schallquelle wurde in Kapitel 4 betrachtet. Wir haben zunachst den Zusammen-
hang zu aktuellen geophysikalischen Ansdtzen dargestellt, um dann unser Verfahren
allgemein herzuleiten. Es ist ein an die Kaczmarz-Methode angelehntes Einzelschritt-
verfahren, bei dem in jedem Schritt versucht wird, die aktuelle Approximation an den
gesuchten Parameter so zu verbessern, dafl das Residuum R;(f) zur Messung mit der
J'ten Quelle moglichst verschwindet. Hierbei wird die Fréchet-Ableitungen R(f) ver-
wendet. Die Existenz dieser Ableitungen wurde unter Benutzung der Regularitdtsaussa-
gen von Losungen aus Kapitel 3 nachgewiesen, um dann mit Hilfe der L?-Adjungierten
von R)(f) das Losungsverfahren fiir die Schallgeschwindigkeit ¢(x) explizit angeben zu
konnen. Auch fiir die Zeitabhangigkeit der Quelle, «(t), wurde das Losungsverfahren
hergeleitet.

89
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SchlieBlich haben wir in Kapitel 5 die verwendeten Finite-Differenzenverfahren fiir
die Losung des direkten Problems zu Gleichung (6.1) beschrieben und numerische Er-
gebnisse des Rekonstruktionsverfahrens dargestellt und diskutiert. Als Startbild wurden
jeweils Rekonstruktionen aus reinen Laufzeitdaten verwendet (vgl. [SD96]). Wichtige
Ergebnisse sind:

o Die Beachtung der Mediumsgeschwindigkeit ist zumindest bei der Rekonstruktion
aus Daten von Tangentialfeuerungen unerléfllich, da die Mefidaten ansonsten nicht
konsistent mit dem verwendeten Modell sind und zu sehr schlechten Ergebnissen
fithren. Die Rekonstruktion der Mediumsgeschwindigkeit, die mittels der Vek-
tortomographie nur aus den Schallaufzeiten berechnet wurde (vgl. [Sie97]), reicht
hierfiir bereits aus. Die simultane Rekonstruktion von e(a) und v(x) ist daher
nicht noétig.

o Selbst bei Messung mit nur acht Sendern und jeweils sieben Empfangern ist das
Verfahren stabil gegeniiber zufélligen Fehlern. Die Messung muf} also nicht am
gesamten Rand erfolgen. Diese Stabilitdt kann mit einfachen numerischen Tricks
(Glattung der Rekonstruktionen) sicherlich deutlich verbessert werden. Solche
Details sind jedoch nicht Aufgabe der vorliegenden Arbeit.

e Die Rekonstruktion der Schallquelle kann im wesentlichen bereits anhand des
Startbildes aus der Laufzeitrekonstruktion durchgefiihrt werden. Wenn die Re-
produzierbarkeit des Sendesignals der Quellen gut genug ist, muf} die Quelle also
nicht bei jeder Rekonstruktion von ¢(a) neu mitbestimmt werden.

Ausblick

Das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren kann so leider noch nicht auf Mefidaten an-
gewendet werden. Hierzu sind noch einige Hiirden zu iiberwinden, die wir im folgenden
zusammenfassen.

Zunéchst setzen wir in dieser Arbeit voraus, dafl sich die Bewegungsgeschwindigkeit
des Mediums lokal kaum dndert. Ohne diese Voraussetzung miisste das System erster
Ordnung (2.14), (2.15) anstelle der hyperbolischen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung (6.1) betrachtet werden. Diese Annahme kann eventuell beibehalten werden, da
die Gasgeschwindigkeit viel kleiner ist als die Schallgeschwindigkeit, dies wére jedoch
noch durch einen Vergleich der Losungen von (2.14), (2.15) und (6.1) zu tiberpriifen.
Eine noch nicht beachtete Grofie ist die Dampfung des Schallsignals aufgrund der vor-
handenen Kohlenstaubpartikel. Auch diese Grofie 1a8t sich durch ein Riickpropagations-
verfahren rekonstruieren. Schlieflich ist noch zu klaren, ob an den Wanden tatsachlich
homogene Neumann-Randbedingungen vorliegen.

Fiir die simultane Rekonstruktion mehrerer Parameter sind besonders gute Medaten
erforderlich und hier kommen weitere Probleme hinzu. Wegen des lauten Hintergrund-
gerdusches in der Kohlenstaubverbrennung, das vor allem durch die Kohlemiihlen und
die Ventilatoren gegeben ist, miissen die Signale sehr laut sein, um ein gutes Signal-
Rauschverhéltnis zu erhalten. Dies sorgt aber vor allem in der Nahe der Schallquellen
dafiir, da3 die lineare Naherung bei der Herleitung in Kapitel 2, also die Annahme
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kleiner Schallamplituden, nicht mehr gegeben ist. Dieses Problem ist eventuell bereits
dadurch gelost, dafl der Zeitanteil der Quelle mitrekonstruiert wird. Die Hoffnung be-
steht also, daf} eine Quelle unter der Annahme linearer Schallausbreitung rekonstruiert
wird, die in der N&he der Quelle selbst falsch ist, in einiger Entfernung jedoch zu der-
selben Wellenausbreitung fiithrt wie die reale nichtlineare Schallquelle. Hierdurch wird
auch eine genaue Modellierung der Schallquelle iiberfliissig. Dies gilt aber nicht fiir die
Empféngerseite. Da hier das Schallsignal des Kessels zunéchst in einem Rohr durch die
Wand und dann in einem kleinen, geschlossenen Raum zum Mikrofon gefithrt wird, ist
eine genaue Modellierung der Empfangseinheiten nétig. Bei den Empfangern gentigt
dann aber die lineare Naherung der Schallausbreitung.

SchlieBllich ist die Umwandlung der Mefsignale von Losungen der dreidimensionalen
Wellengleichung in Losungen der zweidimensionalen Wellengleichung in dieser Arbeit
nur sehr kurz behandelt worden. Sie 1at sich moglicherweise noch fiir inhomogene
Parameter verbessern. Insbesondere gilt sie aber nur fiir unbeschrinkte Gebiete, die
Effekte der Wénde sind also noch zu korrigieren.

In dieser Arbeit wurden aus Rechenzeitgriinden Sendesignale verwendet, die nieder-
frequenter sind als die Signale bestehender Mefigerdte. Unsere Rekonstruktionen mit
100 x 100 Pixeln und 350 Zeitschritten benotigten bei zehn Sweeps etwa 20 Minuten
auf einer 300 MHz SPARC Ultra 60. Fiir 256 x 256 Pixel und 900 Zeitschritte sind es
bereits 6 Stunden. Fiir die Rekonstruktionen werden dann zusétzliche Glattungen erfor-
derlich, da die Formel fiir den Update die Vorwértslésung « und die Riickpropagation z
enthalt und damit zwangsldufig zu sehr hochfrequenten Bildern fithren muf}. Hier wére
es sehr hilfreich, wenn die Mefigerdte Signale mit einem sehr breiten Frequenzspektrum
erzeugen koénnten.
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Anhang A

Mathematische Hilfsmittel

A.1 Verallgemeinerte Sobolevraume

Wir fithren zunéachst einige Hilfsmittel vor allem aus der Funktionalanalysis ein.

Bei der Untersuchung der Regularitat in Abschnitt 3.1.4 werden wir Félle betrachten,
bei denen die Losung der Wellengleichung u(x,t) in den Orts- und der Zeitvariablen
unterschiedlich haufig differenzierbar ist. Eine bequeme Schreibweise fiir Funktionen
mit dieser Eigenschaft bietet die Raume Wf((O,T); Wé(ﬂ)), k,l € IN. Dies sind die
Sobolevraume der k-mal (verallgemeinert) differenzierbaren Funktionen mit Werten in

Um die Riume W¥ ((O,T);WQI(Q» definieren zu koénnen, mufl das Integral {iber
Funktionen f : (0,7) — W.(Q) definiert werden. Dies ist ein Spezialfall des Bochner-
Integrals, das wir im folgenden kurz einfithren. Im Anschlufl betrachten wir Distri-
butionen mit Werten in Hilbertrdumen, um schliefllich die Rdume Wf((O,T); Wé(ﬂ))

einfithren zu kénnen. Fiir unsere Anwendung wichtig ist dann wiederum die Isomorphie

(YWE((0,7); W3(Q)) = WH(Qx(0,T) , keN |

(=0

die wir ebenfalls nachweisen.

SchlieBlich nennen wir noch einige Abschétzungen, die fiir die Beweise in den Ab-
schnitten 3.1.3 und 3.1.4 benétigt werden und eine Energieabschatzung fiir die Losung
eines Randwertproblems der Poissongleichung.

A.1.1 Das Bochner-Integral

Wir erinnern an die Definition eines o-finiten Mafiraumes:

Es sei S eine Menge, B eine Klasse von Untermengen von S, den mefibaren Mengen
und m : B — [0,00] ein Mafl auf B. (5,B) sei ein o-Ring, d.h. es gelten S € B, mit
B € B ist auch S\B € B und die Vereinigung abzihlbar vieler Elemente aus B liegt

wiederum in B. Das Mafl m muf} natiirlich m< U Bj> = > m(B;) fir B; € B und
=1 ]

J=1

B; N B, =0, j # k erfiillen.
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(S, B, m) heifit o-finiter Mafsraum, falls es Elemente B; € B, j € N gibt mit m(B;) <
oo und S = |J B;.

7=1
Zum Bochner-Integral zitieren wir die wichtigsten Aussagen aus § 24 aus [Wlo82].
Zur Verkiirzung setzen wir den Hilbertraum X generell als separabel voraus.

Definition A.1.1 Seien (S, B, m) ein o-finiter MafSraum und X ein separabler Hilbert-
raum mit dem Skalarprodukt (-,-)x und der Norm || -||x. Die Abbildung

u: S —= X
heifst

(a) schwach meBbar (beziiglich B), falls (u(s),h)
ziiglich (S, B,m) fir alle h € X ist,

« €ine mefbare Zahlenfunktion be-

(b) abzahlbarwertig, falls imu = {h, |n € N}, d.h. das Bild besteht aus abzihlbar
vielen. Werten, und u=*(h;) € B,Vj € N,

(¢) stark meBbar, falls eine Folge w, von abzihlbarwertigen Funktionen w, : S — X
existiert mit u,(s) — u(s) mit Konvergenz beziglich || - ||x fast tberall,

(d) endlichwertig, falls u(s) = ¢; # 0 (¢; =const) fir s € B; und i = 1,...,k, wobei
k
m(B;) < oo, B;N B; =0 fiiri#j und u(s) =0 auf S\ |J B:.
=1

Es gilt der Satz von Pettis (fiir separables X):

Satz A.1.2 Die Funktion u(s) ist genau dann stark mefibar, wenn sie schwach mefbar
ist.

Lemma A.1.3 Die Funktionen u(s), v(s) seien schwach mefibar. Dann ist die Zahlen-

funktion (u(s), v(s)) mefsbar.

Lemma A.1.4 Seiu,(s) schwach mefbar fir allen € IN. Gilt u,(s) — u(s) firn — oo
(schwache Konvergenz in X ), so folgt: u(s) ist schwach mefibar.

Nun kénnen fiir Funktionen f: S — X fiir p > 1 LP-Raume definiert werden.
Definition A.1.5 Sei M, (5;X) :={f : 5 — X | f schwach meBbar}. Dann setzen
wir firp > 1

D(SiX) = {u € MufS: X0 [ )l dmfs) < o0}

Es gilt
Satz A.1.6 Firp > 1 ist LP(S;X) ein Banachraum. Beziglich des Skalarprodukts
(u,v))s( = / (u(s),v(s))X dm(s)
S
ist L*(S; X)) ein Hilbertraum.
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Wir fithren nun das Lebesgue-Bochner Integral ein.
Definitionen und Satz A.1.7 Sei X ein separabler Hilbertraum.

(a) Es bezeichne F die Menge der endlichwertigen Funktionen u: S — X. E ist eine
lineare Menge und E C L'(S; X). Firu € F definieren wir

/u(s)dm(s) = Zuzm(Bz) .

S =1

wobei imu = {uy,...,ug, 0} und B; = u ' (w;) firi =1,....k ist. Das Integral
ist linear, und es gilt

[utsramts)| < [ uts)lx dmis)

S

(b) Wir setzen B*(S; X) := EY ) und nennen B'(S; X) die Menge der Bochner-
integrierbaren Funktionen. Fir v € BY(S; X) existiert dann eine Folge uy € E

mit up, — w in LY(S; X) fir k — oo. Wir setzen

k—oc0
S S

/u(s) dm(s) = lim [ ug(s)dm(s)
Satz A.1.8 [Firu e BY(S;X) gilt

[utsramts)| < [ uts)lx dmis)

S

Es ist BY(S;X) = LYS;X), das heifit die Funktion u(s) ist genau dann Bochner-

integrierbar, wenn die Zahlenfunktion ||u(s)||x integrierbar ist.

Satz A.1.9 Seiu € LP(B; X) fiir p> 1 und m(B) < co. Dann gilt w € L*(B; X) und
auch yp-u € L'(S; X).

Bis hierhin haben wir Aussagen aus § 24 aus [Wlo82] zitiert. Wloka formuliert nicht
den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, daher iibernehmen wir diesen aus

[Mik78, Chapter XIII], Theorem 2.3:

Satz A.1.10 Die Funktion g : (a,b) — X sei stetig im Intervall (a,b) und G : [a,b] —
b

X sei stetig in [a,b] mit G' = g in (a,b). Dann existiert das Bochner-Integral [ g(t)dt

und es gilt

/ g(t)dt = G(b) =G(a)
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A.1.2 Distributionen mit Werten in Hilbertraumen

Es sei G C R" ein Gebiet. Wir verwenden die iibliche Bezeichnung D(G) = C5°(G).
Die folgenden Aussagen sind aus § 25 aus [Wlo82] zitiert.

Definition A.1.11 Seien G offen in R" und X ein Hilbertraum. Wir betrachten eine
lineare Abbildung T : D(G) — X. Die Anwendung von T auf ein ¢ € D(G) bezeichnen
wir wie @blich mit <T,o>. Man beachte jedoch, dafi T kein Funktional ist, sondern

Werte in X annimmt. Die Abbildung T heifit Distribution aus D'(G, X), falls gilt: Zu
jedem Kompaktum K CC G gibt es Konstanten p,c > 0 mit

I<T,e>|x <e-sup > |D*p(a)], Vo € D(G) mit suppp C K

reK
s|<p

Definition A.1.12 (a) Die Ableitung D*T, s = (s1,...,8,) mit s; € N, einer Dis-
tribution T ist definiert durch

<D*T, > := (1)< D>

(b) Sei T, eine Folge von Distributionen aus D'(G; X) und T € D'(G; X). Wir defi-
nieren: T, — T in D'(G; X) fiir n — oo bedeutet, daf fir alle p € D(G) gilt

<Tpyp> — <T,p>1in X fir k — o0

Satz A.1.13 (a) Aus T € D'(G; X) folgt D*T € D'(G; X).

(b) Falls gilt T, — T in D'(G;X) fir k — oo, dann gilt auch D*T, — D*T in
D'(G; X) fiir k — oo.

Wie {iblich ordnen wir lokal integrierbaren Funktionen f : G — X eine Distribution 7T’
zu durch

<Tpp>i= [ flalpla)de. ¢ € D(G)
G
Das Integral ist hierbei als Bochner-Integral zu verstehen.
Satz A.1.14 Es gqilt L*(G; X) C D'(G; X) und die Einbetlung ist injektiv und stetig.

Satz A.1.15 Seien X, Xy Hilbertrdume mit X1 — X,, und die Finbettung sei stetig.
Dann gilt D'(G; Xy) — D'(G; X3) und die Einbettung ist stetig.
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A.1.3 Die Riume W;((O,T)) und Wf((O,T)SV>

Auch die Aussagen in diesem Abschnitt entstammen — mit Ausnahme von Definiti-
on A.1.19 — § 25 aus [Wlo82].

Nun sei G = (0,7) mit 0 < T" < oo und X und V seien separable Hilbertraume
derart, daf}

Ve X V!

einen Gelfandschen Dreier bildet. Der Raum V’ ist nach Satz 17.3 in [Wlo82] ebenfalls
ein Hilbertraum. Fiir f € L2<(0,T); V) gilt wegen Satz A.1.14

feD((0,T):V)
woraus mit Satz A.1.15 folgt

of af
N N

Definition A.1.16 Wir definieren

e D'((0,7);V) und e D'((0,7); V")

W, ((0,7)) := {f | fe L*((0,T);V), ‘Z—J; € Lz((O,T);V’)}

Das Skalarprodukt auf W) ((O, T)) sei definiert durch

o= [ s | (S2.250)

Satz A.1.17 Der Raum W%((O,T)) ist ein Hilbertraum.
Satz A.1.18 Alle Funktionen aus W.) ((O,T)) sind stetig mit Werten in X; genauer
gesagt: aus | € W%((O,T)) folgt
F:00,T] — X st stetig.
In Definition 27.1 beschreibt Wloka in [W1o82] die Sobolevraume Wf(((), T); V), ke N,

in denen wir Losungen unseres hyperbolischen Problems suchen:

Definition A.1.19 Sei V ein Hilbertraum mit Norm || - ||v. Unter dem Sobolev-Raum
Wf((O,T); V), k € N, verstehen wir die Gesamtheit der mefsbaren Funktionen

u:(0,7T)—=V
mat
J'u

a7 € LA((0,7);V) fir0<:<k

wobei die Ableitung im Distributionssinn gemeint ist.
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Das Skalarprodukt in W{“((O, T); V) sei gegeben durch

ot = [ 55 (5

=1

und damit erhalten wir fir die zugehorige Norm

el 0.m

atZ HV

Wir merken an, daf} W{“((O, T); V) fiir & € IN ein Hilbertraum ist.

A.2 Weitere Hilfsaussagen

Fiir den Beweis von Satz 3.1.7 bendtigen Satz 9.1 aus [W1o82]:

Satz A.2.1 Sei X ein Hilbertraum. Die Folge v, € X sei beschrinkt, ||z,|x < K
fir n € N. Dann existiert eine Teilfolge x,:, die schwach gegen ein Element v € X
konvergiert und es gilt ||x||x < K.

Wir iibernehmen das Lemma von Gronwall im wesentlichen in der Formulierung von
Lemma 29.2 aus [W1o82]. Wir benétigen es nur fiir differenzierbares g.

Lemma A.2.2 (Gronwall) Seien ¢g(7) € C0,T], v(r) € C[0,T] und 0 < h(r) €
L ((O,T)>. In [0,7T] gelte

T

o(1) <g(r)+ /h(t)v(t) dt

0

Dann ist in [0,T]

olr) <O g0y + [geOar)

0
mit H(T fh
0

Mit g(7) = 0 und h(7) = ¢ ergibt sich das
Korollar A.2.3 Seien v(7) € C[0,T] mit v(1) >0, ¢ > 0 und

T

v(1) < c/v(t) dt firt e [0,7]

0

Dann gilt v(t) =0 in [0,T].
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Wir zitieren den Satz von Gaufl nach [For84].

Satz A.2.4 Satz von Gaufl
Sei 2 C R" eine beschrinkte Teilmenge mit stetig differenzierbarem Rand und v : 90 —

R"™ die dufere Normale. Ist noch f € C'(Q), so gilt:
66;1]; da = /fI/Z do
59

Der Satz ist auch giiltig, wenn J{2 niederdimensionale Singularitaten, etwa Fcken hat,

vgl. [For84, §15].

Q

Korollar A.2.5 Sei § ein Gebiet, in dem der Satz von Gaufl gilt und v : 92 — R" sei
die duflere Normale.

(i) Fir u,v € CYQ,R) gilt:

/vVud:Jc :/uvl/da <:>/qu(1:1; ) (A.1)
Q

Q o0

(i) Firue CHQR), we CYQ,R"Y) gilt:

/w-Vud:Jc:/uw-l/dU@/uV-wdx ) (A.2)
Q

Q o0
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