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Einleitung

In den letzten Jahrzehnten haben sich sowohl Hardware als auch numerische Al-
gorithmen so stark weiterentwickelt, dafl es Wissenschaftlern und Ingenieuren ver-
schiedenster Fachrichtungen méglich ist, komplexe Vorgénge am Computer zu si-
mulieren. Selbst in den klassischen Naturwissenschaften wie Biologie und Medizin
sind numerische Simulationen zu einem essentiellen Werkzeug der Forschung und
Weiterentwicklung geworden.

In dieser Arbeit soll nun speziell das medizintechnische Problem der kiinstlichen
Herzklappen betrachtet werden. Zur genauen Analyse und Simulation des Blutflusses
durch eine kiinstliche Herzklappe bedarf es einiger biologischer, physikalischer und
mathematischer Erlduterungen:

Das 1. Kapitel befafit sich ausschliefllich mit den biologischen Gegebenheiten des
menschlichen Herzens, speziell der Aortenklappe, wihrend das 2. Kapitel dann die
unterschiedlichen Formen moglicher Klappenprothesen beschreibt und deren Vor-
und Nachteile vergleicht. Die medizinischen bzw. biologischen Fachbegriffe, die hier-
zu notig sind, werden im Text durch kursive Schreibweise gekennzeichnet und im
Anhang genauer erldutert.

Kapitel 3 und 4 schaffen im Anschlufl daran die physikalischen Grundlagen, die zum
Verstandnis der Klappenbewegungen notwendig sind. Es werden die Ursachen der
wirbeligen oder sogar turbulenten Blutstromung skizziert und die beschreibenden
mathematischen Gleichungen, die Navier-Stokes Gleichungen hergeleitet.

Die komplexe mathematische Theorie der Variationsgleichungen und Funktionenrédume,
die allgemein hinter partiellen Differentialgleichungen dieser Gestalt steht, wird in
Kapitel 5 vorbereitet, so dafl in Kapitel 6 auf Losungsansitze in geeigneten Funktio-
nenrdumen eingegangen werden kann. Im Hinblick auf die spétere Implementierung
wird auf das Galerkin-Verfahren, die Methode der finiten Element und auf iterative
Methoden zur Losung der resultierenden Gleichungssysteme besonders eingegangen.

Das Ziel des theoretischen Teils dieser Arbeit wird in Kapitel 7 erreicht. Hier werden
zunéchst zwei Beweise der Existenz schwacher Losungen des linearen und nichtlinea-
ren Navier-Stokes-Problemes geliefert, um anschliefend einen Beweis der Existenz
starker Losungen der vollstédndigen Navier-Stokes Gleichungen in der Dimension
n > 3 zu erlautern. Diesers letzte Existenzbeweis liefert schon anhand von geniigend
kleinen Anfangswerten eine globale, eindeutige Losung. Die Berechtigung der géngi-
gen numerischen Verfahren ist hiermit gesichert.

Die Umsetzung dieser biologischen, physikalischen und mathematischen Grundlagen
und Erkenntnisse erfolgt in Kapitel 8, welches die Implementierung eines verein-
fachten 2-dimensionalen, stationdren Modelles zur Simulation des Blutflusses durch



eine kiinstliche Aortenklappe beinhaltet. Unter Verwendung der C++ Bibliothek
“Diffpack 3.0” wird der Aufbau eines klassischen Finite-Elemente-Losers fiir die
Navier-Stokes Gleichungen beschrieben und auf das stationdre Problem mit unter-
schiedlichen Positionen der Klappenfliigel angewendet. Besondere Aufmerksamkeit
soll dabei den Auswirkungen verschiedener Offnungswinkel gewidmet werden. Zum
Vergleich der Ergebnisse dienen sowohl die simulierten, als auch die experimentellen
Ergebnisse von Mary J. King aus ihrer Doktorarbeit “Computational and experi-
mental studies of flow through a bileaflet mechanical heartvalve” aus dem Jahre
1994 (siehe [23]).

Der Vergleich zeigt deutlich, dal ein 2-dimensionales zeitunabhéngiges Modell nicht
exakt die Bildung von Turbulenzen und Wirbeln lokalisieren kann, aber dennoch
durchaus in der Lage ist, Tendenzen der Blutstromung in der unmittelbaren Umge-
bung der mechanischen Herzklappe vorherzusagen.
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1 Das menschliche Herz

Im folgenden sollen Aufbau, Funktion und krankhafte Verdnderungen des mensch-
lichen Herzens in ihren Grundziigen beschrieben werden; vergleiche dazu [12], [33]
und [29].

1.1 Aufbau und Funktion

Das menschliche Herz ist ein pulsierender Hohlmuskel, der die Bewegung der Blut-
fliissigkeit in unserem geschlossenen Blutsystem bewirkt. Form und Groéfle des Her-
zens entsprechen in etwa der Faustgrofie der jeweiligen Person. Seine Oberseite, die
Herzbasis, an welcher die groflen Geféfle miinden bzw. entspringen, hat einen deu-
lich groBeren Umfang als die nach unten links gerichtete Herzspitze. Die Herzbasis
liegt unmittelbar hinter dem Brustbein, wéhrend die Herzspitze nach links von der
Mittellinie abweicht.

Der grofite Teil des Herzens ist vom Perikard, dem Herzbeutel, eingehiillt. Das Pe-
rikard bildet eine allseits geschlossene serdse Héhle mit normalerweise nicht mehr
als 20 ml Fliissigkeit im Binnenraum. Wie andere serose Hohlen auch, dient der
Herzbeutel dazu, die Reibung zwischen dem beweglichen Herzen und den mehr oder
weniger fixierten Nachbarorganen herabzusetzen (dhnlich zweier Glasplatten mit ei-
nem Tropfen Wasser dazwischen). Aulerdem iibertréigt dieser Herzbeutel den Sog
des Lungengewebes auf das Herz und sorgt somit fiir einen Druckausgleich im ge-
samten Thoraxraum.

L]
Abbildung 1: Langsschnitt durch das Herz (aus [33], S.127)

Das Herz wird von einer muskulésen Scheidewand, dem Septum, in eine linke und
eine rechte Herzhilfte getrennt, welche sich jeweils in Vorhof (A¢rium) und Kammer
(Ventrikel ) unterteilen. Das Septum ist im Vorhofbereich diinn und sehnig, zwischen
den Kammern aber auflerordentlich muskelstark, da die mechanische Beanspruchung
hier deutlich hoher ist.

Der rechte Vorhof erhélt durch die Hohlvenen sauerstoffarmes Blut aus dem Korper-
kreislauf und befordert es in die rechte Kammerhélfte. Von hier aus wird es zum
Gasaustausch iiber die Lungenarterie in die Lunge gepumpt, gelangt nach deren
Passage als sauerstoffreiches Blut in die Lungenvenen und dann in den linken Vor-
hof (,kleiner* Blutkreislauf). Aus dem linken Vorhof wird es in die linke Kammer,



von dieser mit hohem Druck in die Aorta und weiter in den Kérperkreislauf gepumpt
(,groBer” Blutkreislauf).

Wie das gesamte Gefisystem, so hat auch das Herz einen dreischichtigen Aufbau:

e Das Endokard, die glatte Innenschicht des Herzens, kleidet den Blutraum
vollsténdig aus und ist somit entscheidend fiir eine gute Gleitfahigkeit des
Blutes. Schon kleine Unebenheiten, z.B. aufgrund einer Endokarditis, erh6hen
den Stromungswiderstand relevant. Das Blut fliefit an diesen Stellen dann lang-
samer, es konnen sich Thrombozyten ablagern und ineinander verkeilen - es
enstehen Blutgerinsel, bzw. Thromben. Wenn sich ein Thrombus ablost und
in den allgemeinen Kreislauf gelangt, kann er eine wichtige Arterie, z.B. im
Gehirn, verstopfen und damit einen Schlaganfall verursachen (Embolie).

Unterhalb dieses einschichtigen Gewebes finden sich reichlich elastische Fasern.
Aus einer besonders kollagenfaserreichen Falte des Endokards bestehen auch
die Herzklappen und Sehnenfiaden.

e Das Myokard, die Herzmuskelschicht, schliefit sich nach auflen an das En-
dokard an. Da das Myokard die eigentliche Herzarbeit verrichten muf, ist es
die dickste Schicht der Herzwandung. Es besteht aus einkernigen Herzmuskel-
zellen, die mechanisch und elektrisch miteinander verbunden sind. Im Ventri-
kelbereich schrauben sich die Muskelfasern in den dufleren Myokardschichten
spiraliférmig von der Herzklappenebene zur Herzspitze hinab, biegen dort um
und winden sich innen wieder in Richtung Herzbasis zuriick. Dadurch stehen
die Muskelfasern der &ufleren und inneren Myokardschicht haufig senkrecht
aufeinander. Die Aktin- und Myosinfilamente der Herzmuskulatur {iberlappen
sich also in Ruhe so stark, daf} sie sich tendenziell gegenseitig behindern. Bei
korperlicher Belastung erhoht sich das Volumen der Ventrikel, die Muskula-
tur wird besser vorgedehnt und arbeitet effektiver, wodurch sich Kraft und
Schlagvolumen des Herzens erhéhen.

Diese autonome Anpassung der Muskulatur besitzt eine besonder grofie Be-
deutung bei der Herzinsuffizienz: Ein geschwéchter Herzmuskel neigt stets da-
zu, ein groBeres Volumen anzunehmen (,ausgelatschtes Herz“), was den oben
beschriebenen Mechanismus aktiviert und die Herzschwiche iiber lange Zeit
hinweg ausgleichen kann.

e Das Epikard sorgt fiir eine gute Gleitfihigkeit und Beweglichkeit des Herzens
in seiner Umgebung. Es stellt gleichzeitig die &uflerste Schicht des Herzens und
das innere Blatt des Herzbeutels dar.

Wegen der extremen Dicke der Herzwand kann das Herz nicht direkt aus dem durch-
gepumpten Blut versorgt werden — die Diffusionsstrecken waren viel zu lang. Es ist
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ein eigenes Blutversorgungssystem notig, welches von den Herzkranzgefifle gebildet
wird. Bei Verschluf§ einer Herzkranzarterie oder eines grofleren Arterienastes wird die
von diesem Gefafl versorgte Muskulatur nicht mehr mit Sauerstoff und Néhrstoffen
beschickt und stirbt ab. Auf diese Weise ensteht ein Herzinfarkt.

1.2 Diastole und Systole

Um eine Fliissigkeit durch eine Leitung zu pumpen, gibt es zwei sich grundlegend
unterscheidende Moglichkeiten: die Kreiselpumpe und die Ventilpumpe. Da die bio-
logische Evolution das Rad und damit auch drehbare Systeme aller Art niemals
entwickelt hat, mufl das Herz eine Ventilpumpe sein, die dhnlich wie ein Blasebalg
funktioniert: Ein- und Auslaiventil entsprechen den Herzklappen, der eigentliche
Blasebalg ist die Herzkammer.

Bei der rhythmischen Tétigkeit des Herzens unterscheidet man in einem Zyklus
zwischen der Kontraktions- und Austreibungssphase (Systole) sowie der Erschlaf-
fungs- und Fiillungsphase (Diastole).

1. Systole

¢ Kontraktionsphase: Die Systole beginnt mit einer Anspannungsphase
von ca. 60 ms, in der alle Herzklappen geschlossen sind. Zunéchst spannt
sich die Ventrikelmuskulatur an und iibt einen Druck auf das Blutvolu-
men in den Ventrikeln aus. Das Volumen der Ventrikel &ndert sich dabei
nicht, da das Blut wie jede wéssrige Fliissigkeit praktisch inkompressibel
ist. Daher wird die Anspannungsphase auch isovolumetrische Kontrakti-
on genannt. Der Ventrikeldruck nimmt so lange zu, bis er den Druck in
der Aorta bzw. in dem Truncus pulmonalis ibersteigt. Der rechte Ven-
trikel hat es dabei deutlich leichter, da er nur den diastolischen Pulmo-
nalarteriendruck von 10 mmHg (Aorta 80 mmHg) {iberwinden muf}. Die
Anspannungsphase endet daher rechts frither als links.

Zu Beginn der Anspannungsphase machen beide Ventrikel eine Form-
verdnderung durch: Aus der ldnglichen Gestalt wiahrend der Diastole wird
eine anndhernde Kugelform. Diese Formverdnderung teilt sich der Brust-
wand als dumpfer Schlag mit und ist als erster Herzton zu héren und
iiber der Herzspitze zu tasten.

e Austreibungsphase: Nachdem der Ventrikulardruck die diastolischen
Werte in Truncus pulmonalis und Aorta iiberschritten hat, 6ffnen sich
die Klappen zu den beiden groflen Arterien und es beginnt die ca. 200
ms lange Austreibungsphase, also die eigentliche Bewegung der Blutsaule
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in den groflen Arterien. Die Einlaflventile zwischen Ventrikel und Atri-
um bleiben wegen des hohen Drucks im Ventrikel weiterhin geschlossen.
Trotz des stédndigen Auswurfes von Blutvolumen steigt der Ventrikeldruck
wéhrend der ersten zwei Drittel der Austreibungsphase weiterhin an und
erreicht Spitzenwerte von ca. 130 mmHg (links) bzw. 25 mmHg (rechts).

Normalerweise treiben beide Ventrikel nur knapp die Hélfte ihres Inhaltes
in die groflen Arterien aus; das Schlagvolumen betrégt durchschnittlich
70 ml, kann bei korperlicher Belastung jedoch deutlich gesteigert werden.
Durch den Blutauswurf verkleinert sich natiirlich das Ventrikelvolumen.
Dieses verringerte Volumen zieht einerseits die Herzspitze geringfiigig in
Richtung Herzbasis, andererseits senkt sich die Klappenebene in Richtung
Herzspitze. Die Bewegung dehnt und 6ffnet die Vorhdfe; vensses Blut wird
in das rechte und linke Atrium ,eingesogen® (Ventilmechanismus).

2. Diastole

e Erschlaffungsphase: Die Diastole beginnt mit einer Erschlaffungsphase
von ca. 40 ms. Die Muskulatur der Ventrikelwand verliert ihre Spannung,
der Ventrikeldruck sinkt unter den Blutdruck in der Aorta bzw. den Pul-
monalarterien ab. Nun schlielen sich auch die AusfluBklappen wieder;
man spricht von isovolumetrischer Entspannung, wobei sich das eigentli-
che Zuschlagen durch einen hell klingenden zweiten Herzton verrét. Die
Ventilebene wandert geringfiigig in Richtung Herzbasis, wird aber durch
das grofie Atriumvolumen an einer vollstdndigen Hebung gehindert.

e Fiillungsphase: Ist die Herzmuskulatur vollstandig erschlafft, fallt der
Druck im Ventrikel unter den im Atrium. Die Einlaklappen 6ffnen sich
und es beginnt eine Fiillungsphase von sehr variabler Dauer, die mit einer
erneuten Systole endet. Da die Atrien aufgrund des Ventilebenenmecha-
nismus prall mit Blut gefiillt sind, findet am Beginn der Fiillungsphase
ein schneller Einstrom in die Ventrikel statt, der mit verschwindendem
Druckunterschied allméhlich nachldafft. Am Ende der Fiillungsphase kon-
trahiert sich das Atrium und trigt so aktiv zur Vergréferung des Blut-
volumens in der Herzkammer bei.

Die rhythmische Fortbewegung der Blutfliissigkeit bewirkt in den nachfolgenden
zentralen GeféBabschnitten pulsierende Schwankungen des Wand- bzw. Blutdruckes.
Deshalb werden allgemein fiir den Blutdruck zwei Werte, der systolische und der dia-
stolische Druck angegeben. Um die starken Blutdruckschwankungen zwischen Dia-
stole und Systole zu mildern, sind die groflen Arterien mit sehr elastischen Wénden
ausgestattet, durch die sie als sogenannte Windkessel fungieren:



Der Begriff ,, Windkessel“ stammt aus der Dampfmaschinentechnik und bezeichnet
eine technische Losung des Problems, den stofSweisen Ausstrom von Fliissigkeit aus
einer Pumpe in eine gleichméflige Stromung umzuwandeln. Der physiologische Wind-
kessel besteht im Ausdehnen bzw. Zusammenziehen der Wandung von Aorta und
groffen Arterien. Das Herz wirft in der Systole Blut aus, wihrend der Blutstrom
in der Diastole zum Erliegen kommt. Die Windkesselarterien dehnen sich wahrend
der Systole aus und nehmen so eine Teil des Schlagvolumens zusétzlich auf, der in
der Diastole passiv wieder ausgepresst wird. Je elastischer die Arterien sind und je
groBer ihr Binnenvolumen im Verhéltnis zum Schlagvolumen ist, desto gleichméafBiger
stromt das Blut in die Peripherie ab.

]
Abbildung 2: Phasen der Herztatigkeit (aus [33], S. 131)

In der oberen Hélfte von Abb. 2 erkennt man die Bewegung der Ventilebene in der
Austreibungs- und Fiillungsphase. Die untere Hiélfte zeigt die Druckverhéltnisse in
der linken Herzkammer (rot) und in der Aorta (griin) wiahrend der Herzaktion.

1.3 Herzklappen

]
Abbildung 3: Querschnitt durch das Herz (aus [33], S. 128)

Wie zuvor beschrieben, verhilt sich das Herz wie eine Ventilpumpe, wobei die Funk-
tion der Ein- und Auslafiventile von der Herzklappen iibernommen wird. Je nach
Aufbau und Funktionalitdt unterscheidet man grundsétzlich zwischen Segelklap-
pen und Taschenklappen.

Zwischen Vorhofen und Kammern liegen die beiden grofien Segelklappen (siehe Abb.
3): Die Mitral- und die Trikuspidalklappe.

e Die zweizipfelige Mitralklappe liegt zwischen dem linken Atrium und dem
linken Ventrikel. Sie besteht aus zwei diinnen, von glattem Endothel iiberzo-
genen Einzelsegeln: einem grofleren Aortensegel an der Vorderwand und einem
kleineren hinteren Wandsegel.

o [hr Gegenstiick im rechten Teil des Herzens ist die dreizipfelige Trikuspidal-
klappe mit je einem vorderen, hinteren und Septumsegel.
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Die Segelklappen sind Einwegventile, die einen Blutstrom nur vom Atrium in den
Ventrikel, nicht aber in umgekehrter Richtung zulassen. Zwei weitere Klappen, soge-
nannte Taschenklappen(sieh Abb. 3), trennen die linke bzw. rechte Herzkammer
von den grofien Arterien (Aorta und Truncus pulmonalis). Sie sorgen dafiir, dafl
zwischen den einzelnen Herzschliagen kein Blut aus den Arterien in die Ventrikel
zuriickflieSen kann.

e Jenach der verschlossenen Abgangsarterie heifit die rechte Taschenklappe Pul-
monalklappe,

e die linke dementsprechend Aortenklappe.

Die Segelklappen sind grofiflichiger als die Taschenklappen und benétigen daher
Sehnenfiaden, die von ihrem freien Rand in die Herzkammer ragen und ein ,,Durch-
schlagen® der Klappen wéahrend der Systole in die Vorhofe verhindern. Sie sind
an der Ventrikelinnenwand iiber Papillarmuskeln befestigt, welche die Lange der
Sehnenfdden dem Kontraktionszustand der Kammern anpassen kénnen. Die Ta-
schenklappen bestehen jeweils aus drei identischen Teilen, die sich wie Schopfkellen
in Richtung der Herzkammern vorwdélben. Die Klappen sind zwischen zwei Herz-
schlagen, in der Diastole, durch den Druckunterschied zwischen Arterien und Herz-
kammern geschlossen; sie stoflen in der Form eines ,,Mercedessterns® aufeinander.
Spannt sich der Herzmuskel an (Systole), so driickt das aus dem Herz ausstromende
Blut die Taschenklappen an die Wand von Aorta bzw. Truncus pulmonalis; es ent-
steht eine dreieckige Offnung. Da die Taschenklappen nur eine relativ kleine Fliche
zu verschlieBen haben, bendtigen sie keine Sehnenfédden. Im weiteren wird nur noch
die Aortenklappe, also die Taschenklappe zwischen Aorta und linkem Ventrikel be-
trachtet, da diese das wesentliche Ventil zwischen Herz und Korperkreislauf darstellt.



2 Kiinstliche Herzklappen

Herzklappen kénnen von Geburt an falsch angelegt oder durch Krankheiten (z.B.
Infektionen) geschidigt sein (vergl. [33], S. 129). Weil dadurch der regulédre Blutfluf
gestort ist, kann das Blut unter Umsténden in die falsche Richtung stromen. Um
den Kreislauf aufrecht zu erhalten, mufl das Herz deshalb starker arbeiten.

Diese Situation kann zum Herzversagen fiihren. Die geschidigte Herzklappe mufl
daher entweder operativ behandelt oder durch eine neue ersetzt werden. Ein chir-
urgischer Eingriff am Herzen 16st bei den meisten Patienten allerdings grofie Ang-
ste und Unsicherheit aus. Die verdnderten Lebensbedingungen nach der Operation
konnen diese Empfindungen noch verstéarken.

So wird von den Betroffenen — besonders in der ersten Zeit nach der Operation —
das ,Klicken* der kiinstlichen Herzklappen sehr bewufit wahrgenommen. Je nach
Herzklappe (Kunststoffklappe oder biologische Klappe) kann es zudem erforderlich
sein, daf die Patienten in ihrem weiteren Leben regelméflig Medikamente einnehmen.

2.1 Angeborene und erworbene Klappenfehler

Zu den seltenen, angeborenen Klappenfehlern (vergl. [21], S. 127-156) zéhlen die so-
genannten Stenosen, wobei am héufigsten noch die angeborenen Aortenklappenste-
nosen vorkommen. Es handelt sich hierbei um eine Entwicklungsstorung der Klap-
penfliigel. Statt mit drei Fliigeln ist die Aortenklappe bei diesen Patienten durch
einen genetischen Fehler nur bikuspidal ausgebildet.

Neben den angeborenen Stenosen ist als Hauptursache von Herzklappenerkrankun-
gen das rheumatische Fieber zu nennen. Die rheumatische Endokarditis fithrt zu ei-
ner Verklebung der Klappenfliigelriander, woraus nicht selten eine bikuspidale Klappe
entstehen kann. Daraufhin kommt es in der Regel zu einer Kalkeinlagerung durch
Wirbelbildungen und zu einer hohen Blut-FluBgeschwindigkeit an der Klappe. Die
Offnung der Aortenklappe verengt sich noch mehr. Die analoge Krankheitsentwick-
lung kann man bei angeborenen Aortenstenosen beobachten.

Je weiter die Klappenstenose ausgebildet ist, desto grofler wird das Druckgefélle
zwischen linkem Ventrikel und Aorta wihrend der Systole. Der erschwerte Ausflufl
des Blutes aus dem Ventrikel in die Aorta fiithrt also zu erhéhtem Druck und somit
zu einer starken Hypertrophie der Ventrikelmuskulatur, die dadurch einen erhéhten
Sauerstoffbedarf hat.

Im weiteren Verlauf der Erkrankung sinken Herzminutenvolumen und Schlagvolu-
men in Ruhe ab, wodurch der Weg zur Herzinsuffizienz vorgezeichnet ist. Um einen
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frithzeitigen Tod durch Myocardversagen, Herzrhythmusstérungen oder Herzinfarkt
zu vermeiden, 1a8t sich die Implantation eines Herzklappenersatzes kaum umgehen.

2.2 Die wichtigsten kiinstlichen Herzklappentypen und ihre
charakteristischen Eigenschaften

Sowohl Aortenklappe als auch Mitralklappe kénnen durch eine kiinstliche Prothese
operativ ersetzt werden, was die Abbildung 4 zeigt:

—

Abbildung 4: Doppelklappenersatz (aus [6])

Allgemein unterscheidet man zwischen mechanischen und biologischen Prothesen
(vergl. [25], S. 25ff und [6]). Jede dieser Prothesen zeigt charakteristische Vor-
und Nachteile. Zu den mechanischen Prothesen gehoren Ball-, Hubscheiben-, Kipp-
scheiben- und Doppelfliigelprothesen.

]
Abbildung 5: Mechanische Prothesen und Bioprothesen (aus [25], S.26)

e Bei den Ball- und Hubscheibenprothesen (siche Abb. 5, a und b) bewegt
sich eine Kugel bzw. eine Scheibe in der Offnungsphase in der Richtung des
Blutflusses und wird von einem Kifig festgehalten. In der SchluBlphase liegt
der SchlieBkorper auf dem Prothesenring auf. Das Fluprofil der Kugel-Kéfig-
Prothesen weist einen exzentrischen Verlauf auf, da der Blutstrom von der sich
verlagernden Kugel seitlich zu den Wéanden abgedréangt wird. Das diastolische
Flumuster einer Hubscheibenklappe zeigt ein dhnliches Fluprofil. Der dia-
stolische Einstrom wird an der Scheibe abgelenkt, seitlich der Scheibe flief3t
das Blut entlang der Wande nach apikal. Die kurze FluBumkehr in Richtig des
Herzens zum Schlielen der Klappe erfolgt dann iiberwiegend zentral auf die
Scheibe zu. (siehe Abb. 6, b und c)

e Die Kippscheibenprothesen (siche Abb. 5, ¢) besitzen eine bewegliche Schei-
be auf einem exzentrisch gelegenen Drehschanier. Durch diese Konstruktion
kénnen die meisten Kippscheibenklappen nur bis ca. 70° getffnet werden, so
daB der Ein- und Ausstrom abhéngig von der Einbaurichtung der Prothese
unterschliedliche FluBmuster aufweist.
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Man unterscheidet einen starkeren Hauptstrom zur einen und einen schwéche-
ren Nebenstrom zur anderen Wand. (siehe Abb. 6, d und e)

e Ein anderes mechanisches Modell ist die Doppelfliigelprothese (siche Abb.
5, d). Hierbei 6ffnen sich zwei Klappendeckel wie Tiirfliigel mit einem fast
rechten Winkel, ca. 85°, so daf§ das Strombahnhindernis im inneren Prothe-
senbereich nicht sehr ausgeprigt ist. Wenn bei maximaler Offnung die Fliigel
beinahe senkrecht stehen, kann das Blut fast ungehindert durch zwei breitere
seitliche und einen schmalere zentrale Offnung austrémen. Die Fluffumkehr
erfolgt entlang der Seitenwénde. (siche Abb. 6, f und g)

e Die implantierten Bioprothesen (siehe Abb. 5, e und f) bestehen meist aus
Schweineaortenklappen oder Kalbsperikard und werden in der Regel auf fle-
xible Biigel aufgenéht, wobei die Basis der Klappe von einem Metallring um-
geben wird. Das biologische Gewebe ist an einem Nahtring mit Haltestreben
befestigt und zeigt im intakten Zustand fast denselben Bewegungsablauf wie
eine normale, menschliche Herzklappe. (siehe Abb. 6, h bis m)

—

Abbildung 6: Stréomungsprofile verschiedener Klappenprothesen (aus [25], S.28)

Die weiteren Ausfithrungen werden sich von jetzt an nur noch auf Doppelfliigelpro-
thesen beziehen, da diese in der modernen Praxis am héufigsten eingesetzt werden.
Obwohl die Bioprothesen haemodynamisch weitaus giinstiger sind, haben sie doch
im Vergleich zu den Doppelfliigelprothesen einen entscheidenden Nachteil: Wie jedes
biologisches Gewebe sind sie nicht unbegrenzt haltbar. Nach ca. 10-15 Jahren zeigen
Bioprothesen die ersten Verkalkungs- und Ermiidungserscheinungen, so daf} sie in
der Regel nur bei Patienten iiber 60 Jahre eingesetzt werden. Bei jiingeren Patienten
wire das Risiko von weiteren Operationen zu hoch. Da es das Ziel ist, das natiirliche
Fluiprofil so gut wie moglich zu immitieren, erscheinen alle Varianten bis auf die
Doppelfliigelprothesen und Bioprothesen als nicht besonders geeignet. Weicht das
FluBprofil zu sehr vom natiirlichen Fall ab, so sind die Belastungen fiir manche Teile
der Aortenwand zu hoch und es entstehen Stellen zu hoher und Stellen zu geringer
FluBgeschwindigkeit.

Die géngigsten Modelle der Doppelfliigelprothesen sind die St. Jude Medical (kurz:
SJM) und die Carbomedics Herzklappen, die sich im Wesentlichen nur durch
leicht verschiedene Offnungswinkel unterscheiden:

Die Carbomedics-Klappen zeigen in maximaler Position einen Offnungswinkel von
78°, die St. Jude-Klappen sogar 84°. Wie sich spéter heraus stellen wird, rufen diese
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auf den ersten Blick geringfiigigen Unterschiede deutliche Abweichungen in den Fluf3-
und Geschwindigkeitsprofilen hervor.

2.3 Schwachstellen bzw. krankhafte Verdnderungen des Her-
zens durch Klappenprothesen

Die héufigsten und wohl auch schwerwiegendsten Krankheitsbilder aufgrund von
Herzklappenoperationen sind Hirnblutungen, Magen-Darm-Blutungen, Thromboembolien,
haemolytische Anaemien und eine evtl. noch verbleibende Herzinsuffizienz.

e Hirn- und Magen-Darm-Blutungen kénnen als Nebenwirkung von star-
ken gerinnungshemmenden Medikamenten enstehen, die aber meist verabreicht
werden miissen, um die erhohte Trombosegefahr in der Umgebung der Klap-
penprothese zu kontrollieren.

e Das andere Extrem findet man bei Patienten mit Thromboembolien:

In der Umgebung der Klappenprothese bilden sich Blutgerinsel, die auseinan-
derbrechen und vom Blutstrom weitergetragen werden. Diese , Bruchstiicke*
konnen sich festsetzen und z.B. eines der lebensnotwendigen Herzgefifle ver-
stopfen.

e Durch verstirkte Haemolyse an den Herzklappenfliigeln kann der Anteil
der roten Blutkorperchen stark abfallen. Man spricht von einer haemolyti-
schen Anaemie, der Blutarmut, die eine Storung des Sauerstoff-Transportes
durch das Blut verursacht. Alle sauerstoffabhéngigen Leistungen, z.B. auch
alle Muskel-Leistungen werden auf diese Weise erschwert.

e Sowohl durch die verminderte Sauerstoffversorgung, als auch durch die Throm-
boseneigung ist das Herz ungewohnlich grofien Belastungen ausgesetzt, so daf3
es nicht mehr in der Lage ist, das notwendige Blutvolumen in die weiterfiihren-
den Gefafle zu pumpen, was zu einer Herzinsuffizienz fithren kann.

—

Abbildung 7: SJM-Herzklappenpatienten ohne spétere Komplikationen, in Prozent;
AVR bzw. MVR entsprechen aortic bzw. mitral valve replacement (aus [19],
S. 10)

Wie man in Langzeitstudien an den St. Jude Medical (siehe Abb. 7 und 10) und
den Carbomedics Herzklappen (sieche Abb. 8 und 9) feststellen konnte, findet man
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Abbildung 8: links: Carbomedics-Herzklappenpatienten ohne spétere Thromboem-
bolien und ohne spétere Blutungen durch gerinnungshemmende Medikamente (aus
[1], S. 631)

]

Abbildung 9: Uberlebensraten der Carbomedics-Herzklappenpatienten nach
Aortenklappen-Austausch und nach Mitralklappen-Austausch (aus [1], S.
630)

]

Abbildung 10: Uberlebensraten der SJM-Herzklappenpatienten; AVR bzw. MVR
entsprechen aortic bzw. mitral valve replacement (aus [19], S. 10)

in allen Testgruppen nach einigen Jahren Patienten mit den oben beschriebenen
Kranheitsbildern, die in vielen Féllen zum Tod fithren. Obwohl diese Ereignisse
zeitlich stark verzogert auftreten, sind sie immer noch auf die Klappenoperation bzw.
auf die klassischen Schwierigkeiten mit der kiinstlichen Prothese zuriickfithrbar.

Die Mortalitats-Kurven der beiden betrachteten Klappentypen &dhneln sich sehr
stark, wobei die Kurve bzgl. der Carbomedics-Prothesen die frithen, postoperati-
ven Todesfélle nicht miteinbezieht, was in der SJM-Graphik der Fall ist. In allen
betrachteten Testgruppen fallen diese postoperativen, frithen Félle mit ca. 7% ins
Gewicht.

Der Uberblick iiber diese statistischen Gegebenheiten zeigt, wie hiufig doch die un-
terschiedlichen Krankheitsbilder in der heutigen Zeit noch auftreten. Diese lieflen
sich theoretisch vermeiden, wenn es moglich wére, ein naturgetreues Modell einer
Herzklappe zu konstruieren, welches keine UnregelméBigkeiten im Flufiprofil mehr
aufzeigt. Ein zentrales Kriterium dafiir sind die exakte Modellierung und die an-
schlieBende Simulation des Blutflusses durch eine mechanische Herzklappe.
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3 Physikalische Grundlagen

3.1 Der Idealfall

Betrachtet man die in Abschnitt 1 und 2 beschrieben biologischen und medizinischen
Gegebenheiten, so zeichnet sich ab, welche Eigenschaften eine ideale kiinstliche
Herzklappe haben sollte, um dem natiirlichen Fall méglichst nahe zu kommen und
moglichst wenige Komplikationen zu verursachen (vergl. [23], S. 5):

e Reibungsfreies Offnen und SchlieBen der Klappe bereits bei minimaler Druckénde-
rung.

e Keine Druckunterschiede an der Klappenoberfliche wéihrend des Blutausstro-
mes.

e Kein Blutriickflu}, wiahrend die Klappe sich schliefit bzw. ganz geschlossen ist.
e Lebenslange Haltbarkeit ohne Errosionserscheinungen.

e Keine durch die Herzklappe verursachten krankhaften Verdnderungen des um-
liegenden Gewebes.

e Keine Verursachung von Haemolysen und Thrombosen.

Die letzten beiden Bedingungen zielen direkt auf das Flu3verhalten des Blutes beim
Strom durch die Klappe. Wird die Stromung beim Ausflufl zu turbulent, bilden sich
hinter der Klappe, wie wir spiter noch genauer erkennen werden, starke Wirbel. Die-
se lassen in den Klappentaschen und in der Aorta einerseits Stellen mit zu hoher und
andererseits Stellen mit zu geringer bzw. gar keiner Flufigeschwindigkeit entstehen.
Bei zu geringer Flulgeschwindigkeit besteht eine extrem hohe Gerinnungsgefahr, da
das Blut fast steht. Zu hohe Geschwindigkeiten l6sen meist vermehrte Haemoly-
se (durch Zerquetschen und Reiflen von Blutzellen an den starren Klappenfliigeln)
und unkontrolliertes Wuchern der arteriellen Wand (durch zu starken Aufprall des
Blutstromes) aus.

Um eine ideale Klappenprothese zu konstruieren, braucht man also detaillierte Kennt-
nisse iiber das Fluiverhalten des Blutes, bzw. Druck und Geschwindigkeit innerhalb
des Blutflusses.
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3.2 Historische Ansitze

Der Bewegung von Herzklappen widmen sich schon seit Jahrzehnten Physiologen,
Physiker und nicht zuletzt Mathematiker. Im Jahre 1912 erkannten Yandell Hen-
derson und F. Elmer Johnson (siehe [18]) als erste die fluiddynamischen Vehélt-
nisse, die zum Offnen und SchlieBen der Herzklappen fithren und machten dies an
einigen erstaunlich einfachen in vitro Experimenten deutlich.

e Die erste Versuchsanordnung besteht aus einem Glasrohrchen, das die Verbin-
dung zwischen einem erhohten Tintenreservoir und einem darunter liegenden
Wasserbehélter bildet. Wird der Tintenzulauf von oben abrupt unterbrochen,
kann man beobachten, dafl die Tintenséule innerhalb des Réhrchens sofort still-
steht, wiahrend der sich schon im Wasser befindende Reststrahl seine Vorwéarts-
bewegung beibehélt.

Dieses produziert in einem kleinen Bereich an der unteren Rohréffnung kurz-
zeitig einen Unterdruck, so daf klares Wasser von den Seiten in diesen Bereich
einstromt.

e Im zweiten Versuch wird zusétzlich noch ein D-férmiges Teilstiick in die Mitte
des Rohres eingefiigt und am unteren Ubergang mit einer freischwingenden
Membranklappe versehen. Lauft nun zuerst der Tintenfluss gerade das Rohr
hinunter in den Wasserbehilter, so verursacht er fast keine Bewegung im ge-
bogenen Teilstiick.

Wird dann aber der Fluss z.B. durch kurzes Verschlielen des Rohrchens wie-
derum unterbrochen, so beginnt die Tinte in dem D-Stiick zu zirkulieren und
veranlafit die Membranklappe, sich entegegen dem Vorwértsstrom nach oben
zu schlieffen.

e Der dritte Versuch simuliert nun mit Hilfe einer angepafiten, flexiblen Gum-
mimanschette an der unteren Offnung des Rohrchnes das Verhalten der Klap-
penfliigel. Die Fliissigkeitssdule innerhalb des Rohres wird deutlich iiber den
Wasserstand des Behilters angehoben und mit einer Deckplatte oben gehal-
ten. Entfernt man die Deckplatte und lafit die Sdule nach unten fallen bzw.
flielen, so kann man folgendes beobachten:

Fallt der Level innerhalb des Rohrchens unter den des Wasserbehélters, wird
der Druck von auflen zu grof3, so dafl die Manschette dann zusammen fillt und
das Rohrchen so verschlief3t.

Mit Hilfe von angefiarbter Fliissigkeit und photographischen Momentaufnahmen
zeigten Henderson und Johnson recht deutlich, daf§ die Klappenfliigel sich in dem
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Moment, in dem der Blutstrom unterbrochen wird, nicht wie ,;schwingende T1iiren*
(vergl. [18], S. 81) schlieBen, sondern sich durch deutliche Wirbel in den Klap-
penhohlen von der Basis her ,einrollen (vergl. [18], S. 81), wihrend sich das Blut
noch im VorwiartsfluB befindet. Durch diesen Mechanismus wird ein Blutriickstrom
in die linke Herzkammer also fast vollstiandig vermieden. Leider wurden die Schluf3-
folgerungen von Henderson und Johnson viele Jahre nicht beachtet oder fehlinter-
pretiert.

Erst im Jahre 1969 veroffentlichten B. J. Bellhouse und F. H. Bellhouse (siche
[2] und [3]) neue fluiddynamische Erkentnisse zur Klappenbewegung, deren Blick-
winkel sich etwas von dem von Henderson und Johnson unterschied. Statt, wie diese,
die Verantwortung fiir den Schlufl der Klappen ausschliefilich dem Effekt eines ab-
brechenden Fliissigkeitsstrahles zuzuschreiben (,,Breaking-of-a-jet-Theorie®), sahen
sie die Ursache in der Bildung von Wirbeln an den Klappenfliigeln.

e Der Versuchsaufbau sicherte einen laminaren, pulsierenden Flul durch eine
Modellklappe, in dem Wirbelbildung, Geschwindigkeit und Klappensffnungs-
grad zu unterschiedlichen Stadien gemessen und als zeitliche Funktionen auf-
gezeichnet wurden.

e Die gemessenen Werte lieferten folgende Ergebnisse: Die Stromlinien folgen
dem Verlauf der Klappenfliigel bis zum distalen Ende des Sinus und teilen sich
dann in Sinus-Wirbel (riickwérts) und Hauptstrom (vorwéarts). Die Wirbelbil-
dung beginnt in frither Systole, erreicht ihr Maximum am Scheitelpunkt des
Herzzyklus und hélt bis weit in die Diastole an. Das deutliche Druckgefille
wihrend der ausklingenden Diastole fiihrt zu einer Verlangsamung der Fluf3-
geschwindigkeit in der Aorta, die eine Ausweitung der Sinuswirbel erlaubt, so
dafl die Klappe sich schlief3t.

e Erstmals wurden die gemessenen Werte nun auch mit berechneten, also einem
mathematischen Modell, verglichen. Auf der Grundlage der physikalischen Ge-
gebenheiten wurden Gleichungen fiir den Druck aufgestellt, die folgende Werte
miteinbezogen: Druckunterschied p; — ps, Geschwindigkeit u, Beschleunigung
% (d. h. zeitliche Verdnderung der Geschwindigkeit), Dichte p, Viskositét ~,
Aortenradius a, Radius der Klappenoffnung r» und Klappenfliigellange . Diese
Werte lieferten die Differentialgleichung

pla Ou 1 5 at
e = 22 Z ).
P1— P2 ot 5 PU<T4 )

Die berechneten Werte stimmten in erstaunlich hohem Mafle mit den gemes-
senen iiberein.
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Obwohl dem Konzept von Henderson und Johnson keine Schwachstellen nachgewie-
sen werden konnten, bevorzugten die meisten die ,, Wirbel-Theorie® von Bellhouse
und Bellhouse, die der ,,Breaking-of-a-jet-Theorie“ nicht grundlegend widerspricht.
Es ist vielmehr eine andere Sichtweise bzw. ein anderes Modell fiir dieselben fluid-
dynamischen Gegebenheiten.

Ebenfalls im Jahre 1969 wagten B. J. Bellhouse und L. Talbot (siche [4]) den
ersten Versuch, die Funktion von Herzklappen mathematisch zu modellieren. Sie
erreichten aber nur eine grobe Annédherung an die gemessenen Werte. Bessere Er-
gebnisse erzielte C. S. Peskin (siche [30]) im Jahre 1977, indem er vollstandige
Bewegungsgleichungen aufstellte und diese analytisch loste. Um die Losbarkeit zu
gewahrleisten, muflte er sich auf ein 2-dimensionales Modell beschranken und, um
den Rechenaufwand in einem realisierbaren Rahmen zu halten, auf eine recht kleine
Reynoldszahl (Ma8 fiir die Viskositét der betrachteten Fliissigkeit), die den physio-
logischen Gegebenheiten nicht gerecht wurde.

Die ersten akzeptablen Werte durch Losen von fluiddynamischen Gleichungen er-
hielten C. S. F. Lee und L. Talbot 1979 (siche [28] und [15]), indem sie die
Gleichungen von 1969 noch weiter verfeinerten. Sie versuchten, den Effekt der Blut-
viskositdt als Randbedingungen fiir den Proze8 der Klappenoffnung einzubringen,
d.h. die Geschwindigkeit an verschiedenen Stellen der Klappenfliigel sollte gleich
sein. Zusammen mit den Gleichgewichtsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie
erhielten sie eine iibersichtliche aber doch genaue Beschreibung des Offnugsprozes-
ses. Fiir das Schliefen der Klappen wurden die Gleichungen von 1969 iibernommen,
da dieser Vorgang nur unwesentlich durch Viskositéit beeinflufit wird.

3.3 Ein moderner Ansatz: Doktorarbeit von Mary J. King,
1994

Im Jahre 1994 veroffentlichte Mary J. King an der Universitdt Leeds ihre Arbeit
mit dem Titel ,Numerische und experimentelle Studien zum Flufl durch zweifliige-
lige mechanische Herzklappen® und bewirkte damit einen groflen Schritt in der de-
taillierten Berchnung der Herzklappenfunktion. Bis zu diesem Zeitpunkt existierte
nur ein 2-dimensionales, laminares, zeitunabhingiges Modell beziiglich einer phy-
siologisch nicht angemessenen Reynoldszahl, das den Verlauf der Stromlinien zwar
grob anndhern konnte, aber nicht in der Lage war, die Bildung von Wirbeln und
Turbulenzen exakt vorher zu sagen. Das Ziel der Doktorarbeit von King war also
ein 3-dimensionales, zeitabhéingiges Modell einer zweifliigeligen Klappe in aortischer
Position beziiglich einer physiologisch akzeptablen Reynoldszahl.

Als Grundlage, bzw. als experimentelle Vergleichswerte, wurden die mechanischen
Daten der Carbomedics und der St. Jude Doppelfliigelklappen benutzt und mit zwei
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leicht verdnderten Prototypen verglichen. Der wesentliche Unterschied der vier Klap-
pentypen liegt in den verschiedenen Offnungswinkeln der Klappenfliigel zwischen 78°
und 85°.

Wie in der Doktorarbeit (vergl. [23], S. 6fF) ausfiihrlich beschrieben, wird zum verein-
fachten Verstédndnis der fluiddynamischen Verhéltnisse zunéchst ein Flufl um einen
2-D Zylinder herum angenommen. Bei einer sehr niederigen Reynolds-Zahl bewegt
sich das Fluid wie in Abb. 11, A, um den Zylinder herum. Wird die Reynolds-Zahl
erhoht, 16sen sich die Randschichten ab und es entstehen zwei zusammenhéngen-
de Wirbel, wie man in Abb. 11, B, sehen kann. Diese Wirbel dehnen sich aus und
werden instabil, sobald die Reynolds-Zahl noch weiter ansteigt (sieche Abb. 11, C),
bis sie schliellich alternierend von gegeniiberliegenden Seiten des Zyliders stromen.
Werden Winkelgeschwindigkeit und Scherkrifte der Wirbel zu grof3; so brechen sie
zusammen und werden zu Turbulenzen (siche Abb. 11, D). Als néchstes wird ei-

(I

Abbildung 11: Entwicklung des Flufiverhaltens um einen 2-D zylinder bei wachsender
Reynolds-Zahl (aus [23], S.7)

ne Doppelfliigel-Klappenprothese betrachtet. Die Klappenfliigel bestehen aus semi-
elliptischen flachen Platten, die, wenn die Klappe vollstandig geoffnet ist, in einem
bestimmten Winkel (siehe Abb. 12) zur Stromung geneigt sind. Da die Klappenfliigel
sich iiber die Klappenoffnung ausdehnen, kann man weitere Modelle auf eine zwei-
dimensionale Platte in der Mitte der Fliigel beschrédnken. Diese diinne Platte wiirde
sich innerhalb des Fliissigkeitsstromes dhnlich verhalten wie der oben beschriebene
Zylinder.

Der Herz-Zyklus wird des weiteren mit folgenden Annéherungs- bzw. Durchschnitts-
werten beschrieben:

e Die Flufirate () wird durch eine Sinus-Kurve @) = @), sinwt approximiert,
wobei @), die maximale Flufirate ist. Durch w kénnen unterschiedliche Herz-
frequenzen eingehen.

e Das ausgeworfene Blutvolumen pro Zyklus wird auf einen Durchschnittswert
von 70 ml bei einer Herzfrequenz von 72 bpm (Schlidgen pro Minute) festgelegt.
Integriert man iiber den Abschnitt einer Herz-Zyklus-Kurve von 0 bis 7, so 148t
sich die maximale Flufirate und somit auch die Flufigeschwindigkeit berechnen.

e Man nimmt eine dynamische Blutviskositéit von n = 4 - 1072 Pa - s, die Dich-
te von Blut mit p = 1000kg - m~3, eine menschliche Durchschnitts-Aorta
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(achsensymmetrisch bzw. gerades Rohr) mit » = 0,0145m Radius und eine
Durchschnittsgeschwindigkeit des Blutes in der Aorta von u = 0,3995m - 571
an und erhélt so bzgl. des Durchmessers eine Reynoldszahl von Rep = 3000,
bzw. Rer = 1500 bzgl. des Radius.

Rer = 20— 1000-0,3995 - 0,0145 - 250 ~ 1500.
y

Fiir Rohrstromung liegt diese Reynoldszahl zwischen den Werten fiir laminaren
und turbulenten Fluf. Daher wiirde man fiir das betrachtete 2D Herzklappen-
modell ein FluBverhalten erwarten, das zwischen den Ansétzen 'C’ und 'D’ in
Abb. 11 liegt. Die genaue Bedeutung und Berechnung der Reynoldszahl Re
wird in Abschnitt 4.3 noch detailliert beschrieben. Obwohl man Blut eigentlich
nicht als Newtonsches Fluid bezeichnen kann, wird zur weiteren Modellierung
von laminarer Stromung ausgegangen. Da sich das Blut nur im Zentrum der
groflen Arterien nicht wie ein Newtonsches Fluid verhilt, ist diese Verein-
fachung im Bereich direkt hinter einer Herzklappe, wo ungewohnlich grofie
Schubkriéfte herrschen, durchaus gerechtfertigt.

Eine flache, leicht geneigt Fléche, wie in diesem Modell, wird sich im Blutstrom wie
eine Flugzeugtragfliche im Luftstrom verhalten, d.h. sie wird Auftrieb erzeugen.
Zur Modellierung von Doppelfliigelprothesen konnen die Fliigel also wie Tragflichen
behandelt werden, die sich in einem Winkel zwischen 5° und 12° bewegen, wie in
Abb. 12 angedeutet.

Betrachtet man ein ideales Fluid im Fluf} iiber eine Tragfliche, erkennt man, dafl
der Oberflichendruck an der Unterseite der Tragfldche grofler ist als der an der
Oberseite, so dafl eine Auftriebskraft entsteht. Dieser Druckunterschied kann z.B.
auf eine Zirkulation um den Fliigel herum zuriickgefiihrt werden.

Die Theorie zu solchen Problemen liefert nun die Vorhersage von Wirbelbildungen an
der Tragflache, was auf die Klappenfliigel iibertragbar sein sollte. Um diese Wirbel-
bildungen genau erfassen zu kénnen, mufl besonderer Augenmerk auf die Viskositét
des Fluids und somit auch auf die Trégheit der Grenzschichten gerichtet werden,
die sich in der FluBgeschwindigkeit bemerkbar macht: Im Haupteil des Fluids findet
man eine Geschwindigkeit u # 0, widhrend man an der Oberflache der Tragfliche
und an der Auflenwand des Rohres aufgrund von Reibung als Randbedingung eine
Geschwindigkeit von u = 0 voraussetzt.

Aus diesen Voraussetzungen erhélt man eine speziell angepafite Variante der Navier-
Stokes-Gleichungen mit dazugehorigen Randbedingungen. Die Software, die zur Lo-
sung benutzt wurde, basiert auf der Methode finiter Elemente, benutzt gewichtete
Residuen und die Galerkin-Methode.

20



(|

Abbildung 12: schematische Darstellung einer Doppelfliigelklappe, Modell vergleich-
bar mit einer Tragfliche (aus [23], S.8)

Das heifit, der zu betrachtende Raum wird zerteilt, z.B. trianguliert, die entstan-
denen Knoten werden bezeichnet und das Problem mit den dazugehorigen Rand-
bedingungen fiir die neuen Elemente spezialisiert. Die daraus resultierende globale
Matrix bzw. das Gleichungssystem wurde iterativ gelost, wobei bei den Toleranz-
grenzen zwischen linearen und nicht-linearen Losungen unterschieden wurde.

Die rein mathematischen und numerischen Fragestellungen, die diese Problematik
der Navier-Stokes-Gleichungen hervorruft, sollen in den folgenden Abschnitten de-
tailliert erlautert werden.
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4 Navier-Stokes-Gleichungen und Reynoldszahl

Um die Navier-Stokes-Gleichungen herleiten und verstehen zu kénnen (vergl. [7] und
[38]), macht man haufig einen Umweg und betrachtet zuerst ein ideales Fluid, d. h.
eine Fliissigkeit ohne innere Reibung bzw. ohne Zihigkeit, und ergénzt anschlie-
end in der beschreibenden Gleichung Ausdriicke, die die Reibung beschreiben. Zur
genauen Markierung von verschieden Orten innerhalb des Fluids zu verschiedenen
Zeiten versieht man das Modell mit einem Koordinatensystem, in dem die Bahnlinie
einzelner Punkte in Raum und Zeit verfolgt werden kann.

Im weiteren werden folgende Bezeichnungen verwendet:

D sei ein Gebiet in R? oder R? gefiillt mit Fliissigkeit.

e © € D sei ein Punkt in D; betrachtet werden die Fliissigkeits-Teilchen, die
zum Zeitpunkt ¢ den Punkt x passieren.

o u(z,t) sei die Geschwindigkeit der Teilchen, die z zum Zeitpunkt t passieren.

e Man nimmt an, dafl das Fluid eine zu jedem Zeitpunkt ¢ und an jedem Ort x
wohldefinierte Dichte p(z,t) > 0 hat.

e p(z,t) beschreibt den orts- und zeitabhéngigen Druck, b(z,t) die auf einen
Punkt wirkende Schwerkraft.

e W C D Teilmenge mit glattem Rand, so ist die Masse m(W,t) der Fliissigkeit
in W zum Zeitpunkt ¢ gegeben durch

m(W.1) = /W pla,t) dV |

wobei dV ein Volumen- bzw. Flachenelement beschreibt.

4.1 Herleitung der Euler-Gleichungen

Die Herleitung der Euler-Gleichungen basiert auf drei elementaren, physikalischen
Gesetzen:

1. Massenerhaltung

2. Impulserhaltung
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3. Energieerhaltung

Zu 1.: In einem beliebig abgegrenzten Volumen W C D, welches fest gewéhlt und
unabhéngig von der Zeit sei, mufl die zeitliche Abnahme der darin enthalte-
nen Masse gleich der Differenz von ein- und ausstrémender Masse sein. Diese
Massenverdnderung wird beschrieben durch:

0 0

_ _ [ o

x,t)dV .
W@t(_ )

Die Differenz des Massenflusses durch ein Oberflichenelement dA des Volu-
mens W in Richtung der dufleren Normalen n von A erhilt man {iber das
Oberflichenintegral § pu - n dA. Das Gesetzt der Massenerhaltung lautet also

dp

oz, t dV:—]{ w-ndA.
Wat< ) awp

Die Anwendung des Gaufischen Integralsatzes liefert

dp

(z,t)dV = —j{ pu-ndA Cauh —/ div(pu) dV'.
w Ot ow w

Da W C D beliebig gewihlt war, fithrt dies zu

0 0
/W{a—i +div(pu)} dV =0 <~ 8—? + div(pu) = 0. (1)

(Differentialform der Massenerhaltung bzw. Kontinuititsgleichung)

Zu 2.: Man unterscheidet stets zwischen zwei Arten von Kréften, die auf ein fest
gewéhltes Volumenteil W des Fluids wirken konnen:

Einerseits Druck auf die Oberfliche, also direkte Krafteinwirkung durch be-
nachbarte Materie, und andererseits externe Kréfte wie Schwerkraft oder durch
magnetische Felder verursachte Kréfte. Da wir zunéchst nur eine ideale Fliissig-
keit, d. h. eine Fliissigkeit ohne innere Reibung, betrachten, findet man an
der Oberfliche OW keine Tangentialkréfte, sondern ausschliellich orthogonale
Krifte in Richtung der &ufleren Normalen. Wie unter 1. ist der Druck p bzw.
die Kraft Sy, die in Richtung eines d&ufleren Normalenvektors auf den Rand
von W wirkt, mittels Gauflschem Integralsatz gegeben durch

ﬁawz—j{ p-@dAZ—/gradpdV- (2)
ow w
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Wenn b(z,t) die gegebene Anziehungskraft pro Masseneinheit bezeichnet, so
ist analog die gesamte Schwerkraft

§=/ phdV
w

so daf} insgesamt auf jede Volumeneinheit folgende Krifte einwirken:
Kraft pro Volumeneinheit = —gradp + pb.

Bezeichnet man mit z(t) = (x(t),y(t), 2(t)) die Kurve, die ein Fluidpartikel
beschreibt, so &8t sich dessen Geschwindigkeit u schreiben als u(z(t),t) =
%(t), so dafl man fiir die Beschleunigung folgende Schreibweise erhalt:

FE0.0 = a5,
ou ou . Ou . Ou
= it ity ity
=: gradu-u + Ju
. l;_%’ wobei Dﬂt =u-V+0,. (3)

Mit dem 2. Gestz von Newton (Kraft = Masse x Beschleunigung) gelangt man
von hier zur Differentialform der zweiten Gleichung:

D
p % = —gradp + pb (4)
(Impulserhaltung)

Ein Fluid heifit inkompressibel, wenn fiir eine beliebige Teilmenge W des Fluids
gilt, dafl das Volumen fW dV von W konstant in t ist, woraus man die Bedin-
gung divu = 0 herleiten kann, falls das Fluid von einer festen Wand umgeben
ist.

Aus der Kontinuitatsgleichung

0
8—;) +div(pu) = O+ gradp - u + pdivu
D
=: Ff + pdivy
= 0 (5)

und der Tatsache, daBl stets p > 0 ist, folgt, dafl die Kontinuititsgleichung fiir

ein inkompressibles Fluid
Dp
— =0 6
Di (6)
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lautet.

Man kann also sagen, daf ein Fluid inkompressibel ist, wenn die Massen-Dichte
p konstant den Bewegungen des Fluids folgt. Ist p nicht nur unabhéngig von
der Zeit, sondern zusétzlich noch unabhéngig vom Ort, so spricht man von
einem homogenen Fluid. Eine solche Fliissigkeit, die zum Zeitpunkt ¢ = 0
homogen ist, mufl nicht zwingend homogen bleiben; dieses ist nur dann der
Fall, wenn sie auch inkompressibel ist.

Zu 3.: Betrachtet man den Fliissigkeitsstrom in drei Dimensionen, so erhélt man
mit u(x(t),t) = fl—f(t) = (&,9, 2) (t) aus den bisherigen Gleichungen ein Glei-
chungssystem mit 4 Gleichungen, aber 5 Unbekannten:

L. % + pdive = 0 (Masse)

2. p- % = —gradp + pb (Impuls)
Die noch fehlende Gleichung gewinnt man aus dem Gesetz der Energieerhal-
tung.

Man nimmt an, daf§ die Gesamtenergie des Fluids geschrieben werden kann
als:
Etotal = Ekm + Eint + Eea:t7

wobei die kinetische Energie in einem Volumen D gegeben ist durch

1
Eyin = 5/ pllul*dV .
D

E;,: bezeichnet die innere Energie bzw. die Wirme, die sich aus intermole-
kularen Potentialen, molekularen Schwingungen u. 4. zusammensetzt. Die aus
externen Kriften, wie etwa der Schwerkraft, resultierende Energie E.,; = b
wird meist vernachlissigt, da sie nur minimal ins Gewicht féllt. Aus diesen
Voraussetzungen kann man verschiedene Varianten von Energiegleichungen
ableiten. Nimmt man z. B. Ej,; als konstant an, so muf3 E};, unabhéingig von
Bewegung bzw. Zeit sein, um das Gleichgewicht zu erhalten, d. h. es handelt
sich um einen inkompressibeln Flufl. Es gilt also

(5 [ ot av) = o. (7

Fiir jede stetig differenzierbare Funktion f(z,t) gilt
0 Df
— v = | —dV.
ot /D fav /D ot "

25



Dies liefert zusammen mit der Kettenregel und der Kontinuitétsgleichung fiir
inkompressiblen Flufl (6):

_ 9 (1 2
0 = a(i/DPHQH dV)

1 Dp 9 Du
= — . 2 J—
2/D o lul” + 2ou—mr fadV
=0
D
= /Dp~g~ﬁd‘/:o. (8)

Das Gleichgewicht des Momentums liefert mit b = 0 weiter

—/ w-gradpdV = 0. 9)
D

Nimmt man sinnvollerweise an, daf§ das Fluid den dufleren Rand von D nicht
iiberschreitet, also u-n = 0 auf 9D, und integriert partiell, so folgt

—/g-gradpdV = —j{ g-p-@dA—{—/div(g)pdV
D _ Jop B D
=0
= / div(u)pdV =0 (10)
D
= divu = 0, (11)

da der Fall p = 0, d.h. nicht vorhandener Druck, fiir die hier betrachtete
Fragestellung physikalisch nicht sinnvoll ist.

Also haben die Euler-Gleichungen fiir ein inkompressibles Fluid insge-
samt folgende Gestalt:

P % = —gradp (Impuls)
be =0 (Masse) auf D
divu = 0 (Energie)
mit u-n = 0 auf 0D. (12)
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4.1.1 Beispiel

Schon an einem einfachen Beispiel kann man erkennen, dafl die Euler-Gleichungen
wegen der fehlenden Reibungskomponente nicht in der Lage sind, das FluBverhalten
eines realen Fluids vollstéandig zu beschreiben.

Betrachtet man ein inkompressibles, homogenes Fluid beim Flufl durch eine
,zweidimensionale® Rohre in z-Richtung, so ergibt sich ein deutlicher Widerspruch.
Gegebene Voraussetzungen sind also:

e p = po konstant, da das Fluid inkompressibel und homogen ist; die Konti-
nuitatsgleichung entfallt also.

e Da cine Losung der Form

u(r,y,t) = (u(z,1),0)
und p(z,y,t) = p(z)

gesucht ist, liefert die Energie-Gleichung

divu = 0 = 0d,u =0
= wu-gradu = 0.

e Dieses vereinfacht auch die Gleichung zur Impulserhaltung zu

po(Ou + w-gradu) = po - Ou = —gradp = O,p. (13)

Man beschrankt sich nun auf ein Rohstiick in z-Richtung von 0 — L und bezeichnet
die Druckverhéltnisse am Rand mit p(0) = p; und p(L) = py, wobei natiirlich p; > ps
sein muf3.

—

Druck Flufrichtung Druck
=D — = D2

Lénge L
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Fiir p erhalten wir also aus Gleichung (13):

poOiu = —0yp

= O2p = 0mit p(0) =p1, p(L) =p>

= pa) = p - (plzm)-w

= —Op = plng = podiu
= u = b P -t + konst.
po- L

D. h. bei konstantem Druckgradienten 0,p bzw. konstantem Druckunterschied p; —p»
wéchst die Geschwindigkeit u unendlich an. Dieser Widerspruch kann nur entstehen,
weil die Reibung nicht beriicksichtigt wurde.

4.2 Herleitung der Navier-Stokes-Gleichungen

Im folgenden werden einige Ausdriicke zur besseren Ubersichtlichkeit mit Nabla-
bzw. Laplace-Operatoren bezeichnet:

Den Laplace-Operator A eines skalaren Feldes u(D) erkliart man fiir kartesische
Koordinaten durch den skalaren Wert

0w Pu  O%u

Au= 0x? * oy? + 072

Ist v(D) = (vs, vy, v,)(D) ein Vektorfeld, so definiert man ebenfalls fiir kartesische
Koordinaten Av durch den Vektor

Av = [(Av), (Av,), (Av,)]

Der Nabla-Operator V = (a%’ 8%, %) hingegen bezeichnet fiir ein skalares Feld
u(D) den Vektor Vu = gradu und fiir ein Vektorfeld v(D) = (v,,vy,v,)(D)
andererseits entweder den skalaren Wert Vv = divwv, oder die Jacobi-Matrix von u

mit der Spur div u.

Betrachtet man eine Ebene S innerhalb des Fluids, so wurde bis jetzt vorausgesetzt,
daB alle Kréifte die auf S wirken, orthogonal zu dieser sind. Dieser Gedanke sollte
nun um Tangential- bzw. Reibungskréfte erweitert werden.
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Statt wie bisher anzunehmen, dafl gilt
Kraft auf S pro Flacheneinheit = p(z,t) - n
verdndert man diese Definition zu
Kraft auf S pro Flicheneinheit = p(z,t) -n + a(z,t) - n,

wobei die Reibungskomponente oder der Tensor g eine Matrix mit 4 wichtigen Ei-
genschaften ist:

-n muf} nicht zwingend parallel zu n sein.

=
IS}

2. ¢ hangt ausschliefllich von der Jacobi-Matrix Vu ab und ist proportional zu

diesem Gradienten.
3. g ist symmetrisch.

4. g ist invariant unter Kérper-Rotation und Translation, d. h. fiir jede orthogo-
nale Matrix U gilt

Vu -

( N =U-g(Vu)-U".

[
1=
1<

Aus 2. und 3. folgt:

¢ hingt nur von dem symmetrischen Teil von Vu ab. Mit Vu = D + é und

I

1 ‘ . 1 t
=5 [Vu+ (V) g—. 5[Vu— (Vu)]

J/

~ -~

Diagonale Rest

folgert man nun weiter:

g ist linear abhéngig von D .

4
Il

und D kommutieren, d.h.o-D = D-o.

Y
9

und D konnen simultan diagonalisiert werden.

= Die Eigenwerte von ¢ sind Linearkombinationen der Eigenwerte von D .

= Die Eigenwerte von ¢ miissen ,,symmetrisch” sein, da man U
so wahlen kann, dafl zwei Eigenwerte von D permutiert werden.
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Die einzigen in diesem Sinne symmetrischen Linearkombinationen sind
g; — )\(dl + d2 + dg) + Q/Ldz mit ¢ = ].,2,3,

wobei o; die Eigenwerte von g und d; die Eigenwerte von D bezeichnen. Der Para-
meter p wird als 1. Viskositétskoeffizient bezeichnet.

Da die Spur der Jacobi-Matrix von u = (uy, ug, ug) gegeben ist durch
d1 + dQ + d3 = @cul + ﬁyu2 + 8Zu3 = leQ

1af3t sich ¢ also als Linearkombination aus D und (divu)l schreiben, wobei [ die
Einheitsmatrix bezeichnet.

IS}
Il

A(divu)l + 2uD

= 2D — S(diva)I] + &(diva)L (14)

mit p© = 1. Viskositétskoeffizient
2
und £ = (A + §,u) = 2. Viskositétskoeffizient

Aus der urspriinglichen Gleichung zur Impulserhaltung folgt also mit dem 2. Gesetz
von Newton (Masse X Beschleunigung = Kraft)

Du — J— . .
Lo = [ rn+omas
(GauB) = / (=Vp + Vg)aV
w
wobei Vg = V(2u[D — %(divg)g + &(divu)l)
= 2u[VD — %V(divy)] + &V (divu)

1
= 2,u(§Ag + %V(divg) - %V(divg)) + &V (divu)
= plAu + (A + p)V(divy)

D
= p—g av. = / (=Vp + pAu + (A + p)V(divw)) dV
w Dt W
Du .
= Py = —Vp + pAu + (A + p)V(diva). (15)

30



Zusammen mit der Kontinuititsgleichung und einer Ernergieerhaltungsgleichung be-
schreibt Gleichung (15) vollstindig die FluBbewegung eines viskosen Fluids. Im Falle
eines inkompressiblen, homogenen Flusses mit p = py = konst. reduziert sich das
komplette Gleichungssystem auf folgendes:

D
F% = —gradp + vAu
mit p=p/po, v=p/po
divu = 0 (16)

Navier-Stokes-Gleichungen fiir inkompressiblen, homogenen Fluf}

Diese Gleichungen miissen noch durch Randbedingungen ergédnzt werden. Die pas-
sende Randbedingung zu den Euler-Gleichungen war u-n = 0, d.h. der Flu8 kann
den Rand nicht kreuzen, sich aber tangential dazu bewegen. Die Navier-Stokes-
Gleichungen enthalten nun den zusétzlichen Term rAw, durch den neben den 1.
Ableitungen von u nun auch die 2. Ableitungen eingebracht werden. Sowohl aus ex-
perimentellen, als auch aus mathematischen Griinden fordert diese Tatsache direkt
eine 2. Randbedingung, da das Ziel eine eindeutige, stetig von den Anfangswerten
abhidngende Losung ist.

Beobachtet man die Grenzschichten einer flieSenden viskosen Fliissigkeit in einem
Rohr, so kann man erkennen, dafl auch die Tangentialgeschwindigkeit gegen 0 geht,
was also insgesamt die Randbedingung

u = 0 aufdD,

natiirlich nur bei fester, unbeweglicher Wand, ergibt.

4.3 Die Reynolds-Zahl

Die oben hergeleiteten Gleichungen reichen zwar zum vollstéandigen Beschreiben aller
Fliissigkeitsbewegungen aus, sind jedoch héufig nicht analytisch zu lésen. Die we-
nigen berechenbaren Stromungen haben die Eigenschaft, dafl alle Stromungsgrofien
wie Geschwindigkeit, Druck usw. in jedem Raum-Zeit-Punkt des Stromungsfeldes
definiert und berechenbar sind. Bahn- und Stromlinien bilden glatte Raumkurven, d.
h. die Strémung besteht in einem Voriibergleiten benachbarter Fliissigkeitsschichten.
Man spricht deshalb hier von laminarer Strémung.

In den meisten fiir die Praxis interessanten Féllen erweist sich diese Laminarstromung
aber als instabil; es ensteht eine véllig andersartige turbulente Stromungsform.
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Hier sind dann selbst bei unverénderlichen, stationiren Randbedingungen Grofien
wie Geschwindigkeit und Druck im festgehaltenen Raumpunkt nicht mehr zeitlich
konstant, sondern schwanken schnell und véllig unregelméflig um einen zeitlichen
Mittelwert, der sich bei instationérer turbulenter Stromung sogar noch dndern kann.

Da die Gleichung zur Impulserhaltung fiir turbulente Stromung aus den obigen
Griinden differiert, ist es notwendig, durch einfache Modellversuche festzustellen, ob
es sich in dem zu untersuchenden Fall um eine laminare oder turbulente Stromung
handelt. Ein Maf fiir die Turbulenz ist die Reynolds-Zahl Re, die den Effekt von
Viskositéat auf das Flufiverhalten beschreibt.

Fiir ein gegebenes Problem werden folgende charakterisierenden Groflen eingefiihrt:

L = charakteristische Lange
U = charakteristische Geschwindigkeit
T =L/U = betrachtete Zeit

Dies ist eine duflerst ungenaue Definition, da z. B. bei einem Flufl durch einen
Zylinder sowohl der Radius, als auch der Durchmesser als charakteristische Lange
betrachtet werden konnte. Mittels dieser fiir das Problem typischen Gréfen fithrt
man nun dimensionslose oder auch , normierte* Variablen ein:

=u/U,2:=g/L,t:=t/T

33

Die z-Komponente der Navier-Stokes-Gleichung fiir inkompressiblen Flufl lautet fiir
u= (u,v,w) und u = (@, 0, W)

@+u%+v%+w@——i@+l/ 82u+82u+82u (17)
ot Ox oy 0z  poox ox?2  Oy? 022
Ein Tausch der Variablen fiihrt zu
aﬂ+~aﬂ+~8ﬂ+ _0u 1 (3p+ v 82ﬂ+82ﬂ+62ﬂ (18)
— S+ U—F V— +V— = — —
ot 01 a7y 0z poU?0x  L-U 032 05> 022

Mit p := p/poU?, der kinetischen Viskositéit v := p/py und den analogen y- und z-
Komponenten haben die dimensionslosen Navier-Stokes-Gleichungen folgende
Gestalt:
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ou
— uw-V)u = —gradp A1
at+(u V)a gradp+ - Al
diveu = 0 auf D
u = 0 aufodD. (19)

Man definiert die Reynolds-Zahl Re nun durch

charakteristische Geschwindigkeit x Linge

fe = kinematische Viskositét
B L-U
N v
po-L-U
7# )

Sie kennzeichnet die GroBlenordnung des Verhéltnisses von Trégheits- zu Zahigkeits-
kréften. Eine kleine Re-Zahl entspricht geringer Geschwindigkeit, sehr zédher Fliissig-
keit oder kleinen rdumlichen AusmaBen und steht damit fiir ein Uberwiegen der
Zahigkeitskrifte. Bei grofler Re-Zahl spielt die Zahigkeit eine kleinere Rolle und es
kommt vor allem auf das Gleichgewicht zwischen Trégheits-, Druck- und &ufleren
Kriften an. Die in der Praxis interessanteren Félle sind also diejenigen, die durch
eine hohe Reynolds-Zahl ausgezeichnet sind.

Setzt man die Kraftdichte bzw. die externen Kréfte nicht vereinfacht auf 0, so miissen
die obigen Gleichungen (19) noch um einen Summanden f = f(z,t) ergénzt wer-
den, der eben diese Krifte beschreibt. Auf diese Weise erhilt man die allgemei-
nen Navier-Stokes-Gleichungen, wie sie in den meisten Standardwerken zur
Stromungslehre zu finden ist:

Q

S+ (w-Vu = —gradp + &= Au + f

divu = 0 aufD (20)

u = 0 aufdD
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5 Theoretische Vorbereitungen

Differentialgleichungen kénnen auf verschieden Arten numerisch oder analytisch be-
handelt bzw. gelost werden (vergl. [36],[11], [17], [8], [31], [9] und [10]). Eine héufig
benutzte Technik sind die Differenzenverfahren, deren Grundidee darin besteht,
auftretende Ableitungen der gesuchten Funktion durch Informationen an diskreten
Stellen mittels Gitterfunktionen zu approximieren, also Ableitungen durch geeignete
Differenzenquotienten ndherungsweise zu ersetzen. Die Methode, die im folgenden
naher betrachtet werden soll, ist die Methode der finiten Elemente, die sich von
den Differenzenverfahren grundlegend unterscheidet:

Anstelle der punktweisen Giiltigkeit wird eine unter gewissen Zusatzbedingungen
aquivalente Integral- oder Variationsbedingung zugrunde gelegt, die durch die Apro-
ximationen u,, erfiillt werden mufl. Bei diesen Approximationen handelt es sich nun
nicht mehr um Gitterfunktionen, sondern um Summen von ,,echten“ Funktionen,
die nur begrenzt oft differenzierbar sind, dafiir aber kleine Tréger besitzen. Um die
Losbarkeit der Variationaufgabe zu sichern, miissen angepafite Funktionenrdume
verwendet werden, die genauere Aussagen z.B. zum Definitionsbereich der Losung
und ihren Approximationen zulassen.

5.1 Funktionenridume

Die Navier-Stokes-Gleichungen machen nur dann mathematisch und physikalisch
Sinn, wenn der betrachtete fluidgefiillte Raum € eine offene, aber beschriankte Teil-
menge des R” ist mit n = 2 oder n = 3. Der Rand von (2 sei von nun an bezeichnet
mit I, bzw. mit der Funktion I' : R® — R"~!. Im weiteren wird immer wieder eine
bestimmte ,, Glattheitseigenschaft“ von I" verlangt, die sich folgendermaflen darstellt
(vgl.: [14], S. 102):

Definition 5.1 @ € Rx R* ! Sei I' : O — R"! eine Funktion. Man sagt, I'
geniige in R" lokal einer Lipschitz-Bedingung mit der Lipschitz-Konstanten L > 0,
falls jeder Punkt (x,y) €  eine Umgebung U und eine davon abhéngige Konstante
L > 0 besitzt, so daB fiir alle (z.y), (z,7) € Q gilt:

I0(z,y) — Tz, )l < Llly — 9l

Im folgenden sei immer vorausgesetzt, dal €2 C R" offen und beschrinkt mit
Lipschitz-stetigem Rand ist.

Bezeichnungen Sei U C R" eine offene Menge. Wir bezeichnen mit C(U) den Vek-
torraum aller stetigen Funktionen f : U — R und mit Cy(U) den Untervektorraum
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aller Funktionen f € C(U), die kompakten Triager in U haben. Fiir eine natiirliche
Zahl k sei C*(U) der Vektorraum der k-mal stetig partiell differenzierbaren Funk-

tionen f : U — R sowie
[e.e]

Cx(U) =) k),
CHU) = 00(1;) nckU).

Fiir die Beweise einiger Existenzsétze sind geeignete Hilbertraume von Néten, z.B.
die Sobolevrdume, deren Verstédndnis nur durch den Weg iiber die Lebesguesche
Theorie gewéhrleistet werden kann. Im Unterschied zur Riemannschen Theorie wer-
den Ober- und Unterintegrale hier mit Hilfe der halbstetigen Funktionen aus H'(R")
bzw. H(R"™) anstelle der Treppenfunktionen definiert.

Definition 5.2 Die Menge aller Funktionen f : R® — RU{oo}, die sich als Limiten
monoton wachsender (bzw. fallender) Funktionenfolgen f, aus Co(R™) darstellen

lassen, d.h.
f(z) :== lim f,(x) fir alle z € R",

bezeichnet man mit H'(R") (bzw. H!(R")) oder kurz H' (bzw. H!).

Definition 5.3 (Oberintegral, Unterintegral) Sei f : R" — R U {400} eine
beliebige Funktion. Dann setzt man

/*f(x)da: = inf{/n o(x)dz = peH, gozf} ,

/f(a:)dx = sup{ Y(x)de = 1 € HY, @/)ﬁf}
* R”

Wie in der Riemannschen Theorie heifit eine Funktion nun integrierbar, falls Ober-
und Unterintegral iibereinstimmen.

Definition 5.4 Eine Funktion f : R” — R U {£o00} heiit Lebesgue-integrierbar,
falls

—00 < /*f(x)dx = /*f(:c)d:c < +o00.

Der gemeinsame Wert des Ober- und Unterintegrals heifit dann das Lebesgue-
Integral von f und wird mit [ f(z)dz bezeichnet.

Bezeichnung Wir bezeichnen mit £;(R™) die Menge aller Lebesgue-integrierbaren
Funktionen f : R" — R, ohne die Werte +o0. Mit den Rechenregeln der Inte-
gralrechnung wird £;(R"™) zu einem Vektorraum, auf dem das Integral ein lineares,
monotones Funktional darstellt.
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Der letzte Schritt auf dem Weg zu dem ersten Ziel, den Lebesgue-Réumen, ist die
Definition mefibarer Mengen, bzw. mefibarer Funktionen:

Definition 5.5 Sei M C R" eine beliebige Teilmenge. Eine Funktion f : M —
R U {#o00} heifit Lebesgue-meBbar auf M, falls die trivial fortgesetzte Funktion f

mit (@)
= ) flx) fir zeM
/(@) { 0 fir xeR"\M
iiber R™ Lebesgue-integrierbar ist. Man setzt dann

/M fz)dx = f(x)dz .

Rn

Definition 5.6 (Lebesgue-Riume) Sei () eine offene Teilmenge des R, n €
N, p € R, m >0, p > 1. Man bezeichnet mit LP(£2) den Lebesgueschen Raum.
Die Elemente dieses Raumes sind Klassen dquivalenter Funktionen f(x), die auf
Lebesgue-mefbar sind und fiir die |f(x)|P Lebesgue-summierbar ist, d.h.

1/p
I = | [ irde] £ 0t <p<oc
und |[|fllee = Inf{K : |f(x)] < K fast iiberall} # 0.

Um letztendlich Sobolevraume definieren zu konnen, benétigen wir noch die Defi-
nition einer weiteren Norm. Mit o = (aq,...,a,) , s € N | |of = a1+ ... + a,
und

al
D=y pon =Y

= —al

hat diese Norm folgende Gestalt:

1/p
[ullmpy = > (ID%ulp,)’| L 1<p<oo
0<[al<m
und  |u)lme = max |[[D s -
|| <m

Definition 5.7 (Sobolev-Ridume durch Vervollstindigung) Unter der Ver-
vollstdndigung eines metrischen Raumes X versteht man einen iiber Cauchy-Folgen
(wie bei der Vervollstandigung von Q zu R) gewonnenen vollstandigen Raum X, der
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zu X isometrisch und isomorph ist. Auf diese Weise erhélt man die erste Definition
von Sobolev-Réumen.

H™P(Q) := Vervollstindigung von {u € C*(Q) : ||u||mp < 00} bzgl. ||« |lm,p
H"?(Q) = Vervollstandigung von {u € C5°(Q) : ||u||mp < 00} bzgl. || - |lmyp

Obwohl diese Definition von H™P(Q2) und Hy""(€) sehr einfach und héufig niitzlich
ist, hat sie den Nachteil, dafl die funktionstheoretischen Eigenschaften der Elemen-
te von H™P(Q) nicht geklirt sind. Deshalb wird zusétzlich ein anderer Weg der
Definition iiber schwache Ableitungen eingeschlagen.

Sei €2 offene Teilmenge des R”. Sei X := C3°(12), also die Menge aller unendlich oft
differenzierbaren Funktionen ® auf 2 mit kompaktem Tréiger supp(®) C .

Ist K C Q2 kompakt, so definiert man
Di(2) :={P € X : supp(®) C K}

Mit der Seminorm
Prm(®):= sup |DP|

|a‘§mm€K

und der Nullumgebungsbasis
Uler, .- v€nsma, ... ,my; K) = {® € Dr(Q) : prom, (®) <5, 1 < j<n}
wird Dk () := Xg zum lokalkonvexen topologischen Vektorraum.

Definition 5.8 Mit der induktiven Topologie 7 bzgl. { X} ist (X, 7) eine lokalkon-
vexer topologischer Raum, der mit D(2) bezeichnet wird. Der duale Raum D'((2)

zu D(Q2) besteht aus allen stetigen linearen Funktionalen auf D(2). Ein Element
T € D'(2) heiit Distribution, eine Element ¢ € D(2) heifit Testfunktion.

Definition 5.9 Sei 7' € D'(Q?), o ein Multiindex. Die Ableitung DT ist die Distri-
bution

(D°T)(¢) = (1) T (D).

Sei nun u € L{(Q2), d.h. uls € Li(A) fiir jede meBbare Teilmenge A C €, fiir die
A C Q und A kompakt ist. Sei auBlerdem

T.¢ = / u(z)o(z)dz

Das Funktional T, ist nach Definition linear und sogar stetig, d.h. T}, ist Distribution
bzw. T,, € D'(Q2).
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Definition 5.10 Sei u € LP¢(2). Die Funktion v € L!*°(Q) heifit schwache Ableitung
D%u von u, falls
T, = D*(T,),

d.h.
/Qv(x)<b(a:)dx = (=1)l / u(z)D¢(x)dx  fur alle ¢ € D(Q).

Dieses fiithrt nun zur gesuchten Definition von Sobolev-Raumen:

Definition 5.11 (Sobolev-Riume iiber schwache Ableitungen) Sei m € Ny ,
peR , p>1,0cCR" W™P(Q) sei die Menge aller Funktionen u, die schwache
Ableitungen D*u € LP(S2) besitzen. Man setzt

1/p

lallmp = | D (D) |

lal<m
womit W™P(Q) zum Banachraum wird.

Um sich das Verhaltnis zwischen W™P(Q) und H™P(Q2) verstdndlich zumachen,
betrachtet man den Raum X := C*(Q) N H"™P(). X ist dicht in H™P(2). Jedes
Element z € X liegt auch in W™?(Q). Es folgt:

H™(Q) € W™P(Q)

Fiir 1 < p < oo gilt sogar

H™P(Q) = W™P(Q).
Fiir die Konvergenzuntersuchungen bei Randwertaufgaben zweiter bzw. vierter Ord-
nung sind vor allem die Sobolev-Riaume H?(Q) = W12(Q) und H*?*(Q) = W22(Q)
von Bedeutung. Der Raum H™?(Q)) bildet mit dem Skalarprodukt

(u,v) = /Q( Z D*uDv)dx

la<m

einen Hilbert-Raum, d.h. einen vollstdndigen normierten Raum mit Skalarprodukt,
der alle im weiteren verlangten Eigenschaften bieten wird.

5.2 Variationsgleichungen
5.2.1 Beispiel 1: Lineares Randwertproblem

Als erstes und einfachstes Beispiel einer Variationsgleichung betrachten wir zunéchst
das lineare Randwertproblem

—u"(z) + d(x)u'(x) + c(x)u(x) = f(x) in Q:=(0,1) (21)
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mit u(0) =u(l)=0.

Dabei seien d, ¢ und f gegebene stetige Funktionen und das Problem besitze eine
Losung, d.h. es existiere eine Funktion u € C%*(Q), die der Differentialgleichung
geniigt. Damit gilt fiir diese Losung u trivialerweise auch

/(—u” +du’ + cu)pdr = / fodx
0 Q
fiir beliebige Funktionen ¢ € C5°(€2). Geniigt umgekehrt eine Funktion u € C*(Q)

der Integralgleichung, so geniigt u auch der zugrunde gelegten Differentialgleichung.
Integriert man nun partiell, so erhélt man zuerst

—u'p|l_y + /u'ap’dac —i—/(du’—l—cu)gpdx = /fgodx
Q 0 Q

und unter Verwendung der Randwerte dann schliellich

/u’go’dx —i—/(du/—l—cu)goda: = /fgodx.
Q Q Q

Also hat die zugehorige Variationsgleichung die Form

a(u,) = F(p) furalle p € C3°(Q), (22)
wobei
oup) = [ [+ (o + cu)g] da,
Q
F(p) == [ fedx.
Q

5.2.2 Beispiel 2: Poissonsche Differentialgleichung

Als néchstes Beispiel einer einfachen elliptischen Randwertaufgabe bietet sich die
Poissonsche Differentialgleichung mit homogenen Dirichlet-Randwerten an:

—Au(zy,29) = f(21,29) in QCR? (23)

mit ulp = 0, wobei ' =: 002 stiickweise glatt ist.
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Mit entsprechenden Funktionen ¢ € C3°(2) erhélt man analog zum ersten Beispiel
mittels partieller Integration eine zugehorige schwache Variante:

—/Augpdm = /fgodx
Q Q

ou ou ou dp  Ou Oy B /
14 r + /Q <8x1 81’1 * 8272 8@) dv = Qf(de

= _(8—x1+5’—x2>

ou 8g0 ou Oy /
dr = d
/Q <0$1 0y 8332 8:762) v fopde

= alu,p) = F(p) fiir alle p € C{°(Q) mit p|r =0 (24)

wobei

o ou dp  Ou Oy
OJ(u’ (,0) T /Q <(9x1 81’1 * 81’2 8I2> dl’,

Flp) = / fods.

5.2.3 Ausblick auf Losungsmethoden

Erweitert man nun die Definitionsbereiche der Abbildungen a und F' auf einen geig-
neten Hilbert-Raum H, so lassen sich mit der zugehérigen Norm Aussagen formu-
lieren, die die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung v € H mit

a(u,p) = F(p) firalle p € H

sichern. Zur Losung eines Variationsproblems kann man das klassische Galerkin-
Verfahren anwenden, dessen Grundidee sich folgendermaflen darstellt (vgl.: [10], S.
116):

1. Wahle H,, = span{hy,..., h,} C H.

2. Bestimme u,, € H, mit a(u,, p,) = F(p,) fir alle ¢, € H,.

Es kommt also darauf an, endlichdimensionale Untervektorrdume H, von H zu fin-
den, die einerseits geometrisch einfach sind und andererseits gute Approximations-
eigenschaften besitzen. Diese Eigenschaften werden besonders gut von den Rdumen
finiter Elemente erfiillt. Hierbei wird das Gebiet €2 in moglichst gleichméflige Poly-
eder, z.B. Dreiecke oder Quadrate im zweidimensionalen Fall, zerlegt (bzw. durch
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eine solche Zerlegung approximiert, falls der Rand von € gekriimmt ist). Finite Ele-
mente sind dann stiickweise polynomiale Funktionen von vorgegebenem Grad, im
einfachsten Fall also stiickweise lineare Funktionen auf Dreiecken. (vgl.: [20], S. 171)

Die weitere Vorgehensweise besteht dann darin, die Basisfunktionen h;, so zu wéhlen,
daf jedes hy

1. einen kleinen kompakten Tréger besitzt,
2. stiickweise glatt ist und

3. durch einfache Funktionen, z.B. Polynome, definiert ist.

Die Approximationsgiite héingt dann einerseits von der Polynomordnung und ande-
rerseits von der Feinheit der gewihlten Gebietszerlegung ab. Meist ist es sinnvoll, die
Polynomordnung festzuhalten, also z. B. nur stiickweise lineare oder quadratische
Elemente zuzulassen, und dafiir die Zerlegung geniigend zu verfeinern.

5.3 Das Variationsproblem im Hilbert-Raum

Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung u einer Variationsgleichung wird in einem
geeigneten Hilbert-Raum, z. B. in dem Sobolev-Raum H™?((2), durch den Satz von
Lax-Milgram gesichert, der einige Bedingungen an die Abbildungen a und F stellt.
Diese sollen zuvor definiert werden:

Definition 5.12 Sei H ein Hilbert-Raum mit zugehorigem Skalarprodukt (-, -) und
zugehoriger Norm ||+ ||, a eine Bilinearform H x H — R und F ein lineares Funktional
H — R. F heiit beschrinkt, wenn es eine Konstante C' gibt, so daf3

|Fz|| < Cllz| furalle x € H,

und die Norm von F ist definiert durch
17l = sup L
veHa#0 |7
a heiit beschrankt, wenn es eine Konstante K gibt, so dafl
a(u,v) < K |Jul| ||v]| fur alle w,v € H,
und die Norm von a ist definiert durch

a(u,v)

lal] == sup ———.
[l - [ol]
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a heifit symmetrisch, falls fiir alle u,v € H a(u,v) = a(v,u) gilt und a heiit
koerziv, falls es eine Konstante a > 0 gibt, so daf3

a(u,u) > alu|® firalle ue H.
Von zentraler Bedeutung fiir den Beweis den Satzes von Lax-Milgram ist der Riesz-
sche Darstellungssatz:

Satz 5.1 (Rieszscher Darstellungssatz) Jedes lineare beschrinkte Funktional F’
auf einem Hilbert-Raum H ist von der Form

F(p) = (p,0),

wobei b € H durch F eindeutig bestimmt ist. Umgekehrt definiert (p,b) fiir jedes
b € H ein beschrinktes, lineares Funktional auf H. Es gilt || F|| = |||

(zum Beweis siehe [10], S. 120)

5.3.1 Satz von Lax-Milgram

Satz 5.2 (Lax-Milgram) Sei a eine beschrinkte, koerzive Bilinearform auf dem
Hilbert-Raum H und F' ein beschrinktes lineares Funktional auf H. Dann gibt es
ein eindeutiges Element u € H, so daf3

a(p,u) = F(p) furalle p € H.
Ferner gilt die Abschétzung [|ul < 1| F|| fiir ein o > 0.
Beweis: Sei v € H. Die Abbildung
p — a(p,v)

ist ein beschranktes lineares Funktional auf H. Aufgrund des Rieszschen Satzes
existiert ein eindeutiges u, € H mit

a(p,v) = (p,u,) furalle € H.
Die Abbildung T': H — H mit v — u,, ist beschrinkt und linear:
e Beschrinktheit: Nach Definition gilt
lul* = (0, un) = aluw, v) < llall - [lull - ]l
so dafl mit der Beschréanktheit von a folgt:
1Tv]] = [Juo]| < flall - [[o]l < K - [|v]]

fiir eine Konstante K € R.
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e Linearitat: Fiir vy,vy, € H gilt
a(p,v1) = (¢, Tvy) und a(p,vy) = (¢, Tvg).
Dann gilt aufgrund der Bilinearitét von a
a(p,v1 +v9) = (o, Tvy + Tug),

d.h. T(Ul + ’Ug) = T'U1 + T’UQ .

Durch die Koerzvitéit von a folgt schliellich noch, dafl
alvl* < a(v,v) = (v,Tv) < ol Tl

= [[Tv] = afvl.

T ist also injektiv und 7! ist beschréinkt; der Wertebereich R(T) ist abgeschlossen.
Damit folgt bereits R(T) = H, d.h. T ist surjektiv. Sonst gébe es aufgrund des
Projektionssatzes (siehe z.B. [10], S. 119) mit M = R(T) ein Element

€ M*CcH , z#0.
D.h. fiur alle v € H wiirde a(z,v) = (z,Tv) gelten, insbesondere fiir z = v:
a(z,z)=(2,Tz)=0 = 2=0,

was den erwiinschten Widerspruch zur Voraussetzung liefert. Die inverse Abbildung
T—! ist deshalb eine lineare, beschrinkte Abbildung von H auf H. Also gilt:

alp, T 'w) = (p,w) fiir alle ¢, w € H.

Die Anwendung des Rieszschen Satzes auf die Abbildung F' liefert ein eindeutiges
Element w € H, fiir das gilt:

F(p) = (p,u) firalle o€ H.
Es folgt fiir eben dieses u € H und fiir alle ¢ € H
F(p) = (p,0) = a(p, T ")

Setzt man nun u

= T7'4, so hat man eine eindeutige Losung « der Variations-
gleichung erhalten. (q.e.d.)
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5.3.2 Anwendung auf ein Modellproblem

Wir betrachten erneut die Poissongleichung mit homogenen Dirichlet Randbedin-
gungen bzw. die zugehorige Variationsgleichung (siehe Beispiel 2): a(u, ) = F(p),

wobei
o ou dp  Ou Oy
OJ(u’ (,0) T /Q <8l‘1 81’1 + 81’2 81’2) dl’,

Flp) = / fodr,

In diesem Beispiel ist der geeignete Hilbert-Raum H = HS’Q(Q) mit der Norm

1/2
fuha = | [ 32 IDuoPar|
2 lal<1
welche dquivalent ist zu der Halbnorm
1/2
1 = /QZ Dou()2dt|
=1

wie die Poincarésche Ungleichung zeigt:

Satz 5.3 (Poincarésche Ungleichung) Sei Q@ C R" | d > 0. Q liege zwischen
den Ebenen z,, = 0 und z,, = d (d.h. Q ist Lebesgue-mefbar). Dann gibt es eine
Konstante K mit

Ul mp < [[tllmp < K - |u|m, firalle we Hy"(Q)

(Zum Beweis siehe z.B. [20], S. 159.)

Fiir das betrachtete Modellproblem der Poissongleichung liefert uns das

ou\” ou\’
a(u,u) = /Q(a_tl> +(8_152) dt
= /Z|Dau|2dt
al=1

= (|U|1,2)2

und damit die geforderte Koerzivitit der Abbildung a:
a(u,u) = (lu12)® = A ([[ufl12)”

44



fiir ein A > 0.

Die néchste geforderte Eigenschaft erhélt man aus der Holderschen Ungleichung;:

Satz 5.4 (Holdersche Ungleichung) Ist u € LP(Q) , v € LY(Q) , 1/p 4+ 1/q = 1,

so gilt
/uvsmmwwq
Q

(Zum Beweis siehe z.B. [20], S. 278.)

Wendet man diese Ungleichung auf a an, erhélt man die Beschranktheit von a:

a(u,p) = /Du~Dg0dt
0
[Dulls - [[Depll2

= fuli2 - leoli2
= a(u,p) < C-|lulliz2-]l¢lli2 fir eine Konstante C € R.

IN

Da die Bilinearitét von a offensichtlich ist, sind alle Anforderungen an a erfiillt und
es bleibt nun noch die Abbildung F zu betrachten.

Fiir f € L*(Q) stellt
F:Hy?(Q) — R mit / feodx
Q

ein beschranktes lineares Funktional dar. Es ist namlich

F
1F] = sup L2 < il < o0,
U Tl

denn nach der Holderschen und der Poincaréschen Ungleichung gilt:

ﬁwzzﬁ¢gwmw@hswmwmu-

Also sind fiir f € L*(Q) alle Voraussetzungen fiir den Satz von Lax-Milgram gegeben
und es existiert somit eine eindeutige Losung des Variationsproblems der Poisson-
schen Differentialgleichung.
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5.3.3 Das Optimierungsproblem
Die Variationsgleichung a(u, ¢) = F(¢) kann auch als Optimierungsproblem gestellt
werden, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 5.5 Sei a eine beschriankte, symmetrische, koerzive Bilinearform auf dem
Hilbert-Raum H, F(y) := (b, ) mit b € H und J definiert als

1

J(p) = §a(so,s0)—F(s0)-

Es gilt: Ein Element u € H 16st das Optimierungsproblem
J(p) — min! bei pe H

genau dann, wenn u der Variationsgleichung a(u, @) = F(y) geniigt. Es existiert
genau ein u € H, welches J(p) minimiert.

Beweis: Sei zunéchst u Losung der Variationsgleichung und ¢ € H. Nach Definition
gilt

J@) = Iw) = Salp.p) ~ F(p) — saluu) + F(u)
= Zale—up—u) + a(we—u) - Flp—u)
1
= éa(gp—u,go—u) >0
= J(p) > J(u) firale peH, (25)

also 16st u das Optimierungsproblem.

Geniigt nun umgekehrt u dem Optimierungsproblem, so folgt
Ju) < Ju+ Ap) firalle NeR, pe H

und damit nach Definition

1 1
1
= §A2a(s@,s@) + Xa(u, ) = AF(p) > 0
1
= §M(so,so) +a(u,p) — F(p) > 0. (26)

Betrachtet man nun den Grenziibergang von A | 0, so erhélt man, dafl einerseits
a(u, p) — F(p) 20,
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und andererseits fiir A T 0, dafl

a(u, ) — F(p) <0.

Also ist u Losung der Variationsgleichung a(u, ) = F(¢). Die Eindeutigkeit dieser
Losung folgt direkt aus dem Satz von Lax-Milgram. (q.e.d.)
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6 Diskretisierung der Probleme

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt, ist die Losung einer klassischen Randwertauf-
gabe auch Losung der schwachen Formulierung bzw. Variationsgleichung. Umgekehrt
liefern Losungen der Variationsgleichung unter zusétzlichen Regularitatseigenschaf-
ten (entsprechende Glattheit) auch Losungen des passenden Randwertproblems. D.
h. man 16st die Problemstellung in geeigneten Hilbert-Réumen, wie Hy"?(€2), um
die Losung einem solchen Raum zuordnen zu konnen und so Aussagen iiber die
Glattheit der Losung zu gewinnen.

Da nur in den seltensten Féllen eine Losung explizit durch Integration o. 4. berech-
net werden kann, ist man auf approximative numerische Verfahren angwiesen. Diese
kénnen nur in endlichen Dimensionen arbeiten, so dafl man gezwungen ist, Proble-
me in unendlich dimensionalen Raumen durch solche in endlich dimensionalen zu
beschreiben.

Die im Folgenden beschriebenen numerischen Techniken basieren auf der approxi-
mativen Losung der Variationsgleichung

a(u,p) = F(p) furalle o€ H (27)

bzw. des Optimierungsproblems
1
J(p) = 5alp,¢) = F(p) — min! bei ¢ I, (28)

indem anstelle des zugrunde liegenden unendlich dimensionalen Raumes H ein Teil-
raum
H,CH

mit dim H,, < oo gewéhlt wird. Statt des urspriinglichen Problems sind dann Auf-
gaben der Form

1

zu 16sen. Da wegen H, C H auch H, mit dem gleichen Skalarprodukt (-,-) einen
Hilbert-Raum bildet und a(-,-) iiber H,, ebensolche Eigenschaften wie iiber H be-
sitzt, 148t sich die abstrakte Theorie auch auf das endlich dimensionale Problem an-
wenden. Das diskretisierte Problem besitzt somit nach Lax-Milgram eine eindeutige
Losung w,, € H,. Diese 148t sich also auch durch die notwendige und hinreichende
Bedingung

a(tn, on) = F(p,) fiiralle ¢, € H, (30)
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charakterisieren. Das auf dem diskreten Optimierungsproblem (29) basierende Ver-
fahren heifit Ritz-Verfahren, das auf der diskreten Variationsgleichung (30) basie-
rende Verfahren wird Galerkin-Verfahren genannt. Auf das Ritz-Verfahren wird
in weiteren nicht ndher eingegangen, da das Galerkin-Verfahren fiir das hier betrach-
tete Problem geeigneter ist.

6.1 Galerkin-Verfahren

Zur Konvergenz des Galerkin-Verfahrens gilt der hiaufig als Lemma von Cea be-
zeichnete folgende Satz:

Satz 6.1 (Cea) Sei af(-,-) eine beschrénkte, koerzive Bilinearform. Dann sind fir
jedes beschrinkte, lineare Funktional F' die Aufgaben (27) und (30) eindeutig losbar.
Fiir die zugehorigen Losungen v € H und u,, € H, gilt die Abschétzung

M
— < =L —
Ju—un| < nf Al —enll

fiir zwei Konstanten M , v € R.

Beweis: Die eindeutige Losbarkeit von (30) folgt mit H,, anstelle von H aus dem
Satz von Lax-Milgram, da sich wegen H,, C H die vorausgesetzten Eigenschaften
von a auf H, iibertragen. Mit H,, C H folgt aus (27) auch

a(u,pn) = F(pn) firalle o, € H,
und unter Beachtung der Linearitét erhélt man mit (30) hieraus die Beziehung
a(u — Uy, @) =0 firalle ¢, € H,.

Insbesondere gilt also auch
a(u — Uy, u,) =0

= a(u— Uy, u—1u,) = alu—uy,u—p,) firalle ¢, € H,.

Aus der Beschrinktheit und Koerzivitat von a folgt letztendlich
Yu—un > < Mu—uy,||-|Ju—p,|| fiir alle ¢, € H, und geeignete Konstanten ~, M,

was die Behauptung liefert. (q.e.d.)

Da die Dimension von H,, endlich ist, gibt es endlich viele linear unabhéngige h;, © =
1,...,n, die den Teilraum H,, aufspannen, d.h.

H, = span{hy,... h,} = {v sv(x) = Zslh,(x)} :
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mit rellen Koeffizienten s; fiir i« = 1,...,n. Mit der Linearitdt von a(-,-) und F ist
damit (30) dquivalent zu

a(un,hl):F(hl), 221,,’/’L

Beachtet man, daBl die gesuchte Losung w,, von (30) wegen u,, € H,, eine Darstellung
der Form

un(z) = Zsjhj(a:) , v€Q
j=1

besitzt, dann bildet dies ein lineares Gleichungssystem

n

ZGJ(hjahi)Sj:F(hi) s i:17...,77, (31)
j=1
zur Bestimmung der Koeffizienten s; € R, j =1,...,n. Die Gleichungen (31) wer-

den Galerkin-Gleichungen genannt. Eine wichtige Eigenschaft dieser Gleichungen
&8¢t sich direkt aus den Eigenschaften von a ableiten:

Lemma 6.2 Ist a(-, -) eine koerzive, beschriankte Bilinearform, so ist die Koeffizien-
tenmatrix des Gleichungssystems (31) regulér.

Beweis: Sei z € R” eine Losung des homogenen Systems

Za(hj,hi)zjzo, izl,...,n, (32)
j=1
dann gilt auch
Z Z a(hj, hl)Z]ZZ =0.
i=1 j=1

Mit der Bilinearitat von a erhilt man hieraus

a(i h,iZZ', i hij) =0
=1 j=1

und wegen der Koerzivitdt dann schliellich

=1

Da die Funktionen h; als linear unabhéngig voraus gesetzt wurden, mufl bereits
z = 0 gelten. Also hat das homogene System (32) nur die triviale Losung. Damit ist
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die Koeffizientenmatrix (im weiteren als Steifigkeitsmatrix bezeichnet) von (30)

reglir. (q.e.d.)

Insgesamt ergibt sich die folgende schematische Ubersicht zu den Variationsgleichun-
gen und ihren diskreten Formulierungen:

Variationsgleichung

a(u,p) = F(p)
fiir alle p € H

Galerkin-Verfahren

fiir alle p,, € H,

<~
bei Symmetrie

<~
bei Symmetrie

Optimierungsproblem

J(p) — min!
beip € H

Ritz-Verfahren
J(¢5) — min!
bei p, € H,

Galerkin-Gleichungen

> i1 alhy, hi)s; = F(hy)
1=1,...,n

6.2 Erweiterungen auf nichtlineare Probleme

Die im vorherigen Abschnitt mit Hilfe des Satzes von Lax-Milgram gemachten Aus-
sagen zur Existenz von Losungen abstrakter Variationsgleichungen setzen voraus,
daB es sich bei der betrachteten Abbildung a(-,-) um eine Bilinearform und bei F
um ein lineares Funktional handelt. Die bisher gegebenen Resultate beziehen sich
also nur auf lineare Randwertprobleme. Unter gewissen Bedingungen lassen sich
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diese aber auf nicht lineare Differentialoperatoren verallgemeinern, indem z. B. kon-
traktive Operatoren in Verbindung mit dem Banachschen Fixpunktsatz oder auch
monotone Iterationsschemata mit zugehorigen Kompaktheitsargumenten verwendet
werden.

Es bezeichne wieder H einen Hilbert-Raum mit dem zugehorigen Skalarprodukt (-, -)
und B : H — H sei ein Operator mit den folgenden Eigenschaften:
1. Es existiert ein v > 0 derart, dafl
(Bu— Bp,u— ) = |u— |’
fiir alle u, p € H.
2. Es existiert ein M > 0 derart, dafl
|Bu — Bel| < M|u— ol

fiir alle u, p € H.

Als abstraktes Ausgangsproblem wird die Operatorgleichung
Bu =0 (33)
untersucht. Diese ist dquivalent zur nichtlinearen Variationsgleichung
(Bu, ) = 0 firalle pe H. (34)

In direkter Verallgemeinerung des Satzes von Lax-Milgram gilt

Satz 6.3 Unter den Voraussetzungen 1. und 2. besitzt die Operatorgleichung (33)
eine eindeutige Losung v € H. Diese ist Fixpunkt des durch

TTSO ::@_ngpa QOGH,

definierten Operators T, : H — H, der fiir Parameterwerte r € (0, 25) kontrahie-
rend ist.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Kontraktivitat des eingefiithrten Operators T, fiir
die angebebenen Parameterwerte. Nach Konstruktion gilt mit der durch das Skalar-
produkt erzeugten Norm ||u|| := \/(u,u) des Hilbert-Raumes

Ty —Troll” = |ly—rBy—[p—rBy]|?

(y — @ —7r[By — By], y — ¢ —r[By — By])
ly — ¢|* = 2r(By — Bp,y — ¢) + 1*||By — By)|?
< (I=2yr+ M)y — of?
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fiir alle y,p € H. Also ist T, kontrahierend fiir

\TQMQ —2yr+1| <1
2y
= r € (O’W)'

T, besitzt damit nach dem Banachschen Fixpunktsatz einen eindeutigen Fixpunkt
u e H, d. h. es gilt
u="Twu=u—rBu.

Folglich 16st w auch die Operatorgleichung (33), so dafi nun nur noch die Eindeutig-
keit der Losung zu zeigen bleibt. Es sei also u € H ebenfalls Losung der Operator-
gleichung, d. h.

Bu = Bu = 0.

Mit der starken Monotonieeigenschaft (1., siche oben) des Operators und der Bili-
nearitit des Skalarproduktes folgt, daf3

0 = (Bu — Bii,u —a) > 7v|ju—al*>0.
Somit gilt & = u, so dafl die Losung von (33) eindeutig ist. (q.e.d.)

Ebenso lassen sich Gleichungen mit Operatoren A : H* — H anstelle von B
betrachten. Dabei bezeichnet H* den zu H gehorigen Dualraum, d.h. den Raum der
beschriankten, linearen Funktionale F' : H — R. Es sei vorausgesetzt, dal A den
folgenden Eigenschaften geniige:

1. Der Operator A ist stark monoton, d. h. es existiert ein v > 0 derart, dafl

(Au — Ap,u— @) > yllu — o||* fiir alle w,p € H.

2. Der Operator A ist Lipschitz-stetig, d. h. es existiert eine Konstante M > 0
derart, daf3
|Au — Ap|| < M||lu— | fiiralle u, o € H.

Dann besitzt das Problem
Au = F (35)

fiir beliebiges F' € H* eine eindeutige Losung u € H. Diese Aussage erhélt man
unmittelbar aus Satz 6.3 mit Hilfe des fiir ¢ € H durch

By = T(Ap —F)
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definierten Operators B : H — H. Analog zum Beweis des Satzes von Lax-Milgram
bezeichnet T': H* — H den geeigneten Operator zum Rieszschen Darstellungssatz,
der jedem beschriankten linearen Funktional F' € H* eine Element 7'(F) € H mit

F(p) = (TF,p) firalle o€ H

zuordnet. Das Problem (35) ist dquivalent zu

(Au, ) = F(p) (36)
fiir alle p € H.

Unter den getroffenen Voraussetzungen kann nun auch das Lemma von Cea auf die
betrachteten Aufgaben iibertragen werden. Hierzu gilt:

Satz 6.4 Es seien A : H* — h stark monoton beziiglich einer Konstanten v > 0
und Lipschitz-stetig beziiglich einer Konstanten M > 0 sowie F' € H*. Zu jedem
linearen Unterraum H, C H mit dim H, < oo existiert ein eindeutig bestimmtes
u, € H,, das der diskreten Variationsgleichung

(Aun, o) = Flin) fiir alle o, € H, (37)

geniigt. Mit der exakten Losung v € H der Variationsgleichung gilt hier zusétzlich
die Abschétzung

M .
e =l < = inf Jju =l

(Zum Beweis siche [17], S. 112.)

Im Unterschied zu linearen Randwertaufgaben erhélt man im vorliegenden Fall dann
natiirlich auch nichtlineare Galerkin-Gleichungen. Wird der Ansatz

un(@) = 3 sihy(a)

gewahlt, so ist (37) dquivalent zum Gleichungssystem

n

(A(ZS]hJ)7hl) = F(h,), 2:1,,n

=1

Auf die iterativen Methoden, die zur Losung solcher Systeme notig sind, wird spéter
noch eingegangen.
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6.3 Methode der finiten Elemente

6.3.1 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt soll in Anlehnung an [32], [26] und [17] die zugrundeliegende
Idee und das sich daraus ergebende Vorgehen der Methode der finiten Elemente
zur Losung von Aufgaben, wie sie in den vorherigen Abschnitten eingefiihrt worden
sind, beschrieben werden.

Wie in Abschnitt 6.2.3 bereits skizziert, besitzt die Methode der finiten Elemente
die folgenden vier typischen Merkmale:

1. Zerlegung des Grungebietes (2 C R" in geometrisch einfache Teilgebiete (2,,;

2. Definition von geeigneten Ansatzfunktionen u; und linear unabhéngigen, stiick-
weise stetigen Formfunktionen N; iiber den Teilgebieten;

3. iterative Losung des erhaltenen Gleichungssystemes liefert Approximationen
Unp;

4. Auswertung des Fehlers zwischen exakter Losung u und u,, beziiglich geeigneter
Norm.

Zu 1. Die gegebene Aufgabe wird diskretisiert, indem das Grundgebiet 2 in einfache
Teilgebiete, die sogenannten Elemente €2,,, zerlegt wird. Im Fall von zweidimensio-
nalen Problemen wird das Grundgebiet in Dreiecke, Parallelogramme, krummlinige
Dreiecke oder Vierecke eingeteilt. Selbst wenn nur geradlinige Elemente verwen-
det werden, erreicht man mit einer entsprechend feinen Diskretisierung eine gute
Approximation des Grundgebietes, wobei krummlinige Elemente selbstverstandlich
die Giite der Annéaherung erhohen. Bei rdumlichen Problemen erfolgt eine Diskreti-
sierung des dreidimensionalen Gebietes in Tetraederelemente, Quaderelemente oder
anderen, dem Problem angepafiten, moglicherweise auch krummfléchig berandeten
Elementen. Die wichtigsten Finite-Elemente-Ansitze im R? und R? findet man z.B.
n [17], S. 129ff, abgebildet und ausfiihrlich beschrieben.

Zu 2. In jedem der Elemente wird fiir die gesuchte Funktion ein problemgerechter
Ansatz bzw. problemgerechte Formfunktionen N; gewéhlt, um so eine Approxima-
tion der gesuchten Funktion u bzw. eine Ansatzfunktion wu, fiir u der Form

n
Up = E Sj . Nj
=1
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mit unbekannten Koeffizienten s; zu finden.

Die Art des Ansatzes héngt dabei einerseits von der Form des Elementes ab; ande-
rerseits kann auch das zu behandelnde Problem den zu wahlenden Ansatz beeinflus-
sen, da die Ansatzfunktionen beim Ubergang von einem Element in ein benachbartes
ganz bestimmte problemabhingige Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen
und Randwerte erfiillen miissen. Elemente mit Ansatzfunktionen, welche den Ste-
tigkeitsbedingungen geniigen, heiflen konform.

Um diese Anforderungen tatséchlich zu erfiillen, ist der Funktionsverlauf innerhalb
eines betrachteten Elementes durch gegebene Funktionswerte oder auch durch Werte
partieller Ableitungen in bestimmten Punkten des Elementes, den Knotenpunkten,
auszudriicken. Mit Hilfe solcher Werte als Koeffizienten stellt sich die Ansatzfunkti-
on als Linearkombination der Formfunktionen dar. Werden ausschliellich vorgegebe-
ne Funktionswerte zur Bestimmung der Ansatzfunktionen verwendet, so bezeichnet
man die zugehorigen Elemente als Lagrange-Elemente. Im Unterschied dazu nut-
zen Hermite-Elemente dem Prinzip der Hermiteschen Interpolation folgend auch
Vorgaben von Ableitungswerten zur Bestimmung der Ansatzfunktionen.

Nimmt man konkret den Fall an, dafl in den m Knotenpunkten pge) des Elementes

e nur Funktionswerte u(p(e)

;") verwendet werden, so erhélt die Ansatzfunktion die
Darstellung

Da diese Darstellung fiir den Funktionswert u(pg-e)) jedes Knotenpunktes gelten muf,

so muf} die Formfunktion N ;e) notwendigerweise im Punkt pg-e) gleich 1 sein und in
den anderen Knotenpunkten des Elementes (e) verschwinden. Um an dieser Stelle
die Grundlage fiir die Anwendung des Galerkin-Verfahrens im Sinne der Methode
der finiten Elemente vorzubereiten, betrachtet man die globale Darstellung der ge-
suchten Funktion u,, im ganzen Grundgebiet, bestehend aus der Vereinigungsmenge
der Elemente. Numeriert man die Werte in den Knotenpunkten fortlaufend von 1
bis n, dann 1&8t sich das Ergebnis der Zusammensetzung formulieren als
Uy = Z u(p;) - Nj .
j=1

Daraus wird ersichtlich, dafl die globalen Formfunktionen N; nur in denjenigen Ele-
menten von Null verschieden sind, welche den Knotenpunkt p; gemeinsam haben,
so dafl also die Funktionen /N; nur in einem sehr beschrénkten Teilgebiet von Null
verschieden sind, also nur einen lokalen Trager aufweisen, was ein wesentliches Cha-
rakteristikum der Methode der finiten Elemente ist. Die Formfunktionen miissen
also zwei Eigenschaften erfiillen:
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e N, hat polynomiale Gestalt iiber jedem Element und ist eindeutig festgelegt
durch die Funktionswerte an den Knotenpunkten dieses Elementes.

e N;(pj) = 0ij, wobei 0;; das Kronecker-Symbol darstellt, das fiir ¢ = j 1 und
sonst 0 ist.

In einem Ansatz dieser Form lassen sich Randbedingungen einfach durch Vorgabe
entsprechender Werte fiir die betreffenden Knotenpunkte verwirklichen.

Zu 3. und 4. soll in den néchsten Abschnitten genauer auf einige iterative Methoden
und auf die Methode der gewichteten Residuen eingegangen werden.

6.3.2 Methode der gewichteten Residuen

Das Ziel der oben beschriebenen Methoden ist es also, eine approximative Losung

u,, der Form
n

Uy = Z Sj . Nj
j=1
mit unbekannten Koeffizienten s; zu finden. Wird nun dieser Ansatz in eine partielle

Differentialgleichung der Form
L(u) =0

mit einem geeignet definierten Differentialoperator £ eingesetzt, so wird sie in den
seltensten Féllen erfiillt sein, vielmehr resultiert ein sogenanntes Residuum R =
L (uy,). Da der genaue Fehler ebenso wie die exakte Losung meist unbekannt sind,
verlangt man also, da} das Residuum im Inneren des Gebietes (2 moglichst klein
werden soll. Die Idee, die hinter der Methode der Gewichteten Residuen steht, ist
nun folgende:

Gesucht sind Koeffizienten s4, ..., s, derart, dafl das gewichtete Mittel des Residu-
ums R iiber €2 verschwindet fiir n linear unabhéngige Gewichtsfunktionen oder auch
Testfunktionen W;:

/RWZ = O, izl,...,n
Q

In der Methode von Galerkin werden die n Gewichtsfunktionen der Reihe nach
gleich den n Formfunktionen NN; gewihlt, welche die Bedingung der linearen Un-
abhéngigkeit ja bereits erfiillen. Mit dieser Wahl der Gewichtsfunktionen erreicht
man, dafl die Residuenfunktion orthogonal zum Funktionenunterraum ist, der von
den Ny, ..., N, aufgespannt wird. Diese Tatsache rechtfertigt das beschriebene Vor-
gehen, indem die resultierende approximative Losung u, in diesem Sinne die best-
mogliche im Raum der Ansatzfunktionen darstellt.
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6.3.3 Modellproblem: Die 1D Poisson-Gleichung

Man betrachte das eindimensionale Randwertproblem
—u'(z) = f(z), fir 2€Q =10,1], w(0) = up, u(l) = ug.
Das Gebiet 2 = [0, 1] wird unterteilt in m Elemente der Lénge h.
Q. = [(e—1)h,eh] mit h=1/m und e=1,...,m.
Die Knotenpunkte seien bezeichnet mit p;, = (i — 1)h,i=1,...,n=m + 1.

Jede Formfunktion N; soll nun stiickweise linear sein mit N;(p;) = 0,5, was es recht
einfach macht, die vorgegebenen Randwerte zu erfiillen. Wéhle dazu die Funktion

(x) = uLNi(z) + upNy(2),

die folgenden Ansatz liefert:
n—1 n
u(x) & un(x) = Y(@) + > s;Nj(x) = Y s;Nj(x),
j=2 j=1

wobei natiirlich s; = uy und s,, = up sein miissen.

Die Gleichung der gewichteten Residuen erhilt man nun, wie schon beschrieben,
durch Einsetzen der Darstellung von u,, in die Differentialgleichung, Multiplikation
mit den Gewichtsfunktionen W; = N;, ¢ = 1,...,n und anschlieender Integra-
tion iiber das ganze Intervall [0, 1]. Vergleichbar mit dem Variationsproblem der
Poissonschen Differentialgleichung in Abschnitt 5.2.2 erhélt man mittels partieller
Integration folgende diskrete Formulierung:

n 1 1
Z(/ N;N]'-)sj:/fNi fir i=1,...,n.

Dieses Gleichungssystem 148t sich mit folgenden Bezeichnungen in Matrixschreib-
weise darstellen:

A = (az])zj:1 mit  a; N;NJ/-,
1

b = (b)), mit b; = fN;,
0

§ = (Si)zzl
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Man erhélt also das Gleichungssystem
As = b.

Dabei wird A wie schon zuvor erwiahnt in Anlehnung an Probleme der Elastitéts-
theorie Steifigkeitsmatrix genannt.

Eine sehr feine Zerlegung des Gebietes € fiithrt zwar dazu, dafl die erzeugte Matrix
A eine grofle Dimension besitzt, allerdings ist diese Matrix dann nur schwach be-
setzt, da die vorher aufgezeigten Eigenschaften der Formfunktionen N; zu diversen
Nulleintragen fithren: Der Matrix-Eintrag a;; ist genau dann von Null verschieden,
wenn die Knotenpunkte p; und p; zum selben Element gehoren. In anderen Worten:

a; #0 <= j e {i—1,4i+1}.
Setzt man die betrachteten Knotenpunkte auf den Rand eines jeden Elementes fest,
so konnten die Formfunktionen wie in Abbildung 13 konstruiert sein. Nimmt man
nun der Einfachheit halber eine konstante Elementliange bzw. -gréfe h an, so folgt

direkt, dafl N/ = £ 1/h. Betrachtet man nun die rechte Seite von Abbildung 13, so
erhéilt man fiir die Randeintrdge und weiteren Nicht-Null-Eintridge von A:

1
a1 = E’
1
g = N! N/ = ! fiir ¢+ =2
Qii—1 = i1V =~y ur ¢ =2,...,n,
0
! 2
/ ! . .
Qi = N;N, = 7 fir i=2,...,n—1,
0
1
!/ !/ . .
Qi1 = N/ N = —— firi=1,...,n—1,
0
1
Apn = E

Zur genauen Betrachtung der Ausdriicke b; verwendet man die explizite Darstellung
der N; mit

O ) € S Pi—1
—pi—1)/h Pic1 < x < p;
N;(z) = (ZIZ’ Di 1)/ ’ i—1 > D
(@) (Piy1 — ) /R, pi <z < pip

0 ;T > Dig1

fiir 1 < ¢ < n. Die Formeln fiir N; und N, miissen leicht abgeédndert werden. Die
Integrale der Ausdriicke b; konnen nur in den seltensten Féllen analytisch berechnet
werden, so dafl hdufig ein numerisches Integrationsschema nach der Trapezregel an-
gewendet wird. Hierbei werden die Knotenpunkte auch zu den Integrationspunkten:

b= [ I8N = SN ) + TN ) + 5 () Ni(n)
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1 2 3 4 5 6 71 " 1 2 3 4 5 6 1 "
Abbildung 13: Skizze der stiickweise linearen Formfunktionen N; in einer Dimension
fiir einige Elemente. Die Skalierung an der x-Achse bezieht sich auf die Knotenpunkte
des Gitters. Die Graphen links illustrieren also die Formfunktionen N3, N4, N5 und

Ng, wéihrend die Graphen rechts die jeweiligen Ableitungen skizzieren. (aus [26], S.
126 und 128)
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Das liefert by = f(0)-h/2, b; = f(p;)-h fir i = 2,...,n—1 und schliefllich auch b,, =
f(1)-h/2. Die Randwerte kann man allerdings auch direkt mit s; = uy und s, = ug
in das Gleichungssystem einfliefen lassen. Also hat das globale Gleichungssystem
die folgende Gestalt, die formale Ahnlichkeit mit der finiten Differenzen-Methode
aufweist:

As =0
S1 — Uup
1 2 1 . .
< —558i-1 + 7S — pSi+1 = f(pz)h fir = 2,....,n—1
Sy, = UpT

mit p; = (i —1)h,i=2,...,n.

6.3.4 Elementmatrizen

Im vorherigen Abschnitt wurde das zu l6sende Gleichungssystem direkt hergeleitet,
was fiir mehrdimensionale Probleme mit geometrisch anspruchsvolleren Gebieten
nicht durchfiihrbar ist.

Um in diesen Féllen das globale lineare Gleichungssystem aufzustellen, betrachtet
man zundchst nur die jeweiligen Elementmatrizen und setzt diese zur globalen Ma-
trix zusammen. Man schreibt

1 m
Qij = /0 N{Nj{ dr = Z agj), wobei agj.) :/Q N{N]/-dx,
e=1 e

1 m
und  b; = / fNidw =Y b, wobei b = / FN;dz, .
0 e=1 Qe

Nun ist, wie schon zuvor, agf) genau dann ungleich Null, wenn p; und p; Knoten-

punkte des Elementes (2. sind, da sonst die Formfunktionen N; N} verschwinden.

Genau so ist auch bge) nur dann ungleich Null, wenn p; Knotenpunkt von €. ist. Es
ist also sinnvoll, nur die lokalen Knotenpunkte des gerade behandelten Elementes
zur Berechnung von al(;) und bz(-e) heran zu ziehen, was zur Notwendigkeit einer lo-
kalen Knotennummerierung fiir jedes Element fiithrt. In unserem einfachen linearen
Fall mit den Elementen Q. = [pe, pe+1] erhilt p. die lokale Knotennummer 1 und

dementsprechend p.,; die lokale Knotennummer 2.

Es gibt also eine eindeutige Zuordnung i = ¢(e,r), die zu jeder lokalen Knotennum-
mer r des Elementes e die zugehorige globale Knotennummer i liefert und umgekehrt.
Im betrachteten linearen Fall ist

gle,7r) =e—1+7r fir r=12.
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Bei mehrdimensionalen Problemen 148t sich diese Zuordnung nicht mehr so einfach
analytisch angeben, sondern existiert nur in Form einer Zuordnungstabelle fiir alle
Knotenpunkte. Man sammelt also im betrachteten Fall zunédchst die Nicht-Null-
Eintrége von AZ(-;) in einer 2 X 2 Elementmatrix flq(fg), wobei r, s = 1, 2 die lokalen

Knotennummern bezeichnen, und ebenso die Elementvektoren B,ﬁe) fir r = 1,2.
Vor allem bei mehrdimensionalen Problem ist es dann noch zwingend notwendig,
jedes pysikalische Element vor weiteren Berechnungen auf ein Referenz-Element mit
fester Einheitsgrofie zu transformieren. Dieses kann mit einer vollstdndigen Varia-
blentransformation bei den Knotenpunkten, den Formfunktionen und sédmtlichen
Integralen und Ableitungen erreicht werden. Siehe dazu z.B. [26], S. 132-136.

Abbildung 14: Zusammensetzung der globalen Matrix: Die zu Element Nr. 3 und
Nr. 4 gehorigen Elementmatrizen werden zur globalen Matrix hinzu gefiigt. (nach
[26], S. 137)

Zum Schluf} bleibt dann nur noch die Aufgabe, die einzelnen Elementmatrizen und
Elementvektoren zu einem globale Gleichungssystem zusammenzusetzen, was mit-
tels der lokalen Knotennummern (r, s) und den Zuordnungen g(e,r) = i, g(e, s) = j
auf einfach Weise realisiert werden kann. Abbildung 14 zeigt, wie die 2 x 2 Element-
matrizen unseres linearen Modellproblemes zu einer globalen Matrix zusammen-
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gefiigt werden. Vollendet man diesen Prozess, so erhilt man das erwartete globale
Gleichungssystem fiir konstante Elementlange h:

1 1
w —n 0 0 5 "
% 7 -5 0 52 f(p2)h
1 2 1 . .
0 =% % —u
0 : :
—% % —% Sn—1 f(pn—1>h
1 1 S, U
0 0 =% 3 R

6.4 Iterative Methoden

Nachdem man partielle Differentialgleichungen mit der Finite-Elemente Methode
diskretisiert hat, bleibt nun noch die Aufgabe, das wie oben erhaltene lineare Glei-
chungssystem effektiv und doch genau zu l6sen. In diesem Abschnitt sei das Glei-
chungssystem ganz allgemein mit

A-xz=0»
fiir eine Matrix A € R™™ und einen gegebenen Vektor b € R™ bezeichnet.

Lineare Systeme kann man einerseits direkt analytisch und andererseits iterativ
16sen, wobei die direkte Losung héiufig das Eliminationsverfahren von Gauss bein-
haltet. Im allgemeinen benétigt das Gaussverfahren im Laufe der Elimination also
n? Eintrige der Matrix A und fithrt ungefihr 2/3 - n® Rechenoperationen durch,
d.h. Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen und Divisionen. Gerade fiir mehr-
dimensionale Probleme und die daraus resultierenden sehr groflen Gleichungssyste-
me sind die iterativen Methoden gegeniiber den direkten Methoden klar im Vorteil:
Iterative Methoden konnen aufgrund der schwachen Besetztheit vieler Koeffizienten-
Matrizen deutlich effektiver arbeiten, da sie auch deutlich weniger Rechenoprationen
benotigen. Meist basieren die iterativen Loser auf Matrix-Vektor-Multiplikationen,
bei denen sich die vielen Null-Eintrige dann positv auf den Rechenaufwand auswir-
ken.

In diesem Zusammenhang ist das Mafl fiir die Effektivitiat eines iterativen Losers
natiirlich die Konvergenzgeschwindigkeit des Iterationsschemas. Um diese Konver-
genzgeschwindigkeit zu erhohen, gibt es verschiedenste Mdoglichkeiten der Vorkon-
ditionierung eines Gleichungssystemes. Are Magnus Bruaset verdeutlicht in [5] be-
sonders anschaulich den gravierenden Unterschied zwischen der Effektivitéit vorkon-
ditionierter iterativer Methoden und direkter Methoden. Er betrachtet die Finite-
Differenzen-Diskretisierung der 3D Poisson-Gleichung und vergleicht die Zeiten, die
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theoretisch zur Losung des Gleichungssystemes benétigt werden. Vergleicht man die
Werte der Gauss-Elimination mit denen der vorkonditionierten Methode der konju-
gierten Gradienten (s. [5], Tabelle 1.1, S. 5), so stellt man fest, das die Unterschiede
mit zunehmender Anzahl der Unbekannten immer deutlicher werden. Bei 8 000 000
Unbekannten wiirde die iterative Methode theoretisch ca. 2 600 Sekunden benétigen,
wahrend die direkte Methode unpraktikable 832 Jahre beschéftigt wére.

6.4.1 Klassische Methoden: Jacobi und Gauss-Seidel Verfahren

Im folgenden sollen in Anlehnung an die in der spéiter noch genauer erlauterten
C++-Biliothek Diffpack verwendeten Methoden (s. [26], S. 592ff) einige klassische
[terationsmethoden in ihren wesentlichen Ziigen erldautert werden. Zu genaueren

Details siehe [16], S. 147ff, und [5], S. 10ft.

Unter den klassischen Iterationmethoden versteht man meist Verfahren wie Jaco-
bi, Gauss-Seidel und das SOR-Verfahren. Diese Verfahren basieren alle auf einer
Zerlegung der Koeffizientenmatrix des Gleichungssystemes

A-x=05b

fiir eine Matrix A € R™*™ und einen gegebenen Vektor b € R". Schreibt man A
in der Form A = M — N, wobei M eine regulire (n x n)-Matrix ist, so verdndert
sich das zugrunde liegende Gleichungssystem zu

Mz =Nz +b.

Diese Zerlegung der Koeffizientenmatrix wird in bezug auf die Matrix M mit *ma-
trix splitting’ oder Vorkonditionierung betitelt, wobei M dann als Vorkon-
ditionierer bezeichnet wird. Die Regularitidt der Matrix M liefert, dafl Systeme
der Form Mv = w durch nur O(n) Rechenoperationen zu lésen sind. Also ist es
auch keine Schwierigkeit, das Gleichungssystem durch Multiplikation mit M ~! noch
weiter zu modifizieren:

=M 'Ne + M 'b:=Gz + ¢

Diese umformulierte Variante des Gleichungssystemes legt nun offensichtlich das
folgende Iterationsschema nahe: Fiir gegebenen Anfangsvektor 2° berechne

f =G+ ¢ fir k=1,2,...

Die oben definierte Matrix G spielt bei den Konvergenzbetrachtungen der iterativen
Methode eine wesentliche Rolle, wie man direkt an dem Zusammenhang

¥ — = GMa® — x)
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erkennen kann. Eine iterative Methode heifit konvergent, falls die Folge {z*} fiir
k — oo und einen Startvektor 2° gegen die exakte Losung x konvergiert. Man sieht
also, daf} die Bedingung

Jlim G4 = 0

notwendig und hinreichend fiir die Konvergenz gegen z ist. Diese Bedingung ist
dquivalent zur Formulierung

p(G) <1

wobei mit p(G) der Spektralradius von G, also das Maximum der Betrége der Eigen-
werte, bezeichnet ist. Zum Beweis dieser Aquivalenz siehe z.B. [17], S. 257, Lemma
5.2. Verkleinert man p(G), so erhoht sich die Konvergenzgeschwindigkeit.

Von besonderem Interesse ist dann auflerdem die Konvergenzrate bzw. relative
Konvergenzgeschwindigkeit Ry, die definiert ist durch

In [|G*]
k )
und damit die zugehorige asymptotische Konvergenzrate liefert:

Re(G) = lim Ry(G) = —In p(G)

Ri(G) =

Um den Anfangsfehler zum Beispiel um einen Faktor € zu verringern, d.h. um
lz = 2" < ez — 2
zu erreichen, benotigt man — Ine/R..(G) Iterationschritte.
Da die Schreibweise
o = G2 4o

fiir die spétere Implementierung nicht geeignet ist, wahlt man meist die etwas ab-

gewandelte Schreibweise
e R e

wobei 7r#71 = b — Az*~! das Residuum nach dem Iterationsschritt k — 1 bezeichnet.
Zerlegt man nun noch A in Diagonalmatrix D, obere Dreiecksmatrix U und untere
Dreiecksmatrix L, also A = L+D+U, dann lassen sich im folgenden die Unterschiede
zwischen den klassischen Verfahren mittels dieser Notation darstellen. Desweiteren
seien mit A, s die Blockmatrizen der Matrix A bezeichnet, also

A -0 Agy T by
A= o= 5 ] wd b= |,
Al/,l e Au,u Ty bl/

wobei A4, € RO>™) und 37 n, = n sein mu8.
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Jacobi-Verfahren Wihlt man M als die Diagonale von A, also M = D und
N = —L — U, so stellt sich das Iterationsschema fogendermaflen dar:

B T e
Schreibt man dieses Schema explizit aus, so folgt fiir den k-ten Iterationschritt
und die i-te Komponente der gesuchten Losung x*

n

1
E o k-1 k-1
x; =x;  + — | b — g Qij - Ty
[27%)

J=1

fiir alle ¢+ = 1,...,n. Zur Betrachtung des Konvergenzverhaltens wahlt man
wiederum die Darstellung ¥ = Gy 2"~ + ¢, wobei bei diesem Verfahren

Gy=DYL+U) und ¢c= Db

sind. Das fiihrt nun zur Konvergenzbedingung p(D~!(L + U)) < 1. Handelt es
sich bei der Matrix A nun z.B. um eine positiv definite symmetrische Matrix,
oder allgemeiner um eine Matrix mit Diagonaldominanz, so siecht man direkt,

daf

<1

p(Gy) = p(D7HL + U)) < DML + U)lloe = max ) _ ai;/ai;
J#
ist. Je ,starker” die Diagonaldominanz, desto héher die Konvergenzgeschwin-
digkeit.

Gauss-Seidel-Verfahren FEin lineares Gleichungssystem, dessen Koeffizientenma-
trix eine obere oder untere Dreiecksgestalt besitzt, ist bekannterweise beson-
ders einfach zu losen, so dafl der Gedanke, M als obere Dreicksmatrix zu
wahlen, nahe liegt. Es ist also M = D + L und demnach dann N = —U.
Die Gauss-Seidel-Methode hat also allgemein folgende Gestalt:

(D+ L)-2" = -Uz"" + b

Der Standard-Algorithmus zum Losen eines Gleichungssystemes mit Koeffizi-
entenmatrix in oberer Dreicksgestalt angewandt auf diese Formel liefert fiir
den k-ten Iterationschritt und die i-te Komponente der gesuchten Losung z*

1 i—1 n
k _ § : k E : k—1
.I',L» = — bz — CLZ'J'.I'j — ai,jxj
Qi i

j=1 j=i+1
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fiir alle 7 = 1,...,n. Um Aussagen bez. des Konvergenzverhaltens machen zu
kénnen, betrachtet man wiederum die Darstellung 2% = Ggg 2"~ + ¢, wobei
hier

Gas =(D— L) U und c¢c= (D - L)'b

sind. Das fiihrt zur Konvergenzbedingung p(Ggs) = p((D — L)™'-U) < 1.
Man kann nun fiir eine positv definite Koeffizientenmatrix A direkt Konvergenz
des Verfahrens zeigen (siche dazu z.B. [17], S. 259) oder noch allgemeiner die
Gleichungungen

p(Gas) = (p(G))* und Reo(Gas) = 2- Reo(Gy)

fiir jede Koeffizientenmatrix A mit Nicht-Null Eintrdgen auf der Diagonalen.
Siehe dazu z.B. [5], S. 14.

Der wesentliche Unterschied der expliziten Iterationsschemata dieser beiden Ver-
fahren liegt also in der Verwendung bereits berechneter Werte: Das Gauss-Seidel-
Verfahren benutzt die neu berechnete Ndherung bereits beim néchsten Teilschritt
und wird aufgrund dessen auch als Einzelschritt-Verfahren bezeichnet, wéhrend
das Jacobi-Verfahren die neu berechnete Ndherung erst nach Vollendung aller Teil-
schritte einbringt und somit die Bezeichnung Gesamtschritt-Verfahren erhilt.

6.4.2 Relaxationsverfahren: SOR und SSOR

Ein erheblicher Nachteil einfacher Iterationsverfahren vom Typ der Gauss-Seidel-
und Jacobi-Verfahren besteht in der asymptotisch langsamen Konvergenz bzw. in
der niedrigen asymptotischen Konvergenzrate R.,. Gewisse Beschleunigungen dieser
Verfahren lassen sich durch die zusétzliche Verwendung von Ralaxations-Parametern
erreichen. Im weiteren soll ausschliellich das Gauss-Seidel-Verfahren als Grundme-
thode betrachtet werden.

SOR-Verfahren Bezeichnet 7 einen durch einen Gauss-Seidel-Schritt vorhergesag-
ten Wert fiir z im k-ten Iterationsschritt, so wird z* als gewichtete Kombina-
tion aus # und dem vorherigen Wert 2*~! dargestellt:

k

¥ = wi 4+ (1—w)rk !,

Dabei ist w > 0 der bereits oben genannte Relaxations-Parameter. Das Ziel
ist, diesen Parameter so zu wihlen, dafl der Spektralradius p(G) der Iterati-
onsmatrix minimal ist. Die resultierende Methode heifit ’successive overre-
laxation’, kurz SOR, und stimmt fiir w = 1 mit der Gauss-Seidel-Methode
iiberein.
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Die Relaxations-Methode kann ausgedriickt werden mittels

1 1—
M=>D+L wnd N=—%“Dp_U.
w w

Der zugehorige Algorithmus hat also offensichtlich die Form

w i—1 n
ko k k-1 k-1
T = — b, — E i jT; — E i T + (1 —w)z;
2,1 .
) ,7:1

j=i+1
firi=1,...,n.

SSOR-Verfahren Das SOR-Verfahren 148t sich durch Kombination von Vorwérts-
und Riickwartsvarianten symmetrisieren. Auf diese Weise erhélt man das sym-
metrische SOR-Verfahren, kurz SSOR. Die Matrix M hat die Gestalt

mM=—"(tpyp

2—w w w

DV%D+m,

so daf} sich der zugehorige Algorithmus analog zum SOR-Verfahren erstellen
1a83t.

A. M. Bruaset vergleicht in [5], S. 18, die Konvergenzraten der vier erwéhnten Iterati-
onsmethoden in Anwendung auf ein Modellproblem: Betrachtet man die 2D Poisson-
Gleichung —V?u = f auf einem mit Elementlinge h diskretisierten Einheitsrechteck
mit © = 0 auf dem Rand, so erhélt man folgende asymptotische Abschétzungen:

Konvergenzrate Jacobi Gauss-Seidel SOR SSOR

R (G) 72h? /2 m2h? 2rh > 7h

Zu detaillierteren Erlduterungen der verwendeten Iterationsmethoden siehe [26], S.
591ff, und die Werke von A. Greenbaum [16] und A. M. Bruaset [5] zu iterativen
Methoden und deren Analysis.
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7 Existenz- und Eindeutigkeitssitze zu den Navier-
Stokes Gleichungen

Viele Aussagen aus der Theorie zur Losung partieller Differentialgleichungen las-
sen sich nicht auf die vollstdndigen Navier-Stokes-Gleichungen {ibertragen, da es
sich hierbei um einen duflerst komplizierten instationéren, nicht linearen Spezialfall
handelt. Um trotzdem Existenz- und Eindeutigkeitsséitze formulieren zu koénnen,
betrachtet man schwache bzw. Variationsformulierungen des Problems und ver-
sucht, mittels Konvergenz approximativer Verfahren und Abschiatzungen geeigneter
Hilbertraumnormen Existenz und Eindeutigkeit dieser schwachen Losungen nachzu-
weisen. Im folgenden werden die klassischen Ergebnisse von Roger Temam [35] aus
dem Jahre 1977 mit den aktuellen Ergebnissen von Prof. M. Wiegner [39] verglichen
bzw. ergdnzt, um ein vollstdndiges Bild des derzeitigen Wissensstandes zu erhalten.

7.1 Klassische Resultate: R. Temam, 1977

Das Problem der vollen Navier-Stokes-Gleichungen ist das folgende:

Gesucht ist eine vektorielle Funktion u :  x [0, 7] — R"™ und eine skalare Funktion
p:Qx[0,7] — R derart, dafl

Q

Y+ (u-Viu = —gradp + = Au+ f inQ=0Qx(0,7T)

t

o5}

divu = 0 in
(38)
u = 0 auf 9Q x (0,7)

u(z,0) = wup(z) in Q.

7.1.1 Notationen

und ug sind gegeben und auf ganz Q C R™ bzw. €, C R"™! definiert. Zur Verein-
f geg g

fachung sei im weiteren ﬁ = v = 1 angenommen.

Die bis auf weiteres betrachteten Raume sind

H = {uel(Q) :divu =0},
H = Vervollstindigung von H in Hy?*(Q),
L = Vervollstindigung von H in L*(Q2).

69



Die Dualrdume von H und L, d.h. die Rdume der linearen Funktionale auf H bzw.
L seien mit H* und L* bezeichnet. (-,-) sei das zum Lebesgue-Raum L gehorige

Skalarprodukt

(u,v):/gu-v,

((+,-)) das zum Hilbertraum H gehorige Skalarprodukt

(1, 0)) = /Q [Z(Diu.m)] .

=1

Zu den verwendeten Normen vergleiche Kapitel 5 und [35].

7.1.2 Schwache Losungen des Linearen Problems

Das lineare Navier-Stokes-Problem hat folgende Gestalt:

Q

“ — Au + gradp = f in

5)

divu = 0 in
u = 0 auf 0Q x [0,T]
u(z,0) = wup(z) inQ

mit gegebenen Funktionen f und wy.

(39)

Sind nun v und p klassische Losungen von (39), also u € C*(Q) , p € C1(Q), so
liefert wie schon zuvor das Produkt mit einer beliebigen Funktion ¢ € H in €2 und

anschlieBende Integration iiber €2

0
a_u' —/Au-go+/gradp~gp = /fgp.
o Ot Q Q Q

Die einzelnen Summanden kann man auf folgende Weise umformen:

ou ou
QW‘SO = (W’(’D) = (ug, )

Da dies fiir alle ¢ € H gilt, kann man dieses Skalarprodukt auch schreiben als

() = G (0.0).
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Analog liefert einerseits

—/Au-gp = Vu-g0|m—|—/Vquo
0 Q

= O+/ i(Diu-Div)]
= ((u><10))

und andererseits

/fs@ = (f,9),

Q

wahrend
/gradp-so =D Plogg — /p-divso =0
Q Q

Eingesetzt in (40) erhilt man also die folgende schwache Formulierung des Pro-
blems (39):

Finde fiir gegebenes f € L*(0,T ; H*) und ug € L ein u € L?(0,T ; H), welches
der Variationsgleichung

d
mit  u(0) = g
fiir alle ¢ € H geniigt.
Satz 7.1 Fiir gegebenes f € L?(0,T ; H*) und ug € L existiert eine eindeutige
Funktion v € L?(0,T ; H), die das Problem (41) erfiillt.

Beweis Man benutzt zum Beweis der Existenz die Galerkin-Methode. H ist se-
parabel, d.h es existiert in H eine abzéhlbare dichte Teilmenge von Teilrdumen
H,, = span{hi, ..., h,} mit linear unabhéngigen Elementen h; € H. Also existiert
eine in H vollstédndige Folge (h,,)neny mit linear unabhéngigen Folgegliedern.

Fiir jedes n € N definiert man nun eine approximative Losung u, von (41) wie folgt:

n

i=1
und mit % =
(U;,h])—i-((un,hj)) = (f,hj> y ]: NN D
un(O) = Uon, (43)
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wobei ug,, € H, mit ugy, — ug fiir n — oo.

Die Funktionen s;,(t), 1 <14 < n, sind skalare Funktionen definiert auf [0, 7], zu de-
ren Bestimmumg man mittels (42) und (43) ein System von Differentialgleichungen
erhélt.

n

D (i hy)si () + Z((hiahj))sin(t) = (fihi), J=1,...,,n; (44)

=1

Die Elemente hq, ..., h, sind linear unabhéngig, so daf3 direkt folgt, dafi die Matrix
mit den Eintragen (h;, h;),1 < 4,5 < n, reguldr ist. Indem man nun diese Ma-
trix invertiert, reduziert sich das Differentialgleichungssystem (44) auf ein lineares
Gleichungssystem mit konstanten Koeffizienten.

S;n(t> + Zaiijn(t) = Zﬁij(f(t)vhj)> i=1,...,n, (45)

wobei a5, B;; € R. Die Anfangsbedingung von (43) ist dquivalent zu den Gleichungen
sin(0) = i-te Komponente von uy,, . (46)

Das lineare Gleichungssystem (45) zusammen mit den Anfangsbedingungen (46)
liefert nun eindeutige Losungen fiir die s;,, auf dem ganzen Intervall [0, T7.

Da die skalaren Funktionen t — (f, h;)(t) zweimal differenzierbar sind, sind es die
Funktionen s;, auch, so daB fiir alle n € N gilt:

u, € L*(0,T; H) und u, € L*(0,T; H). (47)

Als néchstes sollen unabhéngig von n Abschétzungen fiir die Funktionen u,, gefunden
werden, die eine Betrachtung des Grenziiberganges fiir n — oo erlauben. Dafiir kehrt
man wieder zuriick zu den Ausgangsgleichungen

(tn, 1) + ((un, 1)) = (f,hs), G =1,....m,

multipliziert mit s, und summiert die Gleichungen fiir j = 1, ..., n auf. Man erhalt:

(un (), un(t)) + llua ()] = (F(t), un(t)).
Aufgrund von (47) gilt:

2 () un(t)) = S lun (B
= Ll OF + 2@ = 2000), unt)
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< 2-[[FOIF - llua @]
< ua®I + IO

- %\%(0!2 + w1 < IF @I (48)

= L < 1r@e. (49)

dt

Integriert man (49) von 0 bis s, 7' > s > 0, so erhélt man die Ungleichung:
P < uol + [ @R
0
T
S IR
0

T
éswmeSMW+/HNWﬁ<w (50)
s€[0,7T 0

Die rechte Seite von (50) ist also unabhéngig von n endlich, d.h.:
Die Folge u,, verbleibt in einer beschrénkten Menge von L*(0,7; L).  (51)

Ebenso erhélt man durch Integration von (48) von 0 bis 7' die Abschétzung

T T
WMW+AHMMMSWﬁ+Amem
die damit zeigt:

Die Folge u,, verbleibt in einer beschrinkten Menge von L*(0,7; H).  (52)

Die Bedingungen (51) und (52) ermdglichen nun die Betrachtung des Grenziiber-
ganges fiir n — oo:

Dank (51) existiert ein Element u € L*°(0,7; L) und eine Teilfolge w, von u,,
derart, dafl

u,y — u unter der schwachen Topologie von L*(0,7T"; L)

d.h. fiir jedes v € L'(0,T; L) gilt:

/0 (e () — u(t), v(t))dt — 0 fiir ' — co. (53)
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Durch (52) erhilt man zusitzlich, daf die Teilfolge u, in einem beschrénkten Gebiet
des L?(0,T; H) verbleibt. Das heifit ein erneuter Ubergang zu einer wiedrum mit
u, bezeichneten Teilfolge liefert die Existenz eines u, € L?(0,T; H) derart, daf

Uy — u, unter der schwachen Topologie von L?*(0,7; H),

d. h., es gilt fiir alle v € L2(0,T; H'):
T
/ (e (£) — wa(t) , 0(t)) dt —> 0 fiir 0’ — 00
0

Vergleicht man dieses mit (52), so sieht man direkt, daf

| o = wte) o) = o
fiir alle v € L*(0,T; L), also

— u=u, €L*0,T; HYNnL>(0,T; L).

Um jetzt den Grenziibergang von (43) fiir n — oo zu betrachten, nimmt man
zunéchst skalare Funktionen ¢ zur Hilfe, die stetig differenzierbar auf [0,7] sein
sollen mit

W(T) = 0.
Multipliziert man (43) mit ¢» und integriert partiell, so erhélt man
T T T
[y [ b)) = (o ) 00) + [ R
0 0 0

Betrachtet man nun an dieser Stelle den Grenziibergang fiir n = n’ — o0, so gilt
mit den zuvor gezeigten Abschitzungen:

T T T
[y ) = )0 + [ 7
0 0 0
Summation iiber alle j = 1,...,n ergibt

T

[+ [ = woono + [ 0o

fiir jedes ¢, welches endliche Linearkombination der h; ist.
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Wiéhlt man speziell ¢ € C5°((0,7)), so folgt

d

a(u’gp> + ((u,9)) = (f,p) firalle p€ H.

Also ist die als Grenznzwert gewonnene Funktion u schwache Losung des linearen
Navier-Stokes Problemes. Zum Abschlufl des Existenzbeweises bleibt nur noch zu
zeigen, daf fiir dieses u auch up = u(0) gilt. Dazu multipliziert wiederum die schwa-
che Fomulierung fiir diese Losung u mit oben beschriebenen 1, integriert partiell
und erhalt

- / (w00’ + / (00 = (u(0), 2)(0) + / (o).

Vergleicht man dieses mit der aus der Grenzbetrachtung gewonnenen Gleichung, so
folgt direkt, dafl

(u(0) —ug, ) = 0 furalle pe H
— U(O) = Ug,

womit die Existenz einer Losung bewiesen wire. Zum Beweis der Stetigkeit und
Eindeutigkeit siehe [35], S. 260-264.

7.2 Aktuelle Resultate: M.Wiegner, 1999
7.2.1 Der Stokes-Operator und die Stokes-Halbgruppe

Die analytische Behandlung partieller Differentialgleichungen basiert meist auf der
Betrachtung spezifischer Differentialoperatoren in geeigneten Funktionenrdumen.
Bezieht man sich wie im letzten Abschnitt auf

H = {uel(Q) :divu =0},
H = Vervollstindigung von H in Hy?(Q),
L = Vervollstindigung von H in L*(Q),

so stellt sich im Zusammenhang der Existenz- und Eindeutigkeitssidtze die Frage:
Gibt es eine eindeutige orthogonale Zerlegung

L*(Q) = L @ G*
mit einer linearen stetigen Abbildung

P:L*Q) — L
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und wie kann man G? charakterisieren? Offensichtlich ist P ein von  abhingiger
Operator, der bei Anwendung auf eine Differentialgleichung mit Losung u weder
die Randwerte von wu erhélt, noch mit Differentialoperatoren kommutiert, was in
der Vergangenheit immer wieder zu falschen Behauptungen und Beweisen bez. der
Navier-Stokes-Gleichungen gefithrt hat. Andererseits erhélt P im allgemeinen die
Stetigkeit und ist unabhéngig vom Druck p. Es wird klar, daf§ das orthogonale
Komplement zu den L-Funktionen mit div = 0 die Gradienten von L2-Funktionen
sein miissen. Wendet man den Operator P nun auf die Navier-Stokes-Gleichungen
fiir f = 0 an, so erhélt man

P(uy — Au+Vp) = P(—uVu),

wobei Pu = wu, dadivu=0,
Pug = wy,
P(—uVu) = —P(uVu),
P(Vp) = 0,
sodaB u; —P(Au) = —P(uVu)
T
= uw + Au = —P(uVu). (54)

Den durch Au = — PAu definierten Operator bezeichnet man als Stokes-Operator
oder Projektor. Mit der Hilfe dieses Operators kann das Ausgangs-Problem der
partiellen Differentialgleichung auf das einfachere Problem einer gewohnlichen Dif-
ferentialgleichung zuriickgefithrt werden. Betrachtet man eine gewohnliche Differen-
tialgleichung der Form
y+Ay = f

mit einer Matrix A € Mat(n,R) und Anfangswert v, so liefert die Methode der
Variation der Konstanten (siehe [37], S. 25) eine Losung der Form

t
y = e Hyy — / e’(t’s)Af ds .
0

Die Frage, ob man diese Eigenschaften von gewohnlichen auf partielle Differenti-
algleichungen iibertragen kann, und wie man e~* fiir einen Differentialoperator A
verstehen kann, 1483t sich durch die Halbgruppeneigenschaft des Stokes-Operators
A erkldren, d.h., dafl

A infinitesimaler Erzeuger einer stetigen Halbgruppe e=*4

ist. Diese Stokes-Halbgruppe ist beschrinkt, was man z.B. iiber die Resolventen-
abschitzung gewinnen kann:
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Satz 7.2 (Hille-Yosida) A : D(A) — L sei ein linearer Operator mit in dem
Banachraum L C L? dichtem Definitionsbereich D(A). Die Resolvente R(\, A) =
(A — A)~! existiere fiir alle A € R und es gelte

1
I — —AY < 1.
I = 547 <

Dann erzeugt A eine eindeutig bestimmte, kontrahierende Halbgruppe.

(zum Beweis siehe [20], S. 133, und [13], S. 135)

Man hat also folgende Eigenschaften des Ausdruckes e *4:

1. Ist ug € L?, so ist e *u, definiert als Losung des Problems
u+Au=0, u(0)=ug.

2. et [, — [ ist beschriankt.

3. e~ erfiillt die Halbgruppeneigenschaft, d.h.

e—(t—l—s)AuO _ e—tA(e—sAu(]) )

Es liegt also nahe, die Losung der Navier-Stokes-Gleichungen durch eine Integral-
gleichung der Form

¢
u = e Muy — / e~ 9P (V) ds
0

zu konstruieren. Zum Beweis der Existenz der Losung einer solchen Integralgleichung
benotigt man zwei Abschétzungen der Stokes-Halbgruppe und die Hoéldersche Un-
gleichung fiir den Projektor P:

le™oll, < et 36l fir T <p<g<oo, (55)
Ve ull, < et %|vl|, fir g<p§n, (56)
[P(oVo)|l e < callofl2][ Vol (57)

Vergleiche dazu [39], S. 5 und S. 9, und [22], S. 474.
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7.2.2 Schwache Lésungen des Nichtlinearen Problems

Wie in Abschnitt 8.1 bereits gesehen, beschréinken sich die klassischen Existenz- und
Eindeutigkeitssitze auf schwache Losungen der linearen Navier-Stokes Gleichungen.
An dieser Stelle soll nun auch fiir die schwachen Lésungen des nichtlinearen Problems
ein Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis erbracht werden; siehe [39], S. 5-8. Die No-
tationen der betrachteten Funktionenrdume werden aus dem vorherigen Abschnitt
iibernommen.

Eine schwache Losung der Navier-Stokes-Gleichungen sei in folgendem Sinne defi-
niert:

Definition 7.1 Sei f € L*(Q) und ug € L. u € L*(0,T; H) ist schwache Losung
der Navier-Stokes-Gleichungen, falls

/OT/Q(_U-SOHLVUV<P+(UV)U-90):/Qu(ygo(O)Jr/OT/Qf-go (58)

fir alle ¢ € H mit ¢(T) = 0. Diese schwache Formulierung des Problems erhalt
man vergleichbar mit [35], S. 252, durch Multiplikation mit ¢ und anschlieender
Intergration iiber 2.

Um die Eindeutigkeit einer solchen Losung nachzupriifen, bietet es sich an, die Glei-
chungen fiir zwei unterschiedliche Losungen uy, us zu subtrahieren, mit der Differenz
v = uy — up zu multiplizieren und anschliefiend tiber €, = Q x [0, 7] zu integrieren.
Diese Schritte liefern nun folgende Gleichung:

/Q [(u1 — ug)i(ug — ug) — (A(ug — ug))(ug — ug) + (u1 Vg — ugVug)(up — ug)] =0

(59)
Betrachtet man die einzelnen Integrale, so erhélt man:

/Qt(ul—UQ)t(ul—uz) _ %/Q
1

—/Qt(A(ul—UQ))(ul—uQ) = Aveo



-/ (o

/Q (Vs — (0¥ )ua] (ur — ) = /Q (1 V)0 + (07 )us] v

= /(UV)UQ'U+/(U1V)U'U
Qt Qt
1
- /(W)Wv " —/ 0wV (1)
Qt 2 Qt
1 [T
= / (vVV)ug - v + —/ (U1U2‘BQ—/diVU1~U2>
Q 2 0 S—— Q

=0 S————
= /(vV)u2~U.
Q¢

=0
Also bleibt von Gleichung (59) nur noch folgendes zu betrachten :

%/Qv?m + /Qt(w?) + /Qt(vV)uQ-v ~ 0
= Zl@I + / Vol = - | (W20 (60)

Die rechte Seite schéitzt man nun mittels Sobolev-Ungleichung und Youngscher Un-
gleichung ab. Die dafiir notwendige Sobolev-Ungleichung ist

v]ls < C||v||;%||Vv||§ fir n=2,3
und die Youngsche Ungleichung liefert zuerst
a-b<e-b"+c.-a’

4
n

ﬁir%—i—%:l,undspeziellfﬁrp: Lq=

4—n

4=n n _4
a-c 2z -b2 Sg.b2+ca.a4—n.02,

so daf} die folgenden Abschétzungen gerechtfertigt sind.

/Qt (vV)ug - v /OT /Q<<u1 — us)V)us - (ug — us)

< /OT(/”|W2|2) .(/Q|(u1_u2)2|2)%
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T
/ IVaalls - s — s 2
0

T
9_m n
/ [Vualla - (clluy —ually * - V(w1 —ua)|l5)
0

(Sobolev Ungl.) <
T 9_n n
= ¢ /0 (NIVugllz - flur —ually ) - [[V(ur — u2)ll3
T T 4
(Youngsche Ungl.) < / IV (ur — up) |5 + 5/ [Vualy™ - llur — usll3
0 0

Eingesetzt in Gleichung (60) erhélt man
1 2 ’ 2
SI@IE + [ Vel

0

/(UV)UQ'U
Q4

T T

/ Vol + @ / IVl - Jlur — sl
0 0

_4

T T
> () — (D)} < ¢ / IVl - llur — wsll? = / a(t)llus — w3 (61)
0 0

Diese Ungleichung wiirde in allen Dimensionen gelten, falls || Vus||~ endlich ist, d.h.
falls «a(t) integrierbar ist. Im Fall n = 2 gilt fiir jede glatte Losung die folgende

_4

<

Energie-Ungleichung

1 t

a1 + 5 [ IVa(s)Bds < Juol} +2 [ [ f-udeds.
0 0o Ja

die an dieser Stelle die gesuchte Abschétzung leisten kann:

T 1
/0 Vg3 < 5(||Uz(0)||§ — Jua(T)]13) +/Q Jrup < oo

Dann liefert die Gronwall-Ungleichung den letzten Schritt des Beweises:

Nach Gronwall gilt: Fiir integrierbare o, v mit a(7") > 0 und

T
(D)3 < IIU(O)H§+/ allvll2
0

1st
lo(T)][3 < [lo(o)]|3 - €M)
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wobei

In unserem Fall ist v = u; — uy und v(0) = 0,also
= |lua(T) — ua(T)[3 <0- eV =0
= u; = uz. q.ed.

Der obige Beweis zeigt, daf die Existenz einer stetigen schwachen Losung auf (0, 7)
die Existenz weiterer Losungen auf diesem Intervall ausschlieit, also zumindest lo-
kale Eindeutigkeit.

7.2.3 Existenz und Eigenschaften starker Losungen

Wie vorher schon erwéhnt, ist es nun das Ziel, eine starke Losung der Navier-Stokes-
Gleichungen iiber die Integralgleichung und die Stokes-Halbgruppe zu konstruieren.
Zur Vereinfachung sei im weiteren f = 0 und €2 beschrénktes Gebiet im R fiir n > 3.
Um die Notationen des Problems auf die allgemeine Dimension n zu erweitern, sei
die Definition des Banachraumes L auf

L™’ = Vervollstandigung von H in L"(Q2)
erweitert.

Das folgende Theorem umfafit alle zu zeigenden Eigenschaften einer Losung (vergl.
[39], Theorem 6.1, S. 9):

Theorem 7.1 Sei a € L™?(2) Anfangswert der vollen Navier-Stokes-Gleichungen.
Dann gilt:

e Esexistiert eine maximale Zeit 7' > 0 derart, dafl eine Losung v € C([0,T"); L™)
des Anfangs-Randwert-Problems existiert, welche eindeutig und glatt ist fiir
t>0.

e Die Normen

sup ¢2 |V, und sup t3H72 |y,
t<T} t<Th

sind endlich fir 77 < T, r > n.

oIst%—i—" 1, r>n,sogilt

p =
Ty
/ lull2dt < oo
0
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e Ist die maximale Existenz-Zeit T" endlich, so ist u gleichmé&Big stetig auf [0, T').

o T = oo, falls ||a||,, gentigend klein ist. Die oben genannten Normen mit 7} = oo
sind in diesem Falle beschrénkt durch c||a]|,.

Beweis: Gemif der bereits erwiahnten Integralgleichung sei das folgende Iterations-
schema definiert:

w1 = ug — Fluy), (62)
mit uo(t) = e “af(t),

Fo)#) = /0 =94 . py(s)Vu(s)) ds

Wiéhle nun ein festes 6 € (0,1] und 0 <7 < oo und definiere

K; = sup " |lu;(t)] =,
t<T

K; = sup Y2V, ()|, und
t<T

R; = max{K;, K}

Wihlt man nun p = %5, ¢ = § in den L — Li-Abschitzungen (55) und (57)

beziiglich der Stokes-Halbgruppe, so erhélt man

Kjw1 = sup t(l_d)/2||uj+1(t)||%
t<T
= sup 72 lug — F(u;) |l
t<T

t
= sup 102y — / e . P, V),
0

t<T

IN

t
sup t<176)/2||uo||q + sup 15(15)/2”/ e I P(u;Vug)llg
t<T t<T 0

t
< Ko+ sup 402 [ P T),
0
t
(Unel () < Koo+ mp 07 L= HT 05T ),

I
=

t
- sup 10792 . / (t — ) 4| P(uy V),
0

t<T

t
(Ungl. (57)) < Ko+ sup 1 ey-es [ (6=l sl
und analog K;H < K+ C-Kj'KJ1 (64)
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Ungleichungen (64) und (65) liefern direkt
R = max{Kjn, Kj}
< maz{K,y, K3} + v R;
= Ry + v RJQ

1

570 SO erhalt man induktiv

Setzt man nun Ry als geniigend klein voraus, z.B. Ry <

1
R, <2Ry < —.
] = 0—37

Betrachtet man analog die Folge
w;(t) = u;(t) —uja(t) , wol(t) := uo(t),
so erfiillen die analogen Werte Rj die Ungleichung

Riy < 29yR;R; < ZR;.
Fiir die Folge w; heifit das:
lwjrilln = llwjn — sl
= |- /Ot e IAP(u;Vuy) + /Ot e IAP (w1 V)|

t
< / le™ =4 P(u; V) — e AP (w1 V) |
0

1461

(Ungl. (35) < c- / (t = ) 35| P, V) — Pl V)|

_n_
1+6

t
_9
< c-/(t—S) 2 ([lw; V|| 2 + [Ju; V| )
0
< C'Rj'R]’
< e (2/3)

Man sieht, daf8 die Folge u) = Z?:o w; eine Cauchyfolge in C([0, 7], L™(€2)), falls
die u; trotz der Iterationsschritte innerhalb dieses Banachraumes verbleiben. Siche
dazu [39], Beweis zu Theorem 6.1, S. 11. In diesem Fall konvergiert die Iterationsfolge

gegen eine Losung der Integralgleichung

t
u(t) = e a — / e =AP(yVu)ds .
0
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Auflerdem liefert die Ungleichung R; < 2R, fiir 6 =  die gesuchten gewichteten
Abschétzungen:

sup 2| Vull, < 2Ry < o0 (65)
supt D2 ull, < 2Ry < o0 (66)
Der Beweis, da [ [|u(t)||5dt < oo fiir 2+2 =1, n < r < oo, bendtigt einen kleinen

Umweg: Man definiert eine geignete Abblldung U und einen passenden Index s, so
daB das Interpolationstheorem von Marcinkiewicz (siche z.B. [34], S. 108), das im
folgenden noch néher erlautert werden soll, eine geeignete Abschéitzung beziiglich
der L*-Norm liefern kann. Dazu seien zunéchst zwei Eigenschaften einer Abbildung

U : LP(R") — LIR)
beschrieben:

1. U heifit stark stetig genau dann, wenn es ein A > 0 gibt, so daf fiir alle
f e LP(R™):
U < Al -
2. U ist vom schwachen (p,q)-Typ genau dann, wenn es ein A > 0 gibt, so daf§
fir alle f € LP(R") und alle a > 0 gilt:

meas{t € RIU(f)(t) > a} < A?. <@)q

«
Offensichtlich folgt aus 1. direkt 2., da gilt:
(af - meas{t € R| |U( ()] > a})

< / U@ de )
< A-|f ||p
Diese Eigenschaften sollen nun auf die Abbildung

Uf)) = { ||etAPf||6 , 0=éxT } .7 >n fest

, sonst

Q=

angewendet werden. Diese ist fiir alle f € L, mit p < r definiert. Setzt man nun die
benétigten Indizes als

n
p1i=§ < po :=1r und
1
$1 ::1—3 < 59 1= 00,
2r

so gilt:
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U: L,(R") =L, (R") — Lo(R) = L,,(R)
ist stark stetig, da |U(f)(t)| < c2l|f]|-, denn der Operator
P L, — L,

ist, wie schon bekannt, beschriankt.

U: Ly (R") — Ly (R)

ist vom schwachen (p1, s1)-Typ, denn mittels Ungleichung (55) mit p = § =
p1, ¢ =1 = po folgt:

_ _n2_1
lePfll, < et 20D £l

— n
et e f]l
1l

= Uf)t) >a & 0<ti7z <c

S1
& ogtgé(%) ,

«

_L
= c¢c-t =

«
so daf meas{t|U(f)(t) > a} <é. <%>51

Das Interpolationstheorem von Macinkiewicz sagt nun allgemein, dafl

IU(f)

1
T 1
</ ||6_tAPf||f~dt> < c-||fllz,rm
0

mit von 7" unabhéngiger Konstante ¢, falls fiir die Indizes p,s und den Interpolati-
onsparameter 6 gilt:

L.r) < ¢ || fllz,rm) s
das heifit

pE (pl,pg) mit

1-106 0 1
+ — = - und
b1 b2 p
1-6 0 1
+ — = -—-.
S1 S92 S



Wiéhlt man an dieser Stelle nun p = n mit n € (3,7), so ergibt sich daraus folgendes

0:

1-6 0 1
n + - ==
5 T n
= 220+ 20 =1
T
1
= 0= — (<1).
2-7
Nimmt man wie gehabt s; = oo und sy = (1— %)_1, so berechnet sich das zugehorige
s mit
S1 2r
s — _
1—0 r—mn
2 r—n n
= = = -1 - —
S n r
2 n
= -+ - =1.
S r

Wendet man nun letztendlich U speziell auf a an, so erhélt man mit dem Theorem
von Marcinkiewicz direkt, dafl

1
T s
(/ Hﬁ”Pa,\lidt) < c-all,
0

=ug

T . s . 2 n
= |luo(t)||5dt < ¢é-||al|; < oo fiir B + o= 1, (67)
0

womit der lineare Teil der gesuchten Abschitzung gezeigt ist. Den Rest liefert das
Iterationsschema:

Istr:%,s:%>2, so gilt:
luparlls = fhio — Fluy)ls
- o - [ P,
< Buolly + 1 [ e PG,7u)ly
(Ungl.55) < ol + [ PO, Tu)l
(Ungl. 57) < luollz + co- /Ot<t—s>3<ii’nP(uNuj)np
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t
=" < fuols + - / (t = ) Hlus )2 | Ve
t
(Ungl 66) < [luoll2 + ¢ Ro- / (t — )t H ||
0

Wahlt man nun ein § mit 2 < § < s und wendet die Holdersche Ungleichung an, so
ergibt sich daraus

t
lasa®l < el + R [ sl ar. (68)

Den néchsten Schritt liefert Hardy’s Ungleichung, die folgendes besagt:
FiirF:fOtde und p > 1 gilt

TRy P [T
/O(Ft )dt<(p_1)/0 frdr,

so dafl man aus % > 1 erhalt:

T t
/ (cRE / s () dr 471
0 0 o |

-~

=F

% % T
) ) e

- (Sfﬁ)ﬁ- (éRs/OT Hujmuz)‘%
- (| Tuujw)rrimf

-~

IA

= C'Ro'[j (69)

Wir haben also die Ungleichung

IjJrl < CIO + CR()[j

. T s 1
fiie [ = (fy llu;(@)][7dt)>
Abschétzung liefert.

erhalten, die uns nun durch Grenziibergang die gesuchte

/0 lu@)lsdt < o / luo(t) 2t < o0 (70)
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Also ist eine Losung der Navier-Stokes-Gleichungen als Losung der Integralgleichung
auf dem Intervall [0,T] konstruiert worden, unter der Voraussetzung, dafl Ry hinrei-
chend klein ist. Hierbei war Ry folgendermaflen gewihlt:

w(t) = e “aft),
Ko = sup (092t
t<T
(Ungl. 55) < sup t3=9/2. ¢ t’%(%’%)HaHn
t<T
= ¢ lall
K! = sup t'?| Ve 4|,
t<T

(!
=
ae,
ot
=2
IN

sup t2 et lal|
t<T

= a-lafl

= Ry = max{K,, K}
< c- |l

Da unabhéngig von T gilt, dal Ry < c||a||,, implizieren also kleine Anfangswerte
bereits die globale Existenz einer Losung.

Andererseits geniigt Ry auch fiir beliebiges 7' > 0 und g > 0 (siehe [39], S. 12) der
Ungleichung

o T \?
Ry < |la—e ", + [lalx Tin)

Wiéhlt man hier zuerst ein geeignet kleines p und dann ein passendes 7', so liefert
diese Ungleichung auch fiir grofe Anfangswerte eine lokale Beschrankung von Ry
und damit die Existenz einer lokalen Losung. Zum Schlufl bleibt dann nur noch zu
zeigen, daf die sogenannte milde Losung der Integralgleichung bereits starke Losung
der Navier-Stokes-Gleichungen ist. H. Kozono und T. Ogawa zeigten in [24], S. 799,
dhnlich wie M. Wiegner in [39], S. 12, daf} fiir jede milde Losung u der Navier-Stokes-
Gleichungen gilt:
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mit ||Aull, < et *(log t)'"/" fiir geniigend grofes t
und u; + Au + P(uVu) = 0,

womit das betrachtete Existenz- und Eindeutigkeitstheorem vollendet wire.

An dieser Stelle sind die wesentlichen theoretischen Grundlagen zum Verhalten nu-
merisch gewonnener Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen geklart. Kehrt man
jetzt wieder zuriick zum eigentlichen Ausgangsproblem, den kiinstlichen Herzklap-
pen, so ist es also moglich, den Blutflufl durch eine kiinstliche Herzklappe mittels der
Navier-Stokes-Gleichungen mit geeigneten Randbedingungen so exakt wie moglich
zu beschreiben. Die Anwendung numerischer Losungverfahren liefert anschlieffend
eine eindeutige Darstellung von Geschwindigkeit und Druck an jedem Ort innerhalb
des berechneten Gebietes und zu jedem betrachteten Zeitpunkt.

Der néchste Schritt ist jetzt die Implementierung der Gleichungen, der passenden
Randbedingungen, einer geeigneten Geometrie des zu diskretisierenden Gebietes und
eines Finite-Elemente-Losers, der in der Lage ist, das notige Gleichungssystem auf-
zustellen und effektiv zu 16sen.
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8 Implementierung unter “Diffpack 3.0”

Das folgende Kapitel soll eine Moglichkeit zur Implementierung eines Finite-Elemente-
Losers (FE-Losers) fir die Navier-Stokes Gleichungen aufzeigen. Fiir den Aufbau ei-
nes geeigneten FE-Losers wurde “Diffpack 3.0” benutzt, eine flexible und vielféltige
Software, die speziell zur Losung partieller Differentialgleichungen mit der Methode
der finiten Elemente konstruiert wurde.

Diffpack 3.0 ist eine Sammlung von Bibliotheken, die alle notwendigen Bausteine
zur Losung komplexer Probleme und Aufgaben enthalten: Lineare und nichtlineare
Gleichungssysteme, numerische Losungsmethoden fiir diese Systeme, Gittererzeu-
ger, skalare Felder und Vektorfelder auf Gittern, verschiedene Elementtypen und
letztendlich einige Tools zur Visualisierung der Ergebnisse. Diffpack 3.0 ist in C++
geschrieben, was die Vor- und Nachteile der objektorientierten Programmierung mit
sich bringt. Die Details werden bei genauerer Betrachtung des Programm-Codes
deutlich.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, eine Losung der stationéiren, inkompressiblen,
2-dimensionalen Navier-Stokes Gleichungen auf der Geometrie einer mecha-
nischen Aortenklappe zu finden und zu visualisieren. Die zu losenden Gleichungen
sind also

1
(u-V)u = —gradp + ﬁAu auf dem ganzen Gebiet €,

diveu = 0 inganz 2 und
v = 0 aufdem Rand 0f2.

8.1 Geometrie

Das Gebiet an einer mechanischen, zweifliigeligen Herzklappe weifit mehrere Sym-
metrieebenen auf, wie z. B. aus Abbildung 12, S. 26, entnehmbar ist. Ebenso wie in
der Doktorarbeit von M. J. King, die im folgenden als Leitfaden zur Modellierung
dient, sollen also nur auf der oberen Hilfte der Klappe und des folgenden Aortenab-
schnittes Geschwindigkeit und Druck berechnet werden. Auf diesem Gebiet soll bei
unterschiedlichen Klappenstellungen bzw. variierenden Offnungswinkeln (75°, 80°,
85° und 90°) ein Finite-Elemente Gitter erzeugt werden. Die Penalty-Methode, die
sowohl hier als auch in der Arbeit von King verwendet wurde und im folgenden
noch néher erlautert wird, liefert beste Ergebnisse auf quadratischen oder rechtecki-
gen Elementen und unakzeptable Werte auf Triangulierungen. Viele gingige Gitter-
Erzeugungs-Tools sind damit fiir diese Zwecke nicht geeignet und man mufl z. B.
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Abbildung 15: Abstrahiertes, 2-dimensionales Gebiet zur Beschreibung einer
zweifliigeligen, mechanischen Herzklappe. Die weitere Modellierung beschrankt sich
auf die obere Halfte; GroBenangaben aus [23], S. 44ff.

auf die Diffpack-internen Methoden zuriick greifen. Das stark abstrahierte, zur Mo-
dellierung verwendete Gebiet ist in Abbildung 15 skizziert.

Zur Erzeugung eines geeigneten Gitters wurden zwei unterschiedliche Methoden ver-
wendet: Einerseits findet man unter den Diffpack-Beispielen eine Geometrie mit
dem bezeichnenden Namen “BOX_WITH_BELL”, die ein 2-dimensionales Rohr mit ei-
ner Ausbuchtung in Form einer Gauss-Kurve beinhaltet. Benutzt man hier die unter
Diffpack bereits implementierte Funktion “addBoIndsNodes”, zur Definition zusétz-
licher Randpunkte mit den dazugehorigen Randindikatoren, so kann man das in
Abbildung 15 gezeigte Gebiet recht einfach konstruieren. (siche Anhang B.6) Der
Nachteil dieser Methode besteht darin, dafl die Funktion “addBoIndsNodes” als Ein-
gabe mit Intervallen in z- und in y-Richtung arbeitet, so dal eine Schrigstellung
des Klappenfliigels innerhalb dieser Methode nicht moglich war.

Um komplexere Gitter zu generieren, kann man die in Diffpack bestehende Super-
Elemente-Methode benutzen, die das Gebiet in geometrisch einfache Teilgebiete
gliedert, diese jeweils mit einer addquaten Zerlegung versieht und schliefllich ein
komplettes Gitter zusammensetzt. (siche dazu [27], Kapitel “Super-Elements”) Diese
Methode hat einige sehr empfindliche Parameter, die man besonders beachten sollte,
wenn man den Ubergang zwischen den einzelnen Super-Elementen gestaltet:

Ubergibt man einem Super-Element die Randdaten des Nachbar-Elementes, so kann
man zu viele oder auch zu wenige Angaben machen, was direkt zur Divergenz des
iterativen Losers fithren kann. Leider sind die Gesetztméfigkeiten hier nicht offen-
sichtlich, so dafl auch die in dieser Arbeit gelieferten Gitter und daraus resultierenden
Werte nicht optimal sind. Aber die Methode der Super-Elemente birgt eine grofie
Ausbaufdahigkeit und Flexibilitédt in sich. Auf diese Weise sind z. B. auch verschie-
dene Offnungswinkel der Klappenfliigel realisierbar. Das Gitter mit Offnungswinkel
75° hat folgende Gestalt:

]

Abbildung 16: FE-Gitter bei Offnugswinkel 75° unter Verwendung der Super-
Elemente-Methode

Zu weiteren Details zur Gittergenerierung sieche Anhang B.4.

91



8.2 Penalty-Methode

Ein Hauptproblem bei der Lésung der Navier-Stokes Gleichungen ist die Berechnung
der Druckes p bzw. die Behandlung des Termes grad p dar. Eine zwar sehr empfind-
liche, aber zur Implementierung gut geeignete Methode ist die Penalty-Methode,
die die Kontinuitéitsgleichung approximiert durch:

divu = —X'.p fir N\ >0, \eR
& p o= —A-divu,

so dafl der Druckterm aus den zu 16senden Gleichungen eliminiert werden kann. Diese
auf den ersten Blick sehr einfach erscheinende Methode erfordert einige Vorsichts-
mafinahmen: Einerseits sollte fiir die A-Terme in den folgenden Galerkin-Schritten ei-
ne andere Integrationsregel verwendet werden, als fiir die A-freien Terme (siehe dazu
[26], S. 431, und Programmcode) und andererseits ist die Konditionszahl der Koeffi-
zientenmatrix im zu losenden linearen System proportional zu A. Wahlt man also ein
grofles \ zur guten Approximation der Gleichung divu = 0, so sinkt die Konvergenz-
geschwindigkeit der iterativen Loser stark. Da der Effekt der iiblichen Vorkonditio-
nierungsmethoden auch nur verschwindend gering ist, wird das lineare Gleichungssy-
stem in jedem nichtlinearen Newton-Raphson- oder Successive-Substitution-Schritt
durch direkte Methoden wie die Gauss-Elimination geldst. Durch diese Schwierigkei-
ten sind Simulations-Programme, die auf der Penalty-Methode basieren, auf Gebiete
bzw. Gitter mit wenigen Tausend Knotenpunkten beschrankt.

Setzt man also den approximierten A\-Term in die Gleichungen ein, so erhélt man:
1
(u-V)u = Agrad(divu) + R—Au und
e
divu = —X'.p.

Verwendet man nun statt der Reynolds-Zahl explizit die Dichte p und die Viskositét
4, so erhélt man fiir ein geeignet gewéhltes \:

plu-V)u — pAu — Agrad(divu) = 0

Die Methode der gewichteten Residuen bzw. hier die Galerkin-Methode (siehe Kapi-
tel 6) liefert nun durch Integration iiber das ganze Gebiet ) die zu implementierende
dikretisierte Gleichung. Wie schon zuvor seien die Basisfunktionen mit N; bezeich-
net, so dal die Approximation der Geschwindigkeit u die Gestalt

n
ﬂk = E U?N]
j=1
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erhélt, wobei die (uf) also die gesuchten Koeffizienten fiir j = 1,...,n und k = 1,2
(bei 2 raumlichen Dimensionen) sind. Mit den gleichen NV; als Wichtungsfunktionen,
unter Beriicksichtigung der Randbedingungen und mittels partieller Integration en-
steht das folgende Gleichungssystem:

(/p-Ni-ak-VNj + /M-VMVNJ- + /A-VNer>'(“?> =0
Q Q Q

firi,j=1,...,nund k =1, 2.

8.3 Losung des nichtlinearen Systemes

Im folgenden sollen die beiden verwendeten Methoden zur Lésung des oben beschrie-
benen nichtlinearen Systemes genauer erlautert werden. Beide werden getrennt von-
einander auf die A-Terme (siehe im Programmcode Funktion intergrandsNonReduced)
und die A-freien Terme (siehe Funktion integrandsReduced) angewendet.

8.3.1 Successive Substitutions

Eine Methode zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme wie das oben beschriebe-
ne ist die einfach Iterationsmethode der “Successive Substitutions”, auch bekannt
unter dem Namen “Picard Iterationen”. Anstelle des nichtlinearen Systemes der
Form

Aw)-v =1b
wird in jedem Iterationsschritt das System
A(F) P = b

fiir k = 0,1,2, ... gelost, bis der Fehler ||u*+! —u*|| geniigend klein ist. Ein geeigneter
Anfangsvektor ist meist v = 0. Falls dieses Methode nicht konvergiert, so hilft in
den meisten Féllen ein Ralaxationsparameter w € (0,1):

Wie schon bei anderen iterativen Verfahren beschrieben, wird zuerst eine neue Ap-
)

proximation v* aus A(v*) - v* = b berechnet. Den neuen Wert v**! gewinnt man

dann aus dem gewichteten Mittel von v* und v*:

VP = wt + (1 —w) k.
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8.3.2 Newton-Raphson-Methode

Zur Erlduterung der “Newton-Raphson-Methode” betrachten wir zunéchst nur ei-
ne nichtlineare Gleichung F'(v) = 0 mit nur einer Unbekannten v. Die zugrunde
liegende Idee ist, das Gleichungssystem F'(v) in Abhéngigkeit von einer leichter zu
berechnenden approximativen Losung v* anzunihern. Man 16st also ein lieneares
Gleichungssystem M (v;v*) ~ F(v) mit der Eigenschaft, da M (v;v*) = 0 einfach
zu losen ist. Die Form dieses linearen Gleichungssytemes erinnert an den linearen
Teil der Taylor-Entwicklung von F' im Punkt v = v*:

3

M(v;o") = F(v*) + o

(") (v — vY).
Ist die niichste iterativ gewonnene Losung v*! nun die Losung von M (v;vF) = 0,
so gilt also

k+1 k F(Uk)

v =" — .
Fr Gl

Dieses Schema kann nun recht einfach auf mehrdimensionale Probleme iibertragen
werden. Wieder approximiert man F(v) durch eine lineare Funktion M (v;v*) in

Abhéngigkeit von einer bestehenden Approximation v* zu v:

M(v;0") = F(o") + J(0*) - (v = oY),

wobei J = VF' die Jacobi-Matrix von F' bezeichnet. Zur Verbesserung der Kon-
vergenz kann wie bei den “Successive Substitutions” ein Relaxationsparameter w €
(0,1) eingefiigt werden.

8.4 Programmaufbau

Zur Losung des betrachteten Problemes wurde ein unter Diffpack bereits vorhande-
ner FE-Loser der Navier-Stokes Gleichungen auf das betrachtete Problem angepaft.
Da nicht alle darin verwendeten Klassen fiir den Benutzer offensichtlich und frei
zuginglich sind, war es in der vorhandenen Zeit nicht moglich, die in diesem Fall
iiberfliissige Zeitschleife zu eliminieren.

Das Simulationsprogramm NsPenalty.cpp bzw. der Programmcode hat folgenden
Aufbau:

— define

Definition der Items des GUI-Meniis
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— scan
Einlesung der Parameter aus dem GUI-Menii: Gitter, Randindikatoren, Vis-
kositét, Dichte, Penalty-Parameter usw. = Initialisierung der Variablen
— fillEssBC
Randindikatoren:
bo-ind 1: inlet-Geschwindigkeitsfeld
bo-ind 2: u=0
bo-ind 3: v=0
bo-ind 4: w=0

= Zuordnung der Randwerte zu den entsprechenden Randpunkten

— solveProblem

Aufruf des eigentlichen Losers mit innerer Zeitschleife

— setlC
Anfangsbedingungen werden auf 0 gesetzt.

— timeLoop
Zeitschleife: In jedem néchsten Zeitschritt wird Funktion solveAtThisTimeStep
aufgerufen!

— inletVelocity
Randbedingung bei x=0: parabolisches Inlet-Geschwindigkeits-Profil

— 1integrands

Berechnung des Druckes p mittels der Penalty-Methode
— solveAtThisTimeStep

Aufruf der Funktion makeAndSolveLinearSystem mit passenden Rand-
bedingungen zum gegenwéartigen Zeitpunkt

— makeAndSolvelLinearSystem
Initialisierung und Losung des eigentlichen globalen Gleichungssyste-
mes
— calcElmMatVec
Berechnung und Zusammensetztung der Element-Matrizen und -Vektoren
— 1integrands
Berechnung der einzelnen Eintrédge fiir alle Elemente mit jeweiliger
Integrationsregel
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— integrandsNonReduced
Berechnung der A-freien Terme, Implementierung von Newton
Raphson und Successive Substitution

— intergrandsReduced
Berechnung der A-Terme mit Newton Raphson oder Successive
Substitution

Details konnen dem Programmcode dem Anhang B entnommen werden. Zu weiteren
Informationen zu den unter Diffpack benutzten C++-Klassen siche [26], S. 431ff.
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8.5 Ergebnisse

Die Losungen fiir Druck p bzw. Geschwindigkeit v bei unterschiedlichen Offnungs-
winkeln der Klappenfliigel werden als Farb-Plot bzw. als Vektor-Plot ausgegeben.
Die folgenden Abbildungen sind mit dem in Diffpack zu findenden Visualisierungs-
Too “Plotmtv” entstanden. Siche dazu [26], S. 232ff. Es wird stets Blutflu von links
nach rechts betrachtet.

]
Abbildung 17: Druck p auf BOX_WTH_BELL-Geometrie bei Offnungswinkel 90°

(I

Abbildung 18: Geschwindigkeit v auf BOX_WTH_BELL-Geometrie bei Offnungswinkel
90°

(I

Abbildung 19: Druck p auf Superelemente-Geometrie bei Offnungswinkel 90°

(I

Abbildung 20: Geschwindigkeit v auf Superelemente-Geometrie bei Offnungswinkel
90°

(I

Abbildung 21: Druck p auf Superelemente-Geometrie bei Offnungswinkel 85°

]

Abbildung 22: Geschwindigkeit v auf Superelemente-Geometrie bei Offnungswinkel
85°
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]

Abbildung 23: Druck p auf Superelemente-Geometrie bei Offnungswinkel 80°

(I

Abbildung 24: Geschwindigkeit v auf Superelemente-Geometrie bei Offnungswinkel
80°

.

Abbildung 25: Druck p auf Superelemente-Geometrie bei Offnungswinkel 75°

(I

Abbildung 26: Geschwindigkeit v auf Superelemente-Geometrie bei Offnungswinkel
75°

Betrachtet man die visualisierten Losungen des FE-Lésers fiir p und v, so kann man
deutlich die Wirbelbildungen in der Sinus-Ausbuchtung und in der Ndhe der Klap-
penfliigel erkennen. Verfolgt man nun die Entwicklung der Druck- und Geschwin-
digkeits-Ergebnisse bei abnehmendem Offnungswinkel von 90° bis 75°, dann wird
deutlich, daf sich aufler im Sinus noch Wirbelbildungen am unteren, linken Rand
des Klappenfliigels finden lassen, durch die eine Region mit leichtem Unterdruck
entsteht. Dieser trigt im Realfall maigebend zur Bewegung des Klappenfliigels bei,
indem der “Sog” am linken Ende und der Druck durch den Sinus-Wirbel am rechten
Ende des Klappenfliigels diesen zuriick schwingen lassen. Bei einem Offnungswin-
kel von 90° ist diese Wirbelbildung direkt an dem Klappenfliigel nicht zu sehen,
wéahrend sie bei 75° stark ausgeprégt ist.

Im Vergleich mit den Ergebnissen von Mary J. King stellt man fest, dafl auch dieses
stark vereinfachte Modell schon erahnen 1at, was King mit einem 3-dimensionalen,
zeitabhéngigen Modell gezeigt hat: Das ideale Verhéltnis zwischen den unterschied-
lichen Kréften, die auf die Klappenfliigel einwirken, ist bei einem Offnungswinkel
von ca. 85° erreicht, was der Konstruktion einer St. Jude-Herzklappenprothese ent-
spricht. Ein maximaler Offnungswinkel von mehr als 85° kann das reibungslose
SchlieBen der Klappe gefihrden, wihrend ein maximaler Offnungswinkel von we-
niger als 85° zu starke Turbulenzen verursacht, die sowohl dem Klappenmaterial als
auch dem umliegenden Gewebe schaden, wie schon in Kapitel 2.2 beschrieben.
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Zusammenfassung

Der Uberblick iiber die biologischen, physikalischen und mathematischen Gegeben-
heiten zeigt, wie viele Moglichkeiten und ungeklarte Fragen man auf dem Gebiet der
numerischen Simulationen noch antreffen kann. Modelliert man den Fluf} einer vis-
kosen Fliissigkeit wie den des menschlichen Blutes, so stof3t man unweigerlich auf die
Navier-Stokes Gleichungen, die mathematisch einige Schwierigkeiten beinhalten. Da
es nicht moglich ist, eine analytische Losung zu berechnen, ist man auf numerische
Verfahren wie die Finite-Elemente-Methode zusammen mit dem Galerkin-Verfahren
angewiesen. Das Hauptproblem der Navier-Stokes Gleichungen ist also ein Beweis
der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung in mindestens drei Dimensionen, um
den reell betrachteten Problemstellungen gerecht zu werden.

An die Klarung der mathematischen Hintergriinde kann sich dann die Implemen-
tierung eines geeigneten Finite-Elemente-Losers anschliefen, wie es zum Beispiel
mittels der C+-+-Bibliothek “Diffpack 3.0” moglich ist. In dieser Arbeit ist es aus
Zeitgriinden nicht vollstdndig gelungen, den vorhandenen Loéser zu optimieren, d.
h. es treten je nach Wahl der moglichen Parameter Konvergenzprobleme bei den
iterativen Losern des nichtlinearen globalen Gleichungssystemes, welches aus der
Methode der Finite-Elemente resultiert, auf. Ein entscheidender Parameter hier-
bei ist die Reynoldszahl, die den Effekt von Viskositéit auf das Flufiverhalten be-
schreibt. Zur Behebung dieses Problemes konnte man fiir die Reynoldszahl einen
“Continuation”-Parameter (siehe [26], S. 351) in die Gleichungen einfiigen. Das be-
deutet, man berechnet zunéchst eine Losung beziiglich einer sehr kleinen, physiolo-
gisch nicht angemessenen Reynoldszahl, um dieses Losung als Startvektor fiir den
nichtlinearen Loser in einer weiteren iterativen Schleife zu benutzen. Im Laufe der
Iterationsschritte wird die Reynoldszahl dann durch den “Continuation”-Parameter
auf die gewiinschte Gréfle angehoben.

Trotz der beschriebenen Schwierigkeiten und starken Vereinfachungen, 18t sich der
Blutflu durch eine zweifliigelige, mechanische Herzklappe mit dem angegebenen
Simulationsprogramm berechnen und skizzieren. Die Simulation des Fluiverhaltens
bzw. die Betrachtung von Geschwindigkeit und Druck ermoglicht einen detaillier-
ten Einblick in die Strémungsverhéltnisse, der Aufschlufl iiber Schwachstellen in der
Konstruktion einer solchen Klappenprothese geben kann. Schon kleine Anderungen
der Mafle von Klappenring, Klappenfliigel und besonders des maximalen Offnungs-
winkels fithren zu einem anderen Flufbild, welches andere Auswirkungen haben
kann. Dazu zéhlen Nebeneffekte wie z. B. Wucherungen der Aortenwand durch
zu starken Aufprall des Blutstromes oder Erosionerscheinungen an den Klappen-
fliigeln durch zu hohe Druckunterschiede. Mit der Hilfe eines Simulationsprogram-
mes konnen einzelne Parameter verandert und die Folgen direkt beobachtet werden.
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Ein maximaler Offnungswinkel von ca. 85° scheint im betrachteten Fall optimal zu
sein.

Zur genauen Lokalisierung von Wirbeln und Turbulenzen ist allerdings ein 3-dimen-
sionales, zeitabhingiges Modell notig, das besser auf die sich &ndernden Randbe-
dingungen des Herzzyklus eingehen kann. Ergebnisse eines solchen Simulations-
Programmes sind z. B. in der Arbeit von Mary J. King (s. [23]) zu finden. Der néchste
Schritt ist nun ein Modell, welches den BlutfluB und die Bewegung der Klappenfliigel
als gekoppelte Probleme betrachtet, so dafl man von tatséchlicher Interaktion zwi-
schen Fluid, starrem Prothesen-Material und elastischer Aulenwand sprechen kann.
Doch selbst dann ist dieses Thema in naher Zukunft nicht ausgeschopft, da die exak-
te Modellierung des Herzzyklus und des umliegenden Gewebes noch in weiter Ferne
liegen.
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A Medizinische Fachbegriffe

Anaemie sog. Blutarmut; Verminderung des Anteils der roten Blutkoérperchen im
Vollblut unter den Normalwert

Aorta die von der linken Herzhilfte abgehende Hauptschlagader als Stammgefafl
des Korperkreislaufes, des sogenannten ,,groflen® Blutkreislaufes; mit elastisch
(durch entsprechenden Wandaufbau) bedingter Windkesselfunktion

Atrium Herzvorhof

Bikuspidalitéit die - seltene - Fehlbildung der Aorten- oder Pulmonalklappe als
nur aus 2 Klappenfliigeln bestehende Gebilde

distal anatomische Richtungsweisung; weiter entfernt von der Kérpermitte, Herz-
mitte o.4.; Gegensatz: proximal

Embolie plotzlicher VerschluB eines Blutgefafies (meist Arterie) durch von der
Blutbahn verschlepptes Gewebe, Fremdkorper oder Luft

Endokard die alle Hohlrdume (einschliefllich der Herzklappen) auskleidende glatte
Innenhaut des Herzens, schichtweise aufgebaut - von innen zum Herzmuskel
hin - aus Endothel, feinfaserigem kollagenem Bindegewebe, elastischen Fasern
und einzelnen glatten Muskelzellen

Endokarditis Entziindung der Herzinnenhaut; meist als Entziindung der Herz-
klappen, genauer am SchlieBungsrand einer Klappe, aber auch im Bereich der
Vorhof- und Kammerwinde, Sehnenfaden und Papillarmuskeln

Epikard das mit der dufleren Oberfliche des Herzmuskels verwachsene . innere
Blatt® des Herzbeutels als duflerste Schicht der Herzwand; erstreckt sich auch
iiber die herznahen Teile der groflen Gefifle

Haemolyse die Auflosung (Zerstorung) der roten Blutkorperchen, z.B. in Folge
einer zu hohen mechanischen Beanspruchung an Herzklappenprothesen

Herzinsuffiziens akutes oder chronisches Unvermogen des Herzens, bei Belastung
(=Belastungsinsuffiziens) oder schon in Ruhe (=Ruheinsuffiziens) den fiir den
Stoffwechsel erforderlichen Blutauswurf aufzubringen

Herzminutenvolumen HMV, das vom Herzen pro Minute ausgeworfene Blutvo-
lumen

Hypertrophie Groéflenzunahme eines Gewebes oder Organs nur durch Zellvergrofle-
rung bzw. -wucherung bei normal bleibender Zellzahl
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intrakardial in einer oder in eine Herzhohle

Myocard der Herzmuskel; die mittlere, zwischen Endo- und Epikard gelegene Her-
zwandschicht

Perikard Herzbeutel: Schutz- und Gleithiille des Herzens

Rheumatisches Fieber spezifische Entziindungsreaktion auf Toxine der Strepto-
kokken

serds das Blutserum betreffend; hier: serumhaltig, z.B. serése Hohlen, wie die Bauchhohle

Sinus latein.: Bucht, Tasche; taschenartige Korperhohle oder Organausbuchtung;
z.B. Sinus aortae die nahezu intrakardiale Ausweitung zwischen jedem der drei
Aortenklappenfliigeln und der Aortenwand

Stenose angeborene oder erworbene dauerhafte Einengung eines Kanals, z.B. Herz-
klappenstenose

Stenosegeriusch Herzgerdusche (evt. mit tastbarem Schwirren) bei Herzklappen-
stenosen

Thorax Brustkorb

Thromboembolie Embolie durch Verschleppung von Gerinselteilen, z.B. bei Her-
klappenerkrankungen

Thrombose die intravitale ,, Blutpfropfbildung“ im Kreilaufsystem durch Aggrega-
tion von Thrombozyten

Thrombozyten Blutplattchen; vom Knochenmark abstammende, kernlose Blut-
elemente

Truncus pulmonalis von der rechten Herzhilfte abgehendes Stammgefifl des Lun-
genkreislaufes, des sogenannten , kleinen“ Blutkreislaufes

Ventrikel Herzkammer
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B Programm-Code und Input-Files

B.1 NsPenaltyl.h

#ifndef NsPenaltyl_h_IS_INCLUDED
#define NsPenaltyl_h_IS_INCLUDED

#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include

<FEM.h>
<DegFreeFE.h>
<LinEqAdmFE.h>
<TimePrm.h>

<NonLinEqgSolver.h>
<NonLinEgSolver_prm.h> // parameters for nonlinear solvers
<NonLinEgSolverUDC.h> // user’s definition of nonlinear PDEs

<SimCase.h>
<SaveSimRes.h>

// finite element toolbox

// field dof <-> linear system dof
// linear solver toolbox

// time discretization parameters
// nonlinear solver interface

// user’s definition of menu items
// used in storing and plotting of
// results

class NsPenaltyl: public FEM, public NonLinEqSolverUDC

{
public:

Handle (GridFE)
Handle (DegFreeFE)
Handle(FieldsFE)
Handle(FieldsFE)
Handle (FieldFE)
Handle (TimePrm)

int inlet_profile;
real theta;

real mu;

real density;

real inlet_velocity;
real lambda;

Vec(real)

Vec(real)

grid; // Finite-Elemente-Gitter
dof; // Zeiger: matrix dof <-> u dof
u; // Geschwindigkeitsfeld

u_prev; // u auf vorherigem Zeitlevel

p;

// Druckfeld

tip; // Parameter zur zeitlichen

//
//
//
//
//
//

// Diskretisierung

FluBprofil bei x=0

"theta"-Regel zur Zeit-Diskretisierung
Viskositéat

Dichte

Flufigeschwindigkeit bei x=0

Parameter fiir Penalty-Methode

nonlin_solution; // Lésung des nichtlinearen

// Systemes
linear_solution; // Losung des linearen
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// Unter-Systemes

Handle (NonLinEqSolver_prm) nlsolver_prm; // Parameter fiir nlsolver
Handle (NonLinEqgSolver) nlsolver; // nichtlineare Ldéser
Handle (LinEqAdmFE) lineq; // lineare Loser
Handle(SaveSimRes) database; // berechnete Daten

// Zur Vermeidung von wiederholter Einlesung in die

// Funktion integrands:

Ptv(real) u_pt; // u am aktuellen Integrationspunkt
Ptv(real) up_pt; // u_prev am aktuellen

// Integrationspunkt

VecSimple(Ptv(real)) gradu_pt; // grad u am aktuellen

// Integrationspkt.

VecSimple(Ptv(real)) gradup_pt; // grad u_prev am aktuellen

// Integrationspkt.

NsPenaltyl () {};
“NsPenaltyl () {3};

virtual
virtual
virtual

virtual
virtual
virtual
virtual
virtual

protected:

virtual
virtual
virtual
virtual
virtual

void
void
void

void
void
void
void
void

void
void
void
void
void

define (MenuSystem& menu, int level = MAIN);
scan OR
adm (MenuSystem& menu) ;

solveProblem ();
resultReport ();
saveResults ();
calcDerivedQuantities ();
fillEssBC O);

inletVelocity (Ptv(real)& v, const Ptv(real)& x);
setIC ();

timeLoop Q) ;

solveAtThisTimeStep () ;

makeAndSolveLinearSystem ();

enum Integrand_type { LAMBDA_TERMS, ORDINARY_TERMS };
Integrand_type integrands_tp;

virtual void calcElmMatVec
(int elm_no, ElmMatVec& elmat, FiniteElement& fe);
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virtual void integrands

(ElmMatVec& elmat, const FiniteElement& fe);
virtual void integrandsReduced

(ElmMatVec& elmat, const FiniteElement& fe);
virtual void integrandsNonReduced

(ElmMatVec& elmat, const FiniteElement& fe);
friend class Pressurelntg;

};

class Pressurelntg: public IntegrandCalc
{

NsPenaltyl* data; // Zugang zu Input-Daten und Ergebnissen
public:

PressureIntg (NsPenaltylx data_ ) { data = data_; }

virtual void integrands(ElmMatVec& elmat,const FiniteElement& fe);
I
#endif

B.2 NsPenalty.cpp

#include <NsPenaltyl.h>
#include <ElmMatVec.h>

#include <FiniteElement.h>
#include <readOrMakeGrid.h>
#include <DegFreeFE.h>

#include <VecSimple_Ptv_real.h>
#include <MatDiag_real.h>
#include <Puttonen.h>

void NsPenaltyl:: define (MenuSystem& menu, int level)
{
menu.addItem (level, "casename", " ", "testl");
menu.addItem (level, "gridfile",
"filename", "gitter/testl.grid");
menu.addItem (level, "redefine boundary indicators",
"GridFE: :redefineBoInds syntax",
"nb=2 names D1 d2 1=(1 3) 2=(2 4)");
menu.addItem (level, "add boundary nodes",
"GridFE: :addBoIndNodes syntax",
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"n=1 b1=[0,0]x[0,0]");
menu.addItem (level, "time integration parameters",

"TimePrm: :scan syntax", "dt=1");
menu.addItem (level, "inlet profile", " ", "1");
menu.addItem (level, "characteristic inlet velocity",

"used in inlet profile expressions", "25.0e-2");
menu.addItem (level, "viscosity", "mu", "4.0e-3");
menu.addItem (level, "density", "rho", "1000");
menu.addItem (level, "penalty parameter", "lambda", "10000");

menu.addItem (level, "bandwidth reduction", "for GaussElim", "ON");
LinEqAdmFE ::defineStatic (menu, level+l);
NonLinEqSolver_prm: :defineStatic (menu, level+1);
SaveSimRes ::defineStatic (menu, level+l);
FEM ::defineStatic (menu, level+1);

void NsPenaltyl:: scan ()

{

MenuSystem& menu = *SimCase::menu_system;
String gridfile = menu.get ("gridfile");
grid.rebind (new GridFE ());
readOrMakeGrid (*grid, gridfile);

// Gittergenerierung

String redef = menu.get ("redefine boundary indicators");
if (!redef.contains ("NONE"))
grid->redefineBoInds (redef);
// neue Randwertdefinierung

String add = menu.get ("add boundary nodes");
if ('add.contains ("NONE"))
grid->addBoIndNodes (add);
// zusdtzliche Randpunkte

tip.rebind (new TimePrm());

tip—>scan (menu.get ("time integration parameters"));
mu = menu.get ("viscosity").getReal();

lambda = menu.get ("penalty parameter").getReal();
density = menu.get ("density").getReal();
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const nsd = grid->getNoSpaceDim() ;

database.rebind(new SaveSimRes);

database->scan (menu, nsd);

inlet_profile = menu.get ("inlet profile").getInt();

inlet_velocity = menu.get ("characteristic inlet
velocity").getReal();

bool bandwidth_reduction = menu.get ("bandwidth

reduction") .getBool();

if (bandwidth_reduction) {
S_o << "\nReducing the bandwidth by
using class Puttonen.\n";
Puttonen bwr; bwr.renumberNodes (*grid);

by

lineq.rebind(new LinEgAdmFE) ;
lineq->scan (menu);

// Initialisierung der Variablen
p.rebind (new FieldFE (*grid,"p"));
u.rebind (new FieldsFE (*grid,"v"));
u_prev.rebind (new FieldsFE (*grid, "v_prev"));
dof.rebind (new DegFreeFE (xgrid, nsd));
const int lineq_vec_length = u->getNoValues();
nonlin_solution.redim (lineq_vec_length);
linear_solution.redim (lineq_vec_length);
lineq->attach (linear_solution);
nlsolver_prm.rebind (NonLinEqSolver_prm::construct());
nlsolver_prm->scan(menu) ;
nlsolver.rebind (nlsolver_prm->create());
nlsolver->attachUserCode (*this);
nlsolver—->attachNonLinSol (nonlin_solution);
nlsolver->attachLinSol (linear_solution);

u_pt. redim (nsd); up_pt. redim (nsd);
gradu_pt.redim (nsd); gradup_pt.redim (nsd);

void NsPenaltyl:: adm (MenuSystem& menu)
{
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SimCase: :attach(menu) ;
define (menu); menu.prompt (); scan ();

3

void NsPenaltyl:: fillEssBC ()
{
/*  Randindikatoren:
bo-ind 1: inlet-Geschwindigkeitsfeld
bo-ind 2: outlet-Geschwindigkeitsfeld mit
Normalenableitungen = 0
bo-ind 3: u=0
bo-ind 4: v=0
bo-ind 5: w=0

dof->initEssBC (O);

const int nno = grid->getNoNodes();
const int nsd = grid->getNoSpaceDim();
Ptv(real) v (unsd);

Ptv(real) x (nsd);

int i, k;

for (i = 1; i <= nno; i++) {
if (grid->boNode (i,1)) {
// Aufruf des inlet-Profiles
grid->getCoor (x,i);
inletVelocity (v, x);
for (k=1; k <= nsd; k++)
// k-te Komponente des i-ten
// Knotenpunktes bekommt Wert v(k):
dof->fillEssBC (i,k, v(k));
+
for (k=1; k <= nsd; k++) {
if (grid->boNode (i, 2+k))
dof->fillEssBC (i,k, 0.0);

void NsPenaltyl:: solveProblem ()
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{
s_o->setRealFormat ("%13.6e");
timeLoop Q) ;

}

void NsPenaltyl:: setIC ()
{
const int nno = grid->getNoNodes();
const int nsd = grid->getNoSpaceDim();
int 1i,k;
for (i=1; i <= nno; i++){
for (k=1; k <= nsd; k++) {
u_prev() (k) .values() (i) = 0.0;
u() (k) .values() (i) = 0.0;
}

void NsPenaltyl:: timeLoop ()
{
tip->initTimeLoop();
setIC O;
while (!'tip->finished())
{

tip->increaseTime();

solveAtThisTimeStep ();
calcDerivedQuantities ();
saveResults ();

XU_prev = *u;

void NsPenaltyl:: inletVelocity (Ptv(real)& v, const Ptv(real)& x)
{
if (inlet_profile == 1)
{
// parabolisches Inlet-Profil in
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// x=0 mit Max. bei y=0 und Min. bei y=0.02
v = 0.0;
v(1) = inlet_velocity * (1 - sqr(x(2)/0.02));
}
else
errorFP ("NsPenaltyl::inletVelocity",
"inlet_velocity=Yd not impl.",
inlet_velocity);

void NsPenaltyl:: saveResults ()

{
database->dump (*p, tip.getPtr());
database->dump (*u, tip.getPtr());

}
void NsPenaltyl:: resultReport ()
{
// leere Funktion
}

void Pressurelntg:: integrands
(ElmMatVec& elmat, const FiniteElement& fe)
{
const int nsd = fe.getNoSpaceDim() ;
real div_v=0;
for (int k = 1; k <= nsd; k++) {
data->u() (k) .derivativeFEM (data->gradu_pt(k), fe);
div_v += data->gradu_pt (k) (k);
}

const real pressure = - data->lambda*div_v;

const int nbf = fe.getNoBasisFunc();

const real detJxW = fe.detJxW();

for (int i = 1; i <= nbf; i++)
elmat.b(i) += pressurexfe.N(i)*detJxW;

void NsPenaltyl:: calcDerivedQuantities ()

{
Pressurelntg penalty_integrand (this);
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3

FEM: :smoothField (*p, penalty_integrand) ;

void NsPenaltyl::solveAtThisTimeStep ()

{

fillEssBC ();

// initialisiert die nichtlineare Losung mit der Lésung des
// vorherigen Zeitschrittes:

dof->field2vec (*u_prev, nonlin_solution);

// Aktualisierung der Randbedingungen:

dof->insertEssBC (nonlin_solution);

#ifdef DP_DEBUG
nonlin_solution.print(s_o,"nonlin_solution before

nonlinear iteration");

#endif

if (!nlsolver->solve ())
errorFP("NsPenaltyl: :SolveAtThisTimeStep",
"The nlsolver.solve call: divergence of solver \"%s\"",
nlsolver_prm->method.c_str());
// In jedem Iterationsschritt der Schleife nlsolver->solve,
// wird makeAndSolveLinearSystem aufgerufen!

dof->vec2field (nonlin_solution, *u);
// weist Losung u zu

#ifdef DP_DEBUG

for (int k = 1; k <= grid->getNoSpaceDim (); k++)
u() (k) .values() .print(s_o,oform("u(%d) after
nonlinear it.",k));

#endif

3

void NsPenaltyl:: makeAndSolveLinearSystem ()

{

dof->vec2field (nonlin_solution, *u);
if (nlsolver->getCurrentState() .method
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== NEWTON_RAPHSON)
dof->fil1EssBC2zero();
else
dof->unfillEssBC2zero();

makeSystem (*dof, *1lineq);
lineq->solve();
#ifdef DP_DEBUG
linear_solution.print(s_o,"linear_solution");
#endif
+

void NsPenaltyl:: calcElmMatVec
(int e, ElmMatVec& elmat, FiniteElement& fe)
{
// itg_rules is inherited from base class FEM
itg_rules.setRelativeOrder (0);
fe.refill (e, itg_rules);
integrands_tp = ORDINARY_TERMS;
numItgOverElm (elmat, fe);
// Integration der lambda-freien Terme

itg_rules.setRelativeOrder (-1);
fe.refill (e, itg_rules);
integrands_tp = LAMBDA_TERMS;
numItgOverElm (elmat, fe);
// "reduzierte" Integration der lambda-Terme

void NsPenaltyl:: integrands
(ElmMatVec& elmat, const FiniteElement& fe)
{
if (integrands_tp == LAMBDA_TERMS)
integrandsReduced (elmat, fe);
else if (integrands_tp == ORDINARY_TERMS)
integrandsNonReduced (elmat, fe);

void NsPenaltyl::integrandsNonReduced
(ElmMatVec& elmat, const FiniteElement& fe)
{
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int i,j; // Indizes der Basisfunktionen N(i)
int k,r,s; // 1,..,nsd Indizes fir
// radumliche Dimensionen
int ig,jg; // Zuordnungsindex fiir Elementmatrizen
// und -vektoren,
// basierend auf i,j,r,s
int e, jx;
real nabla2,h1,h2,h3,h4;

const int nsd = fe.getNoSpaceDim() ;
const int nbf = fe.getNoBasisFunc();
const real detJxW = fe.detJxW();

for (k = 1; k <= nsd; k++) {
gradu_pt (k) .redim (nsd); gradup_pt(k).redim (nsd);
u_pt(k) = u() (k) .valueFEM (fe);
u() (k) .derivativeFEM (gradu_pt(k), fe);

real dirchl,con,dij,cij,sum;

e = fe.getElmNo(Q);
if (nlsolver->getCurrentState() .method
== NEWTON_RAPHSON)
{
for (i = 1; i <= nbf; i++) {
for (j = 1; j <= nbf; j++) {
jx = grid->loc2glob(e, j);

nabla2 = 0;
for (k = 1; k <= nsd; k++)
nabla2 += fe.dN(i,k)*fe.dN(j,k);

dirchl = mu*nabla2;

sum = O;

for (k = 1; k <= nsd; k++)
sum += fe.dN(j,k)*u_pt(k);

con = density*fe.N(i)*sum;

dij = dirchl + con;
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cij = density*fe.N(i)*fe.N(j);

for (r = 1; r <= nsd; r++)
for (s = 1; s <= nsd; s++) {
ig = nsd*(i-1)+r;
nsd*(j-1)+s;

.
o
I

h1l = cij*gradup_pt(r) (s);
elmat.A(ig, jg) += hlxdetJxW;

if (r == s) {
h2 = dij;
elmat.A(ig,jg) += h2xdetJxW;

real sli = uQ) (r).values() (jx);
h3 = dij*sli;
elmat.b(ig) += -h3*detJxW;

else if (nlsolver->getCurrentState() .method
== SUCCESSIVE_SUBST)
{
for (i = 1; i <= nbf; i++) {
for (j = 1; j <= nbf; j++) {
jx = grid->loc2glob(e, j);

nabla?2 0;
for (k 1; k <= nsd; k++)
nabla2 += fe.dN(i,k)*fe.dN(j,k);

dirchl = mu*nabla?2;

sum = O;

for (k = 1; k <= nsd; k++)
sum += fe.dN(j,k)*u_pt(k);

con = density*fe.N(i)*sum;
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dirchl + con;
density*fe.N(i)*fe.N(j);

dij
cij

for (r = 1; r <= nsd; r++)
for (s = 1; s <= nsd; s++) {
ig = nsd*(i-1)+r;
jg = nsd*(j-1)+s;

if (r == s) {

hi = dij;
elmat.A(ig,jg) += hlxdetJxW;
h2 = 0;
elmat.b(ig) += 0;
}
}
}
}
}
else

fatalerrorFP("NSPenaltyl: :integrands",
"current nonlinear method=%d, illegal value",
nlsolver->getCurrentState() .method) ;

void NsPenaltyl:: integrandsReduced
(ElmMatVec& elmat, const FiniteElement& fe)

{

int 1,j; // Indizes der Basisfunktionen N(i)

int k,r,s; // 1,..,nsd Indizes fir
// raumliche Dimensionen

int ig,jg; // Zuordnungsindex fiir Elementmatrizen
// und -vektoren,
// basierend auf i,j,r,s

real hl,h2;

const int nsd = fe.getNoSpaceDim();
const int nbf = fe.getNoBasisFunc();
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const real detJxW = fe.detJxW();

for (k = 1; k <= nsd; k++) {
gradu_pt (k) .redim (nsd); gradup_pt(k).redim (nsd);
u_pt(k) = u(Q (k) .valueFEM (fe);
u() (k) .derivativeFEM (gradu_pt(k), fe);

¥

real sum, div;

if (nlsolver->getCurrentState() .method
== NEWTON_RAPHSON)
{
for (i = 1; i <= nbf; i++)
for (j = 1; j <= nbf; j++)
for (r = 1; r <= nsd; r++)

for (s = 1; s <= nsd; s++) {
ig = nsd*(i-1)+r;
jg = nsd*(j-1)+s;

hi lambdaxfe.dN(i,r)*fe.dN(j,s);
elmat.A(ig,jg) += hlxdetJxW;

}
sum = O;
for (k = 1; k <= nsd; k++)
sum += gradu_pt (k) (k) ;

div = lambda*sum;

for (i = 1; i <= nbf; i++)
for (r = 1; r <= nsd; r++) {
ig = nsd*(i-1)+r;
h2 = divxfe.dN(i,r);
elmat.b(ig) += - h2*detJxW;
}

else if (nlsolver->getCurrentState() .method
== SUCCESSIVE_SUBST)

{
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for (i = 1; i <= nbf; i++)
for (j = 1; j <= nbf; j++)
for (r = 1; r <= nsd; r++)
for (s = 1; s <= nsd; s++) {
ig = nsd*(i-1)+r;
jg = nsd*x(j-1)+s;

hl = lambdaxfe.dN(i,r)*fe.dN(j,s);
elmat.A(ig, jg) += hlxdetJxW;

h2 =0;

elmat.b(ig) += 0;

else
fatalerrorFP("NSPenaltyl: :integrands",
"current nonlinear method=%d, illegal value",
nlsolver->getCurrentState() .method);

B.3 main.cpp

#include <NsPenaltyl.h>
main (int argc, const charx argv[])
{
initDIFFPACK (argc, argv);
global_menu.init ("Navier-Stokes", "NsPenaltyl");
NsPenaltyl simulator;
global_menu.multipleLoop (simulator);

B.4 Generierung der Super-Elemente-Gitter

Zu Generierung eines Super-Elemente-Gitters benttigt man ein . geom-File zu Fest-
legung der Koordinaten jedes einzelnen Super-Elementes und ein .part-File zur
Eingabe von Elementtyp, Feinheit der Unterteilung (divisions) und eventuellem
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Dehnungsfaktor (grading). Als Beispiel werden im folgenden die entsprechenden
Files fiir den Fall mit 75° Offnungswinkel vorgestellt.

Die Eingaben in supels75.geom haben die folgende Gestalt:

>no_of_dimensions=2; >subdomains=1; >no_of_supels=22;
>no_of_ind=5; >name links rechts oben unten klappe;

Element 1

>SupEl; >subdomain_no=1; >elementtype = E1mB8n2D;

>boundary = [1(3)]1[3(2)];

>nodes = [1(0 0.0102)]+[2(0.006 0.0102)]+[3(0 0.02)]
+[4(0.006 0.0165)]1+[6(0.0035 0.018)];

>sides = ;

IElement 2

>3upEl; >subdomain_no=1; >elementtype = E1mB8n2D;

>boundary = [1(3)];

>nodes = [1(0 0.00281)]+[2(0.006 0.00281)]1+[3(0 0.0102)]
+[4(0.006 0.0102)];

>sides = [2(1 4)];

lElement 3

>SupEl; >subdomain_no=1; >elementtype = E1mB8n2D;
>boundary = [56(1)]1[1(3)];

>nodes = [1(0 0.00194)]1+[2(0.006 0.00194)]1+[3(0 0.00281)1]

+[4(0.006 0.00281)1;
>sides = [2(2 4)];

usw. bis zu Super-Element Nr. 22. Das zugehorige supels75.part-File beginnt wie
folgt:

>nsd=2; >no_of_supels=22;
IElement 1

>3upEl; >nsd=2;
>elementtype = ElmB4n2D; >divisions = [10,10]; >grading = [1,1];
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IElement 2

>SupEl; >nsd=2;

>elementtype = ElmB4n2D; >divisions = [10,8]; >grading = [1,1];
IElement 3

>3upEl; >nsd=2;

>elementtype = ElmB4n2D; >divisions = [10,2]; >grading = [1,1];

Der Befehl

makegrid +iscl -c supels75 -m PreproSupElSet
-g FILE=supels75.geom -p FILE=supels75.part -d

konstruiert dann das gesuchte Gitter. (supels75.grid)

B.5 Input-File supels75.1 fiir Super-Elemente-Gitter

set gridfile = Verify/supels75.grid

set redefine boundary indicators = nb=4 names=inlet u0 vO wO
1=(1) 2=(3 5) 3=(3 4 5) 4=(3 4 5)

set add boundary nodes = NONE

set viscosity = 4.0e-3

set penalty parameter = 800

set density = 1000

set inlet profile =1

set characteristic inlet velocity = 20.0e-2

I 30 wirde Re=1500 liefern....

set time integration parameters = dt=0

[

sub NonLinEqgSolver_prm

set nonlinear iteration method = SuccessiveSubst

set max nonlinear iterations = 100

set max estimated nonlinear error = 3.0e-3

set nonlinear relaxation prm = 0.7

ok

sub LinEqAdmFE
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sub Matrix_prm

set matrix type = MatBand

set symmetric storage = false

ok

sub LinEgSolver_prm

set basic method = GaussElim

ok

ok

sub SaveSimRes

set field storage format = BINARY
set grid storage format = BINARY
ok

ok

B.6 Input-File king.i fiir BOX WITH BELL-Geometrie

set gridfile = Verify/supels75.grid

set redefine boundary indicators = nb=4 names=inlet u0 vO wO
1=(1) 2=(3 5) 3=(3 4 5) 4=(3 4 5)

set viscosity = 4.0e-3

set penalty parameter = 800

set density = 1000

set inlet profile =1

set characteristic inlet velocity = 20.0e-2 ! 30 gives Re=1500

set time integration parameters = dt=0

[

sub NonLinEqSolver_prm

set nonlinear iteration method = SuccessiveSubst

set max nonlinear iterations = 100

set max estimated nonlinear error = 3.0e-3

set nonlinear relaxation prm = 0.7

ok

sub LinEqAdmFE

sub Matrix_prm

set matrix type = MatBand

set symmetric storage = false

ok

sub LinEqSolver_prm

set basic method = GaussElim

ok

120



ok

sub SaveSimRes

set field storage format = BINARY
set grid storage format = BINARY
ok

ok
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