Inverse Probleme

Inverses Problem: SchlieSe von Wirkung auf Ursache mit Hilfe eines mathematischen Modells

—-echtes inverses Problem: Wirkung wird beobachtet/gemessen
Eindeutigkeit der Ursache wunschenswert
Bsp: medizinische Bildrekonstruktion: Ermittle aus Rontgen-CT-

Messung die Rontgendichteverteilung (d.h. ein Bild des
anatomischen Aufbaus) des Patientenkorpers

L Optimalsteuerung: Man versucht, gewunschte Wirkung durch
Steuerung der Ursache zu erzielen (ggfs. kombiniert mit
Optimierung weiterer Zielfunktionen)

hohe Regularitat der Ursache wunschenswert

Bsp: Konstruiere um eine Kugel herum eine Materialverteilung
eines optischen Materials so, dass die Kugel erreichende
Lichtwellenfronten hinter der Kugel ungestort aussehen
(d.h. die Kugel ist unsichtbar)

zugehoriges Vorwartsproblem: Mathematisches Modell, das zu gegebener Ursache die
Wirkung liefert, bzw. Ermittlung der Wirkung aus der Ursache

Typischerweise kann ein Vorwartsproblem beschrieben werden durch eine (evtl. nichtlineare)
Abbildung
A:X->Y

fur X die Menge/den Raum der Ursachen und Y der Wirkungen; das inverse Problem ist folglich:
Finde zu gegebenem y¢ Y ein X X mit Ax=y

Experimentaldesign: Wahle & designe fur eine gesuchte, nicht direkt messbare GrolRe von

Interesse ein Vorwartsproblem und zugehorige Messungen, sodass die

gesuchte Groflse sich durch das zugehorige inverse Problem maglichst
einfach finden lasst.

Bsp: Wahle Rontgenrichtungen in CT so aus, dass diese moglichst wenig
sind (Reduktion der Strahlenbelastung), aber dennoch sehr gute
Bildrekonstruktion erlauben

Def: (Wohlgestelltheit nach Hadamard) Ein inverses Problem »x A4y heilt wohlgestellt, falls
a) es eine Losung x besitzt,
b) diese eindeutig ist und
c) stetig von y abhangt.

Bem: Rolle von a), b) ist klar. c) ist n6tig, da die Messungen y niemals exakt sind, sondern imme
kleine Fehler, sog. Rauschen, enthalten. Diese Fehler sollen nicht zu vollig anderen
Losungen x fuhren.

Bem: Inverse Probleme aus Anwendungen sind typischerweise schlecht gestellt, d.h. eine der
Bedingungen ist nicht erfullt (oft alle).

Reqgularisierung: Verfahren, eine wohlgestellte Naherung eines inversen Problems zu bilden, d.h.
x=A"y wird ersetzt durch x=By.



Bsp: (Tikhonov-Regularisierung) Das inverse Problem wird ersetzt durch
Xy = @rmin ||Ax-y||;+ a||x|;

Def: - Ein Banachraum X ist ein vollstandiger normierter Vektorraum (z.B. L2((0,1))).

- Ein Hilbertraum ist ein Banachraum mit Skalarprodukl(. /)
- Der Dualraum X*zu einem Banachraum X ist der Raum aller linearen stetigen
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Thm: - (Riesz) Ist X Hilbertraum, dann ist X* isometrisch isomorph zu X via [() = (Xel' ).
- (Banach-Alaoglu) Sei X separabler oder reflexiver Banachraum. Die Einheitskugel von X *
ist schwach-* folgenkompakt.

-1 . |L( ist schwach unterhalbstetig, || )u( ist schwach-* unterhalbstetig.

Thm: Seien X,Y Hilbertraume, A: X -> Y linear & stetig, dann ist die Tikhonov-Regularisierung
wohlgestellt.
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Illustration anhand der Integration/Differentiation

Vorwartsproblem: X=L2((0,1)), Y={y V\f’2 ((0,1)) | y(0)=0}, Ax =l-9_( x(t) dt  (linear)
Bem: In Anwendungen evtl. noch wichtiger: X=Radonmale auf (0, 1 Y={¢ BV((0,1)) | y(0)=0

Bsp: Viele Photonen/Elektronen werden mit bestimmter Energie (normiert auf 1) in ein Medium
(Gaswolke) geschickt. Man mochte Wechselwirkung wissen, d.h. wie viele Elektronen/
Photonen jeweils um wie viel Energie verlangsamt werden, d.h. xe X ist die Wahrschein-
lichkeitsverteilung des Energieverlustes €[0,1]. Man kann eine Schranke konstruieren,
die nur Photonen/Elektronen mit einer vorgegebenen Mindestenergie s durchlasst, und
man kann die Photonen/Elektronen dahinter zahlen, d.h. -3
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Die Messung yl ist mit Fehlern behaftet, z.B. additives weilSes Gaulssches Rauschen der
Standardabweichung§ > 0, d.h.
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mit n"r der Realisierung einer Zufallsvariablen, sodass nJ(t) far alle t unabhangig normal-
verteilt ist mit Mittelwert 0 & VarianzJ 2. if liegt fast sicher in L2((0,1)) mit
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nach dem Gesetz der groBen Zahlen, aber nicht in V\7I2
=> Wir mussen A auffassen als Operator L?((0,1)) -> L2((0,1)).

Thm: Das inverse Problem Ax=y fur A: L2((0,1)) -> L2((0,1)), Ax(s)é x(t) d
a) besitzt i.A. keine Lsg.,
b) falls eine Lsg. existiert, ist sie eindeutig,
c) aber nicht stetig in Y.

Bew: b) Fundamentalsatz der Integral- & Differentialrechnung => x(s) = y'(s),
und die schwache Ableitung ist eindeutig.
a) Wenn ¢ W42 ((0,1)), besitzt es keine schwache Ableitung in L2((0,1)).
c) Setze dy(t) = sin(nt), dann ist ||d{l|4r_: 1, aber
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Einige klassische (inverse/) Vorwartsprobleme

1. Differentiation/Integration

A (2
2. Def: Die Radontransformation auf B,,(O)cﬂl ist eine lineare Abbildung

R: 1B () — (7" x tan) , Ru(O)=] wby oy b
Sxe &, /o0 |x -0=c}

Bem: Definition fir andere Raume analog auch moglich, z.B. RadonmaRe auf B,(0) oder R“

Bsp: Positronen-Emissions-Tomographie (PET); ue 1 (B, (0)) ist Verteilung eines injizierten
radioaktiven Materials (oft Fluorodeoxy-Glukose mit #) im Korper. Bei jedem Zerfall
entsteht ein Positron, das sich mit einem Elektron annihiliert und dabei zwei Photonen
in zufallige entgegengesetzte Richtungen emittiert, die in einem Detektorpaar
(parametrisiert durch @ ,s); der Korper ist von Detektoren umgeben) registriert werden.
=> Man erhalt Verteilung von Detektionen auf S2x(-1,1), diese ist genau Ru/|S?|.1



Thm: R: (B (0)) -> € (5"x(-1,1)) ist stetig.
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. Def: Die X-Ray-Transformation auf BJO) cﬂz‘fst eine lineare Abbildung
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Bem. & Thm. wie bei 2. (1 4)

Bsp: Computer-Tomographie (CT); ein Réntgenbild wird aus jeder Richtungz C? gemacht;
die Schwachung des Strahls an Position s+& ist proportional zur Strahlintensitat | und
zum Schwachungskoeffizienten u an jeder Stelle, also
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gemessener relativer Intensitatsabfall

T(s-9)
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= Fu(b) = Log

. Parameteridentifikation: Bestimme Koeffizienten eines PDgl-Problems (z.B. in PDgl oder AB/RB)
anhand Beobachtung der Losung in einem Teilgebiet (z.B. am Rand)
fur verschiedene rechte Seiten (der PDgl oder AB/RB)

Bsp: Permeabilitdtsmessung von Gesteinen (z.B. fir Olférderung) 57¢1|2 mit glattem Rand,
X=CR ), ¢ X mit > c¢>0 ist Permeabilitit des Gesteins, Y=\? &6 ),& Yist
gemessener Flussigkeitsdruck im Gestein, A: X -> Y mit Ax=y der Losung von

- o (x(2) Vy(z)\ ={(2) (n S) + RR (Darcy-Fluss),

wobei f¢L2(f1 ) eine feste Quelle ist.

Bem: Parameteridentifikationsprobleme sind typischerweise nichtlinear, z.B. ist fur obiges

Beispiel A(2x) E 2A(x)

Bem: In 1D reicht eine rechte Seite f, und wir kdnnen leicht eine Losungsformel herleiten:
Sei S2 =(0,1) mit homogenen Neumann-RB am linken Rand, dann gilt

c@)y = | frods
Ist f>0 oder f<0, so ist f (ol_c F0 = y (2):#0 = x(2)=

- egr.rm
ylce) .
Far f=0 jedoch lasst sich x nicht identifizieren. Das Problem ist schlechtgestellt wegen

der Differenzierung, zusatzlich gibt es Fehlerverstarkung fur kleines y'.



Def: SeiS)cTD" mit glattem Rand, & Co_Q ) mit & c¢>0.
Die lineare Abbildung

- D ;
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heiSt Dirichlet-zu-Neumann-Abbildung.

-oliv (aVM)’l')[Lfl

w=f oufosn

(H™ & H ™ sind spezielle Hilbertrdume, sozusagen die Spur von H & L2-Funktionen)

Bsp: Elektrische Impedanztomographie (EIT),S?ch'( Patientenkdrper, X=B& ), & X mitx c:
ist elektrische Leitfahigkeit, Y=L(H" D5 ),H2 pg )), AxA,
wird ermittelt, indem verschiedene Spannungen fangefegt werden und die resultie-
rénden Stromfliisse gemessen werden.

Bem: Fur_gz =(a,b) ist Y= LR )12 {7"2 . Eine Messungeylz **  kann nicht ausreichen, un
eine Funktion x €& ) zu rekonstrweren FGr hoherdimensionale Gebiete stellt sich
heraus, dass eine Rekonstruktion maglich ist.

5. Inverse Streuung: Bestimme ein Objekt anhand von (z.B. akustischen oder elektromag-
netischen) Wellen, die hiervon gestreut werden
~> Spezialfall der Parameteridentifikation fur Wellengl., Maxwellgl.,
Schrodingergl. oder andere hyperbolische PDgl

Bsp: Dichte/Druck einer Schallwelle wird beschrieben durch

k4
LM - i. AU [ e =Schallgeschw. (=1 aulSerhalb des Objekts)
o h v(E)

FUr zeitharmonische (d.h. periodische) Wellen U(z,{_—} =g 'H.'u(z)
wird dies zur Helmholtz-Gl.

Du + kKn® w=0

fur die beobachtete Welle u. ) .
Die einfallende Welle (diese wird gesendet) erfullt A,'s kKZW' =0 . die gestreute Welle

ist  f= 1~ underfillt _

SR SARN N RICEDY.
Esist 1-n2= fur Oc B (0) das gesuchte Streu-Objekt; die Messung ist typischerweise
die FernfeldwWelle u ‘it R>>1, d.h.

DRRM
=0, 75‘%“'339(0) (_’,z,— Liva Ahzw&'u/n&uww.ﬁ/uufwd\,fymm} A:x 2y

Variation: Schall wird an @ absorbiert ( {30 =0) oder reﬂektlert%l =0) oder
Mischung Qug\y =0 aufy nivo
aa



6. Optimalsteuerung:- Kontrolltheorie fragt, ob ein gewlinschter Zustand y erreicht werden kann
- optimale Kontrolle: - Falls eine Lsg. x mit Ax=y existiert, aber nicht
eindeutig ist, sucht sie nach der besten Lsg. bzgl.
eines Kostenfunktionals F, d.h.
1 x
Wik Lo X Aney F (=)
- Falls (ggfs.) keine Lsg. existiert, 16st sie eine
Regularisierung von Ax=y, z.B. die Tikhonov-Reg.
oder eine allgemeinere Variante

vvu.h ‘D( u,)’) + F_(K‘)
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D a“ oy L ,
Dies ges‘chlefﬁ‘%{anchmaﬁg ch, wenn éne LsgdﬁrL'y
existiert, aber nicht genau erreicht werden muss;

ein noch allgemeinerer Fall ist der, wo kein y
vorgegeben ist, sondern Ax nur moglichst gut sei.

Bsp: (Luenberger) Hohe h einer Rakete erfiillt h(t)=x(t)-g mit x=aktive Beschleunigung, g=
Gravitation. Wir mochten h(T)=y mit moglichst wenig Treibstoff erreichen, d.h.

-
i, F &) wr 7'_(x):f\lxla(rf
x€/[%((oT)) o
hto=0 jh(T)= b4

L‘(e)—-x(é) ~J

x ¢XMuk
)(=ixé‘l_'”{(°/'7'))|x5x'mk}' ; V=R ) Ax =y
Es stellt sich h ,d < [ Xmex 2E bang-bang-Kontroll
s stellt sich heraus, dass x"p/ = — - (bang-bang-Kontrolle)

Bem: Bei optimaler Kontrolle von PDgl unterscheidet man verteilte Kontrolle Uberall im Gebiet
(z.B. rechte Seite der PDgl) und Randkontrolle (nur in RB).

7. Bildverarbeitung: typische Daten aus Digitalkamera oder (Fluoreszenz/Elektronen-)Mikroskopie

Sei 2 ¢ ﬁd

kontinuierliches Graustufenbild: ¥ S =1 (0(}, QL - [_o,dj)
kontinuierliches Farbbild: y:5 1R vdﬂ'}/ S - 947%)

Sei g = {0,b ,2h,. . Nh,dx.-xloh,, . . N hy

S i f VL e }5“&:7 g —={oih..., 25<7")

Pixel (in hoheren Dimensionen Voxel): ),I.J_ (for A= 2‘)

Ein diskretes BiId}‘, ist typischerweise nur eine Diskretisierung eines kontinuierlichel},

vaid §/ = Vi) ofx
v (h, vt ) hy (i
Typische Aufgaben: Gk fit4) 2)% E.) 2 I(J*"\"‘ﬂ

Entrauschen: Rekonstruiere y aus Rauschbehafteter Messung, z.B.

\/Jf;y ¢t J (additives Rauschen, z.B. normalverteilt)
)/J-= Y- h,r (multiplikatives Rauschen, z.B. Gammaverteilt)

/J = f(),) (z.B. Poissonrauschen)



Entfaltung:x < Umprngbilol ; Ax (2)= _( ke, %) x(2) AT

k=Tndegraf /“aﬂ.m?]km,? Z. gwﬁkw\ k(a k)= c exp(- "‘ Le-ol)

Bei sog. blind deconvolution ist auch k unbekannt und muss gefunden werden.
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Thm: Der Operator A: L2(f) -> Lz(K‘)Ax:G,x.x-_— (; x(z) 5(._1),12 h.\fv’g(z)‘-'é &
R

ist linear und stetig. Das inverse Problem Ax=y
a) besitzt i.A. keine Lsg.,
b) wenn eine Lsg. existiert, ist sie eindeutig,
c) aber nicht stetig in .

Bew: [Ax ()| = ng,, x(-2B@ (6@ Az €|xe- el No i,

= [IAxI); 4;2“ [ xls-2YC@ol |6l o
R
<I6y [, {2 | Xls-0)"ds 6(2)of2
= Iy neny  ( gl Feltugg fungl.)

a) Ax ist unendlich oft differenzierbar ( GKx) (J) @)a: x )
=> st y nicht differenzierbar, hat keine Lsg.

. ' g AN
b) Faltungssatz.y__/qk => >/‘/ = )’c‘ 6- c=) x=(y/é)

c) Plancherel: IX" ﬂX ||LL = ||;/C/,‘||L, i J'rblz |\y||1-':)’>/"||L’=4
(ur )/ = /((he,, +£0/4Jd / Ao (2?2’9 a

Bewegungsschatzung: Gegeben zwei Bilder, suche Verschiebungsvektorfeld zwischen beide

Brightness-Constancy-Assumption: )/4 (2) = Y (2.,_,((1))

Vagce.,-zgq,v%zd x o ?MML/

Ca/>x(1;) Ot+x ()
2 ] ]
2 2

y2 (2 +K(?)) = yz(2)+ O\z(?)x(z)
=> Lineary nidsf- &:ha{,_,_a‘y'f Caeries (et

V\/z'x :)/4_



Lineare Integralgleichungen & kompakte Operatoren

W ol
Def: Seien Z ¢k ,.Q CTI? messbar und & £ R messbar. Der lineare Integraloperator
mit_Integralkern k ist definiert fir messbare Funktionen ¢ - S)—> TP

ats Ku:ZoR o (KWx)= [ konay) oy
Lp2

Bsp: Seiy = =[0,1], k(x,y)= 0 son
%
Dann ist ( f[,(x,),) uA Ay = ! ulsVdy .

Bsp: SeiZ =n =Tl2 , k(x,y)=G(x-y) fiir eine messbare Funktion Gﬁld—>ﬂ2_

Dann ist Ku=G*u.

+ =

Thm: Seien] g offen & beschrankt und J¢ £ L7 (Zx9) mé Z.

|\
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Dann ist K%)= (=), (Vu)[x)'—_-ﬂ(é(/)/)u [/Jo}/ wohldefiniert und stetig i) 1rrLC-”kI ﬂullL,

Bew: ||v<unE:ﬁml‘ < Wil y\u(y)o(y’ e 1D [ L Ikl il oy o x
z

2
_ 7 PL %
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Thm: (Young) SeiZ = =ﬂ2J , k(x,y)=G(x-y) fir ein &7 (R Y vt £ b #-a, = A+ —' .

Dann ist K:[‘“(Q\—bL"ZZ),(Vu)k)'-'{lf&)’)“()"’}/ wohldefiniert und stetig dtv(tu" ||g| ﬂu]
J2
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Def: Seien X,Y Banachraume. Ein linearer Operator K: X -> Y heilt kompakt, wenn fur jede
beschrankte Menge BC X das Bild K(B) prakompakt in Y ist (d.h. K(B) ist kompakt).

Kor: K kompakt <=> flr jede beschrankte Folge x ¢ X besitzt Kx eine konvergente Teilfolge.
h Ve Ibee Rapiann

Bew: > wdhgy B= Py D Akng Ky f o kompakt = foly o pouict
& d:a(.« —Fo%/( x,,e_g S Lelrarnfet = 3 L(""\”""y"“"‘ %(/‘C}(m )'(XL.
= K(B) LS¢ ./o»(jcn/(c—w/aaﬁf b sonad km«upzkﬁ. u

Kor: Sei X reflexiv (d.h. X*=X). K kompakt <=> aus x—> x folgt Kx -> Kx.
Bew: <D X, ¢ betchwankt = KX,—> SEY (wndd comait and Wx,— ) fir Te oyt
m/iua(m Ky, —> Kx ;alee y=Kx.
Sei v X, Telfelge it ”kxk—y"y > 30 | dotnr hat Kx, ooy
kﬁwjm’/;;e/,g,e k’i"‘"**}’ ol 2= Kx é -=>yanz¢€ﬂ< krr\""(?l-a"‘
& ?)auaoL—AZ:ylu - jeck berhedinite T‘%c X, hat Sbmol Koo Va(/o(;x
) vzt WJ’(‘ Vv lles. O

Kor: Sei K ein linearer stetiger Operator mit endlichdimensionalem Bild, dann ist K kompakt.
Bew: Fur beschranktes B ist KB beschrankt und endlich-dimensional und somit prakompakt nact

dem Satz von Heine-Borel. 1

Thm: Seien X,Y,Z Banachraume, K und L lineare Operatoren.
a) K,L: X -> Y kompakt => K+L kompakt
b) K: X ->Y kompakt, a reell => aK kompakt
c) Ki X->Yoder L:Y->Zkompakt => LK: X -> Z kompakt

Bew: ¢) &/ x, Losctpakt = l(xhk——? )/ey /&r I(ezg/o—éz R, 7
X Aeichednkt = Lx, — T fie Tallple %,
e 3*9/ fic Tl <.,
&) detnd (
o) Tatl K bonpnit: Si %, Lesctednkt =5 K, —y ey fis Tathte
= LUz, —> Ly ,Zp;'(ﬁ&:olc Teillotye
Tt L honprnletr Sei x, Utsclranktd => Kx, e drinkt
=D LKK,, ek bamsztnn E;/,j,za

Kor: Die Menge der kompakten Operatoren K: X -> X auf einem Banachraum X bildet ein Ideal
im Ring der beschrankten linearen Operatoren X -> X.



Kompaktheit kann man durch Approximation mit kompakten Operatoren nachweisen (Fredholm
hat kompakte Operatoren als Grenzwerte von Operatoren mit endlichem Rang betrachtet, 1900
die Nutzung und Untersuchung der Kompaktheitsbedingung stammt von Frigyes Riesz, 1918)

Thm: Seien X,Y Banachraume und K, : X -> Y eine Folge kompakter Operatoren mit K, -> K.
Dann ist K kompakt.
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Dann ist K["’(Q)—b[_(z) (Vu){x) [L(é(l)/)u(/)o}/ kompakt.
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Die Beschranktheit der Gebiete ist wichtig fur die Kompaktheit.
Thm: Sei =g =R% k(x.y)=G(x-y) fir ein & L7 (R”) viié £ 2=, 2.
Dann ist K:[_"(Q\—DL'Zz), (Vu)(x)-_—{[,&),)u (7)‘;}, nicht kompakt.

ipl
Bew: HA (konstruiere eine Folge LL(L"O'[Z") durch Translation einer festen Funktion und zeige,
dass Ky, keine konvergente Teilfolge enthalt) 0

Wir zeigen nun, dass kompakte Operatoren keine stetige Inverse besitzen.

Thm: (Fast orthogonales Element/Riezsches Lemma) Sei X ein Banachraum und U%X ein
abgeschlossener Teilraum. Dann gibt es fur jedes ¢ >0 ein x¢ X mit ||x|)L=1 und

dist(x,U)=inf{||y-xLl | e Ur>1y .
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Kor: Sei X ein unendlich-dimensionaler Banachraum, dann existiert eine Folge xe X mit [|x |[|=1
und |[[x -x, He.f: fur alle me& n (die Folge besitzt also keinen Haufungspunkt).
Insbesondere Ist die abgeschlossene Einheitskugel in X nicht kompakt, und die Identitat au

X ist kein kompakter Operator.
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Thm: Sei X ein unendlich-dimensionaler Banachraum, Y Banachraum und K:X->Y kompakt. Danr
besitzt K keine stetige Inverse, insbesondere ist das inverse Problem Kx=y schlechtgestellt
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Bem: Manchmal hat man auf bestimmten Teilraumen des Bildes eine stetige Inverse (man
spricht von bedingter Stabilitat): Seien X,Y Hilbertraume, K:X->Y stetig, X =K Wy =K{x ,

i=1,2, dann gilt
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Im Folgenden betrachten wir das Spektrum von kompakten Operatoren K:X->X und ihre
Singularwertzerlegung. Ahnlich wie bei Matrizen sagen die GroSenunterschiede der
Singularwerte etwas Uber die Stabilitat der Invertierung aus.

Def: Sei X normierter €-Vektorraum, K:X->X linear und beschrankt.
Das Spektrum von K ist die Menge 2 (K) ={\¢ C | NT-IK hat kecre etipe Tuviee].
Ein Eigenwert von K ist ein\¢g , sodass ein zugehériger Eigenvektor g X edstiert mit Kujk 1

Thm: (1. Rieszscher Satz) Sei X normierter Vektorraum, K:X->X linear und kompakt.
Dann ist der Kern von I-K endlichdimensional.

Bew: - Annahme: ker(I-K) sei unendlichdimensional
- sei x_e ker(I-K) beschrankte Folge, die keine konvergente Teilfolge besitzt (Riesz-Lemma)

- %, =Kx, besitzt jedoch konvergente Teilfolge % 0

Thm: (2. Rieszscher Satz) Sei X normierter Vektorraum, K:X->X linear und kompakt.
Dann ist Bild(I-K) abgeschlossen.

Bew: - sei yeX mit (I- K))gﬂ >y
- setze x_ = argmin { [[x||? | € X +ker(I-K) }, dann gilt auch (I-K)x ->y
- X, ist wohldefiniert: es minimiert ein strikt konvexes, koerzives Funktional
auf einem endlich-dimensionalen Teilraum (1. Riesz-Satz)
- X _ist beschrankt: Andernfalls
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- entlang einer Teilfolge gilt Kx -> z, folglich ||>§1 -y-z| | ||x Kx -y|| + ||Kx || -> 0
- Stetigkeit von (I-K) => y= I|m(I K)Zi =(I-K)(y+2) -

N D

Thm: (3. Rieszscher Satz) Sei X normierter Vektorraum, K:X->X linear und kompakt.
Dann existiert ein g A/, sodass

ker ((T-K)) G ker (-3, Bitdles-xY0) 2 Reot (1)
Ker ((T-K)) = keo ((1- WY, Bitdl(s-6)0) = Bt (T-"™) | 220
AuBerdem X= L, ((7- k\’r) @ Bed (- k\r)

Bew: - setze V,=Bild((I-Kf )
-2 YM per definitionem
V—\; =>V =\ furalle n.>p
- Annahime: ¥ 2 Y., furalle g
- sei XE‘( mit ||x ||[=1 und dlst? %” (Riesz-Lemma)
||K>$ -Kx ||—||>§ x -(1-K) (¥ -x )| ﬁx (X" +(- )x2< ))||$ fur alle mp

(H) ,Zaf‘

=> K>& hat keine konvergente Teilfolge Cra é

- HA: zeige Eigenschaft fur y =ker((I-K¥ ) auf gleiche Art



- dim(ker(I-K)’)=dim(coker(I-K§ ) fur alle @
- es reicht, dies fur€ =1 zu zeigen (denn (I-K? =|-L fUr einen kompakten Operator L)
- es reicht, dies fur I-K injektiv zu zeigen,
denn sei dim(ker(I-T))=dim(coker(l-T)) fur jedes kompakte T mit I-T injektiv, dann:
- Y=ker((1-KT )=ker((I-K* ) erfullt (I-K)¥ Y, also K& Y
- setze Z=X/Y mit Norm ||z||z=inf{||x|L | ¥ z+Y}
- K induziert einen kompaktén Operator T:Z->Z od
- I-T ist injektiv, sonst gabe es Y mit (I-K)¥¢ Y, also ker((l-l() )=Y
- setze L:Y->Y, L=(I-K)|,, dann ker(I-K)=ker L
- dim(ker(I-K))=dim(kér L)=dim(coker L), da Y endlich-dimensiongh = Rjesz-Satz)
=dim(coker(l-K)), da dim(coker(l-T))=dim(ker(l-T))=0
- noch z.z. (fur I-K injektiv): coker(I-K)={0}, d.h. I-K surjektiv,
- Annahme: BiId(I—K); X, dann auch BiId((I-KS? BiId((I—I@" ) fur allg 7
denn sonst gabe es fiir jedes ye X ein x¢ X mit (I-&€f" y=(1-K) x
=> (I-Kfy=(1-K§"x => ... => (I-K)y=)Z
T-k Curebtio
- entweder ker(I-K)=ker(I-Kf** & Bild(I-K¥ =Bild(I-K§** oder
ker(1-K)¢#ker(I-Ky= & Bild(I-K9/~Bild(1-K¥* (sonst Widerspruch zu vorigem Punkt)
=> kritlscher Exponent r ist derselbe fur Kern und Bild
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Thm: (Schauders Satz) Seien X,Y Banachraume, K:X->Y linear. K kompakt <=> K* kompakt.
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Thm: (Satz von der beschrankten Inversen) Seien X,Y Banachraume.
Ein bijektiver, linearer, stetiger Operator L:X->Y hat eine stetige Inverse.

Bew: L ist surjektiv und somit nach dem Satz der offenen Abbildung offen.
Somit sind die Urbilder LU offener Mengen U¢c. X unter T7 wieder offen. D

Thm: Sei X unendlichdimensionaler Banachraum und K:X->X kompakt.
1) Ce2 (K)
2)/\c?> (K)\{0} =>,\ ist Eigenwert von K mit endlicher geom. Vielfachheit dim(ke(( 1-K))
3) & (K) ist abzahlbar mit 0 als einzigem Haufungspunkt

Bew: 1) bereits gezeigt 3. Rie\sz-Satz Sat bscts - Loirveer

eits gezel o o L N N :
2) Seil kein Eigenwert, d.h. ker( K)={0} => B|Id§(~ K)=X => fl 'k) |ststeég

dim(ker(\ I-K))=dim(ker( ,:'\_ K))go bereits gezeigt. 1. Riesz-Satz
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Von nun an seien X,Y Hilbertraume, sodass X*=X und Y*=Y. Dann kénnen wir K¥K und KK* bilder
Wie bei Matrizen auch werden die Singularwerte sein 2. = [S\ fur\. die Eigenwerte des
positiv semidefiniten symmetrischen Operators K*¥K:X->X. Der grofSte Singularwert ist dabei ||K]||

Thm: Seien X,Y Hilbertraume, K:X->Y linear und kompakt. Es gibt ¥ X mit |[|x||=1 und ||Kx]||=]|K

Bew: - Sei ye Y mit [[y,[[=1 und [|K*¥y [|->|[K*|[=]|K]]
- K*y,, ->zeX entlang einer Teilfolge (da K* kompakt), und ||z|[=li;||K*y [[=]IK]|
- [IK*y, 112=(y, KK*y ¥ [[KK*y & [|K[|~2, folglich [|[KKEy [|->]|K][?
- setze x=2/||z||, dann [|Kx||={[[Kz]|/[[K||=lim][KK=y [I/[[K]|=]IK] v

Def: Seien X,Y Hilbertraume, K:X->Y linear und kompakt. Die Singularwerte von K sind

5,26, 2b32... 20
wobei (b:‘) die Eigenwerte von K*K sind, gezahlt mit geom. Vielfachheit. Die rechten
Singularveﬁtoren von K sind die zugehorigen normierten Eigenvektorene e X, die

linken Singularvektoren sind v, = Ku, [IKw,, || (#r 2.>°).




Thm: (Singularwertzerlegung) Seien X,Y Hilbertraume, K:X->Y linear und kompakt.
1) v, ist Eigenvektor zu Eigenwerbf far KK*.L
2) b (K¥K)=> (KK*), und die Eigenraume zy,,  flr K¥*K und KK* haben dieselbe Dimensior
3) Ky, =t.« und Kxy #. 4 furallen.
4) {y_ 1} bzw. {y } sind vollstandige Orthonormalsysteme in
| ) =BIld(K®) =ker (K bzw. BId(KK*)=Bild(K)
(sofern Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert orthogonal gewahlt wurden).

Bew: 1) KK*v, =K(K*Ky )/||Ky |[=% Ky /[|Ky ||8f v
2) nach 1) existiert zu jedem Eigenvektor zum Eigenwerﬁ' von K*K einer von KK*
mit gleichem Eigenwert.

Auf gleiche Art erhalt man zu jedem Eigenvektor v von KK* einen Eigenvektor K*v/||K*v|
von K*K mit gleichem Eigenwert.

Aullerdem sind K bzw. K* injektiv auf den Eigenraumen von K*K bzw. KK*.
3) kv, 1% (Ku, Ku,) = (“hl K*Kuw,) = b‘ZA (“M “,) < b:

= = Ku /| = K V4 *I = IKw, /) =y, u
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Kor: (Picard-Kriterium) Seien X,Y Hilbertraume, K:X->Y linear und kompakt, fEBiId(K):ker(K*)J‘.
Ku=f hat genau dann eine Losung, wenn 2 ({,q )7‘ < »
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Def: Das inverse Problem Ku=f heilst

mildly ill-posed, wenn 4 = (%) _ﬂl{ o XSO
severely ill-posed, wenn g, & 5(,.-%) /Jr alle <> .




Bsp: (Integration/Differentiation ist mildly ill-posed)
A
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Mit Hilfe der Singularwerte konnen wir die Wirkung des Rauschens besser verstehen.

e i X =Y bearpa b /KM '—“(/kud-ffd-rm\’w&‘“/v"k M""‘j m,ﬂ
J_ 2
Es ¢ Lol = 5 byt = & SOl

n=a Wz2 Z

=) M&Jf,@-‘m,‘?lm Z,-&- MMI/-T gerts 20 [} 4,,‘ (Qﬁlb W%v&& Ch Jpah(v,.))
|
Lo J"ql'rétr U“'.fv’-:{'r/(é-

Verallgemeinerte Inverse

Die besondere Schwierigkeit bei kompakten Operatoren lag in der Instabilitat (d.h. die Inverse
war nicht stetig, dritte Bedingung der Wohlgestelltheit). Liegt das Problem hingegen in den
ersten beiden Bedingungen der Wohlgestelltheit (Surjektivitat und Injektivitat), so kann man
damit einfacher umgehen.

Def: Sei X Hilbertraum, Mc X abgeschlossener Unterraum. Die orthogonale Projektion P X >M ist
definiert durch (? X jv)< (x,6) Yvem

Thm: PMist wohldefiniert, linear und stetig mit [|@ § 1.

Bew: HA (Lax-Milgram) .|

Def: Seien X,Y Hilbertraume, A:X->Y linear und stetig, kg Y.
- ¢ X heil’t kleinste-Quadrate-Losung von Ax=b, wenn ||Ax=&ll., £ A2 6[I vV z2e X
- eine kleinste-Quadrate-Losung xeX heilst Minimum-Norm-Losung von Ax= b wenn
[|1X||4 [|z|| fur alle kleinste-Quadrate-Losungen z.




Thm: Es sind aquivalent:
1) x ist kleinste-Quadrate-Losung

2) A*AX=A*b (srack A cw_l/ Ax=b au.)
3) Ax=Re__ b (

Bew: 1)=>2): Optimalitatsbedingung: O"(IIA(xrta}bII =(Ax-b,Az)=(A*Ax-b,2) V2 ¢ X

2)=>3): 2) => (Ax-b,Az)=0 fUr alle € X => (Ax-b,v)=0 fur alle& Bild(A) => AXB_E_ b
3)=>1): ||Az-b||?=]||(Ax-b) +A(z-X)||?=||Ax-b]|2+||A(z-X)||?, da Axeb BiId(ﬁ) und A(zex) Bild(.
2 [[Ax-b]? s

Thm: Sei beBild(A) @ Bild(AY-

1) Es existiert eine kleinste-Quadrate-Losung. ( NI vaj‘ru-z X .’)
2) Die Minimum-Norm-L6sung ist wohldefiniert.

Bew: 1) Sei b=Ax+w mit we Bild(A} =ker(A*),
dann ist x eine kleinste-Quadrate-Losung wegen A*Ax=A*(Ax+w)=A*b.
2) x minimiert das strikt konvexe schwach unterhalbstetige Funktional ||.||? auf der
konvexen schwach abgeschlossenen nichtleeren Menge der kleinste-Quadrate-Lsgn. 7

Def: Seien X,Y Hilbertraume, A:X->Y linear und stetig, B:ker(A)L ->Bild(A), Bx=Ax.
Die Moore-Penrose verallgemeinerte Inverse ist
A-Bild(A)Or Bild(AF ->ker(AT
die eindeutige lineare Erweiterung von B? mit ker(A )=Bi|d(A+ :

Thm: Die M'é)_ore-Pen rose}zkve&all emeine&ce Inverse ist chan;kterisiert durch
— (a) ARA=A (b) AAA= (c) AA=IP d) AA 3pr |
“ A | Biewf © BeAp L

Bew: - (a) und (b) folgen aus( ) bzw. (d); (c) und (d) folgen direkt aus Definition VORTA .

- Def.-bereich von At folgt aus (d), Bildbereich aus (b) & (c), ker(A> Bild Ae) aus (b) & (d),
A=B"1auf ker(A)" =Bild(A) aus (c) => ker(A )= B|Id(AQ) o

Thm: Sei beBild(A)@& Bild(A¥ . Die Minimum-Norm-Losung von Ax=b ist k=R b,
und die kleinste-Quadrate-Losungen sind x*+ker(A).

Bew: HA O

Bem: Ist K:X->Y linear und kompakt mit Slngularwertzerlegungb ,§ Vv, dann gilt

S 52 (Kt = KKK =K*F, 0 & =K = Z a (b2) o,

n=
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w=1 Zh
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Lineare Regularisierung

Die Moore-Penrose verallgemeinerte Inverse K 16st das inverse Problem Kx=y fur y (K b=

Bild (K)®Bild(K)~ und adressiert damit die Existenz- und Eindeutigkeitsprobleme eines schlecht-
gestellten inversen Problems. Jedoch ist K im Allgemeinen nicht stetig (nur, wenn 0 kein
Haufungspunkt der Singularwerte von K ist), sodass Messfehler in y die Losung von Kx=y
immer noch verhindern. Hierzu ist zusatzliche Regularisierung notig.

Def: Eine Familie stetiger linearer Operatoren R (Y->X, x>0, zusammen mit einer Vorschrift
oL - (0 e)x Y > (90 (J,yd—) —> o((,ﬁ),f;)

fir die Wahl des Regularisierungsparameters heiRt eine Regularisierung von K-, wenn fir
jede Folge y¥ mit ||y’ -y|&g gilt

g . +
R s) Y° 53> K>
Die Parameterwahl heilst a-priori, wenn og(d;),‘) = O,(J) , und sonst a-posteriori.

Regularisierungsoperatoren R _fur K*zu einem kompakten Operator K kdnnen mit Hilfe der
Singulérwertzerlegung von K gewonnen werden, indem

«©
k*y = 2Z ﬁ;L“’h> wu,, A Ray = EA Pu(?) <Y 1Va7 «,,

“=4
fur ein g, :(0go )->(0g0 ) approximiert wird. Um mit R eine zulassige Regularisierung von K zu
erhalten, sollte g (t)->1/t fira ->0. Um die Konverg’e‘nz zu prufen, wird der Fehler abgeschatzt z

V@,( yd--_K*y” < w +w
Il pfr g st

Thm: g, (0 )->(0g ) erfllle
(1) sup{g (t) & (&, )}=L ® flirade >0,
(2) supd ¢ ¢ )3 >0 >05p «=
(3) % (t)->1/t flex ->0 punktweise.
Dann ist fur ye D(K ) und R Y->X, R y=f ﬂu[z“) 47, VD W, «R stetig mit

IR, Py =2 K . .
Bew: - “R,{ \/ "1= Z 'é-d{qh\]_z |<)/,U',,,.> |2 é Cdz nz:::;k\ ,UM>\Q = Cpg |\>’"1

T
« 2 Z A |2 2 _ = 2 |<nud|"
Wy k5T = £, | gud 3 [Horol® = 2, lagusy o' [ 25
© Preard - knjv_nayh = Z |éiLUA> : Loo
nh= N
LT - - i <y, Ind| 2 P
-l—ul'f?O {,\)qk& N €/N l;y\[( HZ:”‘L _}: Dl < 2(/’*({)1
N
W(xb70 W\Jf r ]2‘(7’(1,‘4') __/’,9— |<)':}U;\) 2 L% \V/d(ya
N 2(<yy 2 2 21y |2
Kkt It = 2\ - Y12 REAEY,
K- Eig - 1250 L g 0015
. £ 4(4\‘()’)2 L

2 '_—W—i—r
é? G

IN
™



Bem: Da ||R¢\(4-K+vh||=|ga(zh )-1%, [>8,, & furn groB genug (in Abhangigkeit var ), kann di
Konvergenz R y->K+y beliebig langsam sein (wahle einfach y=\, mit n grof8 genug).

Bsp: 1) Abgeschnittene Singularwertzerlegung (truncated singular value decomposition, TSVD):

—_ [~ tlx _ 7 _
ger () ;’t>o( = =g, (=7
2) Lavrentiev- Regular|5|erung.
— — 7 —
Folt) _-t—\—ot =Tz 1L F
3) Tikhonov-Regularisierung:
- _¢ A —
9""“_) T t%#a = co< ~2¢= ¢ 7

Zur praktischen Implementierung muss man fur die TSVD nur die ersten Singularwerte &
-vektoren ermitteln; fir Lavrentiev- & Tickhonov-Regularisierung kann man folgendes nutzen.

Thm: - Sei R , der Tikhonov-Regularisierungsoperator. Dann gilt R, y= argm|n||Kx-y||"2-b< ||x||"2.
- Sei R, der Lavrentiev-Regularisierungsoperator und U:X- >Y Uy = \7 n (U;!IW |st eine
Isom'é(trle ist K=K*:X->Y=X mit Bild(K) dicht in X, ist U=I1). Dann gl|t°|3 .

Bew: HA

Kor: Sei g, wie oben, und on(a&,v") —>p SO, dassog(_,,y;)cf ->0 f@f ->0, dann gilt

Retiyr ¥ 2K .

Bew: R,y - Ky e IR M Iy -yl ¢ lwﬂ D
A
& C.J —o —0

Unter zusatzlichen Glattheitsannahmen an y bzw Ii— y kann eine Konvergenzrate erhalten werdet

Def: Eine Quellbedingung (source condition) ist eine Glattheitsbedingung an x=k y der Form
x=(K¥K"w fiir eip. >0 und ein & X

Bem: Die Quellbedingung hangt von K ab, d.h. die Glattheit wird abhangig von K gemessen.
Je grérSer/. , desto glatter sind y und x.

Thm: Es gelte die Quellbedingung x= g y=(K*Kf" w. Dann giIt

+ _ “ 2,«1-4 1
| Ry ~ Kyl go Al lir @, b:al,rkdgq(v -2 |
Bew: - hr _M> “,= K" Yy = Z % {w, Uy Uy =) <uud = Y2

Z/I-f"
)h

- 20490, ; J,,)Z 2 v
N2, y-Kiyl™ =2 [[7,(77 )—~)7> ] (z}’:“—)"“ £, 69° llo|
L/'W_—\_/ S on .
é?xﬁfoc)z = U uy)

Bem: Unter der Quellbedingung gilt folglich [|B, y K yle o] Zﬂ ) ||w]|; die rechte Seite kann
nun nache Minimiert werden, um eine optimale Konvergenzrate (und die zugehorige
Regularisierungs-Parameterwahl o((J) zu erhalten.



Bsp: 1) TSVD:

2bs £ O, beX] 4, Za\MYES gl
(0()':3“[0 ’b’* .,{ LTy 27 Y S S
CEM b2 21: B Sk 77':1:4 0, %% / o
; J  \zera
- I —_— = [————
G+ @ Ol D min! =) o Q/A”v”)
1z
— s vy A
2) Laviedey 1) o 4
2eda A 20|— 27 o NI & ex el A
(.c')-:ru,o 3 — 3= _— = 20 C,=%
i 2+ ot % + ot A 7 | ="
b i b Jiul M7
2(1-pf (2-25)/"1
s L
(‘,(JF? D wl—no! = o= cout. 142
o 1/ (1 + ) / /4 4.%’.
3 2
= | Retes) YJ”M*Y I cont, -{ 24/ lipn+4) //»9:1
A Y e
Z)q:'klww\r : .. |“("7f~u . y
L3/ 2 ol 1
R Nt b et OO
32 |l 3"+ 2Ll B+ (1-)" " "X 7 e
J ,//‘3./’
(;or *'?/ﬁ(oé)"wﬂ—‘bw(}\.’ = k= landl 2
s IR N e
— S | e L DA
—.> ” 7{0((.}') y L( >/|| - Cavufé ‘{ Yy .
J A //—‘ < A
Bem: Je kleiner 4 , desto schlechter die Konvergenzrate. Unabhangig davon, wie gro ist, ist
die Konvergenzrate wegen der Schlechtgestelltheit immer strikt schlechter al
Def: Die Qualifikation einer Regularisierungsmethode ist das gréﬁtepy =;4,.p, sodass die Quell-

bedingung fuy\ 7.,7 eine langsamere Konvergenzrate liefert.

Bsp: Qualifikation fur TSVD:e0 ; Lavrentiev: 1; Tikhonov: 2

Bem: Die Diskrepanz zwischen korrekten Daten y und Ergebnis K(

F& y) des Vorwartsproblems ist

@ 2 2 Ll 2 (Ly)Va>\*
ly KByl = £ (10, gutnaV w5t = £ (8150 0.00,) (5]

'L:-/nr
L L
é‘ﬂm; () |’

FUr obige Beispiele ist T’/“'f ((8)) = Mjr!w:f Ily - 1)((20'7/) | £ cait &

Hieraus leitet sich das Diskrepanzprinzip von Mozorow ab: Wahleat so, dass |||<Rdy’ v ||~




Iterative Regularisierung fur lineare Probleme

Sei K:X->Y linear und kompakt mit Singularwertzerlegung 4 ,«».,« ). Sei y=Kz flr eing X. Die
kleinste-Quadrate-Lédsung x*des inversen Problems Kx=y erfllt K*(Kx*y)=0.

Def: Die Fixpunktiteration X =0, X —% ¢ K*( KX -y) fur eing¢= 0 heildt Landweber-lteration.
Offensichtlich definiert R, y= X einen linearen Operator.

Die Landweberiteration R; kann aufgefasst werden als Regularisierungsoperator mit Regulari-
sierungsparameter o¢=1/k.

Thm: Es git Ryyy = 2 g.(3,) (i) e ot oo E vl g,(3)= K2 )"

T (¢*un)u, = X7 (T KKK J~cb<* —z[/: 3 )(x,uh)-rw 614w
= (&) = (a-32) (XK u,,)-r'cz (y,u)—z (1- c32Y €2 G vi)

— _ A (1- ’C'Z ) Lz\,‘ (7' n - [‘4 (4- T (-}_)krdz ()I'J-;) 1
A= (1-18) ..

gar2 vrerds wd-\c-.

Kor: Se|,,||K||2<1 yy eY m|t [y 'Y|| £J

_ i : s +
DFir K@) 53 = it KT 20 ailé IRy y" - Koyl z20
3) x=Kry erfiille eine Quellbedingung mi}_ IR, y-K y1£€ K.
4) x=K'y erfulle eine Quellbedingung mi},_ Far kl§) ~ d'\’“_""y'C/ Ao 1Ry ) }’J 1.(*>,||i[p%
Bew: Seoy =2 Es it |(7°_(3\|-|Z (- czz) 3, | < Z EE AN R N
= IR = wax g (3) € (ke Ikl
Sup 9. (608, = a- [2- o) £ A+ |1-282|% <2 sy
A K
Ia'—d(bh)—:hl = |""C1H /’bm m’ o
Z) CJ(J) J- —90 0 = Q\‘U)y _> K 7/
2,« v 2 Zp 2k
k /‘/1.' s L
'P* ﬁ = CF/"( «) C"‘*k /ﬁ!rk) /""'L)
3) ‘:wae(k"'kw‘ ab IR, 5 =K% £ ¢, 6o sl éa-w‘t- K’

4) IR, sy y' - K+)’“ = C,‘(;JJ"’(?A,[DL[J))”W” < ot J:«%: O




Kor: Sei z|[K]||?<1, y,yJe Y mit ||__3¢r- -yl .
1) It yllz (KK ~yl]? fir x<=R, y.

. . 2
2) Sei st =R V. Sei k*(iy?) = cnf Ik50|||IKsk -yl <n It L2 5 D ==
d_i_e IteraFéfonsanzahI, beiléer dasl Mozgrov-[)lilsllgfeparépringip}erétmzzls v%rle‘fg%(\\/lvird.
Fur alle k< k*(g,y7) 9:Ct Ix* "= Kyl € lx“~K"yIl.
Bew: DK<= o/ I* = I xk- yi? = 2 T (K= KIKK (Kx*~ ) ) ¥ 1K KR

= MKkx#= " = 2 [[K* (K N IF - <K GR x50V

b

£ IKx ) B v (lKI =2 )| K™ (K- AT
<0

2) ]lxk""—K+/||1- llx*- K4yﬂ2= I< K*(kxk—yJ) 1" -2 (z k*(kx"—yJ),xk— sz)
=l (kx =p I = 2T (Kx*- % Kx*~ )
'=||fl'<*(lr<><"‘~y'r)”2~21:|llf(x"-)/‘rlll +2g (b(xk—y'f/)/—y’)
£ LK | K- 2 Ikt T 22 K- Tl

z_
=%I|Kx“—}/"ll hEKE=? i Sy 4ys) 20 o

«—1



Tikhonov-Regularisierung fur nichtlineare inverse Probleme

FUr einen nichtlinearen Operator F:X->Y kann keine Singularwertzerlegung oder Adjungierte
definiert werden. Die Minimierungs-Interpretation der Tikhonov-Regularisierung erlaubt jedoch

eine Ubertragung auf nichtlineare inverse Probleme F(x)=y.

Def: Sei F:X->Y, x*¢ X.

- xeX heilst kleinste-Quadrate-LOsung von F(x)=y, wenn ||F(x)-y# ||F(z)-y|| fur alleg X

- xeargmin{||x-x*|| | x kleinste-Quadrate-Losung von F(x)=y} heilft x*-Minimum-Norm-Lsg
- Der zugehorige Tikhonov-Regularisierungsoperator ist xgargmin||F(x)-y||2+ ||x-x*||?

Bem: - Fur nichtlineares F kann keine Eindeutigkeit der x*-Minimum-Norm-Losung oder
Tikhonov-Regularisierung erwartet werden. AuSerdem kann es lokale und globale

Minimierer geben - wir betrachten nur globale.
- FUr lin. inverse Probleme war x*=0, fur nichtlineare spielt 0 aber keine besondere Rolle

Wir arbeiten nun das Standardprogramm fur nichtlineare regularisierte inverse Probleme ab
1) Existenz von Minimierern, 2) Stabilitat von Minimierern, 3) Konvergenz der Regularisierung

Def: - Der Operator F:X->Y heifst schwach folgenabgeschlossen, wenn F(x)=y fur x— x, F(x5™ .
=X.

- X heil3t reflexiv, wenn X"

Thm: Der abgeschlossene Einheitsball im reflexiven Banachraum X ist schwach folgenkompakt

Thm: (Existenz) Seien X,Y reflexive Banachraume und F:X->Y stetig & schwach folgenabge-
schlossen, dann hat’l einen Minimierer.

Bew: direkte Methode

0)£x* =||F(x*)-y|| <= &'.-} 0

1) betrachte Mlnlmalfolgex mlti]'(_ﬂ )->inf] monoton

2) o |1% X% (x & ’J(x )& 2> es gibt konvergente Teilfolggx>  x

3) ||F(x )-y||Z 7 (X 4 ’ng ) => fur (weitere) Tellfolge ist F(x_& z und somit z=F(x)
Wegen schwa ‘her"UnterhaIbstetlgkelt der Norm |stﬂ x)=||z- y|| & ||x- x*u__z Ilmlan&x =

Im linearen Fall ist ||F§a,yr-R‘y||<C||)f-y||, d.h. die regularisierte Losung konvergiert stark und
linear im Messfehler. Im Nichtlinearen erhalten wir nur schwache Konvergenz von Teilfolgen.

Thm: (Stabilitat) Zusatzlich zu Existenz-Bedingungen seiyy ->y in Y und & argmlaj Dann hat
X, eine schwach konvergente Teilfolge, und jeder schwache Haufungspunkt mlnlmlert>j

=>, x hat konvergente Teilfolge

Bew: 1) ¢ |Ix x*I% § (x £ § (x¥=||F(x*)y []P<G=
2) Sei xa x, dann ist [|[F(x ).y & Z{d g ) v (x*)—||F(x*\),y ||’<€é< => F(x ) hat konv."
3) Wegen schwacher Unterhalbst tig |t &er Norm st
) (X I|m|an‘- (x £ Ilmlnfit z) fur alleg X. =
Mn—>pe

- oo

Bisher haben wir Existenz und (schwache Teilfolgen-) Stetigkeit der Tikhonov-Regularisierung
(Eindeutigkeit ist nicht moglich), d.h. die Wohlgestelltheit soweit wie moglich. Nun betrachten w

Konvergenz.



s
Thm: Zusatzlich zu oben §Iei X HiIbert‘raum, X eine x*-Minimum-Norm-LésunJg mit F(i)=y und ¥
mit ||y°'-y|LJ' sowie X argmin/’ . Gilly ->0 undy & ->0 fix & J(y, )ugd ->0,so
hat x: eine stark konvergente Teilfolge, und jedey Haufungspunkt ist x*-Min-Norm-Lsg.

e blinearen ol CJ.J= 5/2/;" —0 ,
Bew: ) x hod sobavtel. kpnv. Ceilfofye - hics wird Flxt=y gebracdit!
J
£ "Xj' x*llié 35;():,;‘{) & ]Z (x*) = ||'T'—(x*)"y{nl"oc||3c"x*||lécf1+o<|x*— > |I*

= )C: /GfS(,Lr-o‘."y\th =) j Sehamnd kd‘hU'- K’—&‘:{/ﬂ’fic xj_‘—AX

2) X l:;J' x*"M[kl-W\blfu\ - NW"' L.r)s\,q,v )

b3
'”5<—‘><"'"2 < {t\:\g{ ”xj:—x*ll? = &;m./ o%“‘ vl - x*)? = ||x+—-x'xﬂz
TR~y N G20 e (T (€ S ) =l etz
= vy o Faey L
3) Xi: — 3 x Sack: 2% l'n-e/i.“’ Hillodreces- 1""“""""”!7 DXk ?’“207* o
I X;E - x| = PK::— x*I? - Z(Xi:—‘- x*,x-x") + Ix-x*|* —o0
— ~3
< L +-||x*-7<*h2.= A "x_x-xlf- Ly

/ ::l—‘hr_xk"!
X' x Sincd x*-Mia,~ Ny = Loy

Bem: Die starke Konvergenz ist eine Besonderheit fur Hilbertraume (wo aus Normkonvergenz
& schwacher Konvergenz die starke Konvergenz folgt) und kann i.A. nicht erwartet werden

Noch zu betrachten: Konvergenzraten unter zusatzlichen Glattheitsbedingungen.

Def: Eine Abbildung F:X->Y heilSt Fréchet-differenzierbar in ¥ X mit Fréchet-Ableitung F'(x), wen
F'(x):X->Y linear & stetig ist mit ||F(y)-F(x)-F'(x)(y-x)|| / ||y-X|| -> O fur ||y-x||->0.
F heiRt Fréchet-differenzierbar, wenn es Uberall Fréchet-differenzierbar ist.

Thm: Sind X,Y Hilbertraume und F:X->Y Fréchet-differenzierbar, so auch Jz(’ mit
T () 0=2F (X)X(F(X)-y)+@&  (x-x¥).

Bew: HA O

FUr Konvergenzraten brauchen wir eine Quellbedingung. Wir betrachten die Quellbedingung
fiir a=1/2. X =(K*KP*w fiir ein v X ist aquivalent zu X =K*p mit p=7:;:4 (w10, U

Diés lasst sich interpretieren als Existenz eines Lagrange-Multiplikators fir das Minimum-Norm-
Losungsproblem minx||x||2/2 s.d. Kx=y, denn

L?«mvﬁl;w\ L (X, p) = é"' ||)(||2~ < Kx— ' >
Il _oc

qoql-‘Z(o/ 0=$’;>""KX 2 - x :x’_KxP

Analog wird fur einen nichtlinearen Operator vorgegangen:

Laa«rm?;m. L(y,yf): 2£ "x—x"“2 - <F(")'\/IW>

Opf-Beot . 0=2L=y-Fx) KL 0=3 = x-x -(F6\p

op

I



Def: Die Quellbedingung m},.\ fur eine x*-Minimum-Norm-Lsg. X' des inversen Problems F(x)=y

lautet
x+.. X* = [F(’c'.)* (’t)j/‘u /b:.r it W C X

Thm: (Konvergenzrate unter Quellbedingung) Zusatzlich zu oben sei £ x*=F'(% )*p fur ein @ Y,

und F' habe Lipschitz-Konstante L mit L||p[[<1. Wirdx{J, S)n,) gewahlt, dann gibt es D>
mit ||><” KX ||<cons. (J & fe NL£0 itm [incare. (

bt Sy
ew: - [ Flxf) -y I b ol < £ IFG - 1% bt - ZIE 2 5% o|x* - ¥
E [Flxd) -5 1P v Il ' & T w2 (x*-XT x-x )
= 4% 20 (1, F OOt )

binol cu. Livearan /d‘f -%

* sede {(é\ = F (x** £ (xd-x7)
4){'/{) < F(x +t(><,‘ x )(xd—x ) hat Liprobade - Komtbpnse LN x5-x 9°
D |F e )-F(x7)-F ' () (2~ x N =) L) -f h’“"“f{’({)‘ﬂo\ A|e5IxE - x|
DNFOE)-y Wl x 178 + 2 (p, FIx*)- F( D)+ al el
e85 2oc (pry Fxd)) +22lpr y-y ) ¢ allipll i II*

2 L
o (x\-% apls(2- LipDlxf - 1" = £ reclpll? +2 g llol =w
= (a-LpD) \xd - x*I* ¢ (7 ¢ 45 0pl)* 2(G,J +pg ()

C,,Jéak;_ CJJ.

s N xg =Xt € d (& ¢ 42 0pl)* /(- Llpl) s,



Iterative Reqgularisierung fur nichtlineare inverse Probleme (nichtlineare Landweber-lteration)

Wir betrachten nun das nichtlineare inverse Problem F(x)=y. Um die Landweber-Iteration flur das
lineare inverse Problem Kx=y darauf zu verallgemeinern, fassen wir diese auf als Gradienten-
abstieg mit Schrittweiter fur J(x)=||Kx-y||?/2:

J'(X)=K*(Kx-y) => &* =%z )i )

Im Nichtlinearen benutzen wir einfach J(x)=||F(x)-y||?/2.

Def: Seien X,Y Hilbertraume, F:X->Y stetig und Fréchet-differenzierbar, x*¢ X, ye Y. Die Landweber
lteration zum inversen Problem F(x)=y lautet

o=x® | xMet= sk~ € Flle) = <" - o Fix® (Fle)-
Wir schreiben ﬁ((y) il AR * © fix < - M) ( x 7)-

Rk(y) ist offensichtlich fur alle y wohldefiniert. Ebenso ist es stabil:

Thm: Sei zusétzlich F:X->L(X,Y) stetig und y ->y in Y fir n-> . Dann istR fy )-3R (y) fir alle k
Bew: I\,\au.lrl-.-m.\.fan{a-..j R, GL) =R, ()
Tucbukt i s b ¢ Qk+4y,, =72k ¥ C F’(Rky,,)* (F(Rky,‘) —y,,)
=2 Ry ~cF Ry (F(Ry)-y) =R,y O

Die Konvergenz gilt nur unter einer zusatzlichen Annahme, die die Nichtlinearitat beschrankt:
[|F(x)-F'(x)(x-x")-F(x")|| < c||F(x)-F(x")|] far alle x,x' und ein c<1/2. (A)

Im Prinzip reicht diese Bedingung auch lokal um eine Losung £ von F(x)=y herum. Zusatzlich zt
(A) benutzen wir im Folgenden folgende Vereinbarungen:

- ES e y,y’yeyw\.‘o‘ ||yf—y||<af wned F(xT) = . 2t2c
Es se¢ IF'6M<( l[':r At x oA TCLCA e
k*=K*J,y°) = m{{k>0|IIF(x“J ylllyrf} Mﬂ'7 %H
s& olic Tkeodint2ahd | bei oher Aao Mozavos- Diskripant pplindiyo verle b/ wrd
= Rly) , xf = R ().

Thm: ,,“_ IF' Gy (x-7)| ¢ | £(x) - FN £ —— ||I-'(x)(>c~x)||
Bew: [|F(x)- FE) || £ || Floy- F'(x)(x—?)—f-‘(f)ll +1F 6\ (x~%) | & clIFG - Fg)l+ | F'6<) (x-5))
1F'6) (x-S € NF )= F6)x-%) =F &) | # 1 F ) -0 | & (eI E6) -FR)| o

Thm:7) | x5 - x*|l ¢ Ix5-=x"l ¥V k< k* (7\@‘ o 'Zﬁrj'eo&q &leF-"(/)sJ—a# x*)
2) Eo“f'(x )’/ll < oo

3) Sei F' Lipschitzstetig mit Konstante L, ung erfullg (C?*+LC||x*-x ||)<1
Dann gilt ||F(%7 )-y||2<||F(% )-y||? fur alle k.



Bew: )l k"< x4 - Mttt = NT FUQ¥( R~ 1> =2 (ofen’o ™ (G- )
= PO (Fk)-y I~ 2| Fxd-y /11
#72 (FI - F'6&) - X} - Fi) +716) -7, Fidy?)
<alFed-7 [(ullF‘*bu QIFxEy 1 + 2 F(x5)- F ) (o -x") - Fx*)| +z||7—y"n]

p2¥2e £ '_(XJ) yﬂ £2¢| r(x})-y"llrl.cly-yrll
éf:MF(xJ‘f)-/’Il 7( 2-2c-T lIF‘(N5)|| )II\' k")'}’ | - (Z'H-c.)lyfj<0
NFor =0 haben Wi in 2) so 7z
K _ ) (/:“ 062?7 rfAO/_\ 2
5 =x Y - x4 % Ilét(fllF(x"H\ Z‘ZC)DF(X 7|| brc('EC—z.cza)Il I‘(xk)z/“.
Y M < Ix° - <l
= £ IR e e £ 2 I

3\.&;4&\:" Fle\-y172, aso F'(x) = F'* (Fla-y) | oleumn st F'in x
Lipschuis it Koratunbe €C* x LIF(-y) £ L) x-X
F047) = F09) 1 S kol ) (x4t df
= F(<*) ¢ g(x"\(ka <) +f T '(xKst bkt <))~ 1 GRY e (<2t

= —th}’(x")ﬂ mx (leksa x| x5 X"m Ix" ?{L
< 760 “F et
Thm: x* X" Lir gn x" wid Flx')= y
Bew: Sehe ¢ = x4 x* . vt C’m«,ly ‘B‘(ﬂ
Ser j> Kk Xﬂécﬁ(; y AN [€Q7M'h f”F("‘ -yl |Z€_’U‘ IJ?J%
||2 ~o, € ley-¢, 1+ e, -5l ) es vedd, le; - ¢, he,- 4N ;29 2 24gtm.

I ¢-2,17 = 2 (- ej12,) + lgjll* - leyl®

bor wissen el le,] — s=o0 %Az k2w oa ||l menshon /a%u/d-h

Auficdom |Gy 25,2 = |€ (I:F(x‘“) (Flx)- y),z‘,’)

) =Yy F (x (X - x*))
atf I () - 5 JHIF e (e ) i) (- <)
éfc‘Z IFG -8 (e )T N+ IR () - Fec) I T
,bﬁ NFGR) -yl Case) (IF6E)- /1 w2 1) - /1)
£ T (3 f?c)ﬁ_ | £ (<) - yII = O

= Ilzj-—z,lll—v / a,nalcj Il 2,-¢, 1 ':—50.
o ' =x*oly bines v 2, ¢,,..., a1 x!= ﬁm-x , doenn 1SE

Ar 21 - k se

I7¢(x") - vl = Fig, ||fo")—)/f| =0 o




Thm: ’<.r P ' Ler o x " et Fix')=y
Bew: (o J. — () _/gr w0, Ky, = k*(-{;,y";).
Fotp: I(,\ L\q_')l H&b/\ah(]lrblhkf ﬁ\ oo
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Far Konvergenzraten reicht diesmal keine Quellbedingung; zusatzlich wollen wir annehmen
=R F'(x) fir alle x,

wobei {R | )@X} eine Fam|I|e stetiger linearer Operatoren mit ||R I||<B||x x"'|| far ein B>O0 ist.
Dies ist eine leicht andere Beschrankung der Nichtlinearitat als (,&‘) in einer kleinen Umgebung

von xtimpliziert diese jedoch (A).
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Stochastische Modellierung

In realen Anwendungen sind im inversen Problem Kx=y sowohl die Messungen y als auch die
Daten x Zufallsvariablen (die Messung y unterliegt stochastischem Rauschen/Messfehlern, und
die zu findenden Daten x unterliegen ebenfalls einer gewissen Verteilung, z.B. der Verteilung
aller moglichen Patienten-Anatomien).

In der folgenden Modellierung betrachten wir der Einfachheit halber endlich-dimensionale
Raume X & Y; entsprechende Modelle fur unendlich-dimensionale Raume konnen entweder auf
analoge Weise oder durch Limes immer feinerer Diskretisierungen erhalten werden.

Def: Sei (U,F) Zufallsvariable inﬂr* mit Wahrschelnl|chke|tsd|chte I-’]Zn ->[@p ), folglich haben
~ U und F die Wahrscheinlichkeitsdichten T}, = P( p)d{ j' P« -) Au.
Die bedingte Wahrschelnllchkeltsd|chte von U gegeben F=f ist
P(U=u|F=f)=P(U=u,F= féPF =f)

Thm: (Satz von Bayes) P(U=u|F=f)=P(F=f|U=u)b|? (U=u)€_P (F=f).

Bew: einsetzen D

Def: Sei das inverse Problem gegeben, Daten u aus Messungen f zu rekonstruieren.
" Der Maximume-Likelihood (ML) Schatzer fir u ist definiert als
argmax P(F=flU=u)=argmin, -log P(F=f|U=u).
Der Maximum-A posteriori (MAP) Schatzer fur u ist defiiert als
argmax P(U=u|F=f)=argmirL-Iog P(F=flU=u) - Iog‘f’ (U=u).

Bsp: Seiy ¢ R /C R™, f=Ku+z mite R~ der Realisierung einer Zufallsvariable, z~N(gl,I
- Kul®
= e (K BT) = T(Fef|Usu) = cot exp (- 1654
:) ML‘I&A:AU U = a,g:/tak—zaytp(':‘—/|uth_):&7':‘:ih I#-kul'z_
= [elprsh - Quaclrok -E&an;
Sei u verteilt mit 'Phl"‘): corst o0 - |u|7‘
= MAPSLaktr o= Wn"m—[?f?q::/l U=wu) ~ Z¢7 ?u{l/=u)
:WJ':ML.A |Ku-£’2 +2 %1’u|z

<= 'TL'A'A.QV\DV'— RQJU[MWWVJ'&:“‘M/

Bem: Der ML-Schatzer sucht die Daten u, die die Messung f mit grofSter Wahrscheinlichkeit
erzeugt haben. Dies ist (zumindest im Unendlichdimensionalen) nicht wohlgestellt und
bendtigt eine Regularisierung.

Der MAP-Schatzer sucht die unter der beobachteten Messung f wahrscheinlichsten Daten 1
Far viele Rauscharten ist die Messung f verteilt mit P(F=f|U=u)=exp(-D(Ku,f)) fur ein
Distanz- oder Diskrepanzmals D. Nehmen wir weiterhin eine sogenannte Gibbs-Verteilung
P (U=u)=exp(-R(u)) fur eine Energie R an, ist der MAP-Schatzer
(21 .
u=argmin_D(Ku,f)+R(u),
also der Minimierer eines Funktionals mit Datenterm D(Ku,f) und Regularisierungsterm R(u




Bsp: (Datenterme)
1) Additives GauBsches Rauschen
Messfehler eines Sensors sind oft normalverteilt. Werden die Eintrage der Messung f
von m identischen unabhangigen Sensoren gemessen, so ist auch f normalverteilt,
f~N(Ku,z>”I). => D(Ku,f)=-log P(F=flU=u)=const.+|Ku-f|~ 2

2) Additives Laplace-Rauschen
Messfehler durch Sensorausfalle/-storungen kénnen manchmal durch Laplace-Rauschen

modelliert werden, d.h. f ~L((Ku)7, ) mit P(F =.\f ,U=u)=const.exp(-|(Ku),-f-y ).

_ — v ”n I ¢ w={ s
=> D(Ku,f)= '09.\1;'? Contt. (—fiKu); —{',"/z)| = E,, |6l ~£) fp ¢ emat, =w*|k—b'ﬂ

3) Poisson-Rauschen
Der radioaktive Zerfall in einem radioaktiven Material (z.B. wahrend PET) oder die
Emission von Photonen (z.B. in Fluoreszenz-Mikroskopie) oder die Ablenkung von
Elektronen (z.B. in Elektronenmikroskopie) sind Markov-Prozesse, d.h. ihr Verhalten ab
Zeit t ist unabhangig von der Vorgeschichte (dem Verhalten bis zur Zeit t). Die
durchschnittliche Rate | der Ereignisse (Zerfalle, Emissionen usw.) ist dabei fest (und
proportional zur Menge radioaktiven/fluoreszenten Materials usw.). Die Anzahl f an
Ereignissen im Zeitintervall [t,t+T] ist dann Poisson-verteilt,

f
P(F=4|1,7) =£_'_r'1") e
Ist die zu f gehdrende Intensitat (Kg‘)', dann ist ad

) \ = :
T T )T 2 _ -\
Dlkag) = ~tog T (Gea: T4 i _ ?5,(‘(“}‘ -10,-17((»:“);.)_%.1
(=n _f'. [ !
Def: Die Kullback-Leibler-Distanz zwischen reellen a,b ist D(a,b)=a-blog a + b log b - b.

Die (physikalische/informationstheor.) Entropie eines Dichtewertes y ist e(y)=y log y - V.
Die Bregman-Distanz zur konvexen glatten Funktion g:IR ->IR ist? (x,y)=09(x)-g(Wp g(y),%

Thm: 1) Die Kullback-Leibler-Distanz D ist nichtnegativ, konvex, und D(a,b)=0 <=> a=b.
2) Die Bregman-Distanz ist nichtnegativ und konvex im ersten Argument.
3) Die Kullback-Leibler-Distanz ist die Bregman-Distanz zur Entropie.
4) Der Datenterm fur Poisson-Rauschen ist bis auf eine Konstante die Kullback-Leibler-Dist.

Bew: ausrechnen D



(Tikhonov-artige) Regularisierungsterme

Def: Regularisierung mit dem Regularisierungsterm E(u)=_( e(u(x)) dx=[ u(x) (log u(x)-1) dx hei
maximale Entropie-Reqularisierung (bzgl. des Lebesgue-Males).
Ist ein ausgezeichnetes u* gegeben, so ist die relative Entropie E(u)-jf e(u(x)/u*(x))u*(x) dx
die zugehorige Regularisierung heilt maximale Entropie-Regularisierung bzgl. u*.

Die maximale Entropie-Regularisierung wird typischerweise fur inverse Probleme von
Wahrscheinlichkeitsdichten genutzt und hierfur mit der zusatzlichen konvexen Bedingung
u20 undf u dx=1 gekoppelt.

Bem: Maximale Entropie-Regularisierung kann auf klassische Tikhonov-Regularisierung zuruck-
gefihrt werden: Sei{ :[Og )-> monoton so, dass e(u):sp 2(u)-1, un@ L235hu -7

Dann ist argmin ||F(u)-y||?+E(u)=argmin 2))-y|I?+||1z4> .
q%t" [[F(u)-y|| ()zeg:} lIp (2))-yl| IIAI 4#1 , ie

Existenz und Konvergenz konnen so auf den klassischen Fall zuruckgefihrt werden.

Def: Der Regularisierungsterm ||.||0 ',Qh"—>[)J , ||x|J =Kard{¢ {1,...m} |l-# 0} heilRj | -Norm.

Ein Vektor mit kleiner || -Norm heifst diinn-besetzt oder sparse.

Die I -Norm wird bspw. far Dictionary-Encoding/Kompression genutzt: Seien g eva€f” L n<<nm
sog. Atome, d.h. typische Vektoren ys[k" (z.B. Pixelbilder) kdnnen als Linearkombination weniger
a. dargestellt werden (hierzu ist m>>n notig). Die Matrix A=(g |...]a ) heilSt dann Worterbuch
oder Dictionary. Um y zu komprimieren, sucht man ein dunnbesetztes XR'”‘ mit Ax=y, d.h. man
|Ost r‘r‘5i(n||x| s.d. Ax=y. Im sog._Compressed Sensing hingegen hat man Messungen y=Ax von
dunnbesetztem x gegeben und versucht, x durch das Minimierungsproblem zu rekonstruieren.

A 1| =1y

Thm: Sei A@R“’,"m>n, so, dass jegliche n Spalten linear unabhangig sind. Sei y=Ax fur ein x mit
||x|l <n/2. Dann ist x eindeutige Losung von Tin||>g| s.d. Ax=y.

Bew: Sei Az=y mit ||z|b<n/2, dann gilt vi=x-z ker A. Sei w der Vektor v ohne Nulleintrage und B
die Matrix aus den zugehorigen k<n-1 Spalten von A, dann ist @ ker Bund rg B =k,
somit w=0. g

Bem: Die benotigte Eigenschaft der Matrix A gilt z.B. fast sicher, wenn ihre Spalten zufallig
(gleichverteilt) aus dem Einheitsball oder der Einheitssphare gewahlt werden.

Bem: Die Minimierung der l,-Norm unter Nebenbedingung Ax=y (oder auch alternativ die
Minimierung von ||x|$ +||Ax-y||?) ist ein kombinatorisches Problem und schwer zu I6sen.
Daher relaxiert/vereinfacht man das Problem typischerweise zu einem konvexen Problem.

Thm: Die konvexe Hulle von ||.|L auf dem ] -Einheitsball (grofste konvexe Funktion unter ||.J| )
ist die | -Norm.
B [l

Bew: HA g xl,

WD \l/“xll,,
Ll ;' 'x
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Def: Das Minimierungsproblem min [|x]||, s.d. Ax=y heiSt Basis Pursuit.

Das Minimierungsproblem min ||Ax- y||"2+¢x||xJ (oder anderem zum Rauschen passenden
Datenterm) heilSt Basis Pursuit Denoising.

Thm: Minimiere ||x||0 bzw. ||x|l' unter der Nebenbedingung Ax=y fur ein A‘IZ e , h<m, mit voll
~ Rang. Es gibt einen Minimierer mit ||X|Je n.

Bew: - y lasst sich als Linearkombination von n Spalten von A schreiben
=> optimale h-Norm ist kleiner als oder gleich n.
- V={xeR™ | Ax=y} ist ein mindestens (m-n)-dimensionaler Unterraum vorR™
Sei x ein Minimierer mit ||x|L =r und B der J,-Einheitsball.
Dann ist rBA V=R B V (ware es im Inneren von B, gabe es ein besseres x).
Daher schneidet V rB in einer (m-1-n)-dimensionalen Seite von rB.
Auf den (m-1-n)-dimensionalen Seiten liegen jedoch nur Vektoren mit« n Eintragems 0.[7

N

L2 Normball \ - W\ -
Axsy L2 pgrmball Axzy

Man kann zeigen, dass fur generische (m x n)-Matrizen A beide Minimierungsprobleme

min ||x|b s.d. Ax=y (p ) min ||x4| s.d. Ax=y P )
die gleiche eindeutige Losung haben, sofern y=Az fur ein ausreichend dinn besetztes z.
Hierzu zitieren wir folgenden Satz aus [Donoho: For Most Large Underdetermined Systems of
Linear Equations the Minimal | -norm Solution is also the Sparsest Solution].

Thm: Sei S(m,n)={A=(3 |...|g\ ) | & 8 } mit der gleichmaRigen Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Far lc {1,...,m} sei A. die Matrix aus den zugehorigen Spalten und [I|=Kard(l). Fir einen
Vektor deg"sei dI der Vektor aus den zugehorigen Eintragen. FU[F‘,Ja, ,P.Illz_,”“?s >0 definie

57'”"4—{AeSmn | minimaler Singularwert von Fe furaIIeIm|t|I|? n}

prm ={Ac S(m,n) | || d|| n ||Ad | fur alle gp™ m|t||d|| n}
?me—{AtS m,n) | || ?-(\l_[[A d || far allege!ﬁz mit Adp< b und alle I mit llp= n}

Far alle R>1 eX|st|erenf,,f,, Z >0, sodass fur jede Folge m <Rn die Wahrscheinlich-
keiten P(yf’—-m,, P&)”""h _&?‘,73 xponentiell in n gegen 1 konvergleren

Def: Der equivalence breakdown point einer Matrix A, EBP(A), sei das maximale N, sodass fur alle
y mit y=Az fur ein z mit ||z|1) <N die Probleme (B ) und (P ) die eindeutige Losung z haben.

Thm: Fur jedes R>1 gibt esF(R)>O, sodass fur jede Folge m, <Rn gilt P({EBP(A >f n;( --

Bew: Es reicht, ein ¢ (R) zu finden, sgdass {EBP(A)» (R )n}>52f3""4 N _Qﬁ"h N _czf’s"h
Setze p (R)= mlnf,, wify lng,3) 3 und I=supp(z).
Sei z+d ein alterhativer Kandidat fur die Minimierung von (B, ), folglich Ad=0.

Es gilt llz+dlj Izl Iigk JI-Ig JI- o AeBn onth o QQM//__A .
Nocl, @ Nzl & ofig) IAgelh, /g, ) Nodgel, >, IIAIc drelly > g9 1A de i,

D loyel, > vanamz{n/im Ndgll, = 792 23/HpeRy Nelzll, = ldgll,

=) 2 ¢ él'ht(wﬁ}lf M wridts ven (P,,\ (Zu'r (ﬁ) o o 7/‘2“\7/’) )



Bem: Analoge Resultate erhalt man auch fur rauschbehaftete Daten; in dem Fall minimiert man
z.B. [[x]], s.d. [[Ax-y|}, <J und erhalt fir den Rekonstruktionsfehler ||‘§< ->f|| & , siehe z.B.
[Candes, Romberg, Tao: Stable signal recovery from incomplete and inacCurate
measurements]. Diese Resultate, also die Moglichkeit, mittels ), -Regularisierung stabile
Rekonstruktionen aus (rauschbehafteten) Messungen zu erhalten, bilden die Grundlage fu
sog. Compressed Sensing.

Die Entsprechung der },-Regularisierung im unendlich-dimensionalen ist die Radonmaf-Norm.
Auch diese sorgt fuUr Dunnbesetztheit, d.h. die rekonstruierten MalSe sind typischerweise Diracs.

Def: Sei 52 kompakt. Der Dualraum zu € §2 ) ist der Raum M ) der RadonmaRe.

Thm: Firuel! @ ) ist [Ju))  =Ilull . Swp [ guds =Sup [ oudc =lul,
”m, J Pect(n) & cf I“P"Ln-é/' > (P g
Npleesa
Thm: (Riesz) M(s7) sind die regularen, abzahlbar additiven Borelmalie aufy . Die Radonmal-
Norm ist gleich der sog. totalen Variation W_ |Lm) =sup€4 |/‘ (U,‘)l |u\. cn puw(-qu,CJJuaét

Bsp: Zu xe M([0,1]) sei nur eine Glattung/Faltung gegeben, z.B. die niedrigsten 2K+1 Fourier-
Koeffizienten, ~

y(k)=’f:( x(k%f exp(-zFr ikt) dx(t).

Wir fassen F_ auf wie zlivor die (n x m)-Matrix mit n=2K+1 und m=p2¢ und minimieren

K
min ||x]]| s.d. F x=y P )
¥ MlEg47) E +DV

Thm: (Exakte Rekonstruktion ohne Rauschen) Sei zz , a{ mit{zgﬂZ sk [0,1],]t-t [>2¢K 4i
K>127. Dann ist z der eindeutige Minimierer von (’E\; ). J

Der Beweis ist typisch fur exakte Rekonstruktionsresultate: Er zeigt die Existenz einer Losung
des dualen Problems, die zu den perfekten Daten passt. Das duale Problem erhalt man wie folgt:

prin.ales Pl : rin N, <d Fex=y
Ak éq

S\aﬂ(ﬂwmkﬂ’am&du; ':Vy\i:'[ S‘ufoyl Il x ||,.1 = <(P{ T:l(" ")f> >’=R

Re e
e, charkee Dualitpt "= S 5w i Ixlly, - {ETy x>+
(]ezﬁrq(i,ufu?mt Beoting ) ;EI;’/ :ZM L&v—(—‘—()‘i—:é <‘PI Y>

= \{ m(*)FK 17['6) — A AIx|

Auales T)FDGQW L = Sup <PI >I> J'o/ “ FK’.-? /lCa cAqA

peY

Findet man nun einp mit ||F; [l 1 und ? ,y>=||z|| , dann muss z optimal sein.
FUr den Beweis zitieﬁpen wir folgedes Resultat aus [(Andeés, Fernandez-Granda: Towards a
mathematical theory of superresolution].

Thm: Fir jedes T={t ,...,t. } mit |t -f |[>2/Kund v:T-€ mit |v{t )|=1 existiert ein trigonometrisck
Polynom p(t)= ¢ exp(# 1kt) mit p(.t )=vl(t ), i=1,...,m, und |p(t)|<1 sonst.

- K -2mi T

Bew: (Exakte Rekonstruktion) LJZAL l'PG_YSo.O‘(aAr Plﬂ:FL:c([ﬂz Z q.¢ 2 kh@ﬁ:ﬂ" ol =,a—'_|
el [pl8)|2 1 st . O o
Dan. aé llzlly, = Z o] ={p,2> ={%, 2> =<gy> 9 1Fel o€ =D 2 i gphinat,

F‘I”\;rj(du xFz il Ex=y l|><||M ><p R =<i::(p,x> = Ly, y> =Nzl . o



Bem: Analoge exakte Rekonstruktionsresultate gelten auch in hoheren Dimensionen.
Obwohl die totale Variations-Regularisierung nicht offensichtlich eine Annahme uber die
Struktur der Daten enthalt, kann sie diese dennoch exakt rekonstruieren
(d.h. sowohl die Amplituden als auch die Positionen der Diracs werden exakt getroffen).
Entsprechende Resultate mit Rauschen gelten (wie in Compressed Sensing) ebenfalls.

Bisher haben wir nur (Integrabilitat der) Funktionswerte regularisiert, nun moéchten wir raumlich
Regularitat erzwingen, d.h. die Existenz eines (schwachen) Gradienten und dessen Integrabilitat
Mit klassischer Tikhonov-Regularisierung fir Ku=y bedeutet dies die Wahl X=H_ , d.h.
min [[Ku-y|2 ¢ [lu|2 = min ||Ku-yu2dr] |Du|? dx.
Die Optimalitatsbedingung lautet 0 P
0=\ U+ K¥(Ku-y), also uzga  K*(Ku-y).
Dies bedeutet starke Glattung, z.B. fur K=I1, Y=L2 folgt aus elliptischer Regularitat ¢ H?!
Wahlt man allgemeiner eine Regularisierung ¢ g(Du(x)) dx mit g strikt konvex, erhalt man
0=- o div(g'(Du)) + K*(Ku-y) mit Linearisierung & div(g"(Du)Dv) + K*Kv=rechte Seite.
Da g" positiv definit ist, ist die gleiche Glattung zu erwarten. Raumliche Regularisierung, die nict
wie A"7glattet, kann man also nur mit nicht strikt konvexem g erhalten. Das Paradebeispiel ist
g=|.|, also Regularisierung mit
f|Du| dx=||DuLL falls Dgz* bzw. ||DuJ1| sonst.

Def: Die totale Variation einer messbaren Funktion u: 2->R ,ncnz" offen, ist

lul, =sup{, udivvdx & S ) IIvE 13
Der Raum der Fuktionen mit beschrankter Variation ist

BV() ={wefle)||ul » }.
Darauf ist ||u|}N=||u|1ﬂ +|Jrrz eine Norm.
_ oMshbubionitle Ablstang
Thm: BV(R) = {& (£ ) | Da M )} mit |y] =||Dy]| . Folglich Jy| =Dyl fie u"We ().

Bew: 52 |ulpy, = .Qu,o'{__f; U+ of Dy |Uec_g‘(ﬂ,‘ﬂ14)| Nl Eﬂf ¢ “D"'"M

c: Seu €3\/(§2) = dosdnbubronlle ,(g(r(bu St Loeoe Fankionod a«f Cﬁrz ,Rd)
Huhn - Bavacs, —
mit Do) € uly Wl == T eavludfe Tchdony Du: ¢o(s7;RNR

Rve
md IDul€ fuly, =5 Due M) mid  [Dully €luls, o

Bem: TV-Regularisierung erlaubt Diskontinuitaten - mehr noch: diese sind nicht teurer als glatte

Ubergange, siehe folgendes Beispiel: “ S
u(x)=min(1,max(0,nx)) => |u|, =||Dujp =n*1/n=L1. T/ “
Ebenso fur n->« : u(x)=Heaviside-Funktion => |uTL =||Dur[|| =1l== T >

S

Bem: Regularisierung mit ||.|l1 bzw. [[.|}, hat DUnnbesetztheit erzeugt, d.h. TV-Regularisierung
sorgt fur DUnnbesetztheit des Gradienten: Die Losung u des inversen Problems wird
typischerweise stuckweise konstant sein mit Sprungen zwischendrin. Dieser Effekt nennt
sich Staircasing.

Wir mochten das inverse Problem Ku=f mit der totalen Variation von u regularisieren, also
[|Ku-f||24+et|U]- . minimieren. Zur Untersuchung, ob ein Minimierer existiert, benotigen wir

die Unterhaldgtetigkeit und die Koerzivitat der totalen Variation. Dabei reduzieren wir alles auf
den Fall, dass u im Mittel O ist.



Def: BY, (%) = {ue V) |f u dx=0}.

Thm: Sei Qcﬂffoffen mit Lipschitz- Rand7::—> d, dann ist die Einbettung BVa( ey ‘1o () stetig.
Fur_dl_ >d ist die Einbettung kompakt.—y |, Jw Dev_siann km/uk{-r z,),\ﬂ,y,_‘v

A 6-1,\_[] /IM/7>4

Thm: Sei ,S)_cﬂl'f offen mit Lipschitz- Rand By(l ) ist der Dualraum des Raums Z, der VervoIIstan
digung von Z ={divg | ¢ ;;j 12 )} bzgl. der Norm |||%|| —|nf{||g|| {g:'_@ ®; ), divg=p

Bem: Somit ist BVo (2 ) der Dualraum zu einem separablen Banachraum.

Bew: (fir glatten Rand vong) )
B, c2™: (el wekl (), tet= €, :2,—R ”0’_35(104;0!“.
M\vl,o— o{wi 9\1\/ /é 4u| = |Lu of-iu-g oAx| € "]d(f |"ITV

= leu(PH = L’\/f "(7"(_3 | P= dtl}'gf l“l-rv “Pllz IM.I-,—V

' H ahn=Bama sty "
= ,ZMI < IL‘I'TV 044/2 =D ‘Za o1 a_,-miﬁr/mnﬁa 2k G2
Cu ¢, (o‘fu(7)—(“2(,(,i.‘7)=0
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[Amrouche, Girault: On the Existence and Regularity of the Solution
of Stokes Problem in Arbitrary Dimension, 1991]
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Thm: Die totale Variation ist unterhalbstetig unter schwach-*-Konvergenz in B\, £
Bew: S w, Zat wmd Y, e (5 (52 -m")M\z I 1l o £ 50 olaas J{'muwk—arulﬂ,

= Iuobv‘P cdx=Llin. fuh A éuum/fu der 0

]
]



Bem: uﬂﬁu ‘i 3\/0(51) D VcPeC,’"(ﬂ}m")?_ru_aLk?a-‘(x -—»fuok‘.:,o-lx-
k) 3
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Thm: (Poincaré-Ungleichung) Auf B\, ) ist die totale Variation eine aquivalente Norm.

Bew: - [lully, = u ||L4+ lwlzy > lmlrv

Annahmes VeV 3w, e BY, () + |lu, Izv >n [wlg,
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Bem: Folglich ist die totale Variation koerziv auf BVO(_Q) d.h. |lJ‘T|_ <2 =>|lu JJ’ =>es

existiert eine schwach-*-konvergente Teilfolge.

u dx, u(" udx) ist ein Isomorphismus. Sei auf

Kor: Die Abbildung J:BV{z)->R® BY.L2 ), ws
efiniert, dann gibt es c>0 mit c||uJ <||J( u)i_ﬂ< ||u

~ fR® BV &) die Norm ||(r,v)|| = |r|+|V'Jv

- ||.]] ist offensmht:ﬁh eine Norm }

|(u)||— udx|+|uf, udx cT lyl +l& udy| |u|| | $hmax 47 ul|

| )||= Eudx|+|q_- ud S ) udLé|+c||,g udig ‘m b dx[ ! gl
LL{, ,c}[th udx|+| Uf, udx1| + - udx| Y| c[|Lu|| -qu udx| 1= Cill/u” D

Bew: - | ist linear und invertierbar, also ein Isomorphismus

Nun konnen wir das regularisierte inverse Problem betrachten. Im Folgenden sei Y ein Hilbert-
raum und K:BV(Q )->Y ein kompakter Operator Die Losung des inversen Problems Ku=f wird

approximiert durch argmin E(u) mit E(u)=||Ku-f
PP ropoin E(u) [IKu-fl2 3 [y,

Thm: E(r+v) ist unterhalbstetig unter schwach-*-Konvergenz in e?(/,_.,(_o.) und Konvergenz ingfjp.

Bew: Es genugt Unterhalbstetigkeit von ||K(r+v)-f|| zu zelgen

Se @ = Klewo)-f e o= @/, % —v) 0, 20
[ Klreo)-fll = (KeeN=f, o) =k, 0) & Lo KD = (0,)

= Lo, (Kp) - Gy K> = (i) = by, (KiG00)-f1)

€ bninf 1K Gviy -l gl = Liconf 1K Crrvi)-£ 1 O



Thm: Falls Kl;éO, ist E koerziv auf BVKL) (d.h. Subniveaumengen von E sind beschrankt in B&( )
Andernfalls E(u)=E(u£l udx), und E ist koerziv auf BVfE 4+ olizacr Toll (st bl

LSy
lallgy £ c lulpy B—v./ ?\Z(ﬂ)

Bew: Angenommen, es gabe eine Folge u, e BV(s2) mit ||y, %v>n und E(y )<Gx .
Setre u_,_=£uo(x Z«ﬂ..cuk—ah . U?c\. Aer NW«un_fm(LnZ Lo "'”ng‘
170l o&'«'uﬁ.,, Lr canthnaa, |Et_|,\| w0l >n .
Wegemodlily, € Flun)<C folgt  |a.| — o0, olot,
Elu.) = oK ko -fI* 180, 2> lx K+ Ke £
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Thm: E besitzt einen Minimierer in BVi)).

Bew: Direkte Methode:
0) E(0)=O0und B 0
1) Betrachte Mirlimalfolge u,, mit E(g‘M)<E(g‘ ) und_ljm E(u )=infE; setzé_u{= Ud;‘.}. U“=_L{‘
2) Da E koerziv, Yy 2"u undy -Su fur eine Teilfolgé™ ™ 2

(bzw."y =0, falls Minimierer in BY & ) gesucht werden darf)

3)DaE unterhalbstetig,_lj,m E(u 9 E(u) O

Thm: Falls K injektiv ist, ist der Minimierer von E eindeutig.

Bew: Fur K injektiv ist ||Ku-f||2 und somit auch E strikt konvex in u.

Zum Schluss mochten wir noch das Staircasing analysieren. In 1D ist das Phanomen gut
verstanden und lasst sich auf die Optimalitatsbedingungen zurtckfihren. Hierfur zitieren wir ein
paar Resultate aus der Optimierung. In hoheren Dimensionen gibt es ein Argument, das auf der

Coarea formula und der isoperimetrischen Ungleichung beruht [Khalid Jalalzai: Some remarks
on the staircasing phenomenon in total-variation based image denoising].
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Def: - Sei X ein Banachraum. Die Legendre-Fenchel-Konjugierte einer Funktion f:X->(-e o ] ist

P X*->(-00 ,00 ], F¥(2)=sup <z,x> - f(x).
- Das Gebiet dom f einer konvexen Funktion f ist die Menge, auf der f endlich ist.




Thm: (Fenchel-Moreau) Ist f konvex und unterhalbstetig, so ist f**=f.

Thm: (Fenchel-Rockafellar) Seien X,Y Banachraume, f:X->(-v2 ,22] und g:Y->(e& g2 ] konvex und
unterhalbstetig, A:X->Y linear & beschrankt, und es gebe ¢ A dom f, sodass g in y stetig is
Dann gilt die starke Dualitat inf{f(x)+g(Ax) | & X} = sup{-F*(-A*y*)-g*(y*) | &* Y*}.

Kor: Gilt starke Dualitat und sind x, y* optimal fur das primale und duale Problem, so gelten die
Optimalitatsbedingungen

v=AX maximiert <v,y*>-g(v)
w=A*y* maximiert -<x,w>-f(w)
Bew: £ (x) *9 (Ax) = d{ ,f(fc‘ J”YA;;) prinole, Pollin
= wa _Su #(QS (Ax, Y * - (7 ("*) Sq#dphnké,'méﬁn-
)’
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%
Tu?dvt'oL ((x) *J(Ax) > Z(x‘) + (Ax, y*) -j*(y") > -—("{A'y')-f/—)")
et /Zuuu'f & J (AR) = LA, y* D - g *(¥) L Ln, 8% r/(n)=—{*m"7*)ﬂ
I voserein Folt X =8V (2)/=Ml)x Y, YHicteckiaum. A=(T)4=0, 5 (w0 =ocdal, ¢ 6-/vII;
S il Ikl
Es gith stoke Daakilit 0o g shebiy o (0/0) € A" dlomnf ; A= (<o K",
_("(o}-(),{"raumf-, g (¢, 4) = %II\I/II;', + Ly, ¥0 ﬁm gl o <ot [ g =co sonat

= = Sup ZINEE, *<y %2 e, e M2V | nomrokl vt
ot W gpiige S SE m“hréaiu, M oli Declrcen,
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Folglich ist u in einigen Bereichen konstant und stimmt im Komplement exakt mit einer kleinster
Quadrate-Losung Uberein. Bei verrauschten Daten ist letzteres sehr unwahrscheinlich.




Noch nicht behandelte, beim nachsten Mal aufzunehmende Themen:

1) EM-Iteration (als iteratives Verfahren, doch eventuell erst nach stochastischer Optimierung?;
Vorlage: z.B. "EM-TV Methods for Inverse Problems with Poisson Noise"

2) Ubergang zu kontinuierlichem Modell Gber Diskretisierung und Gamma-Limes



