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Aufgabe 1 (Optimale obere Schranke für die additive Schwarz-Methode) (5 Punkte)

In dieser Aufgabe sollen Sie eine verbesserte obere Schranke für den größten Eigenwert der
additiven Schwarz-Methode zeigen. Diese hat die Form〈 p∑

i=0
Pix, x

〉
A

≤ (N c + 1)〈x, x〉A,

wobei N c ist die Anzahl der Farben aus der “endliche Überdeckung” Voraussetzung.
Hinweis: Betrachten Sie folgende Operatoren Pn =

∑
i∈Jn

Pi, wobei Jn = {i ∈ {1, . . . , p} :
c(i) = n}, die Menge aller Indices mit der Farbe n ist. Insbesondere überschneiden
sich die dazugehörigen Teilgebiete nicht.

Aufgabe 2 (Algebraische Grobgitter Korrektur) (5 Punkte)

Sei TH eine Triangulierung des beschränkten Gebiets Ω und Th eine Verfeinerung von TH . Die
dazu gehörigen Finite-Elemente Basen sind definiert als

ΦH = {φH
i : i ∈ IH},

Φh = {φh
i : i ∈ Ih}

und die Finite-Elemente Räume durch

VH = spanΦH ,

Vh = spanΦh.

Definiere die Restriktion RH : Vh 7→ VH bezüglich der Basen ΦH , Φh durch die Matrix

(RH)ij = φH
i (xj), i ∈ IH j ∈ Ih,

wobei xj die Lagrange-Knoten von Φh sind.
Für gegebenes uk

h ist die Grobgitter-Korrektur wH definiert durch

a(uk
h + wH , v) = l(v) ∀v ∈ VH .



(a) Zeige, dass
φH

i =
∑

j∈Ih

(RH)ijφ
h
j .

(b) Zeige, dass

RHAh(RH)T = AH , mit Ah = a(φh
j , φ

h
i ), AH = a(φH

j , φ
H
i ).

(c) Folgern Sie damit die algebraische Version der Grobgitter-Korrektur

xH = RT
HA
−1
H RH(b−Ahx

k
h).

Aufgabe 3 (Inexakte Teilgebietslöser) (5 Punkte)

Sei a(·, ·) eine koerzive Bilinearform und A die damit assoziierte Steifigkeits- Matrix. In der
Schwarz-Methode mit exakten Lösungen auf den Teilgebieten werden die lokale Biliniearformen
ai(·, ·) mit

ai(ui, vi) := a(RT
i ui, R

T
i vi)

und den dazugehörigen lokalen Steifigkeits-Matrizen Ai = RiAR
T
i betrachtet. Nehmen Sie nun

an, dass ein inexakter Löser statt ai eine geströrte Bilinearform ãi(·, ·) mit Steifigkeits-Matrix
Ãi löst.
Wie sind die Operatoren Pi der Schwarz-Methode in diesem Fall definiert? Welche Eigenschaften
von Pi beleiben erhalten, welche können durch das inexakte Lösen nicht mehr erfüllt bleiben?
Welche Teile des Konvergenzbeweises der Schwarz-Methode sind davon betroffen?


