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Aufgabe 1 (8 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn offen, beschränkt und mit Lipschitz Rand und sei F : W 1,2(Ω)→ R gegeben durch

F (u) :=
∫

Ω

(1
2 〈A(x)∇u(x),∇u(x)〉 − g(x)u(x)

)
dx,

wobei g ∈ L2(Ω) eine gegebene Funktion ist und die Funktion A : Ω→ Rn×n; x 7→ A(x) die folgenden
Eigenschaften erfüllt:

(i) A ∈ C0(Ω;Rn×n).

(ii) Für alle x ∈ Ω ist die Matrix A(x) ∈ Rn×n symmetrisch, d.h. AT (x) = A(x) für alle x ∈ Ω, wobei
AT (x) die zu A(x) transponierte Matrix bezeichnet.

(iii) Es existiert eine Konstante α > 0 mit

α|ξ|2 ≤ 〈A(x)ξ, ξ〉 ∀ (x, ξ) ∈ Ω× Rn.

Zeigen Sie, dass das Minimierungsproblem

(P ) inf
W 1,2

0 (Ω)
F

eine eindeutige Lösung ū ∈W 1,2
0 (Ω) besitzt. Leiten Sie außerdem die schwache Form der Euler-Lagrange

Gleichung für den Minimierer ū ∈W 1,2
0 (Ω) her.

Nehmen Sie schließlich an, dass ū ∈W 2,2(Ω) und A ∈ C1(Ω;Rn×n). Zeigen Sie, dass dann gilt

−div(A(x)∇u(x)) = g(x) f.ü. in Ω.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn. Sei p > 1 und sei (uk) eine Folge in W 1,p(Ω), u ∈ Lp(Ω), sodass

uk ⇀ u schwach in Lp(Ω) bzw. uk
∗
⇀ u schwach ∗ in L∞(Ω)

und
sup

k
‖∇uk‖Lp < +∞.

Zeigen Sie: u ∈W 1,p(Ω) und uk ⇀ u schwach in W 1,p(Ω) (bzw. uk
∗
⇀ u in W 1,∞(Ω)).

Aufgabe 3 (8 Punkte)
Sei Ω ⊂ R2 offen, beschränkt und mit Lipschitz Rand. Sei p ≥ 2 und sei u ∈ u0 +W 1,p

0 (Ω;R2) für ein
u0 ∈W 1,p(Ω;R2). Zeigen Sie ∫

Ω
det∇udx =

∫
Ω

det∇u0 dx .

Hinweis. Zeigen Sie die Behauptung zunächst für u, u0 ∈ C2(Ω;R2) mit u = u0 auf ∂Ω. Argumentieren
Sie dann mittels Dichtheit. Beachten Sie, dass det∇u = divξ, wobei ξ ein geiegnetes Vektorfeld ist.
Dies gilt es zu finden und dann das Gauss-Green Theorem anzuwenden.


