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Aufgabe 1 (Starke und schwache Konvergenz) (5 Punkte)
Sei p ∈ (1,∞). Betrachten Sie die Funktionenfolge fk : (0, 1)→ R gegeben durch

fk(x) := k
1
p e−kx.

Zeigen Sie, dass fk für k → +∞ schwach in Lp(0, 1) gegen Null konvergiert, aber nicht stark.

Aufgabe 2 (Punktweise und starke Konvergenz) (5 Punkte)
Seien Ω ⊂ Rn offen, p ∈ (1,∞) und (uk) eine Folge in Lp(Ω), u ∈ Lp(Ω) mit uk → u fast überall in Ω
und ‖uk‖Lp → ‖u‖Lp . Zeigen Sie

‖uk − u‖Lp → 0 für k → +∞,

d.h., uk konvergiert gegen u stark in Lp(Ω). Hinweis. Betrachten Sie für k ∈ N die Funktion
vk := 2p−1(|u|p + |uk|p)− |u− uk|p und nutzen Sie Fatous Lemma.
Aufgabe 3 (Kettenregel) (5 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, u ∈W 1,1(Ω) und f ∈ C1(R)∩W 1,∞(R). Zeigen Sie: f ◦ u ∈W 1,1(Ω)
und

∂

∂xi
(f ◦ u) = (f ′ ◦ u) ∂u

∂xi
für alle 1 ≤ i ≤ n.

Finden Sie außerdem Funktionen u ∈W 1,1(Ω) und f ∈ C1(R) mit f ◦ u 6∈W 1,1(Ω).

Aufgabe 4 (Produktregel) (5 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn offen, p ∈ [1,∞] und seien u, v ∈W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω). Zeigen Sie: uv ∈W 1,p(Ω) und

∂

∂xi
(uv) = u

∂v

∂xi
+ v

∂u

∂xi
für alle 1 ≤ i ≤ n.

Geben Sie ein Beispiel für Funktionen u, v ∈W 1,p(Ω) an, sodass uv 6∈W 1,p(Ω).

Bemerkung 1. Im Fall n = 1 ist die Forderung u, v ∈ L∞(Ω) natürlich nicht notwendig, da W 1,p(Ω) ⊂
L∞(Ω) für alle p ∈ [1, +∞].


