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Aufgabe 1 (Natiirliche Randbedingungen) (6 Punkte)
Betrachten Sie die Funktionale

Fi(u) := /1 ((u')2 - 2$u> dz

-1
und

1
Fy(u) := / (Qexu + (u')2> dz.
0
(a) Losen Sie die Euler-Lagrange Gleichung fir Fj in
X ={ueCY[-1,1]): u(-1)= -1, u(l1) =1}
und l6sen Sie die Euler-Lagrange Gleichung mit natiirlichen Randbedingungen fiir F; in
X ={ueCY[-1,1]): u(-1)=—1}.
Sind die Loésungen Minimierer von Fj in X bzw. X7
(b) Losen Sie die Euler-Lagrange Gleichung fiir F3 in
Xy :={uec C([0,1]) : uw(0)=0, u(l) =1}
und l6sen Sie die Euler-Lagrange Gleichung mit natiirlichen Randbedingungen fiir F5 in
Xy :={u € C([0,1]) : u(0) =0}.

Sind die Loésungen Minimierer von Fs in Xo bzw. X5?

Aufgabe 2 (Konvexe und unterhalbstetige Funktionen) (6 Punkte)
Sei f: R™ — RU {+o00}. Dann bezeichnen wir die Menge

epi(f) :={(z,p) € R" xR f(z) < p}
als Epigraphen von f. Weiter definieren wir fiir &« € R die Subniveaumenge N, (f) C R™ durch
Na(f) i= {z €R": f(z) < a}.
(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

i) f ist unterhalbstetig,
ii) epi(f) ist abgeschlossen,
iii) Fir alle o € R ist N, (f) C R™ abgeschlossen.

(b) Zeigen Sie weiterhin, dass die folgende Aquivalenz gilt:

i) f ist konvex,
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ii) epi(f) ist konvex.

Aufgabe 3 (Legendre-Transformierte) (8 Punkte)
Sei f:R"™ — RU {400}, f nicht identisch +00. Die Legendre-Transformierte oder Duale f* : R"™ —
R U {+o0} von f ist definiert durch

fH(x*) == sup{(z*,z) — f(x): =z € R"}.

Hierbei bezeichnet (-,-) das Skalarprodukt auf R™ x R™. Analog ist die Biduale f**: R™ — R U {£o0}
von f definiert durch

™ (x) :=sup{(x,z") — f*(z*): =" € R"}.
(a) Zeigen Sie, dass f* unterhalbstetig und konvex ist.
eigen Sie: Ist g : — R U {400} eine Funktion mit g < f, so gilt <g.
b) Zei Sie: 1 R - R ine Funkti i it f* *

(c) Seinun f: R™ — RU{+00}. Dann definieren wir die unterhalbstetige Hiille (lower semicontinuous
envelope) von f als

f(z) :=sup{g(z) : g:R™ = RU {400} ist unterhalbstetig, g < f}.
Analog definieren wir die konvexe Hiille (convex envelope) von f als
fe(x) :=sup{g(z) : g:R" - RU{+oo} ist konvex, g < f}.
Begriinden Sie, dass f unterhalbstetig ist und f¢ konvex.
(d) Zeigen Sie: f** < f¢ < f. Zeigen Sie weiter, dass immer gilt: f*** = f*.

(e) Verwenden Sie (ohne Beweis), dass f = f**, falls f konvex und unterhalbstetig ist. Folgern Sie
hieraus, dass im Allgemeinen gilt: f** = f¢, wobei f¢ die unterhalbstetige Hiille von f€ ist.

(f) Seil <p<oound f:R — [0,+00) gegeben durch
1
flx) := —|z|P.
(z) pl |
Berechnen Sie die Legendre-Transformierte f*.

Bemerkung 1. Per Konstruktion ist f die grofite unterhalbstetige Funktion, die nach oben durch f
beschriankt ist und f¢ die grofite konvexe Funktion, die nach oben durch f beschrankt ist.



