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Aufgabe 1 (Interpolationsungleichung) (5 Punkte)
Sei 1 ≤ p ≤ ∞. Zeigen Sie, dass für alle ε > 0 eine Konstante C = C(ε) > 0 existiert mit

‖u′‖Lp(R) ≤ ε‖u′′‖Lp(R) + C‖u‖Lp(R) ∀ u ∈W 2,p(R).

Aufgabe 2 (Hardy’s Ungleichung) (5 Punkte)
Sei u ∈W 1,2

0 (0, 1). Zeigen Sie, dass u(x)
x ∈ L2(0, 1) und(∫ 1

0

∣∣∣∣u(x)
x

∣∣∣∣2 dx
)1/2

≤ 2‖u′‖L2(0,1).

Aufgabe 3 (5 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn offen, beschränkt und mit Lipschitz Rand und sei W : R→ [0,+∞) gegeben durch

W (z) :=
(
z2 − 1

)2
.

Sei weiter g ∈ L2(Ω) und sei F : W 1,4(Ω)→ [0,+∞) definiert durch

F (u) :=
∫

Ω

(
|∇u|4 +W (u)− gu2

)
dx .

Zeigen Sie, dass das Problem
(P ) inf{F (u) : u ∈W 1,4(Ω)}

eine Lösung ū ∈W 1,4(Ω) besitzt.

Aufgabe 4 (Direkte Methode der Variationsrechnung) (5 Punkte)
Sei Ω ⊂ Rn offen, beschränkt, zusammenhängend und mit Lipschitz Rand. Sei f ∈ C0(Ω× R× Rn),
f = f(x, u, ξ) mit

(i) ξ 7→ f(x, u, ξ) ist konvex für alle (x, u) ∈ Ω× Rn.

(ii) Es existieren p > q ≥ 1 und Konstanten α1 > 0, α2, α3 ∈ R mit

f(x, u, ξ) ≥ α1|ξ|p + α2|u|q + α3 ∀(x, u, ξ) ∈ Ω× R× Rn.

Sei weiter α ∈ R und X := {u ∈W 1,p(Ω) : 1
|Ω|
∫

Ω udx = α}. Zeigen Sie mittels der direkten Methode
der Variationsrechnung, dass das Problem

(P ) inf
{
F (u) =

∫
Ω
f(x, u,∇u) dx : u ∈ X

}
eine Lösung ū ∈ X besitzt.


