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Banachraum & Dualraum

Definition
Sei V' ein normierter Vektorraum. FEin normierter Raum (V,||-||) heifst
vollstindig, falls alle Cauchy-Folgen in V' bzgl. ||-|| in V konvergieren. Ein

vollstindiger normierter Raum heif$t Banachraum.
Ist V' ein Banachraum, so ist durch

Vii={p:V = R| ¢ linear, ||o|| := Sl“ll‘)‘ p(v)] < oo}
veV ||v||=1

der Dualraum V' von V' definiert.
Der Dualraum V' eines Banachraums ist, ausgestattet mit der Norm

o[l :== sup  [p(v)]
veV|vl|=1

wieder ein Banachraum.



Cauchyfolge & Banachscher Fixpunktsatz

Definition Eine Folge von Vektoren (x").en des K™ heifst:
(i) ,beschrinkt, wenn alle ihre Elemente in einer Kugelumgebung Kg(0) liegen;

(ii) ,Cauchy-Folge“, wenn es zu jedem ¢ € Ry ein N. € N gibt, so daf fiir alle k,1 > N

12 — 20l <;

(iii) konvergent“ gegen ein x € K", wenn
2™ — 2||e = 0 (k — o).
Satz (Banachscher Fixpunktsatz): Sei g : D C K" — K" eine Abbildung, fir
welche die folgenden Bedingungen erfillt sind:
(i) g bildet eine abgeschlossene Teilmenge M C D in sich ab.
(ii) Auf M ist g eine Kontraktion mit Lipschitz-Konstante q € (0,1).

Dann besitzt g in M genau einen Fizpunkt z*, und fir jeden Startpunkt z© € M
konvergiert die Folge der durch (2.2.7) definierten Iterierten z® € M gegen diesen
Fizpunkt «* € M mit der Fehlerabschdtzung

k

lz® — 27 < 2
1

2 — 2.

Bemerkung Im Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes werden die endliche Di-
mension sowie im Prinzip auch die Vektorraumstruktur des zugrunde liegenden normierten
Raumes nicht verwendet. Er 148t sich also ohne Probleme auf die Situation eines allgemei-
nen normierten Raumes (V|| -||) oder sogar metrischen Raumes (X,d(-,-) iibertragen.
Allerdings muss der Grundraum vollstdndig sein, damit fiir die Folge der sukzessiven Ap-
proximationen iiberhaupt die Existenz eines Limes gesichert ist.

Bemerkung Die Anwendung des obigen Fixpunktprinzips fiir die Losung konkreter
nichtlinearer Gleichungssysteme ist Gegenstand von Vorlesungen {iber Numerische Ma-
thematik. Eine Schwierigkeit ist dabei iiberhaupt die Bestimmung einer abgeschlossenen
Teilmenge M C D, welche von ¢ in sich abgebildet wird. Dies eriibrigt sich aber in dem
Fall, dafl ¢ sogar auf ganz K" definiert ist. Liegt dann auch noch die Kontraktionseigen-
schaft vor, so ist wegen der Vollstandigkeit von K™ der Banachsche Fixpunktsatz direkt
anwendbar. Im Folgenden werden wir zwei Klassen von Problemen kennen lernen, bei
denen diese Idealsituation vorliegt.



Lebesque-Raume

Definition (Lebesgue-Raum L?(Q) fiir 1 < p < o0)
Unter LP(Q2), 1 < p < oo, versteht man den Lebesgue-Raum aller messbaren Funk-
tionen y : 2 — R mit der Eigenschaft

[ @ s < .

LP(Q) wird stets versehen mit der Norm?

1/p
Wl zogey = ( / |y<x>|pdx) |

Genauer ist LP(Q) der Raum aller Aquivalenzklassen von Funktionen (wobei zwei
Funktionen, die fast iiberall im Sinne des Lebesgue-Mafies gleich sind, in derselben
Aquivalenzklasse liegen), sodass ein beliebiger Reprisentant der Aquivalenzklasse
zur p-ten Potenz integrierbar ist. (Dann sind alle Représentanten zur p-ten Potenz
integrierbar, und die Integrale sind gleich, also ist die Norm wohldefiniert.)

Beachte: Es gilt
yeLM(Q) & Wlel(Q) <« |y eli(Q).

Definition (Lebesgue-Raum L>(f2))
Unter L*>(Q2) versteht man den Raum aller messbaren und im Wesentlichen be-
schriankten Funktionen y : 2 — R, mit der Norm

Y|l oo () := ess SQup ly(z)| :=inf {c>0:|{z € Q: |y(z)| > c}| =0}.
re

Wieder besteht L>®(£2) genau genommen aus Aquivalenzklassen fast iiberall gleicher
Funktionen.

Satz (Eigenschaften der L?(Q))-Raume)

—~

a) LP() ist ein Banachraum fiir alle 1 < p < oc.

o

(

) LP(92) ist separabel fiir alle 1 < p < oo.
Dem Raum L?(2) kommt eine besondere Bedeutung zu. In ihm ist durch

(u,v) 12() :—/Qu(:v)v(x) dz

ein Skalarprodukt definiert, welches die oben definierte Norm erzeugt. Daher ist
L?(Q2) sogar ein Hilbertraum.



