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Aufgabe 1 (Massenerhaltung) (4 Punkte)

Sie haben in der Vorlesung gesehen, dass die SIPG-Formulierung lokal Massen erhaltend bzgl.
des numerischen Flusses ist. D.h. es gilt∫

∂T
j · ~ndx =

∫
T
f dx

für ein Element der Triangulierung T ∈ Th und den numerischen Fluss j = {∇uh}+ η
hJuhK.

(a) Es sei j ein Fluss der die lokale Massenerhaltung erfüllt. Außerdem gelte für alle T1 6=
T2 ∈ Th mit γ = ∂T1 ∩ ∂T2

JjKγ = 0. (1)

Zeigen Sie, dass die Masse dann auch global erhalten wird, d.h.∫
∂Ω
j · ~ndx =

∫
Ω
f dx. (2)

Ist die Bedingung (1) für den numerischen Fluss erfüllt?

(b) Zeigen Sie, dass der numerische Fluss des Finite-Elemente Verfahren mit Lagrange-Elementen
für das Poissonproblem mit homogenen Neumannrandwerten global Massen erhaltend ist.

(c) Argumentieren Sie, warum der Beweis für die lokale Massenerhaltung nicht für konforme
Verfahren funktioniert.

Aufgabe 2 (Zielgetriebene Fehlerschätzung) (2 Punkte)

Oft ist man nicht am Fehler ‖u−uh‖H1(Ω), sondern am Fehler in einem Zielfunktional l, |l(u)−
l(uh)| interessiert. Seien l, f : X → R lineare, stetige Funktionale, d.h. l, f ∈ H−1(Ω) und

b(u, v) =
∫

Ω
∇u · ∇v dx, u, v ∈ X.

Wir betrachten die schwache Lösung u des durch b und f definieren Variationsproblems und
die Lösung des dualen Problems das durch b und l definiert wird. Mit Hilfe des Finite Elemente



Raums Xh ⊂ X werden beide Probleme angenähert. Hierüber definieren wir u,w ∈ X,uh, wh ∈
Xh:

b(u, v) = f(v), ∀v ∈ X (3)
b(uh, vh) = f(vh), ∀vh ∈ Xh

b(v, w) = l(v), ∀v ∈ X (4)
b(vh, wh) = l(vh), ∀vh ∈ Xh.

Zeigen Sie:

|l(u)− l(uh)| ≤ cη1
h(uh)η2

h(wh),

wobei η1
h ein zulässiger Fehlerschätzer für das Problem (3) ist, und η2

h ein zulässiger Fehlerschät-
zer für das Problem in (4).

Aufgabe 3 (Anzahl Freiheitsgrade) (2 Punkte)

Sowohl das Lagrange Element (P1) als auch das Crouzeix-Raviart Element haben lokal 3 Frei-
heitsgrade. Es sei Th eine strukturierte Triangulierung des Einheitsquadrats in R2 mit Gitter-
weite 1

N , N ∈ N. Weiter sei n die Anzahl der globalen Freiheitsgrade des Lagrange Raums und
m die Anzahl der globalen Freiheitsgrade des Crouzeix-Raviart Raums. Zeigen Sie, dass der
Crouzeix-Raviart Raum etwa dreimal so viele Freiheitsgrade hat, wie der Lagrange Raum, d.h.:

m = 3n+O(N).

Definition 1 (Baryzentrischen Koordinaten)

Die baryzentrischen Koordinaten λ0, . . . , λd ∈ [0, 1] eines Punktes x ∈ T des d-dimensionalen
Simplex T sind die Lösung des linearen Gleichungssystems

x =
d∑
i=0

λiai,
d∑
i=0

λi = 1.

Wobei ai ∈ Rd die Eckpunkte des Simplex bezeichnen.

Aufgabe 4 (Baryzentische Koordinaten) (4 Punkte)

Sei T ein d-dimensionaler Simplex und λ(x) = (λ0(x), . . . , λd(x)) die baryzentrischen Koordi-
naten in T . Zeigen Sie, dass für α ∈ Ns+1

0∫
T
λα(x) dx = α!d!

(|α|+ d)! |T | (5)

gilt. Dabei ist λα :=
∏d
i=0 λ

αi
i , |α| =

∑d
i=0 αi und α! =

∏d
i=0 = αi!.

Hinweis: Beweis Sie die Behauptung zunächst für das d-dimensionale Einheitssimplex per
Induktion nach d.


