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Aufgabe 1 (Eindeutigkeit des Neumann-Problems) (6 Punkte)
Betrachten Sie das Poisson-Problem mit homogenen Neumann-Randwerten:
—Au=f in
Opu =0 auf 0f.

Sie haben auf Blatt 2 gesehen, dass die schwache Formulierung fiir u € H'() dquivalent ist
zum Minimierungsproblem

J(u) — min mit J(u) = ;/Q|Vu]2dx —/qud$. (1)

Um Eindeutigkeit der Losung zu erzwingen, fligen wir die Nebenbedingung

/Qudx:O (2)

hinzu. Wir erhalten also ein Minimierungsproblem mit Nebenbedingung. Fine Methode mit sol-
chen Problemen umzugehen sind Lagrange-Multiplikatoren. Wir wollen zunéchst ein einfacheres
Beispiel betrachten:

(a) Betrachten Sie fiir A € RY*N symmetrisch das folgende Minimierungsproblem mit Ne-
benbedingung

F(z) = (z, Az) — min
|l = 1.
Weiter sei
Az, A) = (x, Az) + A(||z]|* = 1)

das Lagrange-Funktional. Zeigen Sie: Es existiert ein A € R, so dass fiir die Losung z € RY
des Problems gilt:

VA(z,\) =0.
Wenden wir uns nun wieder dem Problem ([I))+(2) zu:
(b) Stellen Sie ein Lagrange-Funktional fiir das Problem (1)+(2) auf.
(c) Wie sieht das resultierende Gleichungssystem aus?

(d) Wie interpretieren Sie den Lagrange-Multiplikator A?



Aufgabe 2 (Bestapproximation) (2 Punkte)

Sei 2 C R™ ein beschriinktes Gebiet, u € L?(Q2) und U := {f € L*(Q) | f = const}. Zeigen Sie,
dass

U= ‘Qll/gu(x) dx

die Bestapproximation beziiglich || - ||;2 an u darstellt, also
inf flu— vl 2 = flu — 7
gilt.
Aufgabe 3 (Inverse L*°-Abschitzung) (4 Punkte)

Sei Q C R? ein beschriinktes Gebiet und 7}, eine zulissige Triangulierung von € mit

sup hy < h, inf |T| > kh?,
TET, TeTh

fiir ein £ > 0. Ferner sei SF := {1} e C'(Q)| vir € PF(T),VT € 7}1} Zeigen Sie fiir v € SE(Tp)
die inverse L°°-Abschétzung

C
1Vl ooy = 7 llvllz20)-

Wobei ¢ > 0 eine von h unabhéngige Konstante sei.
Hinweis: Benutzen Sie die Norméquivalenz auf dem endlichdimensionalen Raum der linearen
Funktionen auf dem Referenzelement.

Aufgabe 4 (Programmieraufgabe) (4 Punkte)

Die Programmieraufgaben finden Sie unter https://metatron.uni-muenster.de:8000.


https://metatron.uni-muenster.de:8000

