Analysis und Numerik von Differentialgleichungen
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1 Einleitung

Ziel: Einfithrung in ausgewihlte, grundlegende Konzepte der angewandten Mathematik

Angewandte Mathematik: Mathematische Disziplinen, deren Ergebnisse oft in anderen Wissen-
schaften (Physik, Biologie, Medizin, Meteorologie, Geistes- & Sozialwissenschaften) angewandt wer-
den, z.B. Analysis von (partiellen) Differentialgleichungen, Dynamische Systeme, Numerische Analysis,
Approxima- tions-Theorie, Wissenschaftliches Rechnen & Komplexititstheorie, Wahrscheinlichkeitstheo-
rie & Stochastik & Statistik, Maschinelles Lernen, Variationsrechnung & Optimierung, ...

Bemerkung 1 (Angewandte Mathematik).
e Begriff ist nicht klar definiert und umstritten

e cinige Anwendungen (Relativititstheorie, Quantenmechanik) zahit man eher nicht dazu (stattdessen
zu Differentialgeometrie, Operatoralgebren)

o Modellierung, die Ubersetzung von Anwendungsproblemen in mathematische Probleme, zihlt man
typischerweise nicht zur Mathematik, gehort aber zu den Kompetenzen von Mathematikern

Definition 2 (Stetig differenzierbare Funktionen). C™(I) fir n € N und I := [a,b] C R bezeichnet die
Menge der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen I — R.

Definition 3 (Gewohnliche Differentialgleichung). Seien n € N, I := [a,b] C R und F : [ x R"™! - R.
FEine (skalare) gewohnliche Differentialgleichung (gDgl) n-ter Ordnung fir y € C™(I) ist eine Gleichung
der Form

F(z,y(x),y (@), y"(@),...,y"(2)) =0 Vzel

Falls F(z,y0,---,Yn) = f(Z,90, -y Yn—-1) — Yn fir ein f : I x R™ = R, sodass die Gleichung folgender
Form ist,

Yy (2) = flz,y(@),y (@) y" (@), ...y V(@) Ve el

dann heifst die Differentialgleichung explizit (sonst implizit). Hingen F oder f nicht vom ersten Ar-
gument ab, heifst die Differentialgleichung autonom. Hdngt f nur vom ersten Argument ab, heif$t sie
elementar. Fine Funktion y € C™(I), die die Differentialgleichung erfillt, heifit Losung der gewohnli-
chen Differentialgleichung.

Bei einer vektor- (R™-)wertigen gewohnlichen Differentialgleichung sind F : I x (R™)"*1 — R™, f :
Ix (R™"™ = R™ undy e C"(I)™.

Fragen der Vorlesung:

e Existenz einer Losung?

Eindeutigkeit?

Regularitdt der Losung?

(Langzeit-)verhalten der Losung?

e Numerische Approximationsverfahren? (I.A. kann Lésung nur numerisch gefunden werden)
e Approximationsfehler?

e Approximationsaufwand?

Gewohnliche Differentialgleichungen sind die kleine Schwester von & Vorbereitung auf partielle Differen-
tialgleichungen mit vielen ungelosten Forschungsfragen, z.B. eines der 7 Millenium Prize Problems:

Beweise oder widerlege: In 3D + Zeit, gegeben ein glattes Geschwindigkeitsfeld, existiert eine
glatte global definierte Losung der Navier—Stokes-Gleichungen.



Beispiele fiir Differentialgleichungsmodelle

1. Populationsdynamik. (Explizite Differentialgleichung erster Ordnung mit Anfangsbedingung)

u(t) = GroBle einer Population zu Zeit ¢, u(0) = ug > 0, sage u(t) vorher!

¢
u(t) — u(0) = Geburten — Tode in [0,¢] = / Geburtsrate G(s) — Sterberate S(s)ds
0
oder  /(t)=G(t) — S(t).
Beide Raten sind proportional zu wu(t), d.h.
u'(t) = Ct,u(t))u(t), w(0) = uo,

d.h. explizite Differentialgleichung erster Ordnung mit Anfangsbedingung.

Der Proportionalitétsfaktor C(t,u(t)) kann von der Zeit abhéingen (z.B. ist Geburtenrate im Som-
mer hoher) und von u(t) (etwa bei Uberbevolkerung, ist u(t) gro, wird C klein).

(a) Einfachstes Modell (exponentielles Wachstum):
C(t,u(t)) = A = konst. (passt z.B. gut fiir Bakterien in N&hrlosung)

= A=/ (t)/ult) = (logu(t))

= logu(t) —logug = At “
= u(t) = uge™.
Langzeitverhalten ¢t — co: t
e fiir A < 0 stirbt Population aus
e fiir A > 0 wichst Population exponentiell (unrealistisch wegen Nahrungsbegrenzung)
(b) Modell mit maz. Umuwelt-Kapazitit fir eine Populationsgrofse M (logistisches Wachstum):
C(t,u(t)) = A(M — u(t)) mit A > 0, d.h. C' > 0 < ausreichend viel Platz, Nahrung, etc.
u'(t) = MM — u(t)) u(t)
o= u'(t) (1 n 1 u'(t) _ logu — log(M — u) /(t)
u(t) (M — u(t)) u(t)y M-—u(t)) M M
u(t) o
OgM—u(t) OgM—uo
u(t) U0 Mt
— = (&
M—u(t) M—ug o
_ M
— U(t) = —1 i M—ug e*]VI/\t .
)
t
Langzeitverhalten:

u(t) =22 M.

2. Freier Fall/Gravitation. (Explizite Differentialgleichung zweiter Ordnung mit Anfangsbedingung)

2(t) = Hohe eines Balls der Masse m x
v(t) = 2’(t) = Geschwindigkeit :K
a(t) = v'(t) = Beschleunigung

K(t,z(t),2'(t)) = auf Ball wirkende Kraft

Newtonsches Kraftgesetz:
1
ma(t) = K(t.2(t),2'(t) = a"(t) = —K(tz(t),2'(1)),

d.h. explizite Differentialgleichung zweiter Ordnung; Anfangsbedingungen x(0), v(0)



(a) Ohne Luftwiderstand:
Erbeschleunigung g = 9.81% = K (t,z(t),2'(t)) = —mg.

" 1
= 2'(t) = ——mg = —g
= ' (t) = —gt + v(0)
= z(t) = —%th +v(0)t + z(0)

(b) Mit Luftwiderstand:
K(t,z(t),2'(t)) = —ox'(t) — mg mit ¢ > 0.

= x"(t):f%x’(t)fg

— V(1) =~ Zo(t) -

- -Z- (ﬁi)@ = log(u(t) + 22

= log(v(t) + "2) — log(v(0) + ™2) = — ¢
= v(t) = —22 4 (v(0) + Z2)e~w"

= a(t) = 2(0) — %2t + (v(0) + 20) (7 — 1)

(¢) Aus Weltraum:
K(t,z(t),2'(t)) = —mglf;(zt) mit R = Erdradius, z = Entfernung von Erdmittelpunkt

R2
— " t) = —g———
z"(t) 9230

Mit dem Ansatz z(t) = at® erhalten wir 2'(t) = abt’~! und 2 (t) = ab(b — 1)t*~2. Einsetzen
ergibt

_ 1 gR

b—2 _ 2 _ 2

ab(b— 1)t = —g R = Lt

e b—2=-20 =b=2,
o ab(b—1)=-4 —a=(2F)

ol

= x(t) = (99R L ) ist eine Losung (nicht einzige, aber fiir andere gibt es keine explizite

Formel)

3. Harmonischer Oszillator. (Explizite Differentialgleichung zweiter Ordnung mit Anfangsbedingung)

Masse m > 0

Erdbeschleunigung g

Feder mit Konstante ¢ > 0 |H.
Federauslenkung h

Newtonsches Kraftgesetz: 7
mh' (t) = —mg — ch(t)
d.h. explizite Differentialgleichung zweiter Ordnung; Anfangsbedingungen h(0), h’(0)
In Ruhe, also fiir h(t) = H = konst., gilt
myg

0=-mg—cH<+—= H=——"=.
c



3

Vermutung: I.A. schwingt Masse um Ruhelage H. = substituiere u(t) = h(t) — H

) ) =g MO e ) e

uil / B u"(t) - u/(t)Q . 7il 2
= (L) o=t e (D) o
“’zi}@ L = —11i(1?(t)2 = (arccot w(t))’

arccot w(t) = /= (t —c1)

_—
= coty/E(t—c1) =w(t) = (logu(t))
_—

= u(t) = cgsin \/%(t —c)

Langzeitverhalten: Oszillation mit Frequenz /=<

m

. Katenoide. (Explizite Differentialgleichung zweiter Ordnung mit Randbedingung)

Kabel aufgehangen in (0,0) und (1, H) h
Masse pro Linge p

Kabelhshe h(z) g
Erdbeschleunigung g
innere Zugkraft T'(x) 9%
tiefster Punkt & ’

Einheitstangentialvektor in x: v(z) = [1  A'(z)]/+/1 + W (z)?
Masse zwischen & und = > &: m = p [ \/1+ h/(s)>ds
Kriftegleichgewicht fiir Kabelstiick zwischen & und z: 0 = T'(z)v(z) + T(2)[-1 0] +mg[0 —1]
Tz)=T
. { (@) =T (=)

mg = T(z)vs(x) = T(Z)va(2)/01(x) = T(2)h'(x)

= pg /m V1+W(x)2dz =T(2)h ()
= pg\/1+H(x)2=T(2)h"(z)

d.h. explizite Differentialgleichung zweiter Ordnung; Randbedingungen h(0) =0, h(1) =1

’ /
u=ly pg_ _ w(z) = (arsinh u(z))’

T(z)  /1+u(x)?

O u() = sinh (Tp(?c) (z — 33))

T(z) ( ry A )
= h(z) = cosh —~(rx—2)) +c
) Py T (w)( )
¢ und # miissen nun bestimmt werden, um die Randbedingungen zu erfiillen
(und T'(Z) muss aus dem Kréftegleichgewicht fiir das gesamte Kabel bestimmt werden)

Anfangswertprobleme

Definition 4 (Anfangswertproblem). Ein Anfangswertproblem (AWP) ist eine R™-wertige gewdhnliche
Differentialgleichung n-ter Ordnung fir y € C™(I)™ auf I = [a,b] zusammen mit Anfangsbedingungen

y(a) = Go, ¥'(@) =T1, -, ¥ V(@) = Fns

fiir gegebene Yo, ..., gn—1 € R™. y € C™(I)™ heifft Losung des Anfangswertproblems, wenn es eine
Losung der Differentialgleichung ist und die Anfangsbedingungen erfillt.



Bemerkung 5 (Anfangswert im Innern von I). Statt in a kann die Anfangsbedingung auch an einem
Punkt ¢ € (a,b) gestellt werden, die Differentialgleichung wird also in einer Umgebung von c gelist.
Auch wenn ¢ nicht am Intervallanfang liegt, ist das Problem grundsdtzlich dasselbe (auf [c,b] ist es ein
normales Anfangswertproblem, auf [a,c] wird es durch die Variablentransformation x ~ —x zu einem
Anfangswertproblem,).

3.1 Analytische Losungsmethoden fiir skalare Differentialgleichungen
Einige Anfangswertprobleme sind explizit losbar; wir behandeln einige typische Beispiele.

1. Elementare Differentialgleichung. Die Lésung von

() =f(@), yla)=wo

@=ym+Lxﬂ@dZ

Analog erhélt man die Losung elementarer Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit Anfangsbe-
dingungen,

ist offensichtlich gegeben durch

y"(x) = f(@), y(a) =yo, .,y V(@) = Y1,
durch n-fache Integration,

(x):y0+/ y1+/ yn—1+/ f(Zn)dZn dzo dzy.

2. Explizite autonome Differentialgleichung erster Ordnung. Betrachte das Anfangswertproblem

y'(2) = f(y(x), yla) = yo.

Theorem 6 (Autonome Differentialgleichung). Sei f stetig und ungleich 0 auf einer Umgebung
von yo, dann ist y(x) = F~1(x —a) eine Lisung des Anfangswertproblems auf einer Umgebung von
a mit

vy o1
ok

Beweis. f stetig und ungleich 0 auf Intervall (¢, d) um yo

= 1/f stetig und groBer oder kleiner 0 auf (¢, d)

= F wohldefiniert, stetig diff.-bar & streng monoton auf (¢,d) mit F'(y) =1/f(y), F(yo) =0
= nach Umkehrsatz ist F' lokal invertierbar mit F~1(0) = yo, (F~')'(z) = m = f(F~Y(x))
= y ist Losung [

Beispiel 7 (v/'(z) = y(z)?, y(a) = yo). Setze f(y) = y* und

F(y) =

auf einer Umgebung von yo.

Die Umkehrfunktion F~1 ergibt sich durch Lésen von F(z) = x nach z als F~(z) = 2 = 1/(1/yo —
x). Folglich
1

X :F71$*a = = .
o) = F o =) = T

Dies ldst tatsdchlich das Anfangswertproblem fiir x # u% +a.

Beispiel 8 (v/(z) =1+ y(2)?, y(a) = yo). Setze

v
F(y) = /0 112 dz = arctany — arctan yo.
Somit

y(z) = F~'(z — a) = tan(z — a + arctan yp).

Dies lést tatsdchlich das Anfangswertproblem fiir x # a — arctanyg + 5 + 7Z.



Bemerkung 9 (Gebiet der Losung). Die berechneten Losungen der Beispiele haben Pole, sind
also nicht auf ganz R definiert. Der Satz garantiert nur eine Ldsbarkeit in einer Umgebung von a,
die Gleichung besitzt nicht notwendig globale Ldsungen.

. Trennung der Variablen. Benennung durch Johann I Bernoulli in einem Brief an Leibniz 1694.

Theorem 10 (Trennung der Variablen). Seien a,yy € R mit Umgebungen U,V C R sowie h :
U—=Rund f:V — R stetig mit 0 ¢ f(V). Eine Lisung des Anfangswertproblems

y' (@) = fy(@)h(x),  yla)=1yo
in einer Umgebung von a ist gegeben durch F~*(H(x)) mit den Stammfunktionen

Y

1 x
F(y) i) dz  auf einer Umgebung von yo, H(z) = / h(s)ds.

Yo
Beweis. Hausaufgabe. O

Formal kann man die Trennung der Variablen wie folgt beschreiben:

Y

dy _ x dy _ x)dx L = ’ xr)dx
T I > = = [ / h(x)d

Bemerkung 11 (Trennung der Variablen fiir autonome Differentialgleichungen). Autonome und
elementare Differentialgleichungen sind Spezialfille fiir die Trennung der Variablen.

. Exakte Differentialgleichung.

Theorem 12 (Exakte Differentialgleichung). Sei F : [a,b] x R — R zweimal stetig differenzierbar
und

9(z,y) = 3= (x,y),  h(z,y) = G (z,y).
Dann heifst die Differentialgleichung des Anfangswertproblems

g9(@,y(@)) + h(z,y(@))y'(x) =0, y(a) =1yo

exakt. Sei weiter y : [a,b] = R eine Funktion mit F(x,y(x)) = F(a,yo) und h(x,y(x)) # 0 fir alle
x € [a,b], dann lést y das Anfangswertproblem.

Beweis. Hausaufgabe. O

Formal kann man die Losung einer exakten Differentialgleichung wie folgt beschreiben:

d
0=g(z.y) +hzy)TL = 0=h(r,y)dy+g(e.y)de =dF(e,y) = Flr,y)=konst.
Ob eine Differentialgleichung exakt ist, kann man durch Priifen des Satzes von Schwarz ermitteln,
also durch priifen von

o
S (w,y) = F(x,y).

Ist dies der Fall, so erhélt man ein F fiir feste xg,yo € R durch

F(z,y) = /:g(t,y) dt + /y h(zo,s)ds.

0 Yo

Durch Erweitern einer nicht-exakten Differentialgleichung y'(z) = —% mit einem sogenann-

ten integrierenden Faktor kann sie manchmal in eine exakte umgewandelt werden.



Theorem 13 (Integrierender Faktor). Sei M (x,y) eine Funktion mit

M(z,y) &:9(x,y) + g(z,y) 5 M (2, y) = M (2, y) geh(z,y) + h(z,y) &M (z,y).

Dann ist die Differentialgleichung

exakt. M heifit integrierender Faktor.
Beweis. Hausaufgabe. O

. Lineare Differentialgleichung erster Ordnung.

Definition 14 (Lineare Differentialgleichung). FEine explizite Differentialgleichung der Form
y ™ (@) = B(z) + ao(x)y(z) + ... + a1 (2)y" V()
heifit linear. Fir 8 = 0 heift sie homogen, sonst inhomogen.

Betrachte das lineare Anfangswertproblem erster Ordnung

y'(x) = B(x) + alx)y(z),  y(a) =yo.

Im homogenen Fall (5 = 0) ist eine Losung gegeben durch

x

y(z) = oY (z)  fiir V() = exp ( / a(s) ds> .

Im inhomogenen Fall machen wir den Ansatz (sog. Variation der Konstanten)
y(z) = C(x)Y ().
Damit y Losung des Anfangswertproblems ist, muss gelten C(a) = yo sowie
C@)Y'(2)+C" (@)Y (z) = y'(z) = a(2)y(z)+8(z) = (2)C(2)Y (2)+B(z) <« C'(2)Y(z) = ()
und somit .
C(x) = /a f/(('z))ds + Yo-

Theorem 15 (Variation der Konstanten). Das Anfangswertproblem

y'(x) = B(x) + a(x)y(z),  yla) =yo

wird gelost durch

y(z) = </ f/((?) ds + y0> Y(2)  fir Y(z) = exp (/ a(s) ds> .

Beweis. Nachrechnen. O

Beispiel 16 (y/(z) = y(z) + 1, y(0) = 1). Es ist Y(z) = exp(f, 1ds) = e”, somit C(z) =
Jy 2ds+1=—e"+2
= y(z) = (—e_”” + 2) et =2e” —1.

. Bernoullische Differentialgleichung. Die Bernoullische Differentialgleichung ist

y'(z) = plx)y(z) + r(@)y(x)",  n¢{0,1}.

Durch die Transformation z(z) = y(z)!~" erhilt man die lineare Differentialgleichung

# (@) = (1=n)y(x) "y (x) = (1 = n)p(x)z(x) + (1 = n)r(z).




Beispiel 17 (y/(z) = —y(x)/z + 2%y(x)?, z > 0). Wihle z(z) = y(z)' 72 = 1/y(z)

2(2)/x —
(/ Y () d””) Y(z)  firY(z) = exp ( / % dac) = exp(logz + C) = cz
= Z(m):(/_xzdx>cm:(_2332+l()x
1

2
2(x)  —a3+ka’

= 2'(z)

= z(x) =

= y(r)=

wobei die Konstanten K,k € R aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden kdonnen.

7. Riccatische Differentialgleichung. Die Riccatische Differentialgleichung ist

y'(z) = p(x)y(z) + r(z)y(z)® + q(z).

Sie besitzt i.A. keine explizite Losungsformel, doch kennt man eine spezielle Losung u(z), so liefert
der Ansatz y(z) = u(z) + v(x)

u'(z) +0'(2) = p(@)(u(@) + v(@)) + r(2) (u(z) + v(2))* + q(2)
= [p(@)u() + r(@)u(@)? + q(@)] + [p() + 2r(@)u(@)]v(@) + r(@)o(z)?
und somit fiir v die Bernoullische Differentialgleichung
V() = [p(z) + 2r(@)u(@)]v(z) + r(z)v(@)*.

Beispiel 18 (y'(z) = y(z) — 3y(x)? + 10). u(x) = 2 ist eine spezielle Losung, somit y(z) =
u(z) + v(zr) mit
v(z) =1 —6-2Jv(x) —3v(z)? = —11v(z) — 3v(x)>

8. Potenzreihenanzatz. Sind die Koeflizienten 3, aq, . .., a,—1 der linearen Differentialgleichung

Y™ (z) = B(x) + ao(@)y(x) + ... + an_1(x)y™ V(z)

im Anfangspunkt a € R in eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius entwickelbar (also
lokal analytisch), kann man fiir eine Losung den Potenzreihenanzatz wihlen,

y(x) = ch(m —a)".
k=0

Einsetzen (unter gliedweisem Differenzieren) ergibt Gleichungen fiir die Koeffizienten ¢, die kon-
sekutiv gelost werden konnen. Am Schluss muss noch iiberpriift werden, ob der Konvergenzradius
der Potenzreihe positiv ist (dann war auch gliedweises Differenzieren erlaubt).

Beispiel 19 ((x — 1)y/'(z) + y(z) =0, y(0) = 1). Wihle Ansatz

o0 oo
y(z) = Z cpat = y'(z) = Z kepat—t
k=0 k=1

oo oo
= 0= chk(xk — 2k +chack

k=1 k=0
= 0= Z(k+ D(cr — cppr)a”

k=0
— O=ci—cp=co—c1=...
— l=chp=ci1=co=...

Nt 1

k
—— = =
y(x) kz_ox —,

wobei Konvergenz fir |x| < 1 gilt.



3.2 Existenz, Eindeutigkeit und Stabilitit

LA. reicht die Betrachtung von (vektorwertigen) Differentialgleichungen erster Ordnung.

Bemerkung 20 (Reduktion von gewohnlichen Differentialgleichungen). o FEine skalare explizite Dif-
ferentialgleichung n-ter Ordnung in y € C™([a,b]),

y ™ (@) = fla,y(@),... .y (),

kann in eine dquivalente R™-wertige explizite Differentialgleichung erster Ordnung inu € C*([a, b])"
umgewandelt werden mittels u = (ug, ..., un_1)" = (YO, ...,y T,

u1(z)

u'(z) = ;
Up—1(T)

flzuo(z),...,un—1(x))

e Eine skalare explizite Differentialgleichung y'(x) = f(x,y(z)) kann in eine dquivalente R%-wertige

autonome Differentialgleichung umgewandelt werden mittels u(zx) = (Z;Eﬁ;) = (yé)),

1
U (@) = (fun@)us @) )
o Funktioniert analog fiir vektorwertige und fir implizite Differentialgleichungen (wie?).
e Analog kinnen zugehérige Anfangswertprobleme reduziert werden (wie?).

Ein Anfangswertproblem erster Ordnung kann man auf eine dquivalente Integralgleichung zuriickfithren.

Theorem 21 (Integralgleichung). Seim € N, I = [a,b] C R, f: I x R™ — R™ stetig, y € CO(I)™. y
ist genau dann in C1(I)™ und Lésung des Anfangswertproblems

(@) =flzy@),  yla)=1yo, (1)

wenn es folgende Integralgleichung lost,

y(z) =yo + /x f(s,y(s))ds fir alle v € 1.

Beweis. Hausaufgabe. O
Diese Integralgleichung ist eine Fixpunkt-Gleichung, sodass Fixpunkt-Theorie angewandt werden kann.

Definition 22 (Lipschitz-stetig, Kontraktion, Fixpunkt). Seien X,Y normierte Vektorriume, D C X.
T:D — Y heift Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L > 0, wenn ||T(x) — T'(2)|| < L||lz — =|| fir
alle x,z € D gilt. T heifit Kontraktion, wenn Y =X, T: D —- D, und L<1. EinZ € D mit T(T) =T
heifit Fixpunkt von T. Die iterative Vorschrift x, = T(xp—1) fir k € N und gegebenes xg € D heifit
Fixpunkt-Iteration.

Die Fixpunkt-Iteration fiir obige Integralgleichung nennt man auch Picard-Iteration.

Definition 23 (Picard-Tteration). Setze yo(x) = yo, dann lautet die Picard-Iteration zum Anfangswert-
problem (1)

ye(z) = yo —l—/ f(s,yp—1(s))ds fiir alle x € I und k € N.
Beispiel 24 (Exponentielles Populationswachstum). Die Picard-Iteration fiir

y'(t) = My(t), y(0)=yo>0
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lautet

t

y1(t) = yo + / Ayods = yo(1 + At),
0
' At)?
y2(t) = yo +/0 Ayo(1 4 As) ds = yo(1 + At + L),
k )
At)?
) =0 > O
7=0

sie konvergiert also (gleichmiflig auf jedem endlichen Intervall) gegen die Lisung y(t) = yo exp(At).

Wann existiert nun eine Losung des Anfangswertproblems bzw. der Integralgleichung? Konvergiert die
Picard-Iteration dagegen? Beides ist eine direkte Anwendung des Banachschen Fixpunkt-Satzes.

Theorem 25 (Banachscher Fixpunkt-Satz). Sei X ein Banachraum, D C X abgeschlossen, T : D — D
eine Kontraktion mit Konstante L, dann gilt:

1. T besitzt genau einen Fizpunkt T € D.
2. Die Fizpunkt-Iteration x, = T(xk—1) konvergiert gegen .

3. Der Fehler erfillt |xy — || < 125 ||lan — zp-1]| < %Hxl — Zol|.

»@ posteriori-, a priori-Abschdtzung“
Beweis.  0) ||og — -1l = |T(v1-1) — T(z1-2)|| < L||z1—1 — 21-2]|
S L|wm—g —wi—s|| < ..o S L oy — a| (2)

21 — 2kl < llwe — 2l + llz—r — 22|l + o+ [2pg1 — 2|

< Llikilnxk—i-l _ ka + Llik72”$k~+1 _ ka +...+ LOHQJk_A,_l - Jfk”

I—k-1 1 @
= jZO L lews = 2l < g=F lznsr —anll = 7= llzw — 2| 3)
H/_‘/
Szjio L]:ﬁ
1)&?2) — m} ist eine Cauchy-Folge: Fiir € > 0 wihle N € N mit LY < ¢(1 — L)/||z1 — xo||, dann ist
(i) (? Lt < Vi>k>N
v = aull € ol = waall S pop o —woll S Wiz k2

— somit zp — T fiir ein & € D, und Z ist Fixpunkt, da

IT(z) — 2| = lim |T(Z) — z151]| = lim [|T(2) — T(z;)|| < lim L||Z — 2| =0
l—00 l—o0 l— 00
— T ist eindeutig, denn y =T(y) = |7 —y[| = [|T(Z) - T < LIz -yl = |z —y| =0

. ( ( k
8) 117 — wpll = limisoo [lo — zell < T2z llon — 2l < 7 o1 — o]
O

Die Anwendung auf unsere Integralgleichung liefert Existenz und Eindeutigkeit unter Bedingungen an

I

Theorem 26 (Satz von Picard-Lindelof). Sei I = [a —r,a+ 7], B = {y € R™||ly — woll < R},
f:Ix B— R™ stetig und Lipschitz-stetig im zweiten Argument, d.h.

AL >0: ||f(z,y) — f(z,2)| < Llly—z|| Vx € I, y,2 € B.

Sei M = maxzer,yen || f(x,y)|| und r < R/M, dann ezistiert eine eindeutige Losung y : I — B von (1).

11



€ €

R
Yol | o~ %R |[Steigung| < M

Beweis. Zunichst zeige Existenz und Eindeutigkeit r r

auf I = [a — €,a + ¢ fiir € = min{r, - }. L >x

. Sei~C’(f; B) = {y € CO(I)y™ | y(I) ¢ B} und T die Picard-Iterationsabbildung, dann ist T :
C(I; B) = C(I; B), denn T'(y) ist stetig mit |T(y)(z) — ol < [ 11 (s, y(s)||ds < Me < R.

e T ist eine Kontraktion: Mit der Supremumnorm ||g||oc = sup,¢; [|g(t)]| gilt

<

IT()(@) - T(:)(@)| = \

/ " ay() — F(s, 2(5)) ds / A ay(s)) — Fs.2(5))]] ds

<le—alLly - zlle < §lly — 2l Ve el

= |T(y) = T(2)loc < 5lly = 2llc-

. C’(f; B) ist abgeschlossen im Banachraum (Co(f)m7 I 1loo)
Banachscher Fixpunkt-Satz Fixpunkt § € C(: B)
g lost (1).
Wiederhole das Argument nun fiir ¢'(x) = f(z,y(x)), y(a +€) = §(a+€), um eine eindeutige Losung auf

[a, a + 2¢] zu erhalten, dann analog fiir Anfangswerte bei a + 2¢, a + 3¢ usw., bis die eindeutige Losung
auf ganz I definiert ist. O

Theorem 21
—

Bemerkung 27 (Voraussetzungen von Picard-Lindelsf). o Lipschitz-Bedingung ist ndétig fir Ein-
deutigkeit (Hausaufgabe). Existenz einer Losung erhielte man auch unter schwdicheren Bedingun-
gen, z.B. f stetig (Satz von Peano) oder noch schwicher (Satz von Caratheodory).

e r < R/M ist notig fiir Existenz der Losung auf ganz I (Hausaufgabe).

Zur Wohlgestelltheit eines mathematischen Problems gehort nach Hadamard nicht nur Existenz und
Eindeutigkeit einer Losung, sondern auch Stabilitéit, d.h. stetige Abhiingigkeit von den Eingabedaten (in
unserem Fall rechte Seite und Anfangsbedingungen von (1)), was wir als néchstes behandeln.

Lemma 28 (Gronwall). Sei I = [a,b], o, B,y : [ — R stetig.
1. y'(z) < a(2)+B(z)y(z) Vael = y(z) < yla)exp ([ B(s)ds)+ [ a(r)exp ([T B(s)ds) dr Vzel,
2. y(z) < a(x)+ [T B(s)y(s)ds Vel = y(z) < afz) + [ a(r)B(r)exp ([ B(s)ds) dr Vael.
Beweis. Hausaufgabe. O

Theorem 29 (Stabilitét). (1) erfiille die Voraussetzungen des Satzes von Picard-Lindeldf, f. 7o seien
Niherungen mit ||Jo — yol| < € und ||f — f|loo < 6. Fiir eine Lésung § : I — R™ des Anfangswertproblems

]j/(l‘) = f(l', j}(l‘))7 g(a) = gO
gilt |5(z) —y(2)|| < (e + 0|z — a]) exp(L|x — a]) fiir alle x € I.
Beweis. Hausaufgabe. O

Man kann sogar genauer untersuchen, wie sich die Losung bei Perturbationen von yo und f &dndert, also die
sogenannte Sensitivitit ausrechnen. Damit kann man vorhersagen, welche Konsequenzen die Anderung
von Modellparametern hat (z.B. ,, Wie wird sich der Verlauf der durch gewthnliche Differentialgleichungen
beschriebenen Klimaerwdrmung in den néchsten 20 Jahren #dndern, wenn wir die COs-Emission im
niichsten Jahr um 20 % senken?%), und letztlich diese Modellparameter optimieren.

Theorem 30 (Sensitivitit). Seien yo = yb und f = fP stetig differenzierbar von einem Parameter
p € R abhingig sowie fP(x,y) stetig in (x,y,p) und stetig differenzierbar in y. Sei y? € CY(I)™ die von
p abhingige Lisung des Anfangswertproblems

W) (@) = fP(z, 9" (), y7(0) =y
Dann ist 2P := % die Losung des linearen Anfangswertproblems
P P oyP
(Zp)/(x) = %(x’yp(;c)) + %(,@yﬂgj))g”(m), zp(()) = Bipo'

Beweis. Hausaufgabe (leite die dquivalente Integralgleichung ab). O
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3.3 Phasenportrait-Analyse

Eine R™-wertige autonome gewohnliche Differentialgleichung

y' () = f(y(x)) (4)

mit Lipschitz-stetigem f kann als das Vektorfeld R™ > y — f(y) € R™ (sogenanntes Phasenportrait)
aufgefasst werden. Die Trajektorie x — y(z) einer Losung y ist immer tangential an das Vektorfeld. Im
R? lisst sich das Phasenportrait leicht visualisieren.

Definition 31 (Nullkline). Die y;-Nullkline von (4) ist die Menge

N; ={y e R™| f;(y) = 0}.

Auf der y;-Nullkline ist y; = 0. Die Nullklinen zerlegen den R™ in Gebiete, in denen die Losungstrajek-
torien in unterschiedliche Richtungen zeigen, z.B. den R? in die Gebiete

{1 > 0,95 >0}, {y1 >0,y5 <0}, {y; <O0,y5 >0}, {y1 <0,y5 <0}

Beispiel 32 (v} (2) = g(y1(2)) — 2(2), ¥5(x) = y2(z) — h(y1(2)) mit g(s) = s° — s, h(s) = —2s/(s + 1)).

Y2
Ny = graph(h)\ 1 t N
Ny = graph(g)
/ 1 1/ Y1
~
11

Die Schnittpunkte aller Nullklinen sind Gleichgewichtspunkte oder stationéire Punkte.

Definition 33 (Gleichgewichtspunkt, Stabilitidt). Gegeben sei eine explizite autonome gewdhnliche Dif-
ferentialgleichung y'(z) = f(y(z)) in R™.

1. Ein Gleichgewichtspunkt ist ein g € R™ mit f(g) =0 (y(x) =g is Lisung).

2. y heifit stabil, wenn fir jede Umgebung U von g eine Umgebung V- C U wvon y ezistiert, sodass
jede Lisung y(x) mit y(0) € V fiir alle x > 0 definiert ist und y(z) € U erfiillt.

3. § heifit asymptotisch stabil, wenn eine Umgebung V von § existiert mit im, o y(z) = g fir alle
Lisungen y mit y(0) € V.

4. y heifit instabil, wenn es nicht stabil ist.
(In-)stabilitéit sagt etwas iiber das Langzeitverhalten der gewshnlichen Differentialgleichung aus.

Beispiel 34 (Asymptotisch stabile und instabile Gleichgewichtspunkte in Phasenportraits).

v =y y=(") Y =—y
Y2 Y Y2
1 t 1

N } } P
_14\ 1 0 R v _1{:\ 1 n

R

Asymptotische Stabilitdt kann man auf verschiedene Arten priifen:

13



e Priife, ob der Gleichgewichtspunkt nach Linearisierung der Differentialgleichung asymptotisch stabil
ist (machen wir spéter).

e Finde eine Lyapunov-Funktion.

Theorem 35 (Lyapunov-Funktion). Sei gy € R™ mit f(g) =0, U eine Umgebung von § und L : U — R
stetig differenzierbar mit L(y) > L(g) Yy # §. Dann gilt:

1. VL(y) - f(y) <0 Vy € U = § ist stabil.
2. VL) - f(y) <0Vy e U\ {7} = 7 ist asymptotisch stabil.
Ein L mit diesen Eigenschaften heifit Lyapunov-Funktion.

Beweis. 1. Sei B ein Ball in U um g und o = minyepp L(y), V ={y € B|L(y) < a}.
Sei y Losung der Differentialgleichung mit y(0) € V, dann ist

W Ly(x) = VL(y(x)) -y (x) = VL(y(2)) - fly(x)) <0,

somit L(y(x)) < a Ya > 0. Somit bleibt y(x) in V.

2. Sei R > 0 beliebig, Br(y) offener Ball um g mit Radius R. Z.z.: y(z) € Br(y) fiir z groff genug.
Sei f = min{L(y) |y € B\ Br(y)} > L(y)
(Minimum einer stetigen Funktion auf kompaktem Gebiet existiert nach Satz von Weierstraf3).
Sei r € (0, R) so dass £ < 3 auf B,().
Setze 6 = min{|VL(y) - f(y)||y € B\ B-(y)} > 0.
Fall 1: y erreicht irgendwann B, (y) = ab dann Loy < f§ = ab dann y € Bg(y).
Fall 2: y erreicht nie B,.(§) = £ L(y(z)) = VL(y(z)) - y'(z) < =6 Vo = lim L(y(z)) = —oc. 4

T—>00
O
3.4 Lineare Systeme von gewdhnlichen Differentialgleichungen
Betrachte das R"-wertige lineare Anfangswertproblem
y'(z) = Ax)y(x) + B(z), y(a) = yo. (5)

Theorem 36 (Existenz und Eindeutigkeit). Sei I = [a,b], A : I — R™ ™ und B : I — R™ stetig,
Yo € R™. Dann existiert genau eine Losung von (5) auf ganz I.

Beweis. f(z,y) = A(x)y+B(z) ist stetig in = und Lipschitz-stetig in y mit Konstante L = max,.¢s || A(x)||
(Operatornorm), da

1f(z,y) = f@, D)l = [A@)(y = DIl < A=)y — 9l < Llly =3l
Nutze nun Picard-Lindelof (wie?). O

Wie im skalaren Fall kann man Lésungen von (5) auf &hnliche Weise explizit angeben. Dies erfordert
etwas Vorarbeit.

Theorem 37 (Losungsisomorphismus). Sei I = [a,b], A: T — R™*™ stetig.

1. Die Losungen der R™-wertigen homogenen gewdohnlichen Differentialgleichung

bilden einen m-dimensionalen Unterraum von C(I)™.

2. Die Abbildung
®:R™ — CHI)™, ®(yy) = eindeutige Lisung von (6) mit y(a) = yo

ist eine Vektorraumisomorphismus von R™ in den Lisungsraum.
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Beweis. Erster folgt aus zweitem Teil.
® ist linear: ¥ = a®(yg) + SP(yy) erfiillt

V'(z) = a®(yo)'(x) + BR(y1)'(x) = aA(z)@(yo) () + BA(2)P(y1)(z) = A(z)¥(z)

= U ist Losung fiir Anfangsbedingung ¥(a) = ayo + By1, d.h. ®(aye + fy1) = ¥ = a®(yo) + SP(y1).
® ist invertierbar: Sei y eine beliebige Losung, dann ist y = ®(y(0)). O

Korollar 38 (Fundamentalsystem). Seien y1,...,yn Lisungen von (6), € I beliebig. Folgende Aus-
sagen sind dquuvalent.

1. y1,...,Ym sind Basis des Lisungsraums.
2. Y1, .., Ym sind linear unabhdingig in C*(I)™.
3. y1(a),...,ym(a) sind linear unabhingig in R™.
4. y1(x), ..., ym(x) sind linear unabhdingig in R™.
Gilt eine, so ist jede Lisung y eine eindeutige Linearkombination der y1,...,Ym.

Definition 39 (Fundamentalmatrix, Wronski-Determinante). Fin Fundamentalsystem zu (6) sind m
linear unabhdngige Lisungen y1,...,ym. Y : I — R™*™ Y (x) = (y1(x),...,ym(z)) heift Fundamen-
talmatrix. W : I — R, W(z) = det Y (x) heifst Wronski-Determinante.

Bemerkung 40 (Erinnerung: Adjunkte/Kofaktormatrix). Aus M € R™*™ erhalte man M* € R(m=1)x(m=1)
durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Die Eintrige der Kofaktormatriz cof M € R™*™ sind
dann definiert durch (cofM);; = (—1)""7 det M, und es gilt cof M = det M M~T (Cramersche Regel).

Sei E € R™™ die Matriz mit einzigem Fintrag E;; = 1 ungleich 0 und M € R™ ™ enistehe aus

M durch Tauschen der j-ten Spalte mit E. Die Ableitung von det M nach dem (i,j)-Eintrag ist dann
(mithilfe Laplacescher Entwicklung nach der j-ten Spalte) gegeben durch

M +tE) — det M M M — det M .
det M — Jimg S FEE) —det M\, det M4 tdet M —det Moo (cof M) ;.
8Mij t—0 t t—0 t

Weiter sei M : N =3, M;;N;; = tr(NMT) das Frobenius-Skalarprodukt zweier Matrizen.
Korollar 41 (Wronski-Determinante). W (z) # 0 Vz € I. Auflerdem W' (z) = tr(A(x))W (z).

Beweis. W'(z)= %}% (z)=cof Y (z):Y'(z)=det Y (2)Y (z)"T: (A(2)Y (z)) =W (z)tr(A(z)). O

i,J

Fiir eine Fundamentalmatrix Y und beliebige b € R™ ist Y (x)b eine Losung von (6). Fiir das inhomogene
Anfangswertproblem (5) machen wir wieder den Ansatz y(x) = Y (2)b(z) der Variation der Konstanten.
Damit dies eine Losung ist, muss gelten yo = Y (a)b(a) und

Y(@)b(z) +Y ()b (2) = o' (2) = A(2)y(2) + B(z) = A@)Y (2)b(x) + B(z) & Y(2)b'(x) = B(x),
somit b(a) =Y (a) "ty und b/ (z) = Y (z) "' B(z) (det Y () # 0!), also b(z) = Y (a) " 'yo+ [ Y (s) "' B(s) ds.

Theorem 42 (Variation der Konstanten). (5) wird geldst durch
y(z) =Y(x) </ Y (s)"'B(s)ds + Y(a)lyo) fiir' Y eine Fundamentalmatriz.

Beweis. Nachrechnen. O

Fiir A(x) = A € R™*™ unabhiingig von x kann man ein Fundamentalsystem sogar explizit angeben.
Hierzu ist das Matrix-Exponential hilfreich,
exp(4) =)

&
k=0
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Theorem 43 (Konstante Koeffizienten). Sei A € R™*™. Betrachte y'(z) = Ay(z).

1. Seien X\ € C, v € C™ Eigenwert und -vektor von A, dann sind Real- und Imagindrteil von y(z) =
ey Lisungen.

2. Die Spalten von Y (x) = exp(xzA) sind Lisungen.
Beweis. Nachrechnen. O

Korollar 44 (Fundamentalmatrix). 1. Ist A = Pdiag(\,...,A\m)P ™! diagonalisierbar, enthalten
die Real- und Imagindrteile der Spalten von Pdiag(e*®,..., e ®) ein Fundamentalsystem.

2. Y(z) = exp(zA) ist eine Fundamentalmatriz.
Beweis. 1. Da P invertierbar ist, spannen sie fiir x = 0 den R™ auf.
2. Wronski-Determinante in x = 0 ist det Y(0) = detexp(0) =detI =1 # 0. O

Beispiel 45 (y/(z) = Ay(z) mit A = ( 3 5)).
Charakteristisches Polynom x a(\) = det(A — X ) = \* + 16 = FEigenwerte Ao = £4i.

Eigenvektoren liegen im Kern von A — A == Eigenvektoren v, /3 = (3;31.).

Re(eM70y) = Re <(cos(4x) +isin(4a)) <(_35> z<2>)> - <3coséi;(f(f:il ( 4x)>,

Im(e* ) = <3 Sin(;)siililgs(m))

sind linear unabhdngig in x = 0 und bilden somit ein Fundamentalsystem.
Wie berechnet man jedoch exp(zA) fiir ein A € R™m*™?

Bemerkung 46 (Berechnung exp(zA)). Sei die (komplexe) Jordan-Normalform von A gegeben durch
J1 i 01
J:P1AP:< > mztBlockenleAl—i-Nz, A1:< ),NZ=< ),)\IEC,

In A o3
dann gilt (siehe Ubung; beachte A;N; = N;\; € Rmixmi )

exp(zJ1)
exp(rA) = exp(xPJP™') = Pexp(xJ)P™* = P < > P,
exp(zJy)

exp(xJ;) = exp(zA; + xN;) = exp(zA;) exp(xN;) = exp(a);) exp(zN;),

2 my—1
1 £ 5o (z'm.,i—l)!
m;—1 m;—2
exp(zN;) = E gNi = .
k=0 " o
1 x

1

Korollar 47 (Stabilitéit von Gleichgewichtspunkten). Besitzt A einen Eigenwert mit positivem Realteil,
ist g = 0 ein instabiler Gleichgewichtspunkt von

y'(z) = Ay(x). (7)
Haben alle Eigenwerte von A negativen Realteil, ist § = 0 asymptotisch stabil.
Beweis. Hausaufgabe. O

Zu asymptotisch stabilen Gleichgewichtspunkten kann man eine Lyapunov-Funktion konstruieren.
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Theorem 48 (Lyapunov-Funktion). Haben alle Eigenwerte von A € R™*™ negativen Realteil, dann
existiert fiir jede symmetrische positiv definite Matriz QQ € R™*™ eine symmetrische positiv definite
Matriz P € R™*™ mit

ATP+PA=—Q.

L:R™ =R, L(y) = yT Py ist dann Lyapunov-Funktion fiir die asymptotische Stabilitit von §j = 0 in (7).
Beweis. P = [~ exp(tAT)Q exp(tA) dt erfiillt

ATP 4+ PA= / AT exp(tAT)Q exp(tA) + exp(tAT)Q exp(tA) A dt
0

= /O‘Oo ((:t [exp(tAT)Q exp(tA)] [eXp(tAT)Q exp(tA)]in =0—-1IQI = —-Q.

Damit ist VL(y) - Ay = 2yT PAy = yT(ATP + PA)y = —y"Qy < 0. O

Fiir nichtlineare autonome gewohnliche Differentialgleichungen kann man die asymptotische Stabilitét
nun auch iiber Linearisierung priifen.

Korollar 49 (Linearisierte Stabilitit). Sei f : R™ — R™ Lipschitz-stetig und stetig differenzierbar in gy €
R™ mit f(y) = 0. Die autonome gewdhnliche Differentialgleichung y'(x) = f(y(x)) hat den asymptotisch
stabilen (instabilen) Gleichgewichtspunkt i, wenn dies fir ihre Linearisierung y'(x) = A(y(x) — §) mit
A= Df(y) gilt.

Beweis fiir Stabilitdt. O.B.d.A. sei § = 0. Seien £ und Q, P positiv definit gewihlt wie in Theorem 48.
Sei A > 0 der kleinste Eigenwert von @ und r > 0 klein genug so dass 2||P||||f(y) — Ay|| < Ally|| fir
lyl] < r. Fir 0 # |ly|| < r gilt dann

VL(y) - fy) = 29" P(Ay + (f(y) — Ay)) < —y" Qy + Aly|* <0,
somit ist £ auch eine Lyapunov-Funktion fiir ¢/(z) = f(y(x)). O

In 2D kénnen nur wenige qualitativ unterschiedliche Gleichgewichtspunkte auftreten. Sei J = V1AV
die Jordan-Normalform von A € R?*2 mit V = (v; v) € C?*2. Sei 0 < o < 3, dann sind die wichtigsten
Félle:

J:( p —ﬁ _ (—«a 0
Y2
. J: Z
Y2

U1 Y1

f\
N

%

Zum Schluss betrachten wir noch einmal lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung mit konstanten
Koeffizienten,
0=aoy(z) + a1y () + ... + any™ (), a,=1.
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Die Reduktion (u; = y(V) auf erste Ordnung liefert

Die Eigenwerte der Matrix sind genau die Nullstellen A; (mit Vielfachheit m;) des Polynoms
X()\) =ag+aA+...+a,\",
wobei der zu A; gehorige Jordanblock der Gréfle m; x m; ist (Hausaufgabe). Somit sind die Lésungen

der Form
y(x) = Z exp(\;z)p; ()

fiir Polynome (mit komplexen Koeffizienten) p; der Ordnung m; — 1 (Hausaufgabe).

4 Numerische Methoden fiir Anfangswertprobleme
Sei I =[a,b], f:IxR™— R™;

y'(@) = flz,y(@),  yla) =wyo (®)

habe eine eindeutige Losung auf I.

Definition 50 (Numerisches Verfahren, Konvergenz). 1. Ein Gitter auf I ist ein Tupel I, = (zo,...,x,) €

I+ mit Stiitzstellen (Gitterpunkten, Knoten) g =a < z1 < ... < 2, = b.
2. Die Schritt- oder Gitterweite ist h = max;—1,. nh; mit h; = z; — ;1.

3. Fine zugehdrige numerische Approximation der Ldsung y von (8) ist eine Abbildung yp, : I, — R™
bzw. das Tupel (Yo, ..., yn) = (Wn(0), ..., yn(zn)) € (R™)™.

4. Der (globale) Diskretisierungsfehler der numerischen Approzimation ist e, = max;—o,... n ||€;|| mit
€ = Yi — y(%)

5. Ein numerisches Verfahren fiir (8) ist eine Vorschrift, die fiir gegebenes h ein Gitter Ij, und eine
numerische Approximation yp bestimmd.

6. Das Verfahren heifit konvergent (von Ordnung p), falls ep, =p—0 0 (er, = O(hP)).
Konvergenzraten lassen sich effizient mit der O-Notation schreiben.

Definition 51 (Landau-Symbole). Seien g,h: D — R fiir einen normierten Raum D (2.B. D =R oder
D =N).

cgeOM) (t—a) & heQl) @—a) o lim, g0l <o

egco(h) (x—a) &= hew(y (x—a) & limg,, ”Z((z;l\‘l <0

Bemerkung 52 (Landau-Symbole). e a kann oo sein

e a ist hiufig aus Kontext klar = ,(x — a)“ wird weggelassen

e O(h) ={g: D = R lim,,, 1#3 < o0}
e man schreibt auch g(x) = O(h(z)) statt g € O(h)
Definition 53 (Verfahrenstypen). Ein Verfahren der Form
® Ypi1 = Yk + her10(Xk, Yk, hpr1) heifft explizites Einschrittverfahren.

® Y1 =Yk + hit190(@k, Yk, Ykt1, Pkr1) heifit implizites Einschrittverfahren.

18



® Ypt1 =Yk + her19(xoy -y Tk, Yo, - - - Yk Pit1) heifst explizites Mehrschrittverfahren.
® Ypt1 =Yk + Per19(Toy - s Tl Y0y - -+ Yks Ykt1, Riet1) heifit implizites Mehrschrittverfahren.

Bemerkung 54 (Verfahrenstypen). e Man findet nacheinander yo, y1, . ... In einem impliziten Ver-
fahren muss hierzu in jedem Schritt eine Gleichung gelost werden.

e FEin Mehrschrittverfahren muss micht alle Argumente xg, ..., Tk, Yo, - - -, Yk Nutzen.

Theorem 55 (Wohldefiniertheit implizites Verfahren). Sei yrp+1 = yp+hkr10(T0, -« s Thy Yoy -« s Ykt 15 Pet1)
ein implizites (Ein- oder Mehrschritt-) Verfahren fir (8). Sei (analog zum Satz von Picard-Lindeldf)

= {y € R™||ly — wol|l < R}, ¢ Lipschitz-stetig in yp+1 mit Konstante L, ||p(...)|| < M fir alle
2oy 2k € I und yo,...,ys+1 € B (unabhingig von k € N) und b — a < %. Dann existiert ein
h, sodass bei Wahl von hy < h fir alle k das Verfahren in jedem Schritt k eine eindeutige Losung

Yet1 = V(T -+, Tk, Y0, - - - Yk hie1) € B besitzt. Ist ¢ Lipschitz-stetig in yo, . .., Yk, so auch V.

Bemerkung 56 (Implizite Verfahren). Somit konnen wir ein implizites Verfahren auch als explizites
interpretieren (ggfs. mit gleichen Lipschitz-Stetigkeits- Eigenschaften).

Beweis. Sei h < % und h < % (h entspricht € in Picard-Lindelof), hy < h Vk.

Zeige mit vollstédndiger Induktion y, € By = {y € R™ ||y — yol| < M (zx — @)} und die Satz-Aussagen.
Induktionsanfang k£ = 0: trivial.

Induktionsschritt k ~» k + 1:

Setze g(y) = yr + hep10(T0, - - -, Tk Y05 - -+ > Yk Yy ey 1)-

g ist Kontraktion: g : B — By C B, denn fiir y € B ist
l9(w) = woll < llg(¥) — el — llyx — woll < Rlle(-. )| + M(zy —a) < M(zp41 — a).
AuBerdem [|g(y) — g(2)|| = hutalle(- -,y hagr) — (-, 2 g ) || < BL|ly — 2|

e —> 3! Fixpunkt yi+1 = (2o, .., Tk, Y0, - - - s Yk, Rkt1) € Br41 von g, also eine eindeutige Losung.

Lipschitz-stetigkeit von W: Lipschitz-Konstante von ¢ in (yo,...,yx) sei K.

Sei z = W(xg,..., Tk, 20y, 2k, Pkt1), w = ¥(zo,..., Tk, Ug, ..., Uk, hEt1), dann ist
Iz — ul|l = ||z + haes19(c -2 520, -+ s 2ks 25 Pp1) — Up — Rgr10(c o U0y - oy Uk, Uy Bgy1)]|
S ||Z]C - ’LLkH + h”@( ce 3 R0y Rk R, hk+1) - 30( <o UDy - - 'aukvz’hk-‘rl)H

+ hllo(. . ug, -y Uk, 2y A1) — (oo Ugy ey Uky Uy Pg1) ||
< |lzk — ukll + RK||(20 - - -, 2k) — (uo, - .., ug)|| + hL||z — ull

= ||z —ul| < K2, ..., 2) — (uo, ..., ug)|| = ¥ hat Lipschitz-Konstante 105 O

Bemerkung 57 (Losung mit Fixpunktiteration). Die Fizpunkt-Iteration y,’cill = g(y,i+1) aus dem Be-
weis kann mit yg 11 = Yk genutzt werden, um yi11 im impliziten Verfahren zu berechnen.

Wie kann man sinnvolle Verfahren herleiten? Mittels Integralapproximation:

Thi1 f(xr, y(wr)) Riemann links
y(Tpr1) = y(mk)Jr/ fzyy(x)) dt =~ y(zr)+hi1 § f(@rt1, y(Xg41)) Riemann rechts
" (F @k, y(o)) + f(@r41,y(wx11)))/2 - Trapez-Regel

Beispiel 58 (Euler-Verfahren). Zu (8) heifst

fzr, yr) explizites Euler-Verfahren,

F(@rt1, Y1) implizites Euler-Verfahren,

Y1 = Yk + b1 § (F(@ryn) + F(@rt1, Yog1)) /2 Trapez-Verfahren,
(1 =0)f(wr,yr) + O0f (Trs1, Yrt1) f-Verfahren,
(f(zrk,yx) + f(The1, Yk + hes1f(Tk,yx)))/2  verbessertes Euler-Verfahren.

19



lose y’(x) = x - y(x)72, y(0) =0
= o(x,y) x-y~2;
.1; % Gitterweite
0:h:1; % Gitter
= length(x)-1;
= zeros(3,n+1);
or k = 1:n
% explizites Eulerverfahren
y(1,k+1) = y(1,k) + h * £( x(), y(1,k) );
% implizites Eulerverfahren
y(2,k+1) = ( -.5 + sqrt(.25+h*(h*x(k+1)+y(2,k))) ) / h;
% verbessertes Eulerverfahren
y(3,k+1) = y(3,k) + h * ( £( x(k), y(3,k) )
+ £( x(k+1), y(3,k)+h*f(x(k),y(3,k)) ) ) / 2;

Hhg B MW B H 3
I

end

plot(x’,y’,’.-’,’Linewidth’,3, ’Markersize’,20);
hold on;

x = linspace(0,1,100);

y = 1lsode(@(y,x)f(x,y),0,x);
plot(x,y,’k’,’Linewidth’,3);

Das verbesserte Euler-Verfahren ist viel genauer — woran liegt das?

4.1 Konvergenz- und Stabilitidtsanalyse von Einschrittverfahren

Wir beginnen mit einem Stabilitédtsresultat fiir numerische Verfahren. Wie im Kontinuierlichen basiert
es auf einem Gronwall-Lemma, diesmal werden jedoch Ableitungen und Integrale durch Differenzen und
Summen ersetzt.

Lemma 59 (Gronwall diskret). Seien ay, Bk, yx > 0 reelle Folgen mit yp41 — yr < o + Bryr Vk. Dann
gilt yi < yoexp(X5=g B5) + Yizo i exp(X52) 1 B)-
Beweis. Vollstindige Induktion (Hausaufgabe). O

Der Einfachheit halber sei im Folgenden hj, = h fiir alle k& (die Verallgemeinerung zu hy, ist einfach).

Theorem 60 (Stabilitit). Seien o, p Niherungen fiir yo, o mit ||go — yol| < €, || — ¢|loo < 0 fiir ein
(0.B.d.A. explizites) Einschrittverfahren yry1 = yx + ho(Tk, Yk, h). @ sei Lipschitz-stetig mit Konstante
L. Die Lisung G des gestirten Verfahrens erfillt

19 — yill < (e + 0(zx — a)) exp(L(zk — a)).
Man sagt, das Verfahren ist stabil.
Beweis. Sei up = 9§ — yi-
w1l = Gk + hd(zr, Gr, h) — ye — ho(@k, yr, 1) ||

S ||Uk|| + h [||¢(zkvgka h) - Qo(mkvgkah)‘l + ||(p(l‘k,gk,h) - @(Ikayka h)”]
< lJugll + hd + hL|u|,

mit diskretem Gronwall-Lemma folgt also

k—1
luk|l < lluoll exp(khL) + > héexp((k —i — 1)hL) < eexp(L(xx — a)) + (zx — a)d exp(L(zy — a)). O
=0

Bemerkung 61 (Schwiichere Bedingung). Wir brauchen in Theorem 60 eigentlich nur maxy, | (2, Uk, h)—
o(k, Uk, h)|| < 6 statt [|@ — ¢lleo < 6, also nur eine Abweichung < § entlang der gestorten Lisung!
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Definition 62 (Abschneidefehler). Fir ein Verfahren yg+1 = yp+hi+10(To, -+ Thy Y0y - - - s Ykr Y1, Pkt1)
und die Losung y von (8) heifit

Tk = ﬁ[y(xkﬂ) — (y(zr) + hryro(zos - - s T, Y(w0)s -+ 5 Y(@0), Y(Tht1)s haeg1))]

lokaler Diskretisierungsfehler oder Abschneidefehler.
Das Verfahren heifst konsistent (von Ordnung p), falls maxy, |7%|| =h—0 0 (maxy ||7x|| = O(h?)).

Fiir den Abschneidefehler setzen wir quasi die kontinuierliche Losung in das numerische Verfahren

Ye+1 — Yk
ozzli_w(...)
k+1

ein und messen, wie stark sie die Gleichung verletzt.

Beispiel 63 (Abschneidefehler Euler-Verfahren). o Explizites Fuler-Verfahren:
2 .
Taylor: y(wp41) = y(xr) + hy' (zr) + Ly (&) fir ein &, € (w2, Tri1]
TR = w — flr,y(ze) =y (x0) + 29" (&) — flor,y(zn) = 59" (&)

= konsistent von Ordnung 1 (sofern f ausmzchend differenzierbar)
o Implizites Euler-Verfahren: konsistent von Ordnung 1 (Hausaufgabe)
o Verbessertes Euler-Verfahren: konsistent von Ordnung 2 (Hausaufgabe)
Man kann sich merken: ,,Stabilitdt+Konsistenz=Konvergenz*

Theorem 64 (Konvergenz). Das FEinschrittverfahren ygi1 = yr + ho(ak, yk, h) sei konsistent (von
Ordnung p) und stabil. Dann ist das Verfahren konvergent (von Ordnung p).

Beweis. e Definiere ¢(Z,9,h) = M fiir die Losung ¢ von ¢'(z) = f(z,y(z)) mit (&) = .

e Das Verfahren mit ¢ liefert die exakte Losung y(xy), das mit ¢ unsere numerische Approximation.
o G5, h) — ol §h) = LEERIE — o (@), h) T 5
e Der Stabilitéitssatz bzw. Bemerkung 61 liefert nun

lewll = llyx — y(zi)|| < max|i7;|{(zx — a) exp(L{zx — a)) < (b — a) exp(L(b — a)) - max ;. O

4.2 Typische Einschrittverfahren
Es gibt Verfahren beliebiger Konsistenzordnung, z.B. das folgende.

Definition 65 (Taylorverfahren). Sei f € CP(R x R™) und § die Losung zu §' () = f(z,9(x)), §(zx) =
Y. Das Verfahren mit hp(zy, yg, h) = :;:1 ’j’—?g]( 9 (xy,), der Taylorentwicklung von §(xry1) — yr und xy,
von Ordnung p, heifit Taylorverfahren.

Bemerkung 66 (Taylorverfahren). Die Ableitungen gj(j)(atk) kénnen, ohne y zu kennen, mithilfe der
Ableitungen von f und des Werts yy, bestimmt werden:

Gan) =yr, ' (wx) = (on,un), 7" (@x) = G5 f (@ 5@)e, = (5 + F T =n = (G + G Nlz=e, - (9)

Theorem 67 (Taylorverfahren). Das Taylorverfahren ist stabil und konsistent (somit konvergent) von
Ordnung p.

Beweis. Stabilitiit: ¢ ist Lipschitz-stetig in v (da ) (z;) eine Summe von Produkten von bis zu (j —
L)ten Ableitungen von f in (zy,yx) ist und f € C?).

y(zkﬂ) §(zk) — o(2k, Y, h)zzgzl h

Konsistenz: 7, = §9) (1) +O(RP) — Z?_lh;, g9 (z)=0(hP). O
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Im Taylorverfahren miissen hohe Ableitungen von f ausgewertet werden — oft sind die Formeln zu
aufwindig oder gar nicht bekannt. Stattdessen kann man versuchen, hohere Ordnung nur mit Auswer-
tungen von f zu erhalten. Hierzu approximiert man

Thi1 p

W)~ vle) = [ o) de % b Y e+ ahy(on o+ ah)

Tk =0
mit einer Riemann-Summe (dies ist eine sog. Quadraturformel, siche spéter). Darin muss y(xg + a;h) =
y(xg) + fgﬁa"h f(z,y(z)) dz wiederum mittels Quadratur approximiert werden.

Definition 68 (Runge-Kutta-Verfahren). Seien ¢;,a;,b;; € R fiiri, j=1,2,....

o FEin Verfahren mit

R r—1
@(I,y,h):ZCrkr, krf<x+arhay+hzbrsks>7 r=1,...,R
r=1

s=1

heifst R-stufiges explizites Runge—Kutta-Verfahren.
e FEin Verfahren mit

R R
@(xvyah)zchkra kr:f<$+arhay+hzbrsks>v r=1,...,R
r=1

s=1
heiffit R-stufiges implizites Runge—Kutta-Verfahren.

e Runge—Kutta- Verfahren werden im Butcher-Diagramm dargestellt,

ap | by -+ bir
ar | b1 -+ bRrr
‘ cl e CR

(fiir explizite Verfahren ist b.s =0 fiir s > r).
Beispiel 69 (Runge-Kutta-Verfahren).

explizit  implizit  modifiziert verbessert
o FEuler-Verfahren: 0 ‘ 1 ‘ 1 (1) 1 0
T 2 e
[0 1 B
0
111
2
o 4.-Ordnung Runge-Kutta- Verfahren % %
1 1
‘ 1 11
6 3 3 6

Runge-Kutta-Verfahren sind der Standard unter den Einschrittverfahren. Geeignete Parameter c;, a;, b;;
erhilt man durch Ermitteln des Abschneidefehlers.

Beispiel 70 (2-stufige explizite Runge-Kutta-Verfahren). 2-stufige explizite Runge—Kutta- Verfahren ha-
ben die Form

Y1 = Y + h(cikr + caka), ki = f(zr + arh, yx), ko = f(zk + a2h, yi + barhky).

= T = M —c1f(xp +arh,y(zr)) — cof (e + agh, y(xx) + borhf (zr + arh, y(zr)))

=y (x) + 5y" (1) +O(h?) =1y (xx) —c1har 0y f —ea[f (2, y (@) + (a2 f +b21 £, f)+O(h?))]

©
— wihle c1 +co =1, cabay = %, c1aq + coag = % = Verfahren ist konsistent von Ordnung 2.
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o ar=13,a1=0= yir1 = yp + hf (e + &,y + 2 f(@r, 1)) smodifiziertes Euler-Verfahren*

cay=1,a1=0= ypr1 =y + hf(m’“’y’“Hf(z’“gh’y’“Jrhf(”’y’“)) Lverbessertes Euler- Verfahren®

Theorem 71 (Runge-Kutta-Verfahren). 1. f Lipschitz in y = Runge—Kutta- Verfahren ist stabil.
2. Ist f € C' und Zil ¢ =1, so ist das Verfahren konsistent von Ordnung > 1.
3. Ist zusitzlich f € C?, Eil Cr Zf:l brs = %, Zf;l arc, = 3, ist es konsistent von Ordnung > 2.
4. FEs gibt kein zweistufiges explizites Verfahren der Konsistenzordnung > 3.

Beweis. 1. ¢(x,y,h) = Summe und Komposition von f, welches Lipschitz-stetig in y ist = auch ¢

2. T = M — Zle crf(zp + arh, y(zg) + hZfZl bysks)
=y (1) + Ly (2x) +O(h?) = 0 el f (i, y(@r) +1{arOn f 40y f S0 | brskis by y(an) +O(h2)]
= h[% - Zf:1 Cr{aramf + ayf Zf:l brsks}a:k,y(xk)] + O(hz)

3. 7 = h[LE8) S (0,0, f 4 0y f S bes(F + O(h) Yap yian)] + O(R?)
(

— B[ 140, + FOyf Yap () + O()] + O(h2) € O(h2)

4. 0.B.d.A. sei (8) autonom.
Ty = L)y @) g fy(ay) — eaf (y(an) + bahf (y(zn)))
= o (2x) + 2y (@r) + " (@r) + O(B®) — erf (wx) — ealf + barhf £+ 25 P27 4 O(B®)] =y o)
= W[4 — 203 P2 W) f" (Y)]amar, + O(R®),

jedoch ist ¥ (x) = & f(y()) = L[ W(@) (@) = f (W) F (@) + Fy@)2f" (y(z). O

Bemerkung 72 (Runge-Kutta-Verfahren). e Die Konsistenzordnung eines expliziten R-stufigen Runge—
Kutta-Verfahrens ist < R, z.B. ist die mazimal mogliche Konsistenzordnung eines 5-stufigen Ver-
fahrens 4.

o Fir speziell gewdhlte Stiitzstellen a; und Gewichte ¢; (der GaufS-Quadratur, siche spiter) gibt es
bij, sodass das implizite R-stufige Verfahren die mazimal mogliche Konsistenzordnung 2R hat.

o Matlab € Octave impliementieren milt ode45 das Dormand-Prince-Verfahren (siehe Wikipedia:
Dormand—Prince-method). Dies sind zwei 7-stufige Runge—Kutta- Verfahren mit Konsistenzordnung
4 bzw. 5, die sich nur in den c; unterscheiden und somit die gleichen Funktionsauswertungen
brauchen. Die Differenz beider Methoden liefert eine Fehlerschitzung fiir das 4.-Ordnung- Verfahren
und kann somit genutzt werden, um die Schrittweite h adaptiv (d.h. so, dass eine vorgegebene
Fehlerschranke nicht iberschritten wird) anzupassen.

4.3 Lineare Mehrschrittverfahren

Einschrittverfahren haben den Nachteil, dass sie alle vorherigen Funktionsauswertungen wieder vergessen
und yg41 nur aus yy erhalten. Fiir hohe Konsistenzordnungen muss f in jedem Schritt hdufig ausgewertet
werden. Mehrschrittverfahren hingegen benutzen die alten Auswertungen weiter.

Definition 73 (Lineares Mehrschrittverfahren). Sei die Schrittweite konstant, h = hy, Yk. Ein Verfahren
der Form

Zaiyk+i = hZ&f(fEkﬂ', Yk4i)s On #0,
i=0 i=0

zu losen fir ygin, heifft lineares n-Schritt-Verfahren (explizit fir 8, = 0, implizit fir 8, # 0).

Bemerkung 74 (Mehrschrittverfahren durch Polynominterpolation oder Quadratur). Lineare Mehr-
schrittverfahren sind durch Polynominterpolation oder Quadratur motiviert (kommt spdter):
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o Seip=P(xp,.. . Thin,Yk;---,Yktn) das Polynom von Grad n mit p(x;) = y;, dann ist Gleichung
Pk, Thtns Uky - - s Uktn) (Xkts) = f(Thts, Ykts) ein Mehrschrittverfahren, zu losen fir yg4n.

e Die Quadraturformel y(zyin) — y(zg) = f;:*" flz,y(x))de = Y0 Bif (@kti, y(xryi)) liefert das
Verfahren ygin — yx = Z:‘L:o Bi f(Thotiy Ypri), 2u losen fir ygin.

Beispiel 75 (Mehrschrittverfahren). Kirze ab fi, := f(xg, yi).
o Simpson-Regel: Ypio — yp = 2fx + 4fut1 + frso] (m o fa,y(2) dx)
o Adams—Bashforth- Verfahren: yx14 = yr+3 + i[55fk+3 —59fkt2+ 37 rr1 — 9%

o Adams-Moulton-Verfahren: yii3 = Yrt2 + 22 [9fe+s + 19 frt2 — 5fes1 + fr]

Bemerkung 76 (Lineare Mehrschrittverfahren). ® Yo,...,Yn—1 sind Fingabedaten fiir ein n-Schritt-
Verfahren (sie miissen mit einem anderen Verfahren berechnet werden).

e Oft werden lineare Mehrschrittverfahren in Paaren als Pradiktor-Korrektor- Verfahren genutzt: Der
Prdadiktor, ein explizites Verfahren, liefert einen einfach zu berechnenden Startwert fiir eine Fixpunkt-
Tteration fiir den Korrektor, ein implizites Verfahren.

e Das Verfahren kann geschrieben werden als yx+1 = yp+ho(o, - -« Tkt1,Y0s - - - s Yt1, B) fiiro(...) =
S o Bif (Thtit1—n, Yktit1—n) + % [Ykt1— Yk — D i XiYk+it1—n), der Abschneidefehler wird daher
oft eingefiihrt als

Thktn—1 = %Z iy (Th+i) — Z Bi [ (@hti, y(Tti)) -

— —
! ¢ Y (Thti)

Definition 77 (Charakteristisches Polynom). Das erste und zweite charakteristische Polynom eines
Mehrschrittverfahrens Y i €iYiti = b ro Bi f (Tkti, Yrti) sind gegeben durch

x) = Zajo:j & o(z) = Zﬁjazj.
=0 =0

Theorem 78 (Konsistenz). Sei Cy = p(1), C1 = p'(1) —0o(1), Cy = Z] 1 jq, ozj Zj 1 (q ) ,ﬁj Vg > 1.
Das n-Schritt-Verfahren ist konsistent von Ordnung p, wenn Cy = ... = C), =

Beweis. Sei y € CP*, Taylor liefert y(zy14) = 27, %(zh)j + O(hP*1).

n

n
. N_hBy , 1 I+ (g
s Tepny = Z ay(Tpyi) —hBiy (Trqs) _ EZ o
1=0

) (x (
Y ]j( h,BlZ Y )iy | +0(h?)

p
; h ;
=0 = 7=0

+ )y [Zaz ; Z@ = [ o)

Jj=2

oyl lzal e [Zmz Z@

Z (J) (zi)h =1 + O(hP) ]

7=0

Gegeben Eingabedaten yo, . ..,y,—1 definiert man Stabilitéit fiir Mehrschrittverfahren wie folgt (sog.
»Nullstabilitit*, da es ausreichen wird, die Differentialgleichung y’(z) = 0 zu betrachten).

Definition 79 (Nullstabilitit). Fin lineares n-Schritt- Verfahren yx11 = ys+ho(Tik, Yh—nt1s - - - Yk Ykt1, 1)
mit Schrittweite h auf I = [a,b] heifit (asymptotisch) stabil oder nullstabil, wenn K hy > 0 existieren,
sodass Folgendes gilt: Sind §o, . . ., n—1, ¢ Naherungen fir yo, ..., Yn—1,© mit |7;i—yill <€, |¢—¢lloo < 6,
dann erfillen die Lisungen yi und 3 des urspriinglichen und des gestorten Verfahrens mit h < hg

max llgr — yell < K(e+6).
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Beispiel 80 (Instabiles Mehrschrittverfahren). Das 2-Schritt- Verfahren

Yer2 + AUk — Byi = h(4f (Trg1, Y1) + 2 (@r, )
hat Konsistenzordnung 3 (Hausaufgabe).

f = e(x,y) 0; % oder 1
for h = logspace(-1,-1.5,3)
x = 0:h:1;
n length(x);
y zeros(1,n);
y(2) = eps; % oder x(2)
for k = 3:n
y(k) = 5xy(k-2) - 4xy(k-1) + h*x( 2xf(x(k-2),y(k-2)) + 4*f(x(k-1),y(k-1)) );
end;
plot(x,y,’Linewidth’,3); hold on; pause;
end;

(Rundungs- ) Fehler in Anfangswerten oder Rechenschritten werden verstirkt (umso mehr je kleiner h)
= Verfahren ist weder stabil noch konvergent!

Es gibt ein einfaches Kriterium, Nullstabilitdt von Mehrschrittverfahren zu priifen.

Theorem 81 (Wurzelbedingung von Dahlquist). Ein lineares Mehrschrittverfahren ist nullstabil fiir (8)
mit (beliebigem) Lipschitz-stetigem f genau dann, wenn alle Nullstellen des ersten charakteristischen
Polynoms p im komplexen Einheitskreis liegen, wobei Nullstellen auf dem Rand einfach sein miissen.

Beispiel 82 (Instabiles Mehrschrittverfahren IT). Obiges 2-Schritt-Verfahren hat p(z) = 22 4 4z — 5 mit
Nullstellen {—5,1} = instabil.

Der Beweis erfordert eine Einfithrung in Differenzengleichungen.

Definition 83 (Polynome vom Grad n). Mit P, = {p: C — C|p(x) = agz’+...+a,z" fir ag,...,a, €
C} bezeichnen wir die komplexen Polynome vom Grad < n.

Definition 84 (Differenzengleichung). Die lineare Differenzengleichung zu den Koeffizienten ay, . .., o, €
R, ay # 0, und der Folge by, by, ... in R ist

> iyigi = by (10)
i=0
Fiir 0 =by = by = ... heifit sie homogen, sonst inhomogen.

Theorem 85 (Differenzengleichungen). 1. Die Menge aller Lésungen yo,y1,... von (10) mit 0 =
bo = by = ... ist ein n-dimensionaler Vektorraum.

2. yi lost die homogene Gleichung < yp = 25:1 q; (kj))\;C fiir A1, ..., A die Nullstellen des charakte-
ristischen Polynoms p mit Vielfachheiten ny,...,n, und q; € Pp,—1, j=1,... 7.

3. Alle Lésungen von (10) haben die Form y =Y - bpvk + ZZ;; yrw®, wobei

e w* die Losung der homogenen Gleichung mit Anfangswerten w¥ = 8;,, i =0,...,n — 1, ist,
e 0P =(0,...,0, w1
. ) o
(k+1)—mal
Beweis. 1. e Vektorraumeigenschaften sind klar.
o Wegen «,, # 0 ist eine Losung eindeutig durch ihre Anfangswerte yo, ..., yn—1 bestimmt.
e Der Raum der Anfangswerte (yo, ..., Yn—1) ist n-dimensional.
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2. (Idee: Sei yi = )\;?, dann ist Y0 ) a4 = )\;? Yoo ai)\;» =0, also y, eine Losung.)

»=“: Sei Y eine Losung, dann erfiillt Yz := (Yr, Yrs1, -+ Yhan_1)
R
Yiy1 = AYy fiir A =
—20 _u O ,“Z*I

Sei J = S71AS die Jordannormalform; wir wissen (alte Hausaufgabe):

e Eigenwerte A; (mit Vielfachheit n;) sind die (komplexen) Nullstellen des charakteristischen
Polynoms x4 von A und somit von p = a,xA-
e Zugehorige Jordanblocke J; haben Grofie n; X n;.
Iy
_ _ . n;—1 i\k—7
o — AF = SJFS = § S7Hmit JF = (NI 4+ N)F = ST (NN =
Iy
STy Py (RN AR fiie pj (k) = AT () = AT RS n Py € Py
e —> Eintriige von J* und somit auch A* sind Linearkombinationen von Termen p’(k)\F,
pi Epni—lai:]-a--'vr

e — Eintrige von Y}, = AFY; und somit von y; sind auch solche Linearkombinationen

»<="“: Sel V der Vektorraum aller Folgen der Form y;, = >_\_, q;(k)A¥; er hat Dimension ng + ...+
n; = n. Der Losungsraum W ist ein n-dimensionaler Teilraum, also V = W.

3. e 1. = w% ..., w" ! bilden eine Basis der Lésungen der homogenen Gleichung,
d.h. jede solche Losung lasst sich schreiben als Zz;é arw”, ap € R.
e Seien z1, 29 zwei Losungen von (10) = z; — 22 16st homogene Gleichung = jede Losung von
(10) ist von der Form z; + Zz;é arwk fiir eine spezielle Losung z; und ag, ..., an—1 € R.

e Noch zu zeigen: z1 = >, by ist spezielle Losung (dann folgt a; = y; wegen vF = 0 Vi < n).

o 2z ist wohldefiniert, da (21); = Z;O:o bkv;? = i;g bkvf fiir alle 7 nur endlich viele Summan-
den enthélt. Auferdem ist Y7 j(21)145 = Doptg bk Y 1—g jvf,; = bi, da
- 0 falls I < k " 0 fallsl>k
k ’ n—1 )
U, = oW . =
jz_% I {aln Z?:o ajwl"__kl_lﬂ sonst, JE::O I lmk—14) {an falls [ = k.

Beweis Theorem 81. Notwendigkeit: Betrachte y'(xz) = 0, y(0) = 0 auf [0, 1]. Das n-Schritt-Verfahren
lautet > a;yps; = 0.

e Sei A Nullstelle von p mit |A| > 1. Betrachte Losung yx = 0 und gestorte Losung up = eA*~" mit
1

Anfangswertfehler |uy —yx| <€, k=0,...,n— 1. Fiir N € N sei Schrittweite h = 5 und yy bzw.
uy die Approximation an y(1), dann gilt |ux —yn| = €|A|*"~" =, _,0 0o = Verfahren ist instabil.
o Ist A Nullstelle mit |A| = 1 und Vielfachheit > 2, wiederhole Argument fiir uj, = e£\*.

Hinlénglichkeit: Das n-Schritt-Verfahren sei Y0 ks = h Y ;o Bif (T, Ykti) = WO (Tk, Yis - - - s Yitms ).
Sei L die Lipschitz-Konstante von f, dann ist U Lipschitz in (yg, . . ., Yx+n) mit Konstante L = LY |5;].
Sei y;, eine Losung und wuy eine gestorte Losung, setze

ex = Uk — Yk, €=max{ep,...,en_1}, Fk:(\i/—\I/)(xk,uk,...,uk+,L,h), 5:H1]?X||Fk||~

o Esgilt >0 cviepyi = h [V ( @k, uk, - .. Ugtns h) + Fo — U(Tk, Yk - - - Yty B)] =2 hby VE.
e =e=> 10, hbyv® + ZZ;S exw” (Notation aus Theorem 85)

e Die w* und somit auch v* sind wegen der Wurzelbedingung beschrinkt, |v;-“|, |wf| < M Vj, k

(denn w* hat die Form wf = 77 ¢;(1)AL fiir ¢; Polynome und A; Nullstellen von p mit [A;| < 1

oder |\;] =1 und ¢; € Py; dies ist beschriinkt).
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o ||bg|l < ||F%l| + Loy fiir 6 = max;—o,..n [|lext;ll

n—1 —n l—n
= e = P4+ ewwf|| < hM Z |Fkll + Ldy) + Mne < M{ne + h(l —n +1)3] + hML» _ b,
k=0 k=0 k=0

l—n+j l
= & < max [M[ne+h(l+j—n+1)5]+hML > Ok| = Mne+h(l+1)0] + hMLY 5,

j=0,....,n k=0 k=0
-1 -1
& (1 —hML) < Mne+ h(l+1)8] + hML> 6 < M[ne+ (b— a)d] + hMLY 5
k=0 k=0

Wiihle nun ho = 53—, somit & < 2M[ne+ (b—a)d]+h2M L Zk o Or- Hieraus folgt mittels vollstandiger
Induktion (analog zum diskreten Gronwall-Lemma)

&1 < 2M(ne + (b — a)d]e!m2ML
und somit ey < 0 < 2M[ne + (b — a)d]e?ML0=a) v, O
Bemerkung 86 (Spezialfiille der Stabilitét). e FEinschrittverfahren haben p(z) =z — 1 = stabil.
o Aus Quadratur hergeleitete n-Schritt- Verfahren haben p(x) = 2™ — 1 = stabil.
Wieder gilt ,,Stabilitét+Konsistenz=Konvergenz“.

Theorem 87 (Konvergenz). FEin stabiles und Ordnung-p-konsistentes lineares Mehrschrittverfahren ist
konvergent von Ordnung p, sofern die Anfangswerte yo,...,yn—1 konsistent von Ordnung p sind (d.h.

lyi — (@) = O(hP), i=0,...,n—1).
Beweis. Analog zu Einschrittverfahren (Hausaufgabe). O

Bemerkung 88 (Sinnfreie konsistente Verfahren). Es gibt konsistente Mehrschrittverfahren, die un-
abhingig von der Differentialgleichung sind (Hausaufgabe). Diese sind natirlich nicht konvergent und
somit nicht stabil.

Welche Konvergenzordnung (=Konsistenzordnung) kann ein lineares n-Schritt-Verfahren haben? Fiir pte

Ordnung erhalten wir die p + 1 Bedingungen Cy = ... = C,, = 0 fiir die C; aus Theorem 78. Dies sind
p+1 lineare Bedingungen fiir die 2n+ 1 zu wihlenden Koeflizienten «y, . .., -1, Bo, - - - , Bn (v, kann zu
1 normiert werden) fiir implizite bzw. 2n Koeffizienten «y, . .., @n—1, Bo, - - . , Bn—1 fiir explizite Verfahren.

Somit ist die maximal erreichbare Konsistenzordnung p = 2n fiir implizite und p = 2n — 1 fiir explizite
Verfahren — wir werden jedoch sehen, dass stabile Verfahren nur eine geringere Ordnung erreichen.

Korollar 89 (Konsistenzordnung Mehrschrittverfahren). Ein lineares n-Schritt- Verfahren hat Konsis-
p(2)
log (=)

tenzordnung p genau dann, wenn & : C—C, &(z2) = —o(z) in z=1 eine p-fache Nullstelle hat.

Beweis. ® hat p-fache Nullstelle in z =1
& O(e") = +[p(e") — ho(eM)] hat in h = 0 eine p-fache Nullstelle
& g(h) = h®(e") = 31 (; — hB;)e™ hat in h = 0 eine (p + 1)-fache Nullstelle

& g(0)=g'(0)=...=g"(0)=0 O
~—~ = ~——
:Co :Cl :plcp

Das folgende Korollar zeigt, wie fiir vorgegebene ay, ..., a, (bzw. p) die bzgl. der Konsistenz optimalen

Bi (bzw. o) berechnet werden (natiirlich kénnen wir dies bereits mittels Taylorentwicklung).

Korollar 90 (Optimales charakteristisches Polynom). Sei p € P,, mit p(1) =0 und 0 <1 < n. Es gibt
ein eindeutiges Polynom o € Py, fdr das das zugehorige n-Schritt- Verfahren Konsistenzordnung > 1+ 1
hat. Es sind o(z) = Zi oCi(z —1)" die ersten l + 1 Terme der Taylorentwicklung von p(z)/log z.

p(z)

Beweis. {7 ist holomorph um z = 1 und hat somit eine Taylorentwicklung Zz _oCi(z=1)"+0((z—1)"*1)
= &(z) = 10(%; o(z) = 22:0 ci(z—1)"—0o(2) +O((z—1)"*1) hat genau dann eine (I+1)-fache Nullstelle
inz=1, wenn o(z) = Zé:o ci(z —1)% O
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Beispiel 91 (Maximale Ordnung 2-Schritt-Verfahren). FEin 2-Schritt- Verfahren mit p(z) = (z—1)(z—\)
ist stabil fir A € [—1,1), und es ist

p(z) 3—-A 5+ A o 1+ 3 4
S [ W Ay (S Wy G ) Ay | —1)4).

PE 1A+ e D+ e = 1P = 1)+ Oz~ 1))
= mazimale Konsistenzordnung wird erreicht fir o(z) =1— X+ 352(z = 1) + 52 (z — 1)2 = =452 4
%z + %z? Fiir A € (=1,1) ergibt sich 3. Ordnung, fir A = —1 das Simpson-Regel-Verfahren mit
4. Ordnung,

h
Ytz — Yk = g(fk+2 + 4 i1 + fr)-

Theorem 92 (1. Dahlquistbarriere). Ein stabiles lineares n-Schritt-Verfahren hat hochstens Konsisten-
zordnung

e n+ 2, falls n gerade,
e n+ 1, falls n ungerade ist.

Beweis. e T:C\{-1} - C\ {1}, T(¢) = % hat Inverse T-!(z) = 12 und bildet den komplexen
Einheitsball B = {¢ € C||¢] < (<)1} auf die linke Halbebene H = {z € C|Rez < (<)0} ab.

o 7(z) = (352)"p(1£2), s(z) = (:52)"0(132) erfiillen r, s € P,
p(1)=0 fﬁrzi(onsistenz

e Verfahren ist stabil ¢ =1 ist einfache Nullstelle von p
= z = 0 ist einfache Nullstelle von r = r(2) = a1z + a22% + ...+ a,2", a1 # 0; 0.B.d.A. a; >0

e Verfahren ist stabil = Nullstellen von p liegen in B = Nullstellen z; von r liegen in H
(sollte p eine Nullstelle in ( = —1 haben, geht diese in r verloren, d.h. eigentlich r € P,,_1)
=7r(2)=02(z—2) (22— 2,) =a12+a2z’> +... + apz" hat ay,...,a, >0
(Faktoren sind der Form (z + p) oder (z +p + qi)(z +p — qi) = (22 + 2pz + p? + ¢?) fiir p > 0)

e Verfahren ist konsistent von Ordnung p > n = ® hat p-fache Nullstelle in ( =1

= q(z) = (352)"®(4£2) = @r(z) — $(z) hat p-fache Nullstelle in z =0

= r(z)
Ttz
T—z

= erste p Terme der Taylorentwicklung =by + b1z + byz? 4 ... stimmen mit s iiberein

log
= da p > n aber s € P, muss gelten b; =0 firi=n+1,...,p—1

e Taylorentwicklung von logﬁ ist von der Form ¢y + c22? + c4z* + ... mit ¢2,¢4,... <0
1—=z
(Hausaufgabe; die Funktion ist gerade, somit sind ¢; =¢3 = ... =0)
e Wir setzen a; = 0 fiir ¢ > n, dann gilt

bo = Cpaq

by = coaz

bai = coGgiq1 + C2a2i—1 + ... + a1

bait1 = coaziya + Caa2; + ... + coaz, 1=1,2,...

o Fiir k > n gerade gilt by = ¢ ap+1 +c2ar—1 + ...+ crar < cpar < 0, insbesondere ist by # 0 4
—~—

=0 {n 4+ 2, n gerade,

= {n+1,...,p— 1} darf keine gerade Zahl enthalten = p < O

n+ 1, n ungerade.

Beispiel 93 (Simpson-Regel-Verfahren). Das Simpson-Regel-Verfahren hat hichstmégliche Konsistenz-
ordnunyg.
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4.4 Absolute Stabilitiat & steife Probleme

Auch wenn ein Verfahren stabil und konvergent ist, kann die numerische Losung manchmal unbefriedi-
gend sein, insbesondere wenn qualitative Eigenschaften der exakten Losung erst fiir unverhéiltnismafig
kleine Schrittweiten h korrekt reproduziert werden. Ein besonders wichtiges Beispiel fiir eine solche Ei-
genschaft ist die Tatsache (A), dass die Losung von y'(z) = Ay(x), ReA < 0, betragsmiBig mit der Zeit
abnimmt. Das Konzept der absoluten Stabilitdt untersucht, wann ein Verfahren diese Eigenschaft korrekt
reproduziert.

% lose y’(x)=-20y(x) mittels Euler-Verfahren
for h = [.01 .05 .1 0.2]

x = 0:h:1;

y = ones(size(x));

for k = 2:length(x)

y(k) = y(k-1) - h*20*y(k-1);

end

plot(x,y,’Linewidth’,3); hold on; pause;
end

Ein Verfahren yri1 = yr + ho(xr, o, .- -, Yrs1, h) fir y'(z) = Ay(x) mit Schrittweite h kann auch

aufgefasst werden als Verfahren fiir ¢/ (z) = Ay(x), A = %, mit Schrittweite h = hv; fiir das Eulerverfahren

beispielsweise ist yx+1 = yx + hAyr dquivalent zu yr11 = yi + iL:\yk Daher spielt bei der Analyse nur
das Produkt hA eine Rolle.

Definition 94 (Absolute Stabilitét). DasGebiet der absoluten Stabilitit eines numerischen Verfahrens ist
Ra = {hX € C|es gilt |yg+1| < |yx| Vk fiir die Lésung yx, des Verfahrens zu y'(x) = Ay(z) mit Schrittweite h}.

Das Verfahren heifst A-stabil, wenn Rg D {z € C|Rez < 0} (d.h. (A) gilt fiir alle h & ReX < 0) und

A(a)-stabil, wenn Ry D {z € C|Rez <0, [32Z]| < tana}.

Jm

Re

Warum ist A-Stabilitét, also im Grunde eine Art Stabilitét fiir alle h, wichtig? Sollte man nicht einfach
h klein genug wihlen, dass das Verfahren stabil ist? Dies verursacht bei steifen Problemen allerdings
unverhéltnisméBig grofien Aufwand (genau dies soll Steifigkeit bedeuten, allerdings ist eine genaue ma-
thematische Definition schwierig — wir geben eine beispielhafte).

Definition 95 (Steifes Problem). Fine vektorwertige Differentialgleichung y'(x) = f(x,y(x)) heifit steif,
wenn die Jakobi-Matriz J = D, f an einer Stelle (&,y) diagonalisierbar ist, ihre Eigenwerte Ai,..., A
Red; < 0 erfillen und Re; K ReX; fiir mindestens zwei Indizes j, 1.

Bemerkung 96 (Steife Probleme). e Nahe (Z,9) verhdlt sich die Differentialgleichung etwa wie ihre
Linearisierung y'(x) = f(&,9)+J(y(x)—9)+0. f (&, §)(x—%) bzw. nach der Variablentransformation
g(z) = X Yy(@+2)—19) (wobei J = XAX ™1 die Diagonalisierung ist) wie §' (x) = b+ cx + Aj(x)
fir b = X7 1f(2,9), c = X '9,f(&,9). Daher reicht es, die Eigenschaften steifer Systeme an
linearen diagonalen Differentialgleichungen zu untersuchen.

o Man betrachtet nur Re; < 0, da fir Re\; > 0 exponentielles Wachstum auftritt und die Schritt-
weite h fir ausreichende Genauigkeit ohnehin sehr klein sein muss.

o Re); < Re); bedeutet starke unterschiedliche Abklingzeiten. Dies taucht in vielen Systemen auf,
z.B. werden bei der Wirmeleitung raumlich schnell oszillierende Inhomogenititen schneller geglittet
als langsam oszillierende.
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b ot —0

kurz darauf vzelspater

Beispiel 97 (Steife Probleme). . yz () = (71 %) ( yl (), , hat die LOSU"Q( )( )=
—100x

(6_21+L(€_2x_6_100m)), y1 klingt daher sehr viel schneller ab als ys. Ist e = 1075, ist yy praktisch
98

1/2

vernachlissigbar, und die Differentialgleichung fiir yo wird yh = —2ys.

for h = [le-4 1le-1] % fiir verschiedene Schrittweiten

x = 0:h:1;
n = length(x);
y = zeros(2,n); Y’ Losung des Systems

y2 = zeros(1l,n); % Losung fir y2 unter Vernachl&dssigung von yl
y(:,1) = [1le-6;1];
y2(1) =1
for k = 2:n % Eulerverfahren
y(:,k) = y(:,k-1) + h*[-100 0;1 -2]*y(:,k-1);
y2(k) = y2(k-1) - h*2*y2(k-1);
end
plot(x,y2,’b’,’Linewidth’,3); hold on; pause;
plot(x,y,’r’,’Linewidth’,3); hold off; pause;
end

e Van der Pol-Oszillator y" + u(y*> — 1)y’ +y =0, y(0) =2, y'(0) = 1 & (Z;)I
2
(53)(0) = (1)

= <u(1*y?§yzfy1)’

h = .0201021698315;
x = 0:h:60;

n = length(x);

y = zeros(2,n);

y(:,1) = [2;1];
for mu = [0 1 2 5 10 20 50]
mu
for k = 2:n
y(:,k) = y(:,k-1) + hx[y(2,k-1);mux(1-y(1,k-1)"2)*y(2,k-1)-y(1,k-1)];
end
plot(x,y,’Linewidth’,3); pause;
if mu == 20
axis([50 52 2 3]); pause;
end
end

Die Beispiele zeigen: In Bereichen, wo eine Komponente fast verschwindet, kénnte man auch mit sehr
groflem h eine gute Genauigkeit erzielen — die Schritte in der verschwindenden Komponente fithren dann
jedoch zu Instabilitdt! Bei A-stabilen Verfahren gibt es dieses Problem nicht — das Verfahren ist stabil
fiir alle h!

Beispiel 98 (Euler-Verfahren). Firy' = Ay liefert das Euler-Verfahren:
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explizit implizit
Yes1 = (1+ BN )y = (L4 hA)Fyq Ykl = T Uk = (1_h1)\)k+1y0
= Ra={z€C||z+1| <1}, nicht A-stabil | = Ra ={z€ C||1 — 2| > 1}, A-stabil
Jm Jm
1] 1] R
Ra
;2 —‘1 Re 1 éiﬁe

11 1

Theorem 99 (Absolute Stabilitidt von Runge-Kutta-Verfahren). Betrachte ein n-stufiges Runge—Kutta-
Verfahren angewandt auf y' = \y.

1. Esist yp+1 = R(AR)yy fiir ein R € P,, (explizites Verfahren) bzw. fiir ein R = P/Q mit P,Q € Py.
2. Ist das Verfahren konsistent der Ordnung p, gilt |R(z) — e*| = |R(2) — > 1oy j—,| = O(zP*1).
3. Ry ={z € C||R(2)| < 1}.
4. Kein explizites Runge—Kutta-Verfahren ist A-stabil oder A(0)-stabil.
Beweis. 1. Hausaufgabe

2. Betrachte y' =y, y(0) = 1. Sei yxp+1 = yr + ho(Yk, Yr+1, h), ¢ Lipschitz in yg41 mit Konstante L.
Konsistenz von Ordnung p =

O(hP*1) = hry = y(h) — y(0) — (2o, y(0), y(h), h) — [y1 — Yo — he(xo, Yo, Y1, h)]
=0
= (y(h) = y1)(1 + O(hL)) = (e" — R(h))(1 + O(hL))

Da R und exp um 0 herum holomorph sind, folgt die Behauptung fiir z € C.
3. trivial
4. Fiir jedes R € P, mit n > 0 gilt lim,, o |R(2)| = 00 = {z € C|Rez < 0, Imz =0} Z Ra4. O

Fiir Mehrschrittverfahren angewandt auf ' = Ay hiingt die Monotonie der gy, von allen vorzugebenden
Anfangswerten ab — daher wird die Definition der absoluten Stabilitéat hier oft angepasst. Wir wollen
hier die strikte Monotonie |yg+1| < |yx| erst fir & > K mit einem K > 0 fordern.

Theorem 100 (Absolute Stabilitét linearer Mehrschrittverfahren). v € C liegt genau dann im absoluten
Stabilititsgebiet R eines linearen Mehrschrittverfahrens, wenn sein Stabilititspolynom w(z;7y) = p(z) —
~vo(z) nur Nullstellen z € C mit |z| <1 besitzt.

. —hX
Beweis. o Anwendung auf y’ = Ay = 31" aitri = h Yoo Bidvyrri = v (@i —¥Bi)yrti = 0.

e Losungen haben Form y;, = Z;Zl Dj (kj))\;c fiir Nullstellen Aq, ..., A, (mit Vielfachheiten ny,...,n,)
des charakteristischen Polynoms "7 (o —v5;)2" = p(z) — vo(z) und Polynome p; € Pp, 1.

e = |yi| strikt monoton fallend fiir £ grofl genug genau dann, wenn |\;| < 1 Vj. O
Folgendes erniichterndes Resultat geben wir ohne Beweis an.
Theorem 101 (2. Dahlquistbarriere). o Kein esplizites lineres Mehrschrittverfahren ist A(0)-stabil.
o A-stabile lineare Mehrschrittverfahren haben Konsistenzordnung < 2.

e Das einzige A(0)-stabile lineare n-Schritt- Verfahren mit Konsistenzordnung > n ist die Trapezregel
— pf @y T (@rt,yni1)
5 .

Yk+1 — Yk
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Beispiel 102 (2. Ordnung-Verfahren). Die 2. Ordnung Riickwdrts-Differenzen-Formel ist

4 1 2
Yk+2 = 3Yk+1 + 3Yk = ghf($k+2’ Yk+2)-
Jmy Ra
m(z) = (1-37)2° — 52+ 3 1 /\
24142 1
= Nullstellen 2/, = W’Y’Y = 5T 441_5_5))_, e
:>RA:{’)/€C||22F\/1+27|>1} 1
= A-stabil Y

Wir wollen noch eine Methode angeben, wie man das Gebiet der absoluten Stabilitéit eines Mehrschritt-
verfahrens ermitteln kann.

Definition 103 (Schur-Polynom). ®(z) = ¢,2" + ...+ c12+ co, co # 0, ¢, # 0, heiffit Schur-Polynom,
wenn alle Nullstellen betragsmdfig kleiner 1 sind.

Theorem 104 (Schur-Cohn-Test). ®(2) = c,2" + ... + 12+ ¢, cg # 0, ¢, # 0 ist ein Schurpolynom
genau dann, wenn |®(0)| > |®(0)| und &1 ein Schurpolynom ist fir ®(z) = coz™ + ...+ p_12 + &y und
D1(2) = 2[®(0)2(2) — 2(0)D(2)] € Py

Dieses Kriterium reduziert den Polynomgrad ~~ leichtere Nullstellenberechnung.

Beispiel 105 (Absolute Stabilitit mittels Schur-Cohn-Test: o — Yk = 2(f (k1. Yrr1) +3F (Ths Uk)))-
#(zy)  =-(1+37)2% - 3241,

m(z57) =22 = 32— (1+37) = dm(zy) =12 — 32— 1+ 39+ 1+ 30+ 372" = F2+ 1))
= (7 43136+ 1)

m1(2;7) ist Schur & |7(0;7)| =1 > |1+ 34| = |7(0;7)| © veB={y € C||y—(-2)|<2}, dh. RA=B

5 Interpolation und Quadratur

Den numerischen Verfahren fiir Anfangswertprobleme lagen numerische Interpolations-und Quadratur-
verfahren zugrunde, die wir nun vorstellen.

5.1 Grundlagen der Polynominterpolation

Interpolation ist niitzlich, um Funktionen wie sin, cos, exp, ... anhand von vorberechneten Werten an
bestimmten Stellen anzundhern (frither mithilfe von Wertetabellen, heute macht dies der Rechner intern)
oder um eine unbekannte Funktion, von der nur einige Messwerte gegeben sind, zu approximieren. Wir
beschreiben alles in C, dies kann jedoch ohne Weiteres durch R ersetzt werden.

Definition 106 (Polynominterpolationsaufgabe). Gegeben Stiitzstellen x,...,z, € C und Stiitzwerte
Yo, - - -, Yn € C ist das Interpolationsproblem:
n y
Finde p € Py, mit p(xg) =yi, k=0,...,n. y 2P (11)
o w1 1y T

Theorem 107 (Wohlgestelltheit). Sind die Stitzstellen paarweise verschieden, besitzt (11) eine eindeu-
tige Losung.

Beweis. e Existenz folgt aus Lagrange-Darstellung weiter unten.

¢ Eindeutigkeit: Seien p,q € P,, Lésungen von (11)
=r:=p—q€P,mitr(zg)=...=7(x,) =0
= r € P,, hat mehr als n Nullstellen = r = 0. O
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Theorem 108 (Neville-Schema). Sei p;, das Interpolationspolynom zu xj,y;, j =1,...,i+ k. Dann ist

1 . .
Pik+1(r) = ————[(@irkt1 —2)pir(¥) + (x —@i)piy1k(z)], i=0,....,n=1, k=0,...,n—i—1,
Tit+k+1 — T4

d.h. die Losung po, von (11) kann rekursiv berechnet werden.
Beweis. p; g+1 € Pry1 & pig+1(z;) =y; fir j =14,...,i+ k+ 1 (durch Einsetzen) O
Die Berechnung nach Neville (oder Neville-Aitken) erfolgt nach dem Dreiecksschema

Zo  Yo=Poo
Z1  Y1=Pio 5(1)1 Poz2
T2  Y2=p20
* Pon-

$n yn':pno p"—.1,1 Pn-2,2 - ’

Bemerkung 109 (Polynomauswertung mit Neville-Aitken). Man kann das gleiche Schema nutzen, um

Pon an einer Stelle x auszuwerten (ohne das Polynom explizit hinzuschreiben). Hierzu muss man in

jedem Schritt nur eine Linearkombination mit Gewichten w = j”’“# und W = —2=%— bilden. Da
itk+1—Tq Titk+1—Tq

w—+w =1, ist dies nichts anderes als eine lineare Inter-/Extrapolation:

Dit1,k(T
#(2) epiiia(2)

Ty T Tigg1 T

= Schema klappt nicht nur in C, sondern in allen Riumen, wo lineare Inter-/Extrapolation® definiert
werden kann, z.B. auf Bildern (mit spezieller Inter-/Extrapolation):

220000009089

Beispiel 110 (3 Stiitzstellen, 2 = 3).

=1 yo=0 - 2
Po1\T =0 + 20=0
n=2 n=0 W ZTID Y sl =0+ 35=1
ro = 4 Y2 = 5 2 2 2
Sei vy, ..., v, € P, eine Basis von P,,. Die Losung p = Z?:o a;v; von (11) kann dann berechnet werden

durch Losen des linearen Gleichungssystems

Uo(ﬂfo) v (x0) ao Yo
v(zn) v (2n) an Yn

=V

Aus der Wohlgestelltheit von (11) folgt, dass (12) fiir alle rechten Seiten eine eindeutige Losung hat =
V e R(+HDx(n+1) jst regulir, unabhingig von der gewihlten Basis.

Definition 111 (Darstellungsformen). Fir unterschiedliche Polynombasen vy, ..., v, erhalten wir un-
terschiedliche Darstellungen p =Y. a;v; des Interpolationspolynoms:

Lagrange-Darstellung Newton-Darstellung Monom-Darstellung
. —T -
Basis v;(x) li(x) = [1j— ji i_z ;ul(a;) =20z — zy) mi(x) ==
1 x1—x0 1 xzo mg cexy
Systemmatriz V I :
i mn;wo ;?;J(mn—a:j) 1z, wi —exy
= Vandermonde-Matriz
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Die Lagrange-Darstellung eignet sich gut fiir theoretische Zwecke, allerdings d&ndern sich alle Basispoly-
nome, sobald eine neue Stiitzstelle hinzukommt. Die Newton-Darstellung ist so gewahlt, dass nur neue
Basispolynome hinzukommen und gleichzeitig V' eine untere Dreiecksmatrix ist — somit dndern neue
Stiitzstellen die alten Koeffizienten nicht. Um die Koeffizienten ndher zu untersuchen, fithren wir Folgen-
des ein.

Definition 112 (Dividierte Differenzen). Die dividierten Differenzen zu Stiitzstellen xg,...,x, und
-werten Yo, - . ., Yn sind rekursiv definiert durch
[yi] = vis 1=0,...,n,
[yi?""yi+j] = [yl+17.7yl+3]_[yl7’y1+‘]71]’ j = 17"'7”’ i:07"'7n_j'

Titj—T;
Sind y; = f(z;) fur ein f: C — C, schreiben wir auch fla;, ..., Tiv;] = [Yis- s Yitj)-
Die Berechnung geschieht im Dreiecksschema:

i? Z?igﬂ [Wo-v1]  [yo,y1,y0] -

T2 y2=[y2] [yl,f,y2 * [Yoseesyn]
[yn—layn] ’

Tn Un, = [yn ]
Bei Hinzunahme neuer Stiitzstellen wird das Schema unten fortgesetzt.
Theorem 113 (Eigenschaften der Newton-Darstellung). Seien a; die Koeffizienten der Newton-Darstellung.

1. a; = a;(yo, - . -,y:) hingt nur von yo,...,y; ab und ist der hichste Koeffizient des Interpolationspo-

lynoms in Newton- und Monom-Darstellung zu den nur i 4+ 1 Stiitzstellen xg, ..., x;.
Yo )
2. a; = (wg, ..., w;) ( : ) fiir die Knoten-Gewichte w; = [T,_, Iy ﬁ
. ’ J
Yi

3. a; = [yo,...,yi}.

ao Yo
Beweis. 1. ag,...,a; 16sen die ersten ¢ + 1 Zeilen von V < : ) = ( : )

An Yn

= dies sind die Gleichungen der Koeffizienten bei Interpolation mit nur zq, ..., x; & yo, - - -, Y-
2. Sei p; Interpolationspolynom zu xg, ..., z; & yo, . .., y;- Sein hochster Monom-Koeffizient ist wegen

i %

i i i
pi = Zyjlj = Zyj H ; 73;2 = Zijj H (x — ag)
j=0 3=0

J=0  k=0k#j "7 k=0,k#j

gleich Z;‘:o y;w;; der hochste Monom-Koeffizient ist aber auch der héchste Newton-Koeffizient a;.

3. Sei a;(yj, - ..,y;41) der hochste Monom-/Newton-Koeffizient des Interpolationspolynoms p;; € P
durch (z,yx), k=7, ..., i+ Zeige ai(yj, ..., Yj+1) =Y, - - -, Yj+i] per vollstandiger Induktion in [.

I = 0: Trivial.
[ — 1~ [: Neville-Schema = p;;(z) = IHLl*f’?.v' [(z — zj)pjt1,-1(2) — (. — 2j41)pji—1(2)]
= hochster Monom-Koeffizient ist ﬁ([yiﬂ, v Yirt] = Wis e Vi) = Wys oy, O

Beispiel 114 ((xg,z1,22) = (—1,0,2), (yo,y1,¥y2) = (1,2,3)).

. . —1 1 fa:-1+(z+1)-2:z+2 2 41 o 2 5 _
e Newille: 0 2 2=sgpis3ozio S+ 2)+ (5 +2) =% + gz +2=p)

LN (@—0)(e-2) (1) (2-2) (r+1)@=0) _ 4 | 5
e Lagrange: p(x)—l-m+2-m+3.m__?+gx+2

p— 2— =
o Newton: (2)1 é Og_;ill 211(2:11) = %1 = p(l‘):1—}—1(;{,’—(—1))—%(.’L‘—(—l))((L‘—O) :_%+%$+2
2-07 2

- a -1/6
. Monom:VzG glé) = (a?)zV%Z?):( 5/{5 ) ip(x):—%—kgx—FZ
2



5.2 Interpolationsfehler

Wenn eine Funktion f an Stiitzstellen x, ..., z, ausgewertet und f(zo),..., f(z,) durch ein Polynom
Dp, interpoliert werden, wie grof} ist der Fehler p,, — f7

x™  falls x >0,

Definition 115 (B-Spline). 1. Die abgeschnittene Potenz ist definiert durch x'} := {0 ;
sonst.

2. Der B-Spline (n — 1)ten Grades zu Stiitzstellen xo, ..., Ty, ist By_1(t) :=n> 1 wi(z; — )1 (w;
die Knoten-Gewichte aus Theorem 113).
Bemerkung 116 (B-Spline).
e B-Spline steht fiir ,basic spline“ (und kann auch zur Interpolation genutzt werden).
e B, _1 ist (n — 2)mal differenzierbar.
e Sind g < ... < x,, kann man leicht zeigen Bp,_1 >0 & B,_1 =0 auf R\ [z, z,].

Theorem 117 (Peano-Darstellung dividierter Differenzen). Ist f € C"([zo, zn]), gilt

RG] [ B - £

o o fiir ein £ € [xo, xy).

flzo, .. zn] = %/xn F™W ) B, (t)dt =

0

Beweis. o Taylor liefert f(z) =" 1V ) (z — a) + [ Lnt):)'lf )(t)dt

2!

=:p(x) =:r(x)
Bereits gezeigt: flzo,...,Tn] = Do qwif(x;), also flzo, ..., zn] = D qwip(@;) + Do wir(z;).
Dap € Py, ist Yo wip(z;) = plxo, . .., z,) = (nter Koeflizient von p) = 0.
n n zi (xi— n T (Iz*t) n
=>f[l'0,...,$n] :Zizowir(xi) :Zizowi f;co ( (n t)l 1 f( ) dt f Zz o Wi (n— 1-*)— f( )( )

=B, _1(t)/n!

o Zweite Gleichung folgt aus erweitertem Mittelwertsatz.

o Fiir g(z) == Ol(x — ;) gilt qlzo, ..., xn] = 5 f;o" B, _1(t)g™(t)dt = f;ﬂ" B, _1(t)dt.
AuBerdem ist die Newton-Darstellung der Interpolation von ¢(zg), ..., ¢(z,) gleich
q(z) = qlzo] + q[wo, 21)(x — 0) + ... +q[w0, ..., 70] (x —@0) -+ (T — Tn—1) = ¢q[w0,..., 7] =1 [

=q(x)
Theorem 118 (Interpolationsfehler). Fiir paarweise verschiedene Stiitzstellen xg,...,x, € R sei I das
kleinste Intervall mit x, . .., %,,x € I und das Knotenpolynom definiert durch wy,11(x) = [[_q(z—zn).

Sei p,, das Interpolationspolynom von f(xo), ..., f(z,). Es gilt
f(@) —pn(z) = flro, .\ Tn, T]wny1 ()

= Jc((:i)l()?wnﬂ(x) firein & el falls f € C™ ().

Beweis. Sei 41 := x und p;(t) das Interpolationspolynom zu f(zo), ..., f(z;), d.h. in Newton-Darstellung
pz(t) = f[if()] + f[l'o,l’l](t — IE()) +...+ f[xo, N ,ZL’Z](t — 1’0) cee (t — ‘Ti,l).
Dann ist f(z) — pn(2) = pny1(2) — pa(@) = fl2o, ... 20, 2](x — 20) -+ - (z — @n). O

Beispiel 119. o Fiir f(z) = cos(x) ist [fPD(2)] < 1 = |f(z) — pa(z)| < % Zwischen den
Stiitzstellen (dort wo wpy1 klein ist) ist dies sehr klein! Auferhalb der Stiitzstellen wdchst der
Fehler wie die hochste Potenz von wy1, also T,
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% Interpolation analytischer Funktion
n = 3;

x = linspace(-1,1,n+1); % Stuetzstellen
t = linspace(-2,2,100); % fuer Graph
p = polyfit(x,cos(x),n);

plot(t,cos(t),’k’,’Linewidth’,3,t,polyval(p,t),’b’, ’Linewidth’,3);

e Runge fand das Beispiel f(x) = 1_’_2# mit f@ exponentiell wachsend (2.B. f?™(0) = (—25)"(2n)!)
= hier steigt der Fehler bei dquidistanten Stiitzstellen mit wachsendem n an; am Rand ergeben sich
starke Oszillationen (Runge-Phénomen )/

% Runges Beispiel
n = 21;
x = linspace(-1,1,n+1); % Stuetzstellen

p = polyfit(x,1./(1+25%x."2),n);
plot(t,1./(1+25%t."~2),’k’,’Linewidth’,3,t,polyval(p,t),’b’, ’Linewidth’,3);
axis([-1.5 1.5 -5 5]);

= Nur fiir ,,nette“ Funktionen wird die Polynominterpolation fiir n — oo konvergieren!
Ggfs. machen wir einen zusétzlichen Fehler bei der Messung/Auswertung der Stiitzwerte f(zg), ..., f(zn)-

Theorem 120 (Stabilitiit Polynominterpolation). Sei yi = f(xg) +e€x, k =0,...,n, mit |ex| < e. Seien
p,q € Py, die Interpolationspolynome von f(xg),..., f(zn) bzw. yo,...,yn. Es ist |p(x) — q(z)| < eL,(x)
& maxgefa,y [P(2) — q(2)| < emaxpe(op) Ln () fiir Ln(z) = 35 g [I(2)].

n

=0

Beweis. p—q ist Interpolationspolynom zu (zg, €), - . . , (Zn, €n) = |p(x) —q(z)|=

<& llu(z)].
k=0
O

Beispiel 121 (Interpolation mit Stiitzwert-Fehler). % Interpolation mit Stuetzwert-Fehler
= 10;

= linspace(-1,1,n+1); % Stuetzstellen

= linspace(-1,1,100); % fuer Graph

cos(x) + .01 * randn(size(x));

polyfit(x,y,n);

plot(t,cos(t),’k’,’Linewidth’,3,t,polyval(p,t),’b’, ’Linewidth’,3);

O < o MB
|

% Ln-Funktion
Ln = 0;
for i = O0:n
y = zeros(1l,n+1);
y(i+1) = 1;
1 = polyfit(x,y,n);
Ln = Ln + abs(polyval(l,t));
end
plot(t,Ln,’Linewidth’,3);

5.3 Interpolationsversionen

Zusitzlich zu Funktionswerten kann man auch Ableitungen spezifizieren (sog. Hermite-Interpolation).

Theorem 122 (Hermite-Interpolation). Gegeben paarweise verschiedene Stiitzstellen xg, ..., x, und
Stitzwerte y¥, i =0,...,n, k=0,...,n;, N := Z?:o n; + 1, gibt es ein eindeutiges Polynom p € Pn_1
mit p*) (;) = yP Vi, k.

Beweis. Hausaufgabe O
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Beispiel 123 (Hermite-Interpolation, (zg,21) = (0,1), yd = 0, y§ =1, y{ = 0). Sei p(z) = ap + a1z +

2 Lo zf ag 0
asx® = | 12, o a)=(0)=a=0a=1la=-1
0 1 2z 2

Bemerkung 124 (Interpolationsfehler). Ahnlich zur normalen Interpolation findet man den Fehler
(N+1) . n n;

f(z) —pn(z) = f(NiJrl)I)wN"Fl(x) mit wy1(z) = [T (z — @)

Man kann Polynominter-/-extrapolation auch nutzen, um die Genauigkeit numerischer Simulationen

zu erhchen. Wollen wir z.B. eine gewohnliche Differentialgleichung numerisch 16sen, so miissen wir die

Schrittweite h wihlen. Wir kénnen die Losung f(h) nur fiir A > 0 berechnen, die exakte Losung wiire

limy o f(h). Angenommen, f(h) hat die Taylorentwicklung f(h) = £(0) + a1h + O(h?) (f(0) und ay

unbekannt), dann kann man den O(h)-Term wie folgt eliminieren:

2f(h/2) = f(h) = f(0) + O(h?)

= man erhélt eine bessere Fehlerordnung. Analog kann man hohere Ordnungen elimieren. Dieses Ver-
fahren heifit Richardson-Extrapolation.

Algorithmus 1 Richardson-Extrapolation

Require: f habe in 0 eine Taylorentwicklung f(z) = f(0) + Z? L a;zt + o(x™).
1: Wihle Stiitzstellen z; = z°h fiir ein z € (0,1), h > 0,i=0,...,n (zB. 2 =h, 2 2 ).
2: Berechne Polynominterpolation p(z) zu (z;, f(x;)) & werte sie in = 0 aus (mit Nev111e Aitken).

Theorem 125 (Richardson-Extrapolation). Die Richardson-FEztrapolation p(0) erfillt f(0)—p(0)=o(h™).

Beweis. e Peano-Darstellung des Fehlers: f(0) — p(0) = f[zo,. .., Zn, 0lwn+1(0)

n+1
e w,1(0)=xa0 -2, = pntl

(n (n
o flzo,...,20,0] = f[lh---,ﬂCn(,) ]x({[zm oTn] _ f )(51)/”' f )(£2)/n! fiir &,& € [0, A

- ﬁ(an +o(1) —an, —o(1)) = nlh)

o = f(0) = p(0) = [-"F /nlfo(h") -
Beispiel 126 (g(z) = g(0)+a12® +a22*+0(2%)). Sezte v = 22, f(z) = g(v/7) = g(0)+arx+a3+0(2?).

ho F(h) R f(h)——Pnf(h/2) pya
h/2 h/2 —h/2 /
h/4 j’cgh% L F(h)2)~ L2 (hy4) —3R/A

(= F (R)+2£ (h/2))~ —g7g (— F(h/2)+ 21 (/D) =5 £ (W) ~2F (h/2)+§ £ (h/)g(0)

Man kann auch mit anderen Funktionen interpolieren:

e Rationale Funktionen (etwa sog. NURBS). Ublicherweise sucht man zu Stiitzstellen xo,...,z,
und -werten o, ...,Yy, zwei Polynome p € P,,, ¢ € P,_,, und 16st dann das Gleichungssystem
viq(x;) = p(a;), i =0,...,n, p(xg) =1 fiir die n + 2 Koeffizienten von p und gq.

e Beliebige Ansatzfunktionen go,...,gn : C — C. Um eine Interpolierende g(z) = Z?:o a;g;(x) zu
erhalten, miissen die n+1 Gleichungen aggo(x;)+...+angn(z;) =y;, j =0,...,n,nach ag, ..., an
gelost werden.

e Trigonometrische Funktionen g;(x) = exp(ijx). Dies ist die sog. diskrete Fouriertransformation.

o Splines, also stiickweise Polynome vom Grad d, sodass die Gesamtfunktion in C¢~! liegt. Computer-
hardware kann auch Verzweigungen (,,if) auswerten = stiickweise Definition ist effizient méglich.
Hierdurch kann das Runge-Phédnomen vermieden werden. Die B-Splines

Bl,m(x) = ( - l) Zz lw’t(x - x):_n,—l—l mit wj = Hzn:l ﬁ
k#3 ™7
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bilden eine Basis.

: : : L N
—p— + + + —

Ty | xpp1 xpgeT T | Typ1 Tipe T4t Ty | Typ1 Typ2 T3 Tt

m = [ + 2, linearer B-Spline m = [ + 3, quadratischer B-Spline m = [ + 4, kubischer B-Spline

5.4 Numerische Integration

Wie kann man niherungsweise das Volumen von Koérpern anhand weniger Messwerte bestimmen? Allge-
meiner, wie kann man das Integral einer Funktion anhand weniger Funktionswerte anndhern? Dies bildet
u.a. die Grundlage der numerischen Losung von Differentialgleichungen.

Definition 127 (Quadratur). Sei f : [a,b] = R, a <z < ... <z, < b Stitzstellen. Fine Approzimation

an I(f) = fab f(z) dz heift Quadraturformel mit Gewichten ag, ..., an. |In(f) — I(f)| heifft Quadratur-
fehler. I, heifit exakt von Ordnung/Grad m, falls I,(p) = I(p) Vp € Pu,.

Quadraturformeln erhélt man z.B. mittels Polynominterpolation.

Definition 128 (Newton— Cotes—Formel) Sei pf (z) = Yo f(x:)li(z) das Interpolationspolynom zu f

in Lagrange-Darstellung. I,,( f pl(x)de =31 aif(z;) mit a; = f I;(x) dz heifit Newton—Cotes-
Formel. Ist zg = a,z, = b hezﬁt sie geschlossen, im Fall zg > a,x, <b offen

Bemerkung 129 (Newton—Cotes-Formel).
o Typischerweise verwendet man in der Newton—Cotes-Formel dquidistante Stiitzstellen.
e Offene Formeln eignen sich, wenn f einen Pol in a oder b hat.

e Die Newton-Cotes-Formel ist mindestens exakt vom Grad n, da f € P, = pl, = f.

Bemerkung 130 (Quadraturgebiet). Wegen f: f(s)ds =252 f f(T(z))dz mit T(z) = a+(b—a)**
reicht es/ist es ublich, die Stiitzstellen und Gewichte einer Quadmturformel nur fir [—1,1] anzugeben.

Beispiel 131 (Newton-Cotes-Formeln auf [—1, 1]).

e 20=0, a9 = f_ll lo(z)dz = f_ll lde =2
= Io(f) = 2f(0) heifit Mittelpunktregel /Rechteckregel

e xo=—-1,21=1,a0= f,ll lo(x) dz = f,ll S
= I (f) = f(=1) + f(1) heifst Trapezregel

o —1l=x9<...<z, =1 gleichverteilt:

f li(x dx—f 1T+1d

n (ap -+ ap) Name Ezaktheitsgrad  I,(cos Sx)
1 (11) Trapezregel 1 0
2 (141)/3 Simpson-/Keplersche Fassregel 3 4/3
3 (1331)/4 Newtonsche £-Regel/Pulcherrima 3 1,2990. ..
5 (19 75 50 50 75 19)/144 Milne-Regel 5 1,2727...
~ A —1,2732.

Fiir grofies n konnen Gewichte negativ werden!
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1| 1w -1 1@
Mittelpunkt- /Rechteckregel Trapezregel
Offenbar kann der Exaktheitsgrad von I; auch grofer als n sein — was weil man dariiber?

Theorem 132 (Maximaler Exaktheitsgrad). Sei I,, eine Quadraturformel zu Stiitzstellen xo, . .., x, mit
Ezxaktheitsgrad m.

1. Ist m > n, so ist I,, die Newton—Cotes-Formel.
2. m<2n+1.
Beweis. 1. Das Lagrange-Polynom [; hat Grad n, also f; lide = L,(l;) = Zj o0 aili(z;) = a;.
2. Das quadrierte Knotenpolynom (wy41(2))? = [/ (z — 2;)? hat Grad 2n+2 und erfiillt I(w?2 ;) —
L(w2,,) = f; Wnt1(z)?de — 37 aiwntr (@)% = fab Wpy1(z)?da > 0. O

Konnen wir eine Newton—Cotes-Formel I,, (d.h. Stiitzstellen) von Exaktheitsgrad 2n + 1 finden? Sei
P € Papy1 und wpi1(x) = H?ZO(IL' — x;) das Knotenpolynom. Mittels Euklidischer Division gilt

P = qnWnt1 + Tn mit ¢, 1y € Php.
Der Quadraturfehler R, (f) = I,(f) — I(f) erfiillt
n b b
Rn(p) = Rn(ann+1)+Rn(T7t) = Rn(‘]n“’n—&-l) = ZaiQn(xi)wn+l($i)_/ dnWn+1 dx = _/ gnWn+1 dx.
i=0 a a

Theorem 133 (L?-Skalarprodukt). Die Abbildung p,q — (p,q f p(z)q(x)dz definiert ein Skalar-
produkt auf dem Vektorraum C°([a,b]) der stetigen Funktionen auf [a, b].

Wenn das Knotenpolynom w11 orthogonal zu allen g, € P,, bzgl. des Skalarprodukts ist, ist R,,(p) =0
Vp € Papy1 und somit I, exakt von Ordnung 2n+ 1. Ein solches Polynom Wnt1 erhélt man durch Gram—

Schmidt-Orthogonalisierung der m;(z) = «*,7=0,1,..., d.h. &; = m; — ZJ o{mi,wj)wj, wi = m
Theorem 134 (Legendre-Polynome). Sei [a,b] = [~1,1]. Das Gram-Schmidt-Verfahren auf mo,my, ...
liefert die Legendre-Polynome w;(x) = (;—;),%[(:ﬂ —1)7.
Beweis. e w; € P; =span{mg,...,m;}

o Definiere QY = w;, Q/(z) = [* Q7' (t)dt = (2’—;),%[(%2 — 1) firj=1,...,14,

= O hat in 1 und —1 eine j-fache Nullstelle.
e peEP; = (Wi, p) f_ w;i(z)p(z) de = [Q} (z)p f_ Ql (x)pW (x) dz
——f Ql p(l) )dxz...: f Q’acp(Z ()dz =0 O

Wihlen wir also Stiitzstellen zg, . . ., z,, sodass das Knotenpolynom w,, ;1 gleich dem (n+1)ten Legendre-
Polynom ist, dann erhalten wir eine Quadraturformel mit Exaktheitsgrad 2n + 1. Allerdings ist das
Knotenpolynom nur zuldssig, wenn die xg, ..., x, paarweise verschieden sind. Dies ist der Fall.

Theorem 135 (Nullstellen orthogonaler Polynome). Das Legendre-Polynom w; hat genau i verschiedene
Nullstellen in (—1,1).

Beweis. Angenommen, w; habe weniger Nullstellen

= w; andert Vorzeichen nur an m < i Stellen xq, ..., T, _1
= qw; hat konstantes Vorzeichen fiir ¢(z) = H;-”:_Ol(x — ;) € P,
= (q,w;) = f_ll qw; dz > 0 (auBer w; = 0) 4 O
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Definition 136 (GauB-Quadratur). Die Quadraturformel von Exaktheitsgrad 2n+ 1, deren Stiitzstellen
die Nullstellen des (n + 1)ten Legendre-Polynoms sind, heifft GauB-Quadratur.

Die Gaufl-Quadratur hat auflerdem positive Gewichte, was wichtig fiir numerische Stabilitét ist.

Theorem 137 (GauB-Gewichte). Die Gewichte a; der Gaufi-Quadratur auf [—1,1] erfillen

0 = /_11(li(x))2dat > 0.

Beweis. 1? € Py, = GauB-Quadratur ist exakt mit fil(li(x))Q dz = Z?:o ajli(z;)? = a;. O

n | 0 1 2
(@0, an) | (0)  (=V3/3+/3/3) (=\/3/50/3/5)

SchlieBlich méchten wir wissen, wie grofl der Quadraturfehler ist.

Beispiel 138 (GauB-Quadratur-Formeln).

Theorem 139 (Quadraturfehler). Die Newton—Cotes-Formel mit Stiitzstellen xq, ..., x, € [a,b] erfillt

b b
n(f) = I(f) < / flzo, -y Tns Tlwptr (2) dz| < ||f[Io,...,l’n,$]Hoo/ |wnt1 ()| dz

£ D]

b
(n + 1)|'°° / wn1(z)|dz  falls f € C*([a,b]).

Beweis. Folgt aus I,(f) — I(f) = f: pl — fdz fiir das Interpolationspolynom pf und der Darstellung
des Interpolationsfehlers. O

Fiir Formeln mit Exaktheitsgrad > n erwartet man noch kleinere Fehler. Um dies zu sehen, benutzen
wir eine Darstellung dhnlich zu der Peano-Darstellung dividierter Differenzen.

Definition 140 (Monospline). Seien aq,...,a, die Gewichte zu Stitzstellen xo,...,z, € [a,b] einer
Quadratur mit Exaktheitsgrad > k. My n(z) = (b — x)5T — (a — )5 — (K + 1) 7 ai(zi — )% heifit
k-ter Monospline.

Theorem 141 (Monospline). 1. My, =0 auf R\ [a, b]
2. Fir xo > a hat My, in a eine (k + 1)-fache Nullstelle, fiir xo = a eine k-fache.
3. Analoges gilt fiir b.
Beweis. 1. Fir x > b ist My ,(x) =0, fir z < a ist
n b

My (x) = (b—2)* 1 —(a—2)* 1 —(k+1) Zai(xi—x)k = (b—w)]‘"H—(a—x)lﬁl—(k-l—l)/(t—x)kdt =0

=0 a

2. Auf (a,x9) ist My, (x) = (a — x)**! (dhnlich fiir 7o = a).
3. Auf (z,,,b) ist My, (x) = (b— 2)k*! (dhnlich fiir ,, = b). O

Theorem 142 (Peanodarstellung des Quadraturfehlers). Sei I,, eine Quadraturformel mit Stiitzstellen
Tg,..., Ty € |a,b] und Ezaktheitsgrad > k, so ist der Quadraturfehler fiir f € C*+1([a,b]) gegeben durch

L(f) = I(f) = — [, Fo+D ) eat ar.

Beweis. Partielle Integration liefert fiir « € [a, ]

b T b
[ 00—t = @) bm | SOt =P a) ) [ 1O @07
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somit /abﬂk“)(t) ?]/;’Zni)) — (g Ml«n / F® Mk L My—1.0(0) o,
/ f(k) Mk 1n dt / f MOn
:/a 2oL Zazf o — 1)) dt
= [f(t)(b—t)]ZJr/a f(t)dt—;ai(f(xi) = f(a))
- f(a) [a—b—kiai

=0

+I(f) = In(f) N

—1 (1)~ I(1)=0
Beispiel 143 (Quadraturfehler).
o Mittelpunktregel auf [-1,1]: n =10, k=1, Mk at)=(01-10)2% ( 1—t)2 —2-2-(0—t)%

= Ist feC2([~1,1]), € [~1,1]: I(f) — 1) Mee® gy = SO a1 de = £,
e Trapezregel auf [-1,1]: k=n=1, M1 1( ) (1 )% —(—1—t)+—2[(—1—t)+—|—(1—t)+] = min{0, #>~1}
= Fir f € C?([-1,1)) gilt I(f) — f fr(t t2_1 dt.

o Man kann zeigen, dass Mapt1., > 0 (Gauf-Quadratur) und fl Mot ,(t)dt = 22?_:; %

1 n nt2.m 2n+3 [(n n . .
= () = In(f) = [, FE+2) (1) Mamza® qp = 220 0D pend2)(¢) fir ein ¢ € [-1,1].

Wie schon bei der Interpolation ist es oft genauer (z.B. wenn die zu integrierende Funktion nicht oft
differenzierbar ist oder die Ableitungen stark anwachsen, sodass Runges Phéinomen auftritt), statt Poly-
nomen stiickweise Polynome fiir die Quadratur zu nutzen. Hierzu teilt man [a, b] in N kleine Teilintervalle
auf und approximiert auf jedem das Integral mit Quadratur. Sei z.B. I,,(f) = >_7_ a; f(z;) eine Quadra-
turformel auf [—1,1], dann ist I8%(f) = 4537 jaif(c + L (d — ¢)) eine Quadratur auf [c, d]. Setzen
wir nun b a

; h
zi=a+ hi fﬁrh:T, i=0,...,N, xfzzi+§(xj+1), j=0,...,n,

so st I(f) = [, f(@)de ~ § S350 S5 g apf () = IN ().
Beispiel 144 (Trapezregel). Fiir die Trapezregel ist 29 =z;=a+hi, x} =z, 11=a+h(i+1), aqp=a1=1
= IV(f) = 51 @8) + @) + F@) + flah) 4o fafoy) + flaky )] = ORI+ 0 (=)

Theorem 145 (Fehler summierter Formeln). Sei I, eine Quadraturformel auf [—1, 1] mit Exaktheitsgrad
k, f € C**1([a,b]). Fiir den Fehler der summierten Quadraturformel I gilt

k+1
[ (f) = I(f)] < max |f(k+1)(x)|(h/2) M

z€[a) (k+1)-/ M (8)]

fir h = b*Ta und My, , den Monospline zu I,.
Beweis. Sei I,,(f) = > i~y a; f(x;) und sei z; = a + h; und M,é », der Monospline zur Quadraturformel

auf [z, zi11], also M, (t) = (zi41 — t)f_+1 — (2 — t)k‘H (k+1)>0" gaih(zi+ 2(x; +1) — t)k . Es ist
N N—-1 Zit1 f k+1
|I(f)_‘[n (f)| = ZI(f|[Zz,Zz+1])_In(f‘[Zz,Zz+1] k+1 Mkn( )dt
i=0
f(k+1) ‘ /z7+1
< M} )| dt.
- atm[% b] k + 1 Z | k, n ‘
Mit der Variablentransformation t =z + Ble+1) folgt M () = (%)kﬂMk (x)
— S [ ML, ()] dt = S [ (5 My ()| da = (5)F1S [L [ My ()] da. 0
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Der Fehler ist offenbar eine Potenz von h (bzw. hat vielleicht sogar eine hohere Taylorentwicklung in h)
somit kann der Fehler mit Richardson-Extrapolation verkleinert werden. Dies ist die Idee in Folgendem.

Algorithmus 2 Romberg-Quadratur
Require: Sei f € C?™*2([a,b]) und I}V fiir N = 232

die summierte Trapezregel, d.h.

N-1
I{V(f):h M—FZ]"(UH—M) =:¢(2) fiir z = h2.

i=1
1: Berechne g(2),9(%),...,9(5) (also die Quadratur zu h, 2,..., ).
2: Approximiere g(0) = I(f) mittels Richardson-Extrapolation §(0).

Bemerkung 146 (Romberg-Quadratur). Insgesamt muss f nur an 2mb*T“ Stellen ausgewertet werden
(den Stiitzstellen zu h/2™ ), da die Stiitzstellen zu h, %, e 2,,1% eine Teilmenge hiervon bilden.

Theorem 147 (Romberg-Quadratur). Fiir die Romberg-Quadratur gilt |g(0) — I(f)| = O(h?*™T2).

Beweis. Folgt aus Fehlerabschiitzung fiir Richardson-Extrapolation, wenn wir zeigen kénnen, dass g(z)
eine Taylorentwicklung ¢(0) + > i~ a;z* + O(2™"!) hat, also

L7 (f) = 1(F) + Y- ai® + O™ +?).

i=1
Dies trifft zu, da
N—-1 Zig1 M’L N— ZI+1 m—z- T — 2
- =3 [ et -3 / Mo = z) g,
i=0 v %i =0
N-1 .,
— Z/ o () (z —2i)(= —22i+1)+h /6 4y / e
i=0 v 7i
N-1 h/2 . . 2 h2 12 h2
B / pr (o ) 2 G R ) - ),
| 2 2 12
=0
2_ 7.2 .
Sei nun py(z) = %/12, Piyq(x) = pi(z) mit ffﬁ? pi+1(z)dz = 0.
Offenbar ist pgl gerade (pgz( ) = poi(—2)) und po;y1 ungerade (pa;1+1(x) = —poir1(—x)) Vi, auBerdem
h h/2
Mittels (2m) facher parmeller Integration folgt
N-1
I zl+zl+1 )p3( ) fm(l“f' %)p;;(x)—l-. . -—f(Qm'H)(x+zi+#)p2m+2(x)]’;/_2_h/2
z=0
h/2 ,
" / T S () da— B 0) — /)
—h/2
= S U (@)payaa(— L) — FE (B)pasa(B)]+ Z / JEm (g 4 2Ry () da
= hy2
=c1h? + b + ..+ ™ + O(RP™ ). O

Bemerkung 148 (Periodische Romberg-Quadratur). Ist f periodisch, d.h. f*)(a ) = f®(b )
0,...,2m + 2, dann zeigt obige Rechnung wegen paj(—h) = paj(h) sogar I(f) — IV (f) = O(h?

k
+
Ist f analytisch, konvergiert I (f) also sogar schneller gegen I(f) als jede Potenz von h!

).
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Wie bei numerischen Verfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen nennt man Konsistenz, dass der
Diskretisierungsfehler (durch die Wahl ausreichend vieler Stiitzstellen) beliebig klein gemacht werden
kann (z.B. ist Polynominterpolation mit fdquidistanten Stiitzstellen konsistent fiir analytische Funktio-
nen, nicht jedoch fiir beliebige wegen des Runge-Phiinomens), und Stabilitit, dass die akkumulierten
Rundungsfehler nicht grofler werden als der unvermeidbare Fehler, den man bei exakter Rechnung macht,
wenn die Eingabedaten in gleichem Mafle gestort werden.

Theorem 149 (Stabilitit). Konsistente Quadraturformeln mit positiven Gewichten sind stabil.

Beweis. Sei f eine Nidherung an f mit |f — f| < ¢, die Quadraturformel I,, habe Stiitzstellen xo, ..., z,

und Gewichte ay, ..., a, > 0. Wir miissen zeigen |Io(f) — I, (f)| S € [L.(f) — L (f)| = | g ai(f () —
Konsistenz

fla)l < eXiglaillf(xi)| = elu(|f)) = eI(If)). O

Beispiel 150 (Unterschiedliche Quadraturformeln).

function exampleQuadrature
% Integranden
f = cell(3);
£f{1} = @(x) 1./(1+25%x.72);
{2} = @(x) exp(x);
£{3} = @(x) sin(x*pi+1l)-cos(2*x*pi);
% Integral auf [-1,1]
val = [2xatan(5)/5 exp(1l)-exp(-1) 0];

% geschlossene Newton-Cotes-Quadratur
n = 50;
error = zeros(3,n);
for i = 1:n
% Stuetzstellen
x = linspace(-1,1,i+1);
% Gewichte
weights = computeQuadratureWeights( x, -1, 1 );
% Quadratur
for j = 1:3
error(j,i) = abs(weights*f{j}(x’)-val(j));
end
end
subplot(1,3,1);
semilogy(1l:n,error,’Linewidth’,3);

% Gauss-Quadratur
error = zeros(3,n);

for j = 2:n
% Legendre-Polynom-Nullstellen
syms Xx;
roots = vpasolve( legendreP(j,x) == 0 );

% Gewichte
weights = computeQuadratureWeights( roots, -1, 1 );
% Quadratur
for i = 1:3
error(i,j) = abs(weights*f{i}(roots)-val(i));
end
end
subplot(1,3,2);
semilogy(1l:n,error,’Linewidth’,3);

% summierte Trapezregel
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error = zeros(3,n);
for j = 1:n
% Stuetzstellen
x = linspace(-1,1,j+1);
% Quadratur
for i = 1:3
q = (sum(£{i}(x(2:end-1)))+£f{i}(x(1))/2+f{i} (x(end))/2)*2/75;
error(i,j) = abs(q-val(i));
end
end
subplot(1,3,3);
semilogy(l:n,error,’Linewidth’,3);
end

% Quadratur-Gewicht-Berechnung
function weights = computeQuadratureWeights( knots, a, b )
n = numel (knots)-1;
weights = zeros(1l,n+1);
syms t lagrangeP;
for j = 1:n+1
% Lagrange Polynom
lagrangeP = 1;
for 1 = 1:n+1
if (17=3)
lagrangeP = lagrangeP * (t-knots(1l)) / (knots(j)-knots(1));
end
end
% Integral des Lagrange Polynoms
weights(j) = int(lagrangeP,’t’,a,b);

end
end
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