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Stichworte zur Vorbereitung

Fundamentalgruppe, Uberlagerung, 1-Zusammenhang

Aufgabe 6.1 (Topologische Gruppen)

Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G, die mit einer Hausdorff-Topologie ausgestattet
ist, so dass die Abbildungen (g,h) + g-h und g — g~ stetig sind. (Zur Erinnerung: eine
Topologie auf einem Raum X heifit hausdorffsch, wenn es zu je zwei Punkten x,y € X offene
Umgebungen U und V von z bzw. y gibt, so dass UNV = {).)

Zeigen Sie:
i) Wenn eine topologische Gruppe G zusammenhéngend ist, dann ist jede diskrete normale
Untergruppe von G zentral (d.h. enthalten im Zentrum Z(G)).
ii) Die Fundamentalgruppe 71 (G, 1) einer topolgischen Gruppe G ist abelsch.

Hinweis: Betrachten Sie zwei Pfade p und (. Nutzen Sie die Stetigkeit der Gruppenope-
rationen, um eine Homotopie von [¢] nach [p] * [¢] * [p] ™! zu konstruieren.

Aufgabe 6.2 (Fasern von Uberlagerungen)

Sei p: E — X eine Uberlagerung mit 1-zusammenhéngendem E. Zeigen Sie, dass es fiir jedes
z € X eine Bijektion ¢: 71 (X,z) — p~1(z) gibt.

Aufgabe 6.3 (Fundamentalgruppen projektiver Raume)

Sei X ein topologischer Raum und p: X — Y eine surjektive Abbildung. Die Quotiententopo-
logie auf Y ist die Topologie in der genau die Mengen U offen sind deren Urbild p=(U) offen
ist.

Der n-dimensionale reelle projektive Raum P"R ist der Quotient S™/ ~ der n-Sphére modulo
der Relation ~, die Antipoden miteinander identifiziert.

i) Zeigen Sie, dass die Quotientenabbildung S™ — P"R eine Uberlagerung ist.

ii) Bestimmen Sie damit die Fundamentalgruppen der reellen projektiven Réaume P"R fiir
n > 2. Bestimmen Sie auch 71 (P"R) fur n € {0,1}.

Aufgabe 6.4 (Uberlagerungen von Gruppen)
Sei G eine topologische Gruppe und D eine diskrete Untergruppe.
i) Zeigen Sie, dass die Quotientenabbildung p: G — G/D eine Uberlagerung ist (wobei G/D

mit der Quotiententopologie ausgestattet ist, sieche Aufgabe 6.3).

ii) Wir nehmen an, dass G 1-zusammenhéngend ist. Zeigen Sie, dass die Abbildung 7 (G/D,1) —
D aus Aufgabe 6.2 ein Gruppenisomorphismus ist.

ili) Nutzen Sie dies, um die Fundamentalgruppe des n-Torus R"/Z" zu bestimmen.



