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Stichworte zur Vorbereitung

Freie Gruppen, Ping-Pong Lemma, Kranzprodukte, Prasentation einer Gruppe

Aufgabe 4.1 (Die Strassenlaternengruppe)
Das eingeschriankte Kranzprodukt L von Z/2Z mit Z operiert wie folgt treu auf X := @,;cz7Z/27Z.
(f,2).s:=5

mit

Sy i= 8.+ fi
fir f,s € X und z € Z. Wir betrachten einen nach beiden Richtungen unendlich langen
Weg, versehen mit undlichen vielen Laternen, so dass der Abstand zwischen zwei benachbarten
Laterenen 25 Meter betragt. Fin Anziinder steht an einer Laterne. Diese erhélt den Index Null.

Ein Element aus X zeigt den An/Aus-Zustand der Laternen vom Standort des Anziinders aus
an. (an = 1 und aus = 0)

i) Welche Anweisung an den Anziinder wird durch ein beliebiges Element [ € L ausgedriickt?

Wo steht der Anziinder nach Ausfithrung dieser Anweisung?

ii) Berechnen Sie die Kommutator-Untergruppe von L.

iii) Berechnen Sie das Zentrum von L.

iv*) Es seien
a = (fa0)7 mit fO =1, fz =0, 7'750
und
t:=(0,1).
Zeigen Sie, dass L die Prasentation
{a,t | a® [t"at™™ a],m > 1)

besitzt.

Aufgabe 4.2 (Der freie Gruppenfunktor)

Es sei C die Klasse aller Mengen. Zeigen sie, dass die Zuordnung X — F(X), die einer Menge X
die zugehérige freie Gruppe zuordnet, folgendes erfiillt. Es gibt eine Familie (Fx y)(x,y)ecxc
von Abbildungen
Fxy : Abb(X,Y) - Hom(F(X), F(Y)),
so dass
Fyz(g)oFxy(f)=Fxz(gof)fir f: X =Y und ¢g:Y — Z,
und
FX’X(idx) = idF(X) fir X €C
gelten.



Aufgabe 4.3 (Eine Présentation von Sym(n))

Es bezeichne X die n — 1-elementige Menge der Transpositionen (7,7 4 1) aus
G :=Sym({1,...,n}).

i) Berechnen Sie die Ordnung mg; := ordg(st) fiir s,t € X.

ii) Zeigen Sie, dass
(X | (st)™st;s,t € X)

eine Prasentation von G ist.

Hinweis: Betrachten Sie z.B. eine sinnvolle lexikographische Ordnung auf F'(X).

Aufgabe 4.4 (Ping-Pong Lemma)

Es sei X ein Erzeugendensystem einer Gruppe G mit #X > 2. Dann sind &quivalent:

i) Es existieren eine Gruppenwirkung G x Y — Y und paarweise disjunkte Teilmengen
Y., Z:, v € X, von Y, so dass

(Y \Y,) C Z,und 2 1Y\ Z,) C Y,

fir alle z € X.
ii) Die Abbildung idx setzt zu einem Gruppenisomorphismus von F'(X) nach G fort.



