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Stichworte zur Vorbereitung

Alternierende Gruppen, 3-Zykel, Kriterium fiir die Einfachheit einer Gruppe (Satz 12), auflosbare,
perfekte und einfache Gruppen

Aufgabe 2.1 (Alternierende Gruppe)
Es sei #X > 3.
i) Zeigen Sie: Sind a,b € X zwei verschiedene Elemente, so erzeugt die Menge aller 3-Zykel
(a,b,2), mit € X \ {a, b}, die Gruppe Alt(X).

ii) Es seien p,q € Alt(X) zwei 3-Zykel. Dann sind die beiden folgenden Bedingungen dqui-
valent:

a) #(tx(p) N7x(q)) = 2.
b) (p,q) = Alt(4) = Alt({1,2,3,4}).

Aufgabe 2.2 (Abelsche und auflésbare Gruppen)

i) Zeigen Sie: Wenn alle Elemente einer Gruppe G Ordnung < 2 haben, dann ist G abelsch
und isomorph zu einem Vektorraum tiber Z/2.

ii) Beweisen oder widerlegen Sie: Wenn alle Elemente einer Gruppe G Ordnung < 3 haben,
dann ist G abelsch.

iii) Es sei ¢: G — K ein Homomorphismus. Zeigen Sie: Wenn G auflosbar (bzw. perfekt) ist,
so ist auch ¢(G) auflésbar (bzw. perfekt).

iv) Zeigen Sie: Untergruppen auflésbarer Gruppen sind auflésbar. Gilt etwas entsprechendes
fiir perfekte Gruppen?

Aufgabe 2.3 (Gruppenwirkungen auf Gruppen)
Es seien H, K Gruppen und H — Aut(K) eine Wirkung von H auf K durch Automorphismen.

i) Zeigen Sie: Wenn H transitiv auf K \ {1} wirkt, dann haben alle Elemente aus K \ {1}
die gleiche Ordnung.

ii) Zeigen Sie: Ist #K > 4 und wirkt H zweifach transitiv auf K\ {1}, so haben alle Elemente
aus K \ {1} die Ordnung 2.

ili) Zeigen Sie: Ist #K > 5, so wirkt H nicht dreifach transitiv auf K \ {1}.
Aufgabe 2.4 (Kriterium fiir die Einfachheit einer Gruppe)

Es sei F' ein Korper mit #F > 4.

i) Zeigen Sie, dass die Gruppe SLa(F') von den Matrizen der Form ((1) i) und <715 (1)>,

mit ¢ € F, erzeugt wird. Folgern Sie, dass SLo(F') perfekt ist.



ii) Zeigen Sie, dass SLo(F) auf FP!, der Menge der eindimensionalen Untervektorriume von
F?, zweifach transitiv wirkt. Bestimmen Sie das Zentrum Z von SLq(F) und zeigen Sie,
dass Z genau der Kern der Wirkung ist.

ili) Zeigen Sie, dass SLy(F')/Z = PSLo(F') einfach ist.
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