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1 Quaternionen iiber einem Ring

Dieser Abschnitt fiihrt in die Quaternionen ein und gibt dazu einige Definitionen.

Definition 1.1 (Quaternionen). Die hamiltonschen Quaternionen iiber einem Ring R bestehen
aus der Menge H(R) = {ag + a1i + a2j + a3k : ag,a1,a2,a3 € R} auf der eine Addition und
eine Multiplikation wie folgt definiert ist. Bei 4, j, k handelt es sich um imaginére Einheiten.

+ : (komponentenweise)
(ap + a1i + azj + azk) + (bo + bri + baj + bok)
= ((ao 4 bo) + (a1 4 b1)i + (az + b2)j + (a3 + b3 )k)
mit dem Neutralelement 0+ 0i + 05 + 0k =0

i (ag + ar1i + agj + ask) - (bo + b1 + baj + bok)

ergibt sich durch Ausmultiplizieren , wobei
P=2=k>=—1,ij=—ji=k, jk=—kj=1i, ki=—ik=j
mit dem Neutralelement 1 4 07 + 05 + 0k =1

Daraus ergibt sich folgende Multiplikationstabelle] i | i | -1 | k | -j

Jlilk|-1] 1

k|k|j|-]|-1

Bemerkung 1.2. Bei den Quaternionen handelt es sich um eine R-Algebra. H(R) ist eine
additive abelsche Gruppe, ist aber nicht kommutativ bzgl. der Multiplikation.

Definition 1.3 (Konjugierte Quaternion). Die konjugierte Quaternion zu ¢ = ag + a1i + azj +
ask ist § = ag — a1i — azj — ask.

Definition 1.4 (Norm einer Quaternion). Die Norm einer Quaternion q ist N(q)=¢q = gq =
a2 + a? + a3 + a3. Thre Norm ist multiplikativ, d.h. N(q1q2) = N(q1)N(q2).

Beweis. [Die Norm ist multiplikativ] Seien «, € H(Z) mit @ = ag + a1t + azj + azk und
B = by + bii + baj + bsk. Die Behauptung ist, dass gilt N(af) = N(a)N(5).



N(a)N(B ) aZ (b3 + b3 + b3 + b3)
(b§ + bT + b3 +b3)
(b3 + b3 + b3+ b3)
+ ag(b2 + b7 + b3 + b3)
N(ap) = N(agby + a1b1(—1) + agba(—1) + agbs(—1)
+ apb1i + a1boi + azbsi + agba(—1i)
+ agbaj + a1bs(—j) + axboj + aszbij
+ agbsk + a1bok + azby (—k) + asbok)
= (aobo — a1by — azby — a3b2)2
+ (agby + aibg + azbs — azbs)?
+ (aoba — a1bz + azbg + azby)
+ (aobs + a1bzy — azby + azbo)
aZ(b3 + b + b3 + b3)
+ a2 (b3 + b2 + b2 4+ 12)
+ a3(bg + b3 + b3 + b3)
+ a3 (b3 + b2 + b2+ 12)

2
ap
2

2

2

Man stellt, wie gewiinscht, fast, dass bei beiden Rechnungen das selbe Ergebnis herauskommt.
O

Bemerkung 1.5. Jede natiirliche Zahl lisst sich also genau dann als Summe von vier Qua-
dratzahlen darstellen, wenn sie die Norm einer Quaternion iiber dem Ring Z ist. Dies reduziert
das Problem der Darstellung jeder natiirlichen Zahl als Summe von vier Quadratzahlen auf
die Darstellung der Primzahlen als Summe von vier Quadratzahlen. Die Tatsache, dass sich
jede natiirliche Zahl als Summe von vier Quadratzahlen darstellen ldsst, wird im 2. Abschnitt
bewiesen.

Lemma 1.6. Fiir ein q € H(Z) sind folgende Aussagen dquivalent:
1. q ist eine Einheit in H(Z)
2. N(q) =1
3. g€ {+1,+i,+j, £k}

Beweis. 1 =2

Da q eine Einheit 3 ¢’ mit g¢’ = 1. Wir nehmen die Norm: N(¢)N(¢') = N(1) =1 = N(q) =
2=3

Es gilt N(£1) = N(£i) = N(£j) = N(xk) = 1. Sei @ = ap+ari+asj+ask ¢ {1, +i, £, £k}
beliebig. Wir wollen nun zeigen, dass N(«) # 1. Es miissen mindestens zwei a; # 0 mit i =
0,1,2,3. Daraus folgt, das N(a) = a3 + a3 + a3 + a3 # 1 da a? > 0 fiir zwei 4 und fiir alle i
a? > 0. Schliellich gilt a; € Z.

3=1

Fiir ¢ = %1, &4, &5, &k existiert eine Quaternion ¢’ mit g¢’ = 1 und eine Quaternion ¢’ mit
¢"qg=1. (&) ¢ ist eine Einheit in H(Z).

Fir1:1-1=1-1=1

Fir-1: -1-—-1=-1--1=1

Fiir +4: (+i - F4) = 1

Fiir £j: (£5 - Fj) = 1

Fiir +: (k- Fk) = 1 O

Satz 1.7. Sei K ein Korper und seine Charakteristik ungleich 2. Es gebe x,y € K mit 2% +
y? +1=0. Dann ist H(K) isomorph zu den 2x2 — Matrizen iiber K.



Beweis. Sei U : K — K?2*2 it

. . ag +a1x +asy —a1y+as +asx
Wlao +ari+asj + ask) = (—a1y —a2+a3r  ag— a1T — asy )
eine Abbildung.
Behauptung: ¥ ist eine lineare Abb. d.h ¥ (af) = U()¥(8) V af € H(K) und ¥(ba) = b¥(a)
mit b € K und a € H(K).
Dies lésst sich nachrechnen.
H(K) ist ein K-Vektorraum der Dimension 4 und K?*2 ist ebenfalls ein K-Vektorraum der
Dimension 4.
Weiter Hilfsbehauptung: ¥ injektiv = ¥ surjektiv.
VU injektiv = dim(ker(¥)) = 0. Dann folgt mit der Rangformel, dass dim(im(¥) = 4 und daraus
folgt: im(¥) = K?*2, also ¥ surjektiv. Fiir den Beweis des Lemmas bleibt also zu zeigen, dass
U injektiv ist, also anders formuliert ¥(ag + a1i + asj + azk) =0 = ap = a; = a2 = as.
Dafiir kann man iiberpriifen das folgendes lineares Gleichungssystem eindeutig losbar ist:

ag+a1x+asy =0
—a1y+as+asr =0
—a1y —ag +azx =0
ag —a1x —asy =0

Dies ist genau dann der Fall, wenn die Determinante der Matrix, die sich aus diesem LGS ergibt
ungleich 0 ist.

1 =z 0 y
0 —y 1 x
det 0 —y -1 =

1 -z 0 —y

Durch Anwenden von dem Laplace-Entwicklungssatz und der Regel von Sarrus erhilt man
det = —4(x? + y?). Nun setze man x und y, sodass 2> + y?> = —1, was nach Vorraussetzung
moglich ist. Also det = —4(—1) = 4. Dies ist ungleich 0, da wir uns in einem Korper mit einer
Charakteristik ungleich 2 befinden. Also ist das LGS eindeutig 16sbar, damit ist ¥ injektiv, also
auch surjektiv und damit ist ¥ ein Isomorphismus, was die Behauptung zeigt.

O

Satz 1.8. Sei q eine ungerade Primzahl, dann gibt es x,y € F, mit 2 +y*> +1 =10

Beweis. Wir bestimmen zunéchst die Anzahl der Quadratzahlen in F,.

Wir betrachten folgende Abbildung: @ : F, — {0} — F, — {0} mit ®(n) = n?. Das Bild dieser
Abbildung sind genau die Quadratzahlen in [, ohne die 0.
Der Kern der Abbildung:

a € ker(®) falls a® = 1

©ad®-1=0

< (a—1D(a+1)=0

= (a—1)=0oder (a+1)=0

=a==1
Wir wenden den Homomorphiesatz auf die Abbildung ® : F, — {0} — im(®(F, — {0})) , die
surjektiv ist an. Hinzu nehmen wir die Projektiion von F, — {0} nach F, — {0} \ ker(®). Damit
erhdlt man eine bijektive Abbildung von Fy — {0} \ ker(®) nach im(®(F, — {0})). F, — {0} \
ker(®) hat %1 Elemente, da der Kern zwei Elemente hat und Fy — {0} ¢ — 1. Also gibt es ohne

die 0 auch q;zl Quadratzahlen in F,. Insgesamt: %1 +1=21

2
Es gibt also %1 Quadratzahlen in F,. Wir definieren uns folgende zwei Mengen:

Ay ={1+2*:2€F,}
A ={-y*:y Ry}

Es gilt|Ay| = %1 = |A_|. Da diese beiden Mengen zusammen also mehr Elemente haben, als
F, kann ihr Schnitt nicht leer sein und damit gibt es z,y € Fy mit 22+ +1=0. O
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Bemerkung 1.9. Also ist auch H(F,;) V ¢ € P und ¢ = 2 isomorph zu den 222— Matrizen tiber
H(F,). Ohnehin gilt fiir jeden algebraisch abgeschlossenen Koérper K: H(K) 2 222 — Matrizen
iiber K.

2 Quaternionen iiber dem Ring Z

Im folgenden wird mit einer Quaternion stets ein Element aus H(Z) bezeichnet. In diesem
Abschnitt wird ein verdnderter Euklidischer Algorithmus fiir H(Z) hergeleitet und fiir bestimmte
Quaternionen eine Art von eindeutiger Primfaktorzerlegung. Auflerdem wird die Aussage, dass
sich jede natiirliche Zahl als Summe von vier Quadratzahlen darstellen lédsst bewiesen.

Definition 2.1 (Ungerade Quaternion). Eine Quaternion o € H(Z) heifit ungerade, falls N(«)
ungerade ist.

Definition 2.2 (Gerade Quaternion). Eine Quaternion « € H(Z) heifit gerade, falls N(«a)
gerade ist.

Definition 2.3 (Prime Quaternion). Eine Quaternion « € H(Z), « keine Einheit, heifit prim,
falls fiir jede Zerlegung o = By mit 3,y € H(Z) gilt 8 oder ~ ist eine Einheit.

(Die Definition:

« ist prim < « teilt ein Produkt xy, dann teilt o  oder y

ist nicht anwendbar in H(Z), da H(Z) nicht kommutativ bzgl. der Multiplikation ist.)

Definition 2.4 (Assozilerte Quaternionen). «, o’ € H(Z) heiBen assoziiert, falls 3 Einheiten
g, e’ € H(Z) mit o = eag’

Definition 2.5 (Rechtsseitiger Teiler). ¢ € H(Z) heifit rechtsseitiger Teiler von a € H(Z), falls
3~y € H(Z) mit o = 74.
(Der linksseitige Teiler ldsst sich entsprechend definieren.)

Definition 2.6 (Grofiter gemeinsamer Teiler). ¢ € H(Z) heifit grofiter gemeinsamer rechtssei-
tiger Teiler von « und 8 € H(Z), falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. § ist rechtsseitiger Teiler von «, 3

2. Ist §y ein weiterer rechtsseitiger Teiler von a und 3, dann folgt, dass d§p ein rechtsseitiger
Teiler von ¢ ist.

Man schreibt § =: (o, 8)-.

Man kann nicht von dem grofiten gemeinsamen rechtsseitigen Teiler sprechen. Es kann eine
Menge von grofiten gemeinsamen rechtsseitigen Teilern geben, die zueinander assoziiert sind.
Eine genauere Aussage liefert der folgende Satz:

Satz 2.7. Sei 0 #£ § := (o, B), ein grifiter gemeinsamer rechtsseitiger Teiler von «, 8 € H(Z),
dann ist die Menge aller grifsten gemeinsamen rechisseitigen Teiler folgende: {£0, £i0, £55, +kd}.

Beweis. Sei 0 # ¢ := («, B),. Wir zeigen zunéchst, dass fiir eine Einheit ¢, £§ auch ein groBter
gemeinsamer rechtsseitiger Teiler ist.

3 1,72 € H(Z) mit @ = 16 und 8 = 426. Man findet ein ] und ein 74 € H(Z) mit v; = v{e
und 2 = y4¢, indem man v} := y1e~! und 74 := Yo~ ! setzt.

Damit folgt o = 71 (ed) und 8 = v5(ed)

= &6 teilt a und B rechtsseitig.

Sei dg ein weiterer beliebiger rechtsseitiger Teiler von «, 3, damit teilt er bereits §, dh. 3 3 mit
d = 300

= £d = €309 = o teilt auch €d. § selber teilt auch &d, da €6 = (¢)(9).

= &0 ist ein grofiter gemeinsamer rechtsseitiger Teiler von «, 3.

Wir wollen nun zeigen, dass alle grofiten gemeinsamen rechtsseitigen Teiler die Form 6 haben,
sofern 4 einer ist.

Sei also 01 ein beliebiger grofiter gemeinsamer rechtsseitiger Teiler. Zu zeigen ist, dass eine
Einheit ¢ in H(Z) existiert mit d; = &4.

Hilfsbehauptung: Sei o € H(Z) — {0} mit o = ag + a17 + a2j + azk und g € H(Z). Dann gilt:
a=Fa= =1



Beweis. Wir nehmen die Norm N(a) = N(S)N(a) = N(B) =1 (da a # 0), also ist 8 eine
Einheit. Bei folgenden Gleichungen kommt man mittels Koeffizientenvergleich stets auf einen
Widerspruch:

—1(ag + a1i + asj + ask) = ag + ari + asj + ask
+i(ap + a1i + asj + ask) = ag + a1i + asj + azk
+j(ap + a1i + agj + ask) = ag + a1i + azj + ask
+k(ao + a1i + asj + ask) = ag + a1t + azj + ask

Daher muss 8 = 1 gelten. O

Da § und ¢; groBte gemeinsame rechtsseitige Teiler sind 3 74,5 € H(Z) mit §; = 749 und
§ =501
= 01 = Y40 = Y47¥501 und § = Y501 = Y5740
Mit der Hilfsbehauptung folgt 7475 = 1 und v574 = 1
= ="
= 74 ist eine Einheit. Also §; = & fiir eine Einheit ¢ O

Bemerkung 2.8. Hat a € H(Z) eine der folgenden Eigenschaften, so hat die ihr assoziierte
Quaternion 8 € H(Z) diese ebenfalls:

1. ungerade/gerade
2. prim
3. Einheit

Beweis. Seien « und 8 € H(Z) assoziiert, dh. 3 €1, e Einheiten mit 8 = e1aes.
Zu 1:
Sei N(p) gerade. Es gilt N(8) = N(e1)N(a)N(e2) = N(«), da die Norm multiplikativ und die
Norm von einer Einheit 1 ist. = N(«) ist gerade. Fiir ungerade folgt direkt die selbe Aussage,
indem man jeweils gerade durch ungerade ersetzt.
Zu 2.
Sei B prim, und a = 4 eine beliebige Zerlegung von «. Es gilt § = e1aes = £17de2, da [ prim,
folgt, dass § oder « eine Einheit ist. = « ist prim, da die Zerlegung beliebig war.
Zu 3.
Sei 8 eine Einheit, also N(8) = 1. Es gilt 1 = N(f) = N(e1aez) = N(e1)N(a)N(e2) =
1-N(a)-1= N(a), da die Norm multiplikativ ist. = « ist eine Einheit.

O

Satz 2.9. Jedes a € H(Z), a keine Einheit, lisst sich als Produkt von primen Quaternionen
darstellen. (Nicht unbedingt auf eindeutige Weise!(auch nicht bis auf Assoziiertheit))

Beweis. Der Satz wird iiber eine Induktion iiber N («) bewiesen.

Induktionsanfang: N(a) = 1 = « ist eine Einheit, fiir die wir keine Primfaktorzerlegung fordern.

Die Aussage gelte nun V o mit N(«) = k < n. Nun ist zu zeigen, dass dann die Aussage fiir

N(a) =n gilt.

Fall 1: « ist prim

= « selber ist der einzige Primfaktor in der Zerlegung.

Fall 2: « ist nicht prim.

Sei also o = B¢ eine Zerlegung mit N(4) # 1 und N(B) # 1. Diese existiert, da ansonsten o

prim wire. Durch anwenden der Norm erhélt man N(a) = N(8)N(0) und daher N(8) < N(«)

und N(§) < N(o). Somit gilt N(8) < n und N(d) < n. § und J lassen sich also nach der

Induktionsvoraussetzung als Produkt von primen Quaternionen schreiben und somit auch a.
O

Beispiel 2.10. 13 = (1 + 2i + 25 + 2k)(1 — 2i — 25 — 2k) = (3 + 24)(3 — 29)
Zwei verschiedene Zerlegungen in prime Quaternionen, die nicht assoziiert zueinander sind.

Das niichste Lemma weist grofie Ahnlichkeiten zur Definition eines euklidischen Ringes auf,
daher zunichst Letztere zum Vergleich. Spéter wird auch eine Abwandlung des euklidischen
Algorithmus(ein Rechtsseitige) bewiesen.



Definition 2.11 (euklidischer Ring). Ein Integritétsring R (kommutativ mit Eins) mit einer
Abbildung § : R — {0} — N heifit ein euklidischer Ring, wenn gilt: Zu Elementen f,g € R,
g # 0, gibt es stets Elemente ¢, € R mit

f=qg+r, wobei 6(r) < d(g) oder r = 0.
Lemma 2.12. Seien «, 8 € H(Z) mit 8 ungerade. Dann ezistieren 6, € H(Z) mit
a =78+ 4 und N(8) < N(B)

Bemerkung 2.13. Im Unterschied zur Definition des euklidischen Ringes wird gefordert, dass
B ungerade ist und es ist entscheidend, dass § sich auf der rechten Seite von « in der Gleichung
befindet, da H(Z) nicht kommutativ ist. Man kénnte 5 auch auf die linke Seite stellen, dann kann
man andere § und « erhalten und im weiteren Verlauf dieses Abschnittes wiirde dies zu einer
linksseitigen Abwandlung des Euklidische Algorithmus fithren (statt zu einer Rechtsseitigen).

Beweis. (des Lemmas 2.12) Der folgende Beweis dhnelt dem des euklidischen Algorithmus.
Hilfsbehauptung;:
Sei 0 = sg + 17 + s27 + ssk € H(Z) und m € Z positiv und ungerade. Dann existiert v € H(Z)
mit
N(o —ym) < m?
Beweis Hilfsbehauptung: Man findet r; € Z V ¢ = 0, 1, 2, 3, sodass gilt:
€ [ = 2 + ]
§i € |mri — 5, mri +
denn m(r; +1) — % =mr; + )
Da m ungerade, folgt, dass % ¢ Z und somit auch mr; — %, mr; + 3 ¢ Z

= s; € (mr; — 2, mr; + %)

m m
= m’f‘175<sl<m7’z+5

und s; = mr; +t; fiir ein ¢; mit [t;| < . Setze das gesuchte v = ro + 710 4 127 + r3k.
= N(o —ym) = N((so + 511 + 525 + 53k) (1o + 110 + 725 + 73k))
= (80 — 7‘0m)2 + (s1 — 1"1m)2 + (s2 — r2m)2 + (s3 — rgm)2
=t2+t]+15+13

<4(3)

:m2

Damit folgt die Hilfsbehauptung. Setze nun m = N(8) = B (moglich da 3 nach Voraussetzung
ungerade) und o = af. Wegen der Hilfsbehauptung findet man ein v € H(Z) mit

m? > N(o —ym) = N(af —~65)
= N(a—y8)N(B)
Und es gilt

Zusammenfiihrt dies zu folgender Aussage
N(B)N(B) > N(a—~B)N(B) |: N(B)
& N(B) > N(a—~b)
=:0

Mit v = rg + r1¢ + roj + r3k und 6 = a — 0 sind fiir beliebige «, € H(Z) mit S ungerade
Quaternionen, die o = v + § und N(9) < N(p) erfiillen, gefunden. O
7



Bevor im folgenden Lemma eine Moglichkeit bewiesen wird, wie man eine Quaternion ein-
deutig zerlegen kann, wird noch eine Hilfsrechnung fiir den Beweis benotigt.

Bemerkung 2.14 (Hilfsrechnung). 1. Durch Multplikation von o« = ag + a1% + asj + ask
von rechts mit einer Einheit ¢ ldsst sich ein anderes a; mit ¢ = 1,2,3 an die 0. Stelle
schieben. (Dabei werden die Vorzeichen nicht beachtet.)

Fall: a1 soll an die 0. Stelle.

(ao —+ ali + agj —+ agk) . Z = CLOi + al(—l) + ag(—k) —+ CL3j
Fall as soll an die 0. Stelle

(ap + a1i + asj + ask) - j = apj + a1k + a2(—1) 4+ az(—1)
Fall: a3 soll an die 0. Stelle

(ao +aii 4+ azxj + agk) -k = apk + al(—j) + aot + 0,3(—1)

2. Durch Multiplikation von a = ag + a1¢ + asj + azk mit a; # 0 fiir alle ¢ = 0,1, 2,3 mit
einer Einheit erhélt man stets eine Quaternion mit wieder vier Komponenten die ungleich
0 sind.
Dies ist an folgenden Gleichungen zu sehen:

(L] = (1] S [1-df = [éf 1 5] = [4] |1 - k[ = [K]
i A =il S Ji-il = 1], |o- 5 = |k[ ;|- k| = 1]
G-t =1l 15 il = 1kl 15 - g1 = (1] 15 - k] = Jil
k-1 = |k kil = [5] 5 |k - gl = il S [k - k[ = 1]

Lemma 2.15. Sei « € H(Z). Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung von « folgender Art:
o= 2l7ra0
mitle N, me{l,1+4,14+51+k 1+9)1+7),1+9)(1—k)} und oy € H(Z) ungerade.

Beweis. Zunichst wird die Existenz einer solchen Zerlegung fiir ein festes o gezeigt.
Wihle [ groftmaoglich, dass 2! teilt .
Sei o := 5 mit

o =ag+ayi+ asj+ ask

Ein a; muss ungerade sein, sonst hétte man [ grofler gewéhlt. Falls ag noch nicht ungerade ist,
koénnen wir o/ mit einer Einheit multiplizieren um ein ungerades a; an die 0. Stelle zu schieben.
Wir nehmen also an, dass ag ungerade ist.

Nun miissen zwei Fille unterschieden werden:

Fall 1 o’ ist ungerade und

Fall 2 o ist gerade.

Fall 1

Wir konnen schreiben o = 2'a/. Dies stellt bereits eine Zerlegung wie im Lemma gefordert dar,
da o/ ungerade ist und 7 wird 1 gesetzt.

Fall 2

Wir unterscheiden wiederum zwei Fille:

Fall (a): N(o') = 2(mod4) und

Fall (b) N(a') = 0(mod4).

Fall (a)

Wegen a? = 1 (mod4) (falls a; ungerade) und a? = 0 (mod4) (falls a; gerade) sind im Fall (a)
genau zwel a; ungerade (ag und ein weiterer) und zwei a; gerade.

Seien zunichst ag und a; ungerade. Dann ist mit

apg+a  ayp—ay. az+az. az—az
= k
(675} B) + B 1+ 5 ]+ 9
™= (141)

eine Zerlegung, wie im Lemma gefordert, gegeben.



ag ist ungerade, denn:

a—|—a2 a—a2 a+a2 a—a2
N(ao):<02 1) +(12 0) +<22 3) +<32 2)

1

4

(2a3 + 243 + 2a3 + 2a3)

1
= (a5 +ai + a3 +aj)

1
5(1 + 140+ 0)(mod4)
1(mod4)

= qg ungerade

o = (1+14)ag, denn:

(1 +i)()é0
N fa+a a1 —ap. ax+az. as—a
=(1 k
(1+1) ( g T it Tt )
ap+a a —a a+a. a—a. azx+az. az—az. az-+as as — a
= k k
2 + 5 + B 1+ B 1+ 5 J+ 5 J+ 2 + 5
2@0 2&1 . 2(12 . 2@3
=—+t—t+— —k
p TRt
:ao—l—ali—i—agj—i—agk
= a/
Seien nun ag und as ungerade. Dann ist mit
o — ap + az a1 —az. G2 —do, a3+a1k;
0T T 2 2/ 2
m=(1+))
eine Zerlegung, wie im Lemma gefordert, gegeben.
ag ist ungerade, denn:
2 2 2 2
ag + az ar —as az — ag az + ai
N =
o= (5) + (257) () < (257)
1
= Z(2ag + 2a? + 243 + 2a3)
= oo ungerade (sieche Rechnung im Fall ag, a;ungerade)
o' = (14 j)ap, denn:
(1+ 7)o
. ao+a2 apg — as . ag — agp . CL3+CL1
=(1 k
( +j)( gt it it )
_Gp+az | aGg — a4 a1 a3, a3+a1i az —ag . ao+az . a3+a1k+ az — a1,
-T2 2 2 2 2/ 2 7 2 2
2@0 2a1, 2&2 . 2a3
=—+ —i+— —k
2 T TRl

=ag + a1i + asj + ask

!
=«

Seien nun ag und a3 ungerade. Dann ist mit

ap+as ay+az. az—a. az—ao
= k
(875} B) + B 7+ B 7+ 9
™= (14k)



eine Zerlegung, wie im Lemma gefordert, gegeben.
ag ist ungerade, denn:

a—|—a2 a+a2 as—ar\’ as —ap\’
N(ao):( 02 3) +( 12 2) +< 22 1) +( 32 o)
1
21(2a3+2a%+2a§+2a§)
= o ungerade (siche Rechnung im Fall ag, a;ungerade)

= (14 k)ag, denn:

(1+Fk)ag

—(1+K) (ao;—as+a1;a2i+a2;a1j+a3;aok)
:a0;a3+a0ga3+al;a2i+al;a2z‘+a2;a1j+al;a2j+a3;a0k+ao‘ga?ak
:2%()-#2%1@'—%2—;2]'—#%/@

= Qo + a1i+a2j —|—a3k

Kommen wir nun zum Fall (b) mit N(a') = 0(mod4)
Wegen a? = 1 (mod4) (falls a; ungerade) und a? = 0 (mod4) (falls a; gerade) und ag ungerade
sind alle a; ungerade, also a; = 1(mod4) oder a; = —1(mod4) ¥ i =0,1,2,3.
In mod4 gerechnet, gibt es dann 16 Moglichkeiten fiir o’. Wir unterschieden diese in 2 Gruppen:

Gruppe 1: 14+ 1i+ 15+ 1k
1+1i+(—1)j+(—1)k
+(—-1)i+1j+ (-1)k
i+ (=1)j+1k
(—=1)i+1j+ 1k
li+ (=1)j + 1k
Li+1j+ (-1)k
(—1)i+ (—1)j + (~1)k
+1li+ 15+ 1k
1+ (=1)yi+1j+ 1k
1+1i+(—-1)j + 1k
1+ 1i+ 15+ (—Dk
L+ (=1)i+ (=1)j+ (-1E
(=1) + Li+ (—1)j + (~1)k
(—1) + (=1)i+ 15+ (=1)k
(=1) + (=D)i+ (—1)j + 1k

Gruppe 1 umfasst alle Moglichkeiten fiir o/, die eine gerade Anzahl an a; haben mit a; =
1(mod4) (also 0,2 oder 4 Stiick). Falls o’ diese Form hat fiir ein festes «, dann kann man zeigen,
dass ein «; existiert mit o’ = (1 +4)(1+ j)aq. (Sei dies unsere Hilfsbehauptung 1) Damit wird
dann eine Zerlegung wie im Lemma gefordert gefunden sein, mit 7 = (144)(1+7) und ag = ;.
Gruppe 2 umfasst alle Moglichkeiten fiir o/, die eine ungerade Anzahl an a; haben mit a; =
1(mod4) (also 1 oder 3 Stiick). Falls o’ diese Form hat fiir ein festes o. Dann kann man zeigen,
dass ein oy existiert mit o/ = (1 +4)(1 — k)ay. (Sei dies unsere Hilfsbehauptung 2) Damit
wird dann eine Zerlegung wie im Lemma gefordert gefunden sein, mit 7 = (1 +4)(1 — kj) und
Qg = (.

Um den Beweis der Existenz abzuschlieBen beweisen wir nun die beiden Hilfsbehauptungen.
Hilfsbehauptung 1:
Beweis: Gehort das o zur 1. Gruppe (ist also eine gerade Anzahl der a; (0,2,4) = 1 (mod4)),
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so existiert eine ungerade Quaternion a; mit o/ = (14 4)(1 4 j)ag.
Fiir die 8 Félle gilt entweder bereits ag = 1 (mod4), ansonsten multiplizieren wir mit der Einheit
(—1) und erhalten dadurch ebenfalls eine Quaternion, fiir die gilt ap = 1 (mod4):

D+ (-1)i+1j+1k)(-1)=1+1i+(=1)j + (-1)k

(=D + (-1 =

(D) +1li+(-Dj+1k)(-1) =14+ (-1)i+ 1+ (-1)k
(=) +1Li+1j+ (=Dk)(=1) =1+ (=1)i+ (=1)j + 1k
(=1) + (=1)i+ (—1)j + (~1)k)(=1) = 1+ 1i + 15 + 1k

Wir unterscheiden nun 3 Félle:

Fall A: ag = a; =1 (mod4) und as = ag = +1

(a2 = a3 gilt da in der 1. Hilfsbehauptung nur Quaternionen mit einer geraden Anzahl an
Koeffizienten mit = 1 (mod4)betrachtet werden. )

Fall B: ag = a2 =1 (mod4) und a; = as = £1 (mod4)

Fall C: ag = a3 =1 (mod4) und a1 = az = £1 (mod4)

Nun zu Fall A: Wir kénnen das o in « = (1 + #)ag mit

(
(
(
(

apg+a1 a1 —ag. as+az. a3d3—as

2 SR A e

Qg =

zerlegen.

~f{ag+a a1 —ag. as+asz. ad3—a
(1+z)(0 LR R LY 2k>

2 2 2/ 2
apg+a1 a1 —ag. as+az. a3d3—as
= k
2 T g 't it
apt+a;. ayp—ag az + a3 az —az, .
-1 k _
T B0 2B gy BB )
200  2a1. 2as . 2as
= -+ - — —k
5 + 5 14 2]+
:a()+a1’é+a2j+a3]€
:0/

« ist nicht ungerade, daher ist noch nicht die geforderte Zerlegung gefunden. % und ‘”TW
sind ungerade, “5% und **5%* sind gerade. Also hat ag die 0. und 2. Komponente ungerade
und die 1. und 3. Komponente gerade und fillt damit in Fall 2(a). Wir finden also eine ungerade
Quaternion oy mit g = (1 + j)ag.

= o = (1+1i)(14 j)ag. Die gewiinschte Darstellung mit 7 = (144)(1 + j) ist damit gefunden.
Falls die Quaternionen zu Anfang mit (—1) abgeéndert wurden, verindert sich nur geringfiigig
die Darstellung (aber wir finden eine).

o (1) = (1+4)(1+ H)ag
& a = 1+4)(1+7)(a(-1))

Dabei handelt es sich um eine Darstellung wie im Lemma gefordert, da N(ag) = N(ap(—1)) =
N(Oéo).

Fall B:

ap = az =1 (mod4) und a1 = ag = £1 (mod4)

Wir kénnen das o in o/ = (1 + j)ap mit

ag+taz ay—az. az—ag. az-+a;

2 5 T Itk

Qg =

11



zerlegen.

N fa+tax ar—az. az—ap. az+a;
1 k
(+])<2+2Z+2j+2)
ap+az a1 —asz. azx—ag.  az+ay
= k
y T ittt
apt+az . ap—as az + aop asz+ap .
gy 220 gy, 28T
gl rr;, BB gy BTy BTG
2a9 2a1.  2as . 2as
=—+—1t+—= —k
g Tttt
:a0+a1i+a2j+a3k
g a/
g ist nicht ungerade, daher ist noch nicht die geforderte Zerlegung gefunden. %t% und L;”“

sind ungerade, “5** und **5*¢ sind gerade. Also hat g die 0. und 3. Komponente ungerade

und die 1. und 2. Komponente gerade und fillt damit in Fall 2(a). Wir finden also eine ungerade
Quaternion «; mit ag = (1 + k).

=ad =04+ a=>0+75)1+k)a
:(1+i)(1 +j)a1

da (14+)14+k) =1 +49)(1+7)
S 1+i+j+k=1+i+j+k

Damit ist eine gewiinschte Zerlegung mit 7 = (1 +4)(1 + j) gefunden. Die Abénderung durch
eine Einheit lduft genauso wie im Fall A ab.

Fall C:

ap = az =1 (mod4) und a1 = as = £1 (mod4)

Wir kénnen das o in o' = (1 + k)ap mit

aptaz  ai+tax. az—a. as—ag

a0:2+22+2]+21€
zerlegen.

(1+k)(ao—;as+a1—;—a2i+a2;a1j+a3;aok>
:ao;rag+a1;azi+02;a1j+a3;aok
+ao—;a3k+a1—;—a2j+a2ga1(_i)+as;ao(_l)
:%+%z+zﬂj+2¥;3k

=ag + a1t + axj + ask
= al
ap ist nicht ungerade, daher ist noch nicht die geforderte Zerlegung gefunden. “";a?’ und
% sind ungerade, >3 und “5% sind gerade. Also hat ag die 0. und 1. Komponente
ungerade und die 2. und 3. Komponente gerade und fillt damit in Fall 2(a). Wir finden also
eine ungerade Quaternion «; mit ag = (14 4)ay.

=ad =1+k)Q1+19)a
=1+l +5a
da (14+k)(1+i)=1+19)(1+ )
Sltitj+k=1+i+j+k
Die gewiinschte Darstellung mit 7 = (1 +¢)(1 + j) ist damit gefunden. Die Abénderung durch

eine Einheit 1duft genauso wie im Fall A ab.
Damit ist die Hilfsbehauptung 1 gezeigt.
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Hilfsbehauptung 2:

Gehort das o zur 2. Gruppe (ist also eine ungerade Anzahl der a; (1,3) = 1 (mod4)), so existiert
eine ungerade Quaternion ay mit o' = (1 +14)(1 — k)a;.

Beweis der Hilfsbehauptung: Fiir die 8 Félle aus Gruppe 2 gilt entweder bereits, dass 3 der
a; = 1 (mod4) sind, darunter ag oder wir kénnen sie mit einer Einheit multiplizieren, sodass
dies der Fall ist:

(D) +1li+1j+1k)(—i) =1+ 1i+ (-1)j + 1k
I+ (-1i+(-1)j+(-Dk)(@) =1+1i+ (-1)j+ 1k
(D) 4+ 1i+(-1)j+ (-DE)(=1) =14 (=1)i+ 1j + 1k
(D + (it L+ (DR)(=1) = 1+ 1i+ (=1)j + 1k
(D) +(-1)i+(-1)j+1k)(i) =14+ (-1)i+ 15+ 1k
Wir betrachten 3 verschiedene Félle:
Fall A: ap = a1 = as =1 (mod4) und az = —1 (mod4)
Fall B: ap = a1 = a3 =1 (mod4) und as = —1 (mod4)
Fall C: ag = as = a3 =1 (mod4) und a; = —1 (mod4)
o/ lasst sich in jedem Fall in o/ = (1 4 i)ag zerlegen mit:
ao:ao+a1 al—aoi as +as . a+3—a2k
2 2 2 2

Das dies zutrifft, haben wir bereits in der Hilfsbehauptung 1 im Fall A gesehen.
Wir bezeichnen die Komponenten von aq mit:

Q, a
bo::%
a;r —a
by = 1J2r 0
a a
62:2%
as — a
bs := 32 2

Im Fall A sind b, und b3 ungerade und b; und by gerade. Dies erkennt man an einer Rechnung
in mod4.

ag + ay 1+1

by = 5 = — = 1= bgoungerade

by = a“ ;ao = % =0 = bjgerade

by = % = % =0 = bygerade

by = 3 ; @2 _ _12_ ! = —1 = bsungerade

= qap ist gerade, da N(ag) = b3+ b3 +b3+b3=1+0+0+1=2mod 4

Also stellt o = (1 4 i)ag noch keine Zerlegung wie im Lemma gefordert dar. Wir konnen aq
aber in ap = (1 — k)ay mit

by — b by —by. by+by. by+b
alz(o 5,01 2,40 2+0+3k>

2 2 ‘T2 YT
zerlegen.

B by — b3 b1 — by . by + by . bo + b3

(1k)a1(1k)( 5 + 5 14 5 Jj+ 5 k

_bo—=bs bi—ba. bi+by. bo+0b3

= + 5 1+ 5 J+ 5 k

by — b: b1 —b N biFba. b+ b

4 3(—k)+122(—j)+1222+ 025

2
:b0+b1i+b2j+bgk:a1

13



=d=01+)1-ka
Wir kénnen m = (1 +4)(1 — k) setzten. Es bleibt zu iiberpriifen, dass oy ungerade ist. Wir
nehmen die Norm:

N(ag) =N —k)N(a1)
= 2=2N(a;) mod 4
= N(aj) =1mod 4

= (ist ungerade.

Im Fall B und C kénnten wir o/ genauso in (i + 1) zerlegen, mit oy wie in Fall A. Weiter
kénnen wir ag ebenfalls in (1 — k)« zerlegen, wobei a; genauso wie in Fall A definiert ist. Man
muss nur iiberpriifen, dass by, b1, by, b3 € Z. Dies lisst sich wie in Fall A, an einer Rechnung
in mod 4 sehen, dabei stellt man fest, dass in Fall B by und b3 ungerade sind und b; und by
gerade und im Fall C b; und by ungerade sind und by und b3 gerade sind. Nun gilt noch zu
iiberpriifen, dass oy € H(Z) ist, das also (bg —b3), (b1 —b2), (b1 +b2) und by + bz im Fall B und C
gerade ganze Zahlen sind. In jedem Fall wird entweder eine ungerade Zahl von einer ungeraden
subtrahiert oder zwei gerade bzw. zwei ungerade Zahlen addiert. In mod 2 betrachtet finden
also folgende Rechnungen statt:

1-1=0
0+0=0
1+1=2=0

Man erhélt also nur gerade Zahlen wie gefordert. Im Fall A wurde bereits gezeigt, dass ay
ungerade ist, wie es fiir die Darstellung im Lemma gefordert ist, gezeigt, ohne Eigenschaften
von o' zu benutzen, die fiir Fall A spezifisch sind. Die Existenz einer solchen Zerlegung ist
hiermit also fiir alle o € H(Z) gezeigt.

Nun wird die Eindeutigkeit dieser Zerlegung bewiesen:

Fiir diesen Beweisteil benttigen wir die Norm fiir die verschiedenen 7:

N(1)=1
N(1+i)=2
N(l+j)=2
N(1+k)=2

N((1+i)(1+j)) =4
N((1+i)(1—k)) =4

Wir werden nun annehmen, dass ein beliebiges « zwei verschiedene Zerlegungen nach Art dieses
Lemmas hat und diese Annahme zum Widerspruch fiihren:

a=2

Tag = 2MFd
Im folgenden werden wir den Fall 1: a ungerade und Fall 2: « gerade unterscheiden.
Fall 1: « ungerade
In diesem Fall ist a = 1 -« eine mogliche Zerlegung. Sei 2!7ay eine weitere beliebige Zerlegung.
Da « ungerade folgt direkt I = 0. Nun nehmen wir die Norm der Zerlegung und betrachten sie
in mod 2:
N(a) = N(m)N (o)
= 1= N(m)-1mod 2 (da a, ap ungerade sind)

= N(m) =1= 7 =1 siche oben die Normen der 7’s

= Qg = &

Damit folgt, dass die Zerlegung im Fall 1 eindeutig ist.
Fall 2: o gerade
Sei a = 2wy = 2F7dy Behauptung: k und 1 miissen maximal gewihlt werden und es gilt also
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1=k.

Angenommen man wiirde k nicht maximal wéhlen. Dann enthielte eine Primfaktorzerlegung
von 7oy den Faktor 2" mit » € N. Da die Norm von 7ag also gerade ist und ajy ungerade nach
Vorraussetzung, gilt 7 # 1. 7 ist also entweder prim (d.h. 7 = (1+¢), (1+4), (1+k)), dann konnte
es aber nicht 2" als Faktor enthalten. Es miisste also gelten # = (1+4)(1+j) = 1+i+j+k oder
7= (1414)(1—k) = 14+i—j—k. Es miisste also eine Quaternion § geben mit 14+i+j+k =2"-4
bzw. mit 1 +14i— j —k = 2" - 5. Dies ist offensichtlich nicht der Fall. Also miisste dy den Faktor
2" enthalten, damit wére a allerdings gerade, was einen Widerspruch darstellt. Daraus folgt,
dass 1=k gelten muss.

= Ty = Ty

Wir unterscheiden wiederum zwei Félle: Fall I: may ungerade und Fall II: may gerade.

Zu Fall I:

N(m)N(ap) und N(7)N(ap) sind ungerade

= N(m) und N(7) sind ungerade.

= 7w =7 =1 Also gilt auch ay=dy und damit ist die Zerlegung in Fall I eindeutig.

Zu Fall II:

mag und Tap sind nun gerade und folglich muss damit 7w, 7 auch gerade sein, da ag, @y nach
Vorraussetzung ungerade sind. Das bedeutet m # 1 # 7.

Behauptung: N(7) = N(7)

Wiére N(7) =4 im Fall von N(7) = 2 dann wiirde folgen:

N(m)N(ag) = N(7)N(c)
= 2N(Oéo) = 4N(Oz~0
& N(ap) = 2N(dp

Daraus folgt, dass ag gerade ist, was ein Widerspruch zur Annahme darstellt. Damit ist bereits

die Behauptung gezeigt, da sich die Rollen von 7 und 7 beliebig vertauschen lassen.

Aus N(m) = N(7) folgt dann N(ag) = N(ap).

Nun unterscheiden wir bzgl. der Norm von 7 zwei Félle: Fall A: N(7) = 2 und Fall B: N(7) = 4.

ZuFall A: m,m e {(1+4),(14+5),(1+k)}

Wir wollen zeigen, dass gelten muss # = 7. Daraus folgt dann direkt, dass ag = @y gilt und

somit, dass die Zerlegung eindeutig ist. Der Beweis wird durch eine Gegenannahme gefiihrt: es

geltealsomr=14+tundt=14+joderr=1+iund7=1+kodermr=14+jund 7 =1+ k.

Es reicht diese drei Fille zu betrachten, da man die Rollen von 7 und 7 vertauschen kann.

Im ersten Fall gilt dann also (144)ag = (14 j)ap. (14 ) ist eine prime Quaternione und muss

daher in einer Primfaktorzerlegung von ((1 + i)ag) vorkommen, teilt also (1 4 i) oder «g. Da

(14 7) und (1 + ¢) nicht assoziiert zueinander sind und (1 + %) ebenfalls prim, kann (1 + j) die

Quaternion (1 + 4) nicht teilen, also miisste (1 4 j) die Quaternion « teilen. Die Norm von

(1+7) (=2) teilt nicht die Norm von «p (ungerade). Mit folgender Hilfsbehauptung folgt dann

direkt, dass (1 + j) nicht «p teilt und damit stofen wir auf einen Widerspruch. In den anderen

beiden Fillen liuft die Argumentation ganz genauso ab, man muss nur einsehen, dass (1 + i)

und (1 + j) bzw. (1 + 7) und (1 + k) nicht zueinander assoziiert sind und alle prim.

Hilfsbehauptung: Seien «, 8 € H(Z) Falls N(a) nicht N(f) teilt, dann folgt, dass o nicht g8 in

H(Z) teilt.

Beweis: Angenommen es géibe ein v € H(Z) mit 5 = ya. Dann wiirde gelten: N(8) = N(v)N(«)

= N(«) teilt N(B). Dies ist ein Widerspruch zur Annahme und damit ist die Hilfsbehauptung

bewiesen.

Nun zum Fall B: 7 € {(1 +4)(1 +j),(1+4)(1 — k)}

Wir wollen die Gegenannahme machen, dass 7 = (1 +¢)(1 + j) und # = (1 +¢)(1 — k). Aus

dem Widerspruch, den wir herleiten werden, wird dann folgen, dass # = 7 und damit, dass die

Zerlegung nach Art des Lemmas eindeutig ist.

Es gelte also (1+¢)(1+j)ag = (1+i)(1 —k)ap. = (1+j)ag = (1 —k)ap. Da (1 — k) ebenfalls

prim und nicht assoziiert zu (1 4 j) kommen wir genau wie im Fall A auf einen Widerspruch.
O

Als néchstes wollen wir unter bestimmten Umsténden die Existenz des groiten gemeinsamen
rechtsseitigen Teilers zeigen. Dies fiihrt uns zur rechtsseitigen Abwandlung des Euklidischen
Algorithmus. Die Eindeutigkeit (bis auf Assoziiertheit) des grofiten gemeinsamen rechtsseitigen
Teilers folgt direkt aus der Definition. Dafiir miissen wir noch eine bestimmte Menge definieren.

15



Definition 2.16. Sei Z[3] = {£ : k € Z,n € N}. Es handelt sich um einen Untering von den
rationalen Zahlen.

Satz 2.17. Seien o, € H(Z), 8 ungerade.
Dann existiert der grifite gemeinsame rechisseitige Teiler (o, 8), und Fv,6 € H(Z]
(a, B)r = va + 3.

Beweis. Da f ungerade, finden wir nach Lemma 2.12 g, dp € H(Z) mit N () < N(5) und

%]) mit

a=yp+do

Mit Lemma 2.15 finden wir dann fiir d: Iy € N, mg € {1, 144, 144, 1+k, (14+4)(14+5), (1+4)(1-k)}
und 4}, € H(Z) ungerade, sodass
60 = 2l07T056
= N(&)) < N(dp) < N(B) (Da die Norm multiplikativ ist)

Gleichheit gilt falls 7 = 1 und [y = 0. Dann erhalten wir durch erneutes Anwenden von Lemma
2.12 auf 8 und 4, (ist ungerade), dass 3 y1, 01 mit N(d1) < N(d;) und

B =76+ 0

Mit Lemma 2.15 finden wir dann fiir 61: Iy € N, ¢) € H(Z) und 71 € {1,1+4,1+ 5,1+ k, (1 +
i)(14+7),(14+4)(1 — k)}, sodass
51 = 2l17T1($i
= N(01) < N(01) < N ()

Durch wiederholtes Anwenden von Lemma 2.12 und Lemma 2.15 erhilt man

i1 = Yi+10; + dis1

und §i+1 = 2li+171'i+1(5£+1

mit N(6;,,) < N(6;41) < N(6;) mit &, ist ungerade
Vi € Nmit §;41 #0

Wir erhalten

eine streng monoton fallende Folge.
= Jein k € N mit 01 = 0. Dieses k& wird kleinstmoglich gew#hlt. Die letzten beiden
Gleichungen sind dann folgende:

Op—o = Ve0p_1 + Ok
0e_1 = Tk+10; + 0

Behauptung: &), = (o, ),
Zu zeigen

1. §;, ist rechtsseitiger Teiler von «, 3

2. Ist § ein weiterer rechtsseitiger Teiler von «, 3, dann folgt, dass § ein rechtsseitiger Teiler
von 0y, ist.

Zu 1. (mit teilt ist stets rechtsseitiges teilen gemeint)
9y, teilt 0;,_; (wegen 6;,_; = Yi410y,)
und &}, teilt & (wegen &y, = 2% m;.8%)
= 0y, teilt §),_, (wegen 8}, = 740}, + Ok)
Durch Iteration folgt:
9y, teilt B und ¢, teilt a.
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Zu 2. Sei 6 ein beliebiger rechtsseitiger Teiler von o und 8. Aus a = o8 + do (<= a — Y8 = o)
folgt, dass d ein rechtsseitiger Teiler von dg ist. Fiir §g erhélt man mit Lemma 2.15 die eindeutige
Darstellung 27}, und da § rechtsseitiger Teiler von &g ist 3 v mit 5o = 0 = 2 m;7/§ mit
~' € H(Z) ungerade

= 0g = 2lim;(v'0) = 2'omd) und da die Darstellung nach Lemma 2.15 eindeutig ist folgt I; = Iy
und T = To

= 0, =~'0 = 0 ist ein rechtsseitiger Teiler von dy. Iterativ folgt dann, dass d: 61, 07, 02, 85...0k, O},
teilt.

= 0}, ist grofiter gemeinsamer Teiler von a und f.

Die vorigen Gleichungen kénnen wir umschreiben zu:

8§y =27"m ™ (@ — 70)
8 =2""m " (a —mdy)

5; = 24’“7%71(512_2 - ’Yk(sl/c—l)

Wir erhalten aus der letzten Gleichung eine Gleichung der Form 6}, = ya+68 mit v, § € H(Z[3]),
wenn wir sukzessive die ¢} jeweils durch 2_“7@-_1((5;_2 — 7;0;—1) ersetzen und danach « und g
ausklammern. Wir kénnen uns nicht auf eine Darstellung mit §,y € H(Z) beschrinken, da m;
und 2" keine Inversen in H(Z) haben. In H(Z[}]) ist dies aber sehr wohl der Fall, folgendes sind
die Inversen:

% fiir 2°

1fir1l

(%) — %2) fiir (1 +4)

(?) - ?j) fiir (1 + j)

(?) — k) fiir (1+k)

(50~ b fir (14 )1+ )
(3 + 3k)(5 — 51) fiir (1+4)(1—Fk)

Lemma 2.18. Sei o € H(Z) und m € Z ungerade.
(m,a), =1 & (m,N(a)) =1

Beweis. Wir beginnen mit der Hinrichtung. Es gelte also (m, «),, = 1 fiir ein o € H(Z) und ein
m € Z ungerade.
Nach dem letzten Satz 2.17 3 ~, 8 € Z[3] mit

(m,a), =1 =vym+ da
= N(1) = N(ym)N(da)
< N(0)N(a) = N(1 —~m)

= (1 —ym)(1 —ym)
(I —ym)(1 —m7)
1= (y +7)m + N(y)m®
1= N(8§)N(a)+ (v +7)m — N(y)m?

4

Da N(8),N(y) und (y+7%) € Z[3] 3 k € Nmit 2N (8), 2*N(v), 28(v+7) € Z
Sei nun f ein beliebiger rechtsseitiger Teiler von N(«) und m. Es existiert also ein y; mit
m=my8= m?=N(m)=N(y1)N(B) = 3 ist ungerade, da m ungerade.
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Die letzte Gleichung wird mit 2* erweitert:

2k — (PN (8)N(a) + (25(y +7))m — (2*N(3))m?
= [3 ist ein rechtsseitiger Teiler von 2"
= 3 vy mit 2F = 18
~ N(2¥) = N()N(8)
& 2% = N()N(B)
= N(B) = 1(da N(B) ungerade)

Da (8 beliebig gewiihlt war, ist somit jeder rechtsseitiger Teiler von m und N(«) = 1. Es gilt
also (m, N(a)), =1

Nun wird die Riickrichtung gezeigt. Es gelte also (m, N(«)), = 1 fiir ein o € H(Z) und ein
m € Z ungerade.

Sei 6 € H(Z) ein beliebiger rechtsseitiger Teiler von m und «. Wir wollen nun zeigen, dass § = 1
(bis auf Assoziiertheit) gilt.

0 teilt auch m und N(a) = @a (wegen a = 14 fiir ein v € H(Z) = @a = @y19) und muss
somit 1 rechtsseitig teilen, da 1 der grofite gemeinsame rechtsseitige Teiler von m und N(«) ist

= Jymit 1 =+9

= 1= N(1) = N(y)N()

= N()=1

Also ist 0 eine Einheit, also 6 = 1 (bis auf Assoziiertheit). O

Lemma 2.19. Seip € P p # 2. Es gebe ein o € H(Z) mit
p teilt nicht o

aber p teilt N(«).

Dann gilt: 6 := (e, p), ist prim in H(Z) und N(6) = p.

Beweis. Es existiert ein v € H(Z) mit p = ~d. v ist keine Einheit(also N(v) # 1), denn
ansonsten wiirde folgen § = v~ !p und da ¢ die Quaternion « teilt existiert ein v; mit o = ;.
Daraus folgt, wenn man die beiden Gleichungen zusammenfiigt: oo = y1y; 1y

= p teilt a: ein Widerspruch zur Annahme.

Aus (p, N(a)), # 1 folgt mit Lemma 2.18, dass § = (p, o), # 1

= N(6) # 1 (mit Lemma 2.7 iiber die Menge der grofiten gemeinsamen rechtsseitigen Teiler)
Nun kénnen wir zeigen,dass N(§) # p ist.

(p) = N(79)
< p® = N(
Da p prim und N(y) #1# N(§) = N(y) =p= N(9)

=
2
=z

(=9

Es bleibt zu zeigen, dass § prim ist.

Sei § = xy eine beliebige Zerlegung.

p=N(6) = N(@)N(y)

= N(z)=1oder N(y) =1

= x oder y sind Einheiten

= J ist prim. O

Im folgenden wird bewiesen, dass sich jede ungerade Primzahl in Z als Norm einer primen
Quaternion aus H(Z) darstellen ldsst. Daraus folgt insbesondere, dass eine ungerade Primzahl
in N nicht prim in H(Z) ist.

Satz 2.20. Fliir jedes p € P mit p # 2 3 6 € H(Z) prim, mit N(8) = p(= §6).

Beweis. Wegen Satz 1.8 gibt es ,y € Z mit 1 + 22 4+ y*> = 0 (mod p).
Sei a = 1+ xi + yj. p teilt nicht «, da p nicht 1 teilt. Aber p teilt N(a) =1+ 22 + y?. Damit
folgt mit Lemma 2.19, dass ¢ := (a, p), prim in H(Z) ist und N(0) = p ist. O

Korollar 2.21. § € H(Z) ist prim in H(Z) < N(§) ist prim in Z.
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Beweis. Zunichst die Riickrichtung. (Sie ist bereits im Beweis vom Lemma 2.19 enthalten)
Sei also N(J) := p mit p € P. Sei § = zy eine beliebige Zerlegung.

Also p = N(6) = N(z)N(y) und daraus folgt N(z) = 1 oder N(y) = 1, das bedeutet x oder y
ist eine Einheit und damit ist § prim in H(Z).

Fiir die Hinrichtung nehmen wir an, dass § € H(Z) prim in H(Z) ist. Wir unterscheiden zwei
Félle: Fall 1 ¢ ist gerade und Fall 2 § ist ungerade.

Fall 1:

Wegen Lemma 2.15 gibt es eine Zerlegung der Form

§ =278y mit leN
me{l,1+i,1+5,1+k 0+ +7)1+)(1—k)}

und Jy ungerade

Da ¢ prim, kann die Zerlegung 2'wdy nur aus zwei Einheiten und einer weiteren Primzahl
bestehen, weil zwei assoziierte Elemente entweder beide prim oder beide nicht prim sind. 2 ist
nicht prim in H(Z) (2 = (1 +4)(1 — 1)), daher folgt [ = 0. Zueinander assoziierte Elemente sind
auch beide entweder gerade oder ungerade und da ¢ gerade in diesem Fall und &g ungerade,
konnen sie nicht zueinander assoziiert sein sondern ¢y muss eine Einheit sein. Folglich muss
7 prim und gerade sein. (1 4 4)(1 + j),(1 +4)(1 — k) sind nicht prim und 1 ist nicht gerade
= ne{l+i1+4+71+k} also N(w)=2= N(§) =2 = N(J) ist prim in Z.

Fall 2 (¢ ist ungerade)

Sei p € P mit p # 2 und p teilt N(6). Wir wollen zeigen N(§) = p und damit § prim in Z.

Sei a := (p, d),, es J also ein y mit § = ya. Aus (p, @), # 1 folgt mit Lemma 2.18 (p, N(a)), # 1
= N(a) # 1(da (p,e), = 1 V Einheiten ¢)

= « ist keine Einheit.

Da ¢ = ya und § prim, folgt, dass « eine Einheit ist. Also sind § und « assoziiert. « teilt p und
damit teilt § p auch. Es gibt also ein ¢ € H(Z) mit p = ¥J. Wir nehmen die Norm:

N(p) = N(¥)N(9)
& p?=N)N(©)

& p=nw

= N() =1 oder (N](?‘S)) =1

Betrachten wir zundchst den Fall N (i) = 1. ¢ ist also eine Einheit und daher sind p und §
assozilert wegen p = td. p muss also auch prim in H(Z) sein sein, weil § prim in H(Z) ist. Dies
fithrt uns allerdings zu einem Widerspruch, da die Primzahlen in Z nicht prim in H(Z) sind.

Also muss in jedem Fall gelten (%) = 1. Es folgt N(0) = p. O

Unser néchstes Ziel ist es den bertihmten Satz von Lagrange zu beweisen, der aussagt, dass
jede natiirliche Zahl sich als Summe von vier Quadratzahlen darstellen ldsst. Dazu zeigen wir
zundchst ein Theorem von Jacobi, das einerseits die Aussage fiir ungerade natiirliche Zahlen
liefert und sogar zusétzlich die genaue Anzahl an Darstellungen einer bestimmten natiirlichen
Zahl durch 4 Quadratzahlen. (Den Beweis von Lagrange werden wir allerdings ohne die Hilfe
von dem Theorem von Jacobi beweisen,was aber auch moglich wiire.)

Definition 2.22. Sei ri(n) = die Anzahl der Darstellungen fiir eine natiirliche Zahl n als
Summe von k Quadraten, also r¢(n) = |{(xg, z1,..2x_1) € ZF : Zf;ol z;2 = n}|.

Satz 2.23 (Theorem von Jacobi). Sein € N ungerade. Dann gilt r4(n) =83, d.
Beweis. kommt spéter ;-) O
Jeder dieser Darstellungen fiir ein bestimmtes n entspricht eine Quaternion.
Bemerkung 2.24. Fiir r4(n) mit n gerade, gibt es auch eine Formel:
ra(n) =8 Z d
d|n d£0(modd)
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Diese Formel lassen wir an dieser Stelle unbewiesen.’
Korollar 2.25 (von Lagrange). Jede natiirliche Zahl ldsst sich als Summe von 4 Quadratzahlen
darstellen.

Beweis. Fiir n = 0 findet man folgende Summe 0% + 0% + 02 + 02 =0

Fiir n = 1 findet man zum Beispiel folgende Summe 12 + 0% 4 02 4 02

Sei nun n > 2 und n = 2"0pi' - - - pi* seine Primfaktorzerlegung mit p; ungerade Vi = 1,..k
und r; € N fiir alle ¢ = 0,1, ...k. Wegen Theorem 2.20 findet man fiir alle p; ein ¢; € H(Z) mit
pi = N(8;) = a2 +a?+a3+a3 mit a; € Z und 2 = N(1+i) = 12+12. Da die Norm multiplikativ
ist, ergibt sich folgendes:

n=2"N(0;)" - N(0)™
=N +)N(7" - 6;7)
= N((L+2)78" - 6;F)
= b3 + b} + b3 + b3fiirh; € Z

O

Wir haben bereits gesehen, dass die Primfaktorzerlegung in H(Z) nicht eindeutig ist (nicht
mal bis auf Assoziierheit). Wir werden uns daher im folgenden nur die o € H(Z) angucken, fiir
die gilt N(a) = p* fiir ein p € P, p # 2 und ein k € N, weil wir am Ende fiir diese bestimmten
Quaternionen eine Art von eindeutiger Primfaktorzerlegung finden werden. Dafiir konstruieren
wir uns als erstes die Menge S, um dann mit Hilfe von reduzierten Wérter die gewiinschte
Zerlegung zu erhalten. Bei S}, handelt es sich um das Alphabet fiir die reduzierten Wérter.

Bemerkung 2.26 (Konstruktion von S, ). Sei p € P p # 2. Fiir die Darstellung p =
a2 + a? + a3 + a% mit a; € Z gibt es laut Jacobis Theorem 2.23 8(p + 1) Méglichkeiten. Davon
entspricht jede einem « € H(Z) mit N(«) = p. Von diesen 8(p + 1) o’s werden wir nach einem
bestimmten Verfahren (p + 1) auswihlen und diese Quaternionen sollen dann die Menge S,
bilden.

Zu jedem « (von den 8(p + 1) mit N(a) = p) gbit es 8 assoziierte der Form:

ia, —ia, ja, —jo, ka, —ka, la, —1la (alle mit Norm p). Wiirde man eine andere Quaternion der
8 als Ausgangspunkt wéhlen, wiirde man die selben 8 assoziierten erhalten, da 162 mit €1, €9
Einheiten, wiederum eine Einheit ist. (Da N(ejeq) = N(e1)N(e2) = 1)

So erhélt man p+1 Mengen mit je 8 Quaternionen.

Wie wihlen wir nun eine Quaternion aus jeder Menge aus?

Es gilt entweder p = 1(mod4) oder p = 3(mod4). Im ersten Fall sind drei der a; gerade und
ein a; ungerade.(Da a? = 1(mod4) mit a; ungerade und a? = 0(mod4) mit a; gerade) Wir
bezeichnen das eine ungerade a; mit ;. Im zweiten Fall sind drei der a; ungerade und ein a;
gerade. Wir bezeichnen wiederum das gerade mit a;°.

Auswahlverfahren im Fall ;% =0

Fiir eine Einheit ¢ gilt ea und —ea haben 0 als 0. Komponente. Es wird eine dieser beiden
ausgewahlt.

= Die Quaternionen, die aus diesem Auswahlverfahren entspringen, nennen wir b; mit einem
Index j € N.

Auswahlverfahren im Fall a;° # 0

Nur eine der Quaternionen aus einer 8.-Menge wird |a;°| als 0. Komponente haben. Genau diese
Quaternion wird ausgewahlt.

= Wenn ein « aus diesem Auswahlverfahren entspringt, tut dies auch @.(Da sich eine Qua-
ternion und ihre Konjugierte in der 0. Komponente iibereinstimmen.) Daher benennen wir die
Quaternionen aus diesem Verfahren «; und @; und nummerieren sie mit dem Index ¢ € N durch.
Wir erhalten letztendlich

Sp = {1, a7, ..., o, @5, B1, B2, ...0¢ } mit oy hat ag > 0 und B; hat by = 0.

AuBerdem gilt a;a; = N(o;) =p

und —B;% = —(byi + baj + b3k)(b1i + baj + bsk) = b3 + b3 + b3 =p

und |Sp| =25+t =p+1

1Beweis zu finden in: G.H. HARDY & E.M. WRIGHT, An introduction to the theory of numbers, 5th
ed.,Clarendon Press, Oxford, 1979.
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Definition 2.27 (Wort). Ein Wort w {iber einer Menge (hier \S},) ist eine endliche Folge w =
T1%3....T, mit n > 0 und z; aus der Menge.

Definition 2.28 (reduziertes Wort iiber S,). Ein reduziertes Wort iiber S, ist ein Wort, dass
keine Teilworter der Form «;a;, a;c; oder 5j2 mit ¢ =1,....s und j = 1, ....t besitzt.

Definition 2.29 (Linge eines Wortes). Die Linge eines Wortes ist die Anzahl der Zeichen.

Lemma 2.30 (Hilfslemma zum néichsten Satz). Seiy € Sp, € eine Einheit in H(Z).
Dann existiert ein v € S, und eine Einheit €', sodass ve = '+

Beweis. Die Aussage ist dquivalent dazu, dass ein 7' € S, und ein ¢’ eine Einheit existiert, mit
' =¢elve

Sei v = (ag + a1i + azj + ask) € S,

Fall 1 a, #0

~ = ape + ayic + asje + aske und v = &’ve = €'age + £'aric + £'asje + 'aszke.

Zu zeigen ist, dass v’ € S,. Dafiir muss N(v') = p gelten, dies ist der Fall: N(v') = N(e've) =
N(E')N(y)N(e) =1-p-1. Da~y € S, ist, ist a, das einzige a; mit i = 0, 1,2, 3, dass gerade oder
ungerade ist. Einheiten haben keinen Einfluss auf die Eigenschaft gerade/ungerade, also muss
auch ¢’ape die 0.Komponente sein, damit 7" € S,. Gefordert ist also €’ape = +ag. Da ay € Z:
g'ape = ape’e. Setze e’ =71,

Fall 2 ap =0

Es gilt genauso N(e'ye) = p.

v = e've = €'arie + €'agje + ¢’agke. Damit v/ € S, muss gelten €'ie # %1, €'je # £1 und
ke # 1. Jie], |jel, lke| € {1,,5, K} mit |iz] # |je]  [ke]  lie]. Setze |<'| € {[iz]; jel, Ik=]}

= ieFxl, e jeFEl, e ke#F £l =>4 €8, O

Satz 2.31. Sei o € H(Z), k € N mit N(a) = p*.

Dann hat o eine eindeutige Zerlegung folgender Form:

a = ep'wy, mit € eine Einheit in H(Z), wy,, ein reduziertes Wort mit Linger m dber S, und
r € N mit k=2r+m.

Beweis. Wegen Satz 2.9 lisst sich a als Produkt von primen Quaternionen d; (mit N(d;) ist
prim in Z) schreiben:

o = 51511

Nehmen wir die Norm erhalten wir: p*¥ = N(6;)...N(5,)

Da N(§;) prim in Z erhalten wir N(4;) = p und n = k.

Da N(4;) = p finden wir ein 7; € S, und eine Einheit ¢, sodass §; = ;7;.

« lasst sich also folgendermafien schreiben:

o = g171€272....Ex Yk Mit v; € S, und €; eine Einheit. Mit dem Hilfslemma 2.30 finden wir
jeweils ein ] und ein € mit g;y; = /el

=« ldsst sich schreiben als o = e7/....7}.

V1---7Ys, ist zwar ein Wort aber noch kein reduziertes. Wir verschieben jeden Faktor o;a;, oy
oder $; (= p) nach links und wiederholen diesen Prozess solange bis wir ein reduziertes Wort
erhalten.

= a = ep”w,, wobei wy, ein reduziertes Wort ist, r die Anzahl der Faktoren, die hinaus gezogen
worden sind und jeweils das Wort um 2 verkiirzt haben. Daher gilt k = 2r 4+ m.

Hiermit ist die Existenz gezeigt, nun zur Eindeutigkeit.

Wir werden die Anzahl der o € H(Z) mit N(«) = p bestimmen und die Anzahl der Darstellun-
gen £p”wy, mit € eine Einheit, £ = 2r +m und w,, ein reduziertes Wort iiber S,. Wir werden
festestellen, dass diese beiden Anzahlen gleich grof sind, daher muss fiir ein « diese Darstellung
(deren Existenz wir bereits gezeigt haben) eindeutig sein.

1) Anzahl der «

Laut dem Theorem von Jacobi 2.23 gibt es davon

ko ' 1— phtl A1
8 Zd =8 Zpl = (geom. Reihe) = 8 (1—;0) =8 (p—l)
i=0

d|p*
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da ein o genau einer Darstellung von p* mit 4 Quadratzahlen entspricht.
2) Anzahl der Darstellungen der Form ep”wy,
Die Anzahl der reduzierten Worter mit Langer m {iber Sp:

1 falls m =0
(p+1pm™t fallsm > 1

Dies kommt zustande, da man fiir den 1. Buchstaben p + 1 Mdoglichkeiten hat (|S,|) und fir
jeden weiteren Buchstaben p. (Da wir Teilworter der Form «;a;, @c; oder ﬂj2 vermeiden).
Damit ergibt sich fiir die Anzahl der Darstellungen der Form ep”w,, folgendes:

5-1 k :m2
811+, (p+ 1)2?( —2r) -1 falls k gerade

=m

kE—1

—
81>, 2 (p+ 1)p(k —2r)-1 falls k ungerade

wobei 8 die Moglichkeiten der Wahl der Einheit wieder gibt. Falls k gerade ist, gibt es fiir
m folgende Moglichkeiten k, k — 2,...2,0. Da 2r +m = k kann m jeweils nur um eine gerade
Anzahl kleiner sein als k. Da m = k — 2r durchlduft die Summe genau diese m mit Ausnahme
von m = 0. Die Moglichkeiten fiir m = 0 erhélt man durch die Addition der 1. Falls k ungerade
ist gibt es folgende Moglichkeiten fiir m: k, k — 2, ....3, 1. Genau diese m durchléuft die Summe.
Fiir den Beweis des Satzes bleibt nun zu zeigen:

5-1 = pk+1 -1
S{1+d) (+1p* 27| =8| Y (p+1)p*7 | =8 (p — )
r=0 r=0
k_q k—1
& (k—2r)—1 : 1)pE—2r)-1 pFt—1
1 1 —2r)— — —ar)— = _—
& +;(p+ )p go(p+ )p ( e >
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Also:

Lo S 2
r=0
k1
=1+ P+ )
r=0
k1 ko1
=|1+p )" | +p"t (p2)
r=0 r=0

_ (p-2y(5-D+
(geom. Summe) = <1 + (" + ") (1 ip_ (;—2) - ))

1+ (" +p" ) G_i_:))

k_q k-1 -1
(1+p +p D )‘.pz

1—p2
k+2 _ 2 k+1 _
=1+ b p2 +]1) P Polynomdivision durch (p+ 1)
P
=(p+1)(p-1)
_(r=1 PP —p
p—1 p—1
B pk‘fl 1
= -
Und
E
2
> (p+1ptoTt
r=0
k—1
_ Zpk(p—2)r +pk—1(p—2)r
r=0
R e (P R
k k—1
geom.Summe) = (p~ + p - 7
| )= ) ( 1=(p?)
1— p—k+1—2>
k k—1
( A (p=2)
= — P
k+2 _ k+1 1
=2 ]72+pl Polynomdivision durch (p 4 1)
p —
—
=(p+1)(p—1)
ﬁ

O

Beispiel 2.32. Fiir £ = 2 und a = 13 mit N(a) = 132 trifft das Theorem zu und man hat
folgende eindeutige Zerlegung:
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13 =1-13! mit £ = 1 und dem leeren Wort.

13 =(14+2i+ 25 + 2k)(1 — 20 — 2j — 2k) = (3 4 2i)(3 — 2i¢) sind zwar auch Zerlegungen von
13, aber es handelt sich jeweils nicht um reduzierte Worter, da dort ein Faktor der Form aa
vorkommt.

Wir definieren nun noch eine Teilmenge von H(Z), in der wir die eben bewiesene eindeutige
Zerlegung fiir o aus ganz H(Z) noch verfeinern wollen.

Definition 2.33 (von A). Sei A eine Teilmenge von H(Z) mit

A = {a = ag+aritagjtazk : N(a) = pF fiir ein k € N, a = 1(mod2) oder a = i+j+k(mod2)}
Es gilt S, ist Teilmenge von A. Und mit einer Rechnung in mod2 sieht man schnell, dass A
multiplikativ abgeschlossen ist:

1-1=1
1-(i+j+k)=i+j+k
(i+j+k)-1=i+j+k
(i+j+k)(i+j+k)=-1—k+j+k-1—i—j+i—-1=-3=1

Fiir ein Produkt af mit a,8 € A bleibt auch die Bedingung bzgl. der Norm giiltig, denn
N(afB) = N(a)N(B) = pFt - pF2 = pF1+E2 fiir by, ky € N

Korollar 2.34. Sei o € A mit N(a) = p*. a hat ein eindeutige Zerlegung der Form: o =
+p"wy, mit r € N und wy, ein reduziertes Wort der Linge m tiber S, und es gilt k = 2r +m.

Beweis. Wegen Theorem 2.31 finden wir eine Zerlegung folgender Form:

a = ep"w,, wobei ¢ eine Einheit ist und w,, ein reduziertes Wort. Wir betrachten diese Zerlegung
in mod2:

P Wy = W,

Fir alle o, 5; € Sp gilt = 1(mod2) oder =i+ j + k. Es gilt (¢ + j + k)(i + j + k) = 1(mod2).

€ falls gerade Anzahl an Elementen in w,, = (i +j+ k)
o=
e(i+j+k) falls ungerade Anzahl an Elementen in w,,, = (i +j+ k)

Da « € A muss gelten o = 1(mod2) oder a =i + j + k(mod2)

= & = 1(mod2)

= e==1

Damit erhilt man die gewiinschte eindeutige Zerlegung. O
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