Vortrag 13: Der Cayley-Graph von PSL,(IF,)
ist reguldar und zusammenhéingend

1. Erinnerung

Seien p und q unterschiedliche, ungerade Primzahlen.

Im letzten Vortrag wurden Graphen X?*9 wie untenstehend definiert. Das sind genau die Graphen, die uns
nun interessieren. Wir werden zeigen, dass die X4 (p+1)-regular und zusammenhéngend sind.

Um dies zu zeigen, definieren wir uns Graphen Y74, die sich als isomorph zu den X7 herausstellen werden.

G(PSLy(F,). Spy) wenn (1—’) =1
XP-9q = q
G(PGLy(Fy), Spq) wenn (g) =-1

p mod q ist genau dann ein Quadrat in Z, wenn ein x € Z existiert, so dass gilt: x* = p mod q.
Dafiir gibt es folgende Kurzschreibweise (Legendre-Symbol):

(‘E) =1 & p mod q ist ein Quadrat in Z
q

und

(‘g) = —1 & p mod q ist kein Quadrat in Z.

Sp,q wurde wie folgt definiert:

Sp.q = (90 ¥q 0 74)(Sp)
Die Abbildungen ¢, ¥; und 7, betrachten wir spéter.
Fiir eine Quaternion @ = &y + a1i + a2j + azk ist N(«r) die Norm von a: N(«) = aa = ag + alz + azz + ag.
S, € H(Z) wurde wie folgt konstruiert: Es gibt 8(p + 1) Quaternionen in H(Z) mit Norm p. Je acht dieser
Quaternionen mit Norm p sind zueinander assoziiert (d.h. sie gehen durch Multiplikation mit Einheiten
auseinander hervor). S, enthilt von jeder dieser acht zueinander assoziierten Quaternionen mit Norm p
genau eine, und zwar so, dass o > 0 fiir alle a € S,,.

Sp = {alsa_la CRET) assa_ss ﬁ13 LREX) ﬁt} Cc H(Z)
Dabei gilt fiir alle a;: a(()i) > 0.
Und fiir alle §; gilt: ) = 0.
Aufierdem gilt: 2s +t = #S, = p + 1.
Zu guter letzt betrachten wir folgende Menge:

AN = {ae]H(Z)|a51(mod2) V a=i+j+k(mod?2), N(a):pk,kEIN,kZI}

Nach Vortrag 9 hat jedes & € A’ eine eindeutige Darstellung a = +p¥w,,, wobei w,, ein reduziertes Wort der
Lange m iiber S, ist.

2. Definition
Definiere folgende Aquivalenzrelation auf A”:

a~pf:eodmneN:pTa=xp"p

[«] sei die Aquivalenzklasse von a bzgl. ~.



A sei die Menge der Aquivalenzklassen und Q die Quotientenabbildung.
A=N/~={la]|ae A}

Q:N > Aaw [a]

3. Lemma
Die Aquivalenzrelation ist mit der Multiplikation auf A’ vertriglich. Das heifit, es gilt:

oy~ Pr.ag ~ Po = o ~ Pifs

A besitzt also eine assoziative Multiplikation.

BEWEIS: Seien ay, az, f1, f2 € A’ mit a; ~ 1 und a; ~ fo.
Dann existieren natiirliche Zahlen n, m, k, I € N, sodass p"a; = +p™ f; und pk ay = J_rpl Ba.
PR anay = phaptay = £p™Bip' Br = £p™ ! i o

= ajaz ~ i1
Daraus folgt direkt, dass [«] - [#] = [af] eine wohldefinierte Verkniipfung auf A ist. O

4. Proposition

a) A ist eine Gruppe.

b) Der Cayley-Graph G(A, Q(S,)) ist ein (p+1)-regularer Baum.

BEWEISs: a) Wir wissen bereits, dass A eine assoziative Multiplikation besitzt.
Fiir alle ¢ € A’ gilt: pa ~ a = [p][a] = [pa] = [a] = [p] € A ist Neutralelement.
Es bleibt also nur noch zu zeigen: Fiir alle [a] € A existiert ein Inverses.

Fir alle @ € A’ gilt: N(a) = aa = p" fireinn € N.

= paa = p"*1

Saax=aa~1

= [a][a] = [aa] = [1]

= [a]™" = [a]

Also ist A eine Gruppe.

b) Firalle a, B € S, gilt: a ~ f = a = B

Denn: & ~ f = pka = +p"p = pF"a = +p = N(P*™)N(a) = N(f). Da N(a) = p = N(B), folgt
N(p*~") = 1 und somit auch a = +f. a kann aber nicht —f sein, da es in Sy keine zueinander assoziierten
Elemente gibt.

Das bedeutet, dass Q die Elemente von S, injektiv abbildet. Da #S, = p + 1, folgt #Q(S,) = p + 1. Nach
einem Theorem aus Vortrag 9 existiert fiir alle @ € A’ eine eindeutige Darstellung & = +p*w,,, wobei w,, ein
reduziertes Wort der Lange m iiber S, ist. S, U {p} erzeugt also A’. Da pa ~ « fiir alle @ € A’, erhalten wir:

(Q(Sp)) = A

Mit Satz 1.5 (i) und (iii) aus Vortrag 12 folgt, dass G(A, Q(S,)) zusammenhéngend und (p+1)-regular ist, weil
Q(Sp) ein Erzeugendensystem mit p+1 Elementen ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass G(A, Q(S,)) keinen Kreis enthalt.

Angenommen, G(A, Q(S,)) enthilt doch einen Kreis xg, x1, ..., Xu—1, X4 = xo der Lange g > 3, x; € A fiir
i=1,..,9



Ohne Einschrankung gilt xy = [1] (Ecken-Transitivitét, Vortrag 12 Satz 1.5 (i)). Per Definition eines Cayley-
Graphen existieren y1, ..., yg € Sp, sodass x; = [y1...y;]. Da xg_1 # x4 fiirallek = 1,...,n — 1, ist y;...y, ein
reduziertes Wort iiber S,.

Die Gleichung [1] = [y;...y4] in A liefert uns die Gleichung p™ = +p"y;...y, in A’

Nach einem Korollar aus Vortrag 9 besitzt jedes nicht-triviale « € A’ eine eindeutige Darstellung ¢ = £p" @,
wobei w,, ein reduziertes Wort der Linge m tiiber S, ist. /

Der Cayley-Graph G(A, Q(S,)) enthilt also keinen Kreis und ist zusammenhéngend, somit ist er ein Baum. O

5. Konstruktion der Y?4
Wir betrachten nun die Reduktion modulo q, die schon im letzten Vortrag Verwendung fand:

74 : H(Z) — H(F,)

H(IF,) ist isomorph zu IF?I’CZ. Sei ¥, dieser Isomorphismus. Sei @ € A’. Dann gilt nach Vortrag 12 det(¥y(a)) =
N(a) = p. Die Determinante des Bildes ist ungleich null, also ist die Matrix invertierbar. H(IF;)* enthalt
genau die invertierbaren Elemente von H(IFy). 74 schickt A’ also auf H(IF,)*.
Sei Z; = {a € H(F,)" | « = @} die zentrale Untergruppe von H(IF,)".
Fiir a, f € S, mit a ~ f gilt: 7g(a)"'74(f) € Z,.
.E.n<k

Denn: a ~ f = pFa = +p"p . P e = +B.

_ _ B rqHomom. B _
(@) 1g(B) = 1g(@) Mg (£pF ) T > rg(@) Mg (PF Mg (@).

Tq(pk_") liegt in IF; und kommutiert deshalb mit Quaternionen aus H(IF;), insbesondere mit 7,(c). Da
74(pF~") keinen Imaginirteil besitzt, gilt 7,(p¥™") = 7,(p*™") € Zy. = 14(a) ' 14(B) € Z,,.

7q * A" — H(F,)" induziert also einen Gruppenhomomorphismus
g : A — HEg)/z,
I1, ist wohldefiniert, denn:

a~pf= Tq(a)_qu(ﬂ) €Z,
= Tq(a)_qu(ﬂ) =1 € HFy) "z,
= 14(a) = 74(B) € HEq/z,

Wir definieren nun A(q) als den Kern von I1; und stellen mithilfe des Homomorphiesatzes fest, dass 4/A(q)
isomorph ist zu dem Bild von IT,.

Wir definieren nun T, 4 := (Il © Q)(Sp). Tp, 4 ist sowohl von p als auch von q abhingig!

Der Beweis, dass, fiir ausreichend grofies q, #T,, ; = p + 1 gilt, verlauft analog zu dem Beweis im letzten
Vortrag, in dem gezeigt wurde, dass #S,, 4 = p + 1 gilt. Eine mogliche Wabhl fiir q ist ¢ > 2+/p. Ebenfalls kann
man ganz analog wie bei S,, ; beweisen, dass T}, ; symmetrisch ist. Nun definieren wir endlich die Graphen
YP-1q.

Y21 = G(1/Ag), Tp.q)

6. Satz

Fir ausreichend grofies q ist Y79 (p+1)-regular und zusammenhéngend.

BEWEIs: Q(S,) erzeugt A. = (T, 4) = (I14(Q(Sp))) = My({Q(Sp))) = My(A) = Aag) = YP 9 ist zusam-
menhéingend.

q ausreichend grofl = #T, 4 = p + 1 = YP4 ist (p+1)-regular. |



7. Konstruktion von f
Betrachte nun wieder den Isomorphismus '¥:

¥, : H(IFy)" — GLy(IFy)
¥, schickt die zentrale Gruppe Z; auf die Menge der Skalarmatrizen, welche genau der Kern der Abbildung

@ : GLy(F4) — PGLy(IF) ist.
Y, (Zq) = ker(p)

Verkniipft man nun die beiden surjektiven Abbildungen ¥, und ¢, und teilt den Kern Z, heraus, erhélt man
folgenden Isomorphismus:
p: HEy)/z, — PGLy(Fy)

In dem folgenden kommutativen Diagramm kann man nun sehen, wie X7 und Y#9 miteinander in
Verbindung stehen:

Sp C N — s H(F,)" ——— GLy(F,)
L, F
A ——" s MEy Yz, — L5 PGLy(F,)
Alle senkrecht eingezeichneten Pfeile stellen Quotientenabbildungen dar.

G(PSLy(Fy), Spq) wenn (g) =1

xXPq = Sp.q = (po ¥g o0 Tq)(SP)

G(PGLy(F,). Spy) wenn (s) -1
Y71 = G(MAg), Tp,q) Tpq = (Hq ° Q)(Sp)

Wir wollen zeigen, dass X?»9 zusammenhangend ist, wissen bisher aber nur, dass Y7 zusammenhéngend
ist. Anhand des kommutativen Diagramms und der Definitionen von S, 4 und T, 4 sieht man, dass

ﬂ(Tp,q) = Sp.q-

Da T), 4 den Graphen Y9 erzeugt, ist Y9 ein zusammenhingender Teilgraph von X9, Y4 ist sogar eine
zusammenhinge Komponente von X?-9, weil ihre Kantenmengen isomorph sind.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass X?»9 und Y?-9 isomorph zueinander sind, dann folgt, dass die X?4
zusammenhingend sind.

Bevor wir die Isomorphie zeigen konnen, miissen wir mehr tiber A(g) herausfinden:

8. Lemma
Alg) ={[e] € Al a = ao + a1i + azj + ask, q | a1, az, as}



BEWEIS:

[a] € A(q) = ker(Ilg) mit IT, : A — HEy)'/z, & 14(a) € Z4( siehe kommutatives Diagramm)
& 14(a) = w
© amod q =a mod q
e a—a=0modq
& 2a1i + 2a3j + 2ask = 0 mod q

© q 1t apundq| ay,ap, as.

Firr alle ¢ € A’ ist N(«) eine Potenz von p und p # gq. Wirde q auch ay teilen, wiirde q auch N(a) = p” teilen.
Dass q 1 ag gilt, folgt also schon daraus, dass q die anderen drei Koeffizienten teilt. O

9. Proposition
Wir kénnen nun eine untere Schranke fir den Umfang der Y?7 angeben:

g(YP?) > 2log,q
Gilt (‘g) = —1, erhalten wir die bessere Abschitzung:

g(YP9) > 4log,q — logy4

BEWEIS: Zur Vereinfachung schreiben wir g fir g(Y?9).

Seien xg, X1, ..., X4-1, X4 = xo die Ecken eines Kreises der Lange g in Y?4. So einen Kreis gibt es, weil der
Umfang eines Graphen genau der Lange des kleinsten in ihm enthaltenen Kreises entspricht.

Aufgrund der Ecken-Transitivitdt konnen wir annehmen, dass xp = x; = 1 in 4/A(q).

Da Y9 ein Cayley-Graph ist, finden wir ¢y, ...,t; € T}, 4 50, dass x; = tt3...t; fiir 1 < i < g. Nun existieren
eindeutige y; € S, mit Iy([y;]) = ¢; firi=1,..., 9.

Seia = yi...yy € A" mit @ = ag + a1i + aj + ask. « ist also ein reduziertes Wort iiber S,. Aulerdem ist
[@] = [y1]...[y4] verschieden von [1] € A, denn im Beweis von Proposition 5b wurde gezeigt, dass Q die
Elemente von S, injektiv abbildet.

Dass a nicht dquivalent ist zur 1 in A’ bedeutet, dass mindestens einer der Parameter a;, a; und a; ungleich
null sein muss. Andererseits gilt auch:

Also liegt [er] im Kern von IT,, den wir A(g) genannt hatten. Nach Lemma 9 muss die Primzahl q a;, a; und
as teilen. Da eines der drei a; ungleich null ist, erhalten wir

_ _ 2, 2, 2., 2 2
p? =N(a)=ag+ai+a;,+a; >q

Nimmt man von dieser Gleichung den Logarithmus zur Basis p, erhélt man die erste Gleichung aus der
Behauptung.

Angenommen (%) = —1. Zusammen mit p = a2(mod q) stellen wir fest, dass der Umfang der Y?-9 in diesem
Fall gerade ist.
7\ _ (2
= (5)- ) -
q q
Sei also g = 2h. Nun gilt

p*" = af (mod ).



Da q weder ay noch p” teilt, folgt
P = xag(mod ¢%)
Da a2 < pY, folgt |ao| < p".
Wir nehmen nun an, dass q < 4log,q — log,4 = log, %4 und fithren die Annahme zu einem Widerspruch. Aus

der Annahme folgt p" < %z. Dann gilt [p" ¥ ao| < g% und mit der obigen Kongruenz erhalten wir p = +ay.
Dann ist pf = a2. Dann muss aber a; = a, = a3 = 0 gelten, was ein Widerspruch dazu ist, dass einer
dieser drei Parameter ungleich null sein muss. Aus dem Widerspruch folgt die zweite Ungleichung aus der
Behauptung. ]

10. Bemerkung
Im ersten Kapitel des Buches von Davidoff, Sarnak und Valette wird eine Abschéitzung des Umfangs eines
zusammenhangenden, k-regularen Graphen gezeigt. Wende die Abschitzung auf Y9 an:

g(YP7) < 2 + 2log,#YP1

Zusammen mit den Abschatzungen aus Proposition 9 ergibt sich folgende Ungleichung:

syra > 1

Angenommen, (%) =-1:
2

wyra > L
Z

Dies zeigt, dass #Y?7 = #A/A(q) mindestens linear mit q wichst.

BEWEIs:

2logyq < g(YP? < 2 + 2log,#YP 1
& logpq < 1+ log,#YP 1
© q < prYPd

ol < #YP4

Gilt (E) =-1:
q

4log,q — logyd < g(YP9) < 2 + 2log,#YP 1
1
& 2logyq - Elogp‘l < 1+ log,#YP1

& logpq® — logy2 < 1+ log,#YP1
2
& logy—— < 1+ log,#YP1



11. Theorem
Angenommen, p > 5.
Fiir ¢ > p® ist der Graph X?9 zusammenhingend und isomorph zu Y#9.

BEwWEIs: Um zu zeigen, dass X7 zusammenhéngend ist, muss gezeigt werden, dass Sp,q in beiden Fallen
ein Erzeugendensystem ist. Zu zeigen ist also:

PSLy(F;) wenn (‘l—)) =
(Sp.q) = ;
PGL,(IFy) wenn (5) =-1

Dazu wollen wir den Isomorphismus f§ : HFy)"/z, — PGLZ(]Fq) verwenden, von dem wir bereits wissen,
dass er T, 4 auf S, 4 schickt. Es ist also 4quivalent zu zeigen:
) !

J=-1

PSLy(Fgy) wenn (
(Sp.q) = (B(Tp,q)) = B(MA@) =

QIR I

PGL,(IF;) wenn (
Im letzten Vortrag wurde bereits gezeigt:

(S) =15 S, C PSLy(F,)

(s) = —1 = 8,4 C PGLy(Fy) - PSLy(F,)

Setze Hj, ¢ = PSLy(IFg) N B(A/A(9).
Nun miissen wir nur noch zeigen, dass in beiden Fallen H,, , = PSLy(IF,) gilt.
Theorem §4.8 aus dem zehnten Vortrag besagte, dass eine echte Untergruppe von PSL,(IF;) mit mehr als

60 Elementen metabelsch ist. Zeigen wir, dass #H,, ; > 60 und H, 4 nicht metabelsch ist, haben wir also
bewiesen, dass Hj, ; = PSLy(IF,) ist. Um zu zeigen, dass #H,, 4 > 60 ist, benutzen wir Bemerkung 11:

#YP9q >

S

Nach Annahme ist p > 5und g > p®. = #YP9 = #A/a(q) = g > 120. Hp, 4 ist eine Untergruppe von Index 2,

darum gilt #H,, 4 > 60.
Um zu zeigen, dass H, ; nicht metabelsch ist, benutzen wir Lemma §4.3 aus dem zehnten Vortrag. Das
Lemma besagt, dass eine Gruppe G genau dann metabelsch ist, wenn fiir alle g1, g2, g3, g4 € G gilt:

[[91. 921, (g3, 94]] = 1.
Wir miissen also g1, 92,93, 94 € Hp, q finden, so dass

[[g1, 2], [93, 94]] # 1.

Um dies zu zeigen, unterscheiden wir die beiden Fille (%’) =1und (%) =-1.

a) Sei (%’) = 1. Wir wihlen die g;’s aus S, 4. Wihle fiir g; irgendein Element in S, 4. Wihle g; so, dass
g2 # gi'. Setze g5 = g; und wihle g4 so, dass g5 ¢ {g7',g;'}. Mit dieser Wahl ist [[g1, g2], [g3, g4]] ein



reduziertes Wort der Lange 16, denn:

[[91. 921, [95. 911 = [91. 921[95. 9allg1. 921" (g5, 9l "
= [91792][93,94][[92,91][94,93]
= 919291 'G5 ' 939495 91 ' 929195 ' 91 949595 'G5

Nach Proposition 9 (und wegen der unteren Schranken fiir p und q) gilt fir den Umfang von Y?4:
g(YP9) > 2log,q > 16

Ein reduziertes Wort iiber S, , der Lange 16 kann nicht d4quivalent sein zu der 1 in H,, 4, denn das wiirde
bedeuten, dass dieses reduzierte Wort in Y, 4 einen Kreis der Lange 16 darstellt. Einen Kreis der Linge 16
kann es in Y, ; aber nicht geben, da der Umfang von Y,, 4 gréfier ist als 16. Der Kommutator ist also ungleich
1 und Hp, ; somit nicht metabelsch.

b) Sei (%) = —1. Zunachst wahlen wir hy, hy, hy € S, 4 wie folgt: Sei h; beliebig, hy # h¥! und hs ¢
{h*', hf'}. Dann setzen wir g1 = hihs, g, = hyhs, g3 = hih, g4 = hshy. Die gy, ..., g4 sind Elemente von H,, .

[[g1, 921, [g35 g4]] ist dann ein reduziertes Wort der Lange 24, denn:

[[g1. 921, [g3, 9411 = 919291_192_1939493_1921929192_191_1949392193_1
= hyhshahs(hihs) ™' (hohs) ™ hihohsha(hihe) ™  (hshy) ™ hohshihs(hohs) ™  (hihs) ™ hshohiho(hshy) ™ (hihy) ™
= hyhshahy by by hyhohsh Y hy thy t hohshyhy 'Ry hy Phshohy by hy Thy? |

Nach Proposition 9 (und wegen der unteren Schranken fiir p und q) gilt fir den Umfang von Y?-4:
g(YP9) > 4log,q — logy4 > 24

Dass Hp, 4 nicht metabelsch ist, folgt analog zu Teil a).

12. Korollar
Angenommen, p > 5, q > p8. Die Graphen X9 sind (p+1)-reguldr, zusammenhingende Graphen. Auflerdem:
a) Wenn (%) = 1, dann ist X?7 nicht bipartit mit

2
gxP 1) > glogp#XP’q.
b) Wenn (%) = —1, dann ist X9 bipartit mit

4
g(xP9) > glogp#Xp’q — logp4.

BEwEIs: Aus Theorem 11 folgt, dass die X?»9 zusammenhéngend sind.

Die Umfangabschitzungen folgen aus Proposition 9 und der Tatsache, dass ¢> > #X?:9.

Angenommen, (%) = 1. Mit Satz 1.5 aus dem letzten Vortrag und dem Zusammenhang von X?-9 sowie der

Einfachheit von PSL,(IF,) (die im zehnten Vortrag gezeigt wurde), folgt, dass X?7 nicht bipartit ist.

Angenommen, (Ic—;) = —1. Die Aussage, dass X7 in diesem Fall bipartit ist, wurde bereits im letzten Vortrag

gezeigt. |



