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Einleitung

Dies ist eine Ausarbeitung fiir einen Vortrag im Rahmen des Seminars ,Semi-
nar Gruppentheorie und Geometrie: Gruppen, Expandergraphen und Baume.
Der gesamte Seminarvortrag beruht auf den ersten beiden Kapitel des Buches
,Elementary Number Theory, Group Theory, and Ramanujan Graphs” von
Giuliana Davidoff, Peter Sarnak und Alain Valettep. In diesen Kapiteln , The
Adjazenz Matrix and it’s spektrum” und ,Inequalities on the spectral gap”
werden Graphen mit Matrizen in Verbindung gebracht, um deren Eigenschaf-
ten genauer zu studieren und die Zusammenhange zwischen den Eigenschaften
der Graphen und ihren zugehorigen Matrizen aufzuzeigen. Nachdem in dem
Seminar mit Hilfe des Buches ,Trees” von J.P. Serre bisher Amalgame, Grup-
pen, Gruppenwirkungen auf Graphen, sowie das Strukturtheorem und Fix-
punkte behandelt wurden, soll es nun um Graphentheorie gehen, bei der ein
Schwerpunkt auf die Adjazenz-Matrix und ihre FEigenschaften eingegangen
werden und wie diese mit den Graphen zusammenhéangen.

Im ersten Teil dieser Ausarbeitung wird zunachst die Adjazenz-Matrix einge-
fithrt und verschiedene ihrer Eigenschaften aufgezeigt, dabei geht es vor allem
immer um die Moglichkeit zu zeigen, wie viele benachbarten Ecken es inner-
halb eines Graphen gibt und was die Eigenwerte, im Folgenden Spektrum ge-
nannt, tiber den Graphen aussagen konnen. Im zweiten Kapitel soll es dann um
die Ungleichungen der Spektralen Liicken gehen. Dabei werden vor allem die
Expander-Konstante und die daraus resultierende Ungleichung zur Charakteri-

sierung der Qualitdt der Familie von Expander Graphen eine Rolle spielen.



1. Kapitel: Die Adjazenz Matrix und ihr Spektrum

1.1 Definition
Gegeben sei ein Graph X=(V,E) — V die Menge der Ecken und E die Menge der

Kanten- mit V = {v,,v,, ...,v,},n = 1. Wir definieren die Adjazenz-Matrix als
Matrix A = (al-j)

. mit a;; Anzahl der Kanten, die v; mit v;verbinden.
i,jefd,...,n} J J

1.2 Bemerkung
A fasst X komplett auf ist symmetrisch, wenn X ein ungerichteter Graph ist, d.h.
wenn (vi, vj) € E ist, dann ist auch (vj, vi) €EE.

Ist X gerichtet, so ist A in der Regel nicht symmetrisch.

1.3 Beispiel
1.) X ungerichtet

V3

(01001 ]

) 10110
" 4 A= 01010
01101
(10010

Vi Vs

2.) X gerichtet

(01000
10100
v 00000
01101
" =A= (10000

V3

Va2

Vi

1.4 Definition

Gegeben sei ein ungerichteter Graph X=(V,E) mit V = {vy,v,,...,v,},n = 1und
A = (a;;) die zugehdorige Adjazenz-Matrix. Wir nennen X einfach genau dann,
wenn q;; € {0,1} Vv, v; ist, d.h fiir zwei Ecken gibt es hochstens eine Kante, die

diese verbindet.



1.5 Korollar
X=(V, E) ist genau dann ein Graph ohne Schlaufen, wenn a;; = 0 Vv; € V.

1.6Definition

Gegeben sei ein ungerichteter Graph X=(V,E) mit V = {v;,v,,...,v,},n > 1.
Seik = 2undk € N.

Der Graph X=(V, E) heifst k-reguldr, wenn fiir alle v; € V: ZvjeV a;j = k.

Diese Definition soll durch das folgende Beispiel genauer erklart werden. Bei k-
reguldaren Graphen gibt es immer mehrere Moglichkeiten, um diese umzuset-
zen. Die Beispiele, die im Folgenden aufgefiihrt sind, sind also nur eine Umset-

zungsmoglichkeit von vielen.

1.7 Beispiel

vy V2 Vs
Vi Va
Vi V3
'3 \'%
2-reguarer Graph 3-regulédrer Graph
1.8 Folgerung

Ist X=(V, E) ein einfacher k-reguldrer Graph ohne Schlaufen, so hat jede Ecke
genau k Nachbarn.

Wenn X=(V, E) ein endlicher Graph mit n Knoten ist, dann ist A eine symmetri-
sche nxn-Matrix, also eine Matrix mit n reellen Eigenwerten (mit Vielfachheit

gezahlt), die wir in absteigender Reihenfolge auflisten konnen: po>pi>...2pun-1.

1.9 Definition

Gegeben sei ein ungerichteter Graph X=(V,E) mit V={v;,...,v,}, n>1 und
A=(a;;). Wir definieren das Spektrum von X als die Menge der Eigenwerte von
A.

Beachte: poist genau dann ein einfacher Eigenwert, wenn po>pu1.



Sei X=(V, E) ein beliebiger Graph, dann betrachten wir die Funktionen f: V' — C
und definieren IX(V)={f:V - C:Y,ey|f (v)|* < +0o0}. Analog dazu kann man 1X(E)

definieren.

1.10 Bemerkung
Ist V endlich, also |VI=n, dann ist jede Funktion f: V — C in 1>(V). Jede dieser
Funktionen kann man sich als Vektor in C" vorstellen und darauf verhalt sich

die Adjazenz-Matrix wie iiblich:

(An A1n> (f('ﬁ)) <A11f(771) + - +A1nf(vn)>
Af=| + =~ D) = ; ; s
Apy o A/ \f(vp) Apif(w)) + - +Apaf (vy)

Also (Af)(v;) = X1 Aiif (v)).
Es ist aber insgesamt geeigneter die Nummerierung der Ecken zu vergessen
und stattdessen die Matrix-Eintrage von A direkt einzuteilen zu einem Paar aus

Ecken. Wir konnen also A durch eine Matrix (Axy)xyevrepréisentieren und er-

halten (Af)(x) = Xyey Axyf(y) flirallex € V.

1.11 Proposition

Sei X=(V, E) ein endlicher, k-reguldarer Graph mit n Ecken, dann gilt:
a) po=k
b) lpil<k fiir 1<i<n-1
) what Vielfachheit 1 < X ist zusammenhangend.

Beweis: Wir priifen a) und b) gleichzeitig, indem wir feststellen, dass die kon-
stante Funktion f =1 in V eine Eigenfunktion von A ist und mit dem Eigenwert
k assoziiert.

Als ndchstes beweisen wir, dass wenn p ein beliebiger Eigenwert von A ist,
lul<kist.

Sei f dazu eine reell wertige Eigenfunktion die mit p assoziiert. Sei xeV so, dass
|f C)I=Tev]f ()] Wir ersetzten f durch —f, wenn notwendig, dann ist f(x) > 0. Es
folgt

FON = @l 1=1Syey Ay f O 1< Tyer Ay [F DI < F ) Tyer Ay = £ (K
Durch rausstreichen von f(x) erhalten wir das Ergebnis.

Fiir c) wird im Folgenden nur die Riickrichtung bewiesen. Es sei also X zusam-
menhdngend. Sei f eine reell wertige Eigenfunktion welche mit k assoziiert. Um

die Behauptung zu beweisen, muss gezeigt werden, dass f konstant ist.



Sei wie zuvor xeV mit |f(x)|=}&7|f (¥)|. Daf (x) = @ = Zyev%f(y), kann
man sehen, dass f(x) eine Konvexkombination von reellen Zahlen ist, die im
Betrag kleiner ist als |f(x)|. Daraus folgt, dass f(x) = f(y) ist fiir alle yeV der-
art, dass fiir Ax=0 fiir alle benachbarten x und vy ist.

Wegen des gleichen Arguments folgt, dass f den gleichen Wert auf f(x) hat,
wenn wir eine benachbarte Ecke zu so einem y haben, usw.

Also, wenn X=(V,E) zusammenhéangend ist, dann ist f konstant. [

Proposition 1.11 c) ist die erste Verbindung zwischen den Eigenschaften des
Spektrums der Adjazenz-Matrix und den kombinatorischen Eigenschaften des

Graphen.

1.12 Definition

Ein Graph X=(V, E) heifst bipartit, wenn eine Partition V = V, U I_ existiert, so
dass fiir zwei beliebige Ecken x und y mit Ax#0 auf xeV, stets folgt yeV_ (oder
umgekehrt).

Mit anderen Worten: Es ist moglich die Ecken in zwei Farben zu farben, sodass
zwei benachbarte Ecken nicht dieselbe Farbe haben.
Im Folgenden sollen die besonderen Spektraleigenschaften zweiteiliger Gra-

phen charakterisiert werden.

1.13 Proposition
Sei X=(V, E) ein zusammenhangender, k-reguldrer Graph mit n Knoten. Dann

sind dquivalent:

a) X ist zweiteilig,
b) Das Spektrum von X ist symmetrisch zu 0,

C) Un-1 = 'k.

Die Symmetrie iiber 0 meint dabei die Punktsymmetrie, d.h. wenn der grofite
Eigenwert k ist, so ist der kleinste Eigenwert —k. Zudem wird jeder Eigenwert,
wenn er im positiven angenommen wird, auch im negativen angenommen, o-

der umgekehrt.

Beweis:
a)=b): Wir nehmen an, dass V = V, U I_ eine Partition von X ist. Um zu zeigen,
dass das Spektrum von X symmetrisch tiber 0 ist, nehmen wir an, dass f eine

Eigenfunktion von A ist, die mit dem Eigenwert p assoziiert. Wir definieren



_(fx), xeV,
9(x) = {—f(x),x eV

Daraus folgt direkt, dass (Ag)(x)= —pg(x) VxeV ist und damit die Symmetrie.
b)=c): Folgt direkt aus der Proposition 1.11, denn dort wurde gezeigt, dass
Mo = kist und wenn der Graph X bipartit ist, folgt direkt, dass der kleinste Ei-
genwert —k ist.

c)=>a): Sei f eine reell wertige Eigenfunktion von A mit Eigenwert -k und sei
xeV so, dass |f(x)|=7&|f (¥)|. Wenn notwendig, ersetzen wir f durch —f, so-

dass wir annehmen konnen, dass f(x)>0 ist. Also

A Ay Ay
fay = LB Ny N gy

yEV yev

Somit ist f(x) eine Konvexkombination der (-f(y)), welche im Betrag kleiner sind
als lf(x)!. Daher ist —f(y) = f(x) VxeV, sodass Ax=0 fiir alle benachbarten x und
y. Ebenso, wenn z eine benachbarte Ecke von y ist, ist f(z)= —(y) = f(x). Definiere
V,=1{yeV :{(y)>0} und V_ = {yeV : f(y)<0}. Da X=(V, E) ein zusammenhangender
Graph ist, ist dies eine Definition fiir eine Zweiteilung. [}

Somit hat jeder endliche, zusammenhéngende, k-reguldare Graph X=(V, E) als
grofsten positiven Eigenwert po=k. Ist dieser Graph zusitzlich zweiteilig, dann

ist der Eigenwert pn1= —k (und das auch nur in diesem Fall).

1.14 Beispiel

Um die Eigenschaften, welche zuvor fiir die Adjazenz-Matrix eines Graphen
eingefiihrt wurden, sollen jetzt an dem kompletten Graphen K,, veranschaulicht
werden. Der komplette K;, ist ein Graph mit n Ecken, bei dem jede Ecke mit al-
len anderen Ecken verbunden ist. Betrachte dazu die nachfolgen Grafiken fiir
n=2,...,4:

v " 4 Y

Vi
Vo

V2



v v, (0111
K, A - 1011
1101
Yo vs 1110

Oftensichtlich ist Ay = J, — I,, wobei J,, die n X n-Matrix ist, die als Eintrage
nur Einsen hat und I, die n X n-Einheitsmatrix ist. Sei u ein Eigenwert von J,
mit zugehorigem Eigenvektor x € R™:Ax x = (J, — L)x = Jpx — [h)x = ux — x =
(u — Dx. Also ist zu jedem Eigenwert u von J, der Wert u — 1 ein Eigenwert
von K, mit gleicher Vielfachheit. Es gilt zudem, dass rang(J,) = 1ist und dar-
aus folgt, dass J, nur einen von 0 verschiedenen Eigenwert gibt, namlich

U, = n mit dem zugehorigen Eigenvektor x € R", der nur Einsen enthalt. /,, hat

somit die Eigenwerte u, = nund p,_; = - = y; = 0 und somit hat Ax_ die Ei-
genwerte o =n—1lund u,_y = =p; = -1
K, ist offensichtlich nur fiir n=2 bipartit und sonst nicht. u

Die letzte Definition, die an dieser Stelle eingefiihrt wird, soll einen Ausblick

auf das zweite Kapitel geben. Nachdem mit der letzten Partition gezeigt wurde

1.15 Definition
Sei X=(V, E) ein endlicher, zusammenhangender, k-regularer, bipartiter Graph.

Die Eigenwerte k und -k, heiflen triviale Eigenwerte von X. Die Differenz k —

= po — 1 heifSt Spektrale Liicke von X.



2. Kapitel: Ungleichungen der Spektralen Liicken

2.1 Definition

Sei X=(V, E) ein Graph und FcV Teilmenge. Wir definieren den Rand 9F als die
Menge der Kanten mit einem Extremum in F und dem anderen in V\F.
Mit anderen Worten: dF ist die Menge der Kanten die F mit V\F verbindet. Wir
stellen fest, dass dF=0(V \F) ist.

Stellt man sich X als Netzwerk zur Informationsverbreitung vor, bei dem von
jeder Ecke ausgehen Informationen zu anderen Ecken geschickt werden, dann
soll die Qualitat dieses Netzwerkes gepriift werden. Dabei hilft die folgende

Konstante:

2.2 Definition
Die Expander Konstante des Graphen X=(V, E) ist definiert als:

|OF|

m=F§V,0<|F|<+m},

h(x) = inf {
Wenn X endlich mit n Knoten ist, dann ist:
|OF|

h(x) =min{m:F§V,0< |F| <2}

Je grofler die Expander Konstante ist, desto besser ist die , Qualitat” von X als

Netzwerk.

2.3 Definition
Sei (X;m)ms1 eine Familie von endlichen, zusammenhdngenden, k-reguldren

Graphen mit lim,; ;o |Xp| = +00. Wir sagen (X;;,)»1 ist eine Familie von Ex-

pandergraphen, wenn ein £ > 0 existiert mit h(X;,;) = ¢ Vm21.

2.4 Theorem

Sei X=(V, E) ein endlicher, zusammenhangender, k-reguldrer Graph ohne
Schlaufen, also ein Baum. Sei 1 der erste, nicht triviale, Eigenwert von X. Dann
ist

< h(X) < 2k (k — ).

Es folgt: Je grofier die Spektrale Liicke von X ist, desto besser ist die Qualitat des
Expandergraphen.



Beweis
a) Wir beginnen mit der ersten Ungleichung. Wir wahlen die Menge E der Kan-
ten mit einer willkiirlichen Orientierung, welche uns erlaubt anzunehmen, dass

jede Kante ecE einen Beginn e~ und ein Extremum e*hat.

2.4.3 Definitionen

Wir definieren den einfachen cobounding Operator d: [*(V) — [?(E) mit
df(e) = f(e*) — f(e™) fiir fel?(V) und e<E.

Wir statten [?(V) und [?(E) mit dem hermiteschen Skalarprodukt aus:

(flg) = Zrev () g(x) [fiir *(E) analog].

Des Weiteren definieren wir den adjungierten Operator d*: [*(E) — [2(V), wel-
che dadurch charakterisiert ist, dass (df|g) = (f|d*g) fiir jedes f € [*(V) und

f € I2(E).

1, xeet
Wir definieren 0:VxE—{-1; 0; 1} durch 6(x,e) ={—1, x € e~. Offensichtlich ist
0, sonst
fir eeE und fel?(V):df(e) =Y, er6(x,e)f(x); und fiir alle vevV,
gel?(E):d"g(x) = Yeer 6(x,€) g (e).
Zusatzlich  definieren wir den kombinatorischen Laplace Operator
A= d*d:1?(V) > [?(V) der eine Verbindung zwischen dem einfachen

cobounding Operator und dem adjungierten Operator herstellt. Es ist A=k*Id-A

und insbesondere ist A nicht abhdngig von der gewdhlten Orientierung.

Fiir eine Orthonormalbasis der Eigenfunktionen von A, nimmt A folgende Form

an:

|
_

o]
_—

=
N

O k= pn
der Eigenwert 0 gehort dabei zu der konstanten Funktion von V. Deswegen,
wenn f eine Funktion von V ist, mit )¢y f(x) = 0, d.h. f ist orthogonal zu der
konstanten Funktion [?(V), erhalten wir
Idfll3 = (dfldf) = (Af1f) = (k — u)If 3.
Wir wenden dies an, auf eine sorgfaltig ausgewdhlte Funktion f. Wir wahlen
eine Teilmenge FCV und setzen:

_(|V—=F| x€F
f(x)_{—lFl, x€V—F.

10



Dann ist Yyep f(x) =0und |[IflI5 = I|F|IV—FI[*>+ |V —F||F|?> = |F|[V —F||V].
Auflerdem
af(e) = |

0,wenn e zwei Ecken in F oder onV — F verbindet
+|V|,wenn e eine Ecke in F mit einer Ecke inV — F verbindet.

Daher ergeben |ldf]l5 =|V|?|0F| und die frithere Ungleichung ergeben

d -
VIZ10F|= (k = w)IF|IV = FI|V], also 0= (e — uy) 520

. v ) oF k-
Wenn wir annehmen, dass|F|< %, dann erhalten wir 19F] > TH

|F| 2

und daher mit der Definition, dass h(x) > %

b) Nun soll die zweite Ungleichung bewiesen werden, was allerdings auf-
wendiger ist, als der Beweis der ersten Ungleichung.
Wir wihlen dazu eine nicht negative Funktion f auf V und setzen By =
Yeer |f(eP)? — f(e7)?|. Mit B, > Br_1 > - > By > B, bezeichnen wir die Werte
von f und setzen L; = {x € V: f(x) = B;} fur i=0,1,...r. An dieser Stelle fallt auf,
dass Lo=V ist (also L, = D).
Um besser verstehen zu konnen, was genau passiert, betrachten wir zunachst
ein Beispiel.
Beispiel Ve v,
Circg: Kreis Graph mit 8 Ecken.

Ve

Vi

Vs
\p)

V3 Vg

mit f(vy) = f(ws) =4, f(v2) = f(vo) = f(v;) =1,f(v3) =2 und f(vg) =3, so-
dassff35=4>p,=3>; =2>f,= 1. Dannist
Ly =V ={vy,0,,V3, V4, Vs, Vg, U7, Vg} 0Ly = 0

Ly = {U1: VU3, Uy Us, Us} oL, = {{UL vy}, {v,, v3}, {vs, v6}, {v7, US}}
Ly = {vy,v4, Vs, Vg} oL, = {{Vp v}, {vs, 4}, {vs, v}, {v7, Vs}}
Ly = {vy,vs} oL, = {{UL v}, {vs, vs}, {Vs, v}, {vg, 171}},

mit |0L;| = 4 fiiri=1,2,3 .

Geometrisch kann man sich den Graphen, als in zwei Hohenlinien gebrochen,

11



vorstellen:

Lo besteht aus allen Ecken auf oder innerhalb der dufieren Hohenlinie, die zu
Bo = 1 gehort.

L1 besteht aus allen Ecken auf oder innerhalb der Hohenlinie, die zu f; = 2 ge-
hort.

L:besteht aus allen Ecken auf oder innerhalb der Hohenlinie, die zu 8, = 3 ge-
hort.

Und Ls besteht aus allen Ecken auf oder innerhalb der Hohenlinie, die zu 5 = 4
gehort.

Dann besteht jedes dL; aus allen Kanten, die ,, abwarts” steigen von einem inne-
ren Li zu einem Knoten mit einem niedrigeren Wert. Aus dem Diagramm sehen
wir direkt, dass z.B. dL, = {{vl,vz}, {vs, v4}, {vs, v6}, {v7, vg}}.
Nach diesem Beispiel soll es jetzt mit dem allgemeinen Beweis weitergehen, um
dann die folgenden Resultate tiber die Zahlen von Bs.

1. Schritt: By = Y7, |0L;|(BZ = B 1)

Um dies zu zeigen, konstruieren wir mit Er die Menge der Kanten e€E, fiir die

fe™) # f(e™).
Offensichtlich ist dann By = Yeeg, [f(e7)? — f(e7)?|. Jetzt soll ecE: einige

Ecken x mit f(x) = f;)verbinden mit einigen Ecken y mit f(y) = fj(). Die In-
dizes sind so gewdhlt, dass i(e)>j(e) ist. Daher folgt

By = z:‘36’5f('8i2(e) - 'sz(e))
= Zeegf(ﬁiz(e) — Bier-1 + Bieyrr = —Bleyer + Biey-1 — Bie”)
= Yeer; Zicters1(Bi = Bios’)-
Wenn man sich an dieser Stelle auf das Diagramm der Hohenlinien zurtickbe-
zieht, sieht man, dass jede Kante e, die einen Knoten x mit f(x) = f;)mit ei-

nem Knoten y mit f(y) = Bj) verbindet, jede Hohenlinie f; zwischen diesen
beiden schneidet.

12



In Ausdruck Bt entspricht dies dem Einsetzen der Nulldifferenz - ,812 + 8% in
den Term ,Bi(e)z — ,Bj(e)z fiir jede Hohenlinie f;, die von e geschnitten wird.

Das bedeutet, dass in der obigen Summe fiir Bsnur der Term B — B’ ibrig
bleibt, fiir jede Kante e, die eine Ecke x mit f(x) = f; und einer Ecke y mit
f(y) = B; verbindet, fiirj <1<1i.

Mit anderen Worten tritt also fiir jede Kante ein e € dL; auf, welches den ersten
Schritt erfiillt.

2.Schritt By = V2k|ldf 1L £,

Bf = Yeeelf () + f(eD)| xIf (™) — f(e)]

< [Bees(Fe™) + f(e‘))z]% [Zeee(fe) - f(e‘))z]%
142
<VZ[Sece(FCe®) + )] lafls

VIR [S ey fCORNAL N,
= VZRIdf I I f 1l

wegen der Cauchy-Schwarz Ungleichung und der Tatsache, dass (a+b)? <
2(a? + b?).

3. Schritt
Erinnerung:
Den Support von { ist definiert als suppf == {x € V: f(x) # 0}. Es gilt |suppf| < %,

woraus folgt, dass By = h(X)|Ifl5.
Um dies zu beweisen, muss sich klargemacht werden, dass S, = 0 und dass |L;| < IZ—'
firi=1, .., 1, sodass |dL;| = h(X)|L;| ist, wegen der Definition von h(X).

Mit dem 1. Schritt folgt dann:

Bf = h(X) Xi—4ILi|(B;* = Bi—1?)
= RCO[IL 1B + (Ly—1] = 1L DBr—1 %+ + (L1 | = L2 D1
= hCO[ILr 8% + TiZtIL: — Lisa 18],

weil aber L; — L;;; genau die Hohenlinie ist, wo f den Wert f; annimmt., wird der

Term in der Klammer genau ||f]|3.

Abschluss

Nun wird dies jetzt auf die sorgfaltig ausgewahlte Funktion f angewendet. Sei g eine

reell wertige Eigenfunktion von A, welche zu dem Eigenwert k — p; gehort. Wir setzen

Vt ={x eV:g(x) >0} und f = max{g,0}. Fall notwendig wird g durch —g ersetzt und
14

man erhidlt |[VF] < — (beachte, dass Vt+0, da Y,epg(x)=0undg =+ 0).

Fiir x € V* erhédlt man (, wenn g(x) < 0 auf V — V™).

13



Af)(x) =kf(x) - ZerAxyf(y) =kg(x) — ZyEV"’ Axy g
S kg(x) = Xyev Axyg(y) = (8g)(x) = (k — ) g (x).
Benutzt man diese punktweise Abschatzung, so erhdlt man
lAfIE = Af1fy = D" (ANEGE) < (=) ). g < (e = w113

x€V+t x€Vt
Durch Kombination des zweiten und dritten Schritts erhilt man, nach rausstreichen

von ||f |3, das gesuchte Ergebnis:

hENfIIZ < By < V2KIldflI2NIf Iz < 2k (e — u)IIfII3-

Durch rausstreichen von ||f||3 erhilt man das gesuchte Ergebnis. =

Aus 2.3 und 2.4 erhalten wir sofort:

Theorem 2.5

Sei (X;;)m>1 eine Familie endlicher, zusammenhangender k-reguldrer Graphen ohne
Schlaufen, so dass |V,| = o falls m — oo.

Die Familie (X,,);;>1 ist eine Familie von Expander genau dann, wenn ein & > 0 exis-
tiert, sodass k — uy (X,,) = ¢ vm > 1.

Dies ist eine Charakterisierung fiir das Spektrum einer Familie von Expander:
Eine Familie von k-regularen Graphen ist eine Familie von Expander genau dann,
wenn die Spektralliicke nicht von 0 begrenzt ist. Dariiber hinaus folgt aus 2.4, dass je

grofier die Spektralliicke ist, desto besser ist die Qualitdit des Expanders.
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