1 (XP4), ist eine Familie von Expandergraphen

1.1 Ziel und Vorgehensweise. Wir mdchten beweisen, dass (XP7), eine Familie von
Ezxpandergraphen ist und eine explizite untere Schranke fiir die spektrale Liicke fiir

q >> p angeben. Man kann sogar zeigen, dass (XP?), eine Familie von
Ramanugjan-Graphen ist, dafiir reichen unsere (elementaren) Methoden jedoch nicht
aus. Wir werden sehen, dass die Graphen (XP9), sowohl eine hohe chromatische Zahl
als auch einen grofien Umfang besitzen. Unser wichtigstes Mittel, um dies zu beweisen,
st die Spur Formel aus friheren Kapiteln. Wir werden diese in Verbindung mit einer
quadratischen Form von Quarternionen bringen und damit Abschdtzungen fiir die nicht
trivialen Figenwerte der Adjazenzmatriz bekommen.

Erinnerung und Konvention. Es seien p,q € P Primzahlen mit p > 5 und q > p°.
Es bezeichne X = (V, E) einen Graphen mit | V |=n Die Adjazenzmatric eines
Graphen ist eine n x n Matriz. Der Eintrag (a;j) ist gegeben durch die Anzahl der
Kanten von v; nach v; wobeiv,v; € V= {vy,va,...,0n}.
Der Graph X heifit k-reguldr, falls 1" | a;j =k fir alle j € {1,...,n}.
Der grofite Figenwert der Adjazenzmatriz ist gegeben durch uy = k, falls X k-reguldr
ist, dies sieht man durch Feststellen, dass f = 1 eine Figenfunktion ist. Falls X
zusammenhdngend ist, hat po Vielfachheit 1, weiter gilt fir jeden Eigenwert u;, dass
| pj |< Kk (siehe Kapitel 1.1.2 des Buches)
Schreibe daher oy > 1 > ... > pn—1 fir das Spektrum der Adjazenzmatriz des Graphen.
Ist (X;)ien eine Familie von zusammenhdingenden, k-requldren Graphen ohne Schleifen,
so nennt man diese Familie eine Familie von Expandergraphen, genau dann, wenn ein
e > 0 existiert mit: k — p1(X;) > € fir allei > 1
Das Legendre Symbol fiir zwei Zahlen p,q ist definiert wie folgt:

0 fallsp =gk, k€N
(%) =< 1 Falls p ein quadratischer Rest modulo q ist

—1 sonst
Die Menge S, ist eine Menge von bestimmten p+1 Quarternionen in A" mit Norm p
definiert wie immer in Kapitel 4. Hierbei ist N := {a = ag + a1i + agj + ask € H(Z) :
N(a) =p' fiir einl € N und (o = 1mod2) oder (a =i+ j + kmod2)}
Wir haben folgendes niitzliches kommutatives Diagramm:

A H(F,)* GLa(q)

P

A *;IH(Fq)*/Zq — PGLx(q)

Wobei S, C A, S, 4 C PSLy(q) das Bild von S, in PGLa(q) ist. Weiter ist

Tpq C H(F,)*/Z, das Bild von S, in H(F,)*/Z,. Wir setzen zusdtzlich

A(q) = ker(Ily) = {[a] = [ao + a1i + a2j + agk] € A : q | a1, a2,a3} und es bezeichne
A=N/~, wobei a ~ f falls es m,n € N gibt mit p"a = +p™f.

D(PSLa(q), Spy) falls (2) =1

I'(PGL2(q), Sp,q) falls (2) = —1

Es qilt XP9 .= {

—_



YP4:=T(A/A(q), Tp,q) und es gilt fir q grof§ genug und p > 5: YP1 = XP4
Wir wissen bereits: XP4 ist zusammenhdngend, p + 1 requldr, falls (% = —1) ist XP1
bipartit. Die Gruppe, welche XP? zu Grunde liegt, wirkt transitiv auf der Eckenmenge.

1.2 Definitionen und Konventionen. Schreibe X7 = (V. E) mit | V |=n und
wo=p+1>p > pe > ... > pp—1 fiir das Spektrum der Adjazenzmatriz.

Die Chebyshev Polynome U, sind definiert wie folgt: Man mdchte sm(sri”le)e als
Polynom in cos 6 ausdriicken, also setzt man U, (cos @) := 75111(;;1—;1)9' Durch

Trigonometrie und Induktion erhdlt man: Upy1(x) = 22Uy (x) — Up—1(x). Als Beispiel

berechne man U (z) = Seriely = 29 CENelm o) = g0 Sei weiter fy, die
Anzahl der Wege der Linge m, die von 1 nach 1 gehen ohne "backtracking”.
Nach Prop 4.1.2(a) wirkt die XP? zugrunde liegende Gruppe transitiv auf den Ecken.

Wir erhalten fiir die so genannte Spur Formel nach Kor 1.4.7:

p Ky
Z fm—?r Bl Um(i)
0<r<7 n j=0 2\/ﬁ

fiir jedes m € N Wir haben diese Formel aus Zeitgriinden nicht besprochen, daher
nehmen wir diese einfach als Fakt hin.
Nun interpretieren wir die linke Seite obiger Gleichung neu, setze hierfiir:

Q(wo, 21, w2, w3) = x5 + ¢*(aF + 23 + a3)

fir m > 1ldie quadratische Form und

sQ(@™) =[{(z0, 21,22, 73) € Z*: Q(wo, w1, w2, w3) =
p"und zusdtzlich xg gerade und x1, x9, x3 ungerade oder xy ungerade und x1, xo,x3 gerade} |

1.3 Bemerkung. Sei m gerade oder p = 1(mod4) Reduziere nun alle Tupel
(zo, 1,22, x3) von oben modulo 4.Damit muss nun xo ungerade sein. Nun definieren
wir:

Q' (o, w1, w2, x3) = § + 4q° (a7 + 23 + 23)
In diesem Fall ist dann sq(p™)die Anzahl der ganzzahligen Darstellungen von p™
beziiglich Q' .

Nun werden wir uns wieder mit allgemeinem p befassen.

1.4 Lemma. Firm € N gilt:

5™ =2 Y fuar

0<r<

Beweis. Identifiziere zuerst X?¢ mit Y9 mit Theorem 4.3.5. Seien nun

o =1,21,....,27_1,x; = 1 die Ecken eines Weges der Lange 1 in Y? ohne backtracking.
Wie in Proposition 4.3.3. kénnen wir nun ¢y, ..., ¢ € T, 4 finden mit z; = t1ta...t;.
Schreibe nun t; = I1;([ay]) fiir eindeutige o; € S, wobei i € {1,...,1} Damit folgt nun,
dass [a1][ag]...[aq]ist ein reduziertes Wort von Lange | in A, denn es ist "gelifted"von



einem Weg ohne backtracking. Weiter haben wir

I, (Jou][eg]...[aq]) =21 =1 = [ou]]ee]...[a;] € A(g). Damit folgt nun, dass f; die
Anzahl der reduzierten Worte von Lénge 1 in A ist, welche zu A(q) gehoren.

Sei nun (zg, z1, T2, 3) € Z* so, dass dieses Tupel zu sg(p™) beitriigt, d.h.

Q(zg, x1,x2,3) = p™ und die richtigen"Kongruenzen modulo 2 treffen zu.

Erhalte damit Quarternionen oo = z¢ + q(z17 + x2j + x3k) Daraus folgt nun, dass « zu
A’ gehort und Lemma 4.3.2. liefert, dass die Aquivalenzklasse von « in A(q) ist.
Dies liefert nun:

so(P™) =| {a = ap + a1i + azj + ask € A’ : N(a) = p™, gteiltay, ag, as} |

Wenn o zur rechten Seite beitrigt, hat « eine eindeutige Faktorisierung a = plwpm,_o,
wobei w,,—9 ein reduziertes Wort der Lénge m-21 {iber S, ist. Daher ist die Klasse von
[a] ein reduziertes Wort von Lénge m-21 in A, das zu A(q) gehort. Startet man
umgekehrt mit einem reduzierten Wort w der Linge m-21 in A(q) so folgt: o = +plw
produziert zwei Quarternionen so wie oben, damit erhalten wir:

[{ae A :N(@@)=p"[a] €M@} =2 Y fu-o2r

0<r<%

Damit erhalten wir fiir die Spur-Formel von X?:4:

Vorbemerkungen und Notation fiir nidchste Proposition. Nun fiihren wir
©, C C ein:
O, := [ilog/p,0] U [0, 7] U [r, 7 + ilog /P

Wobei diese komplezen Intervalle"die Punkte bezeichnen, die auf einer Geraden
zwischen Anfangs- und Endpunkten des jeweiligen Intervalls liegen, z.B.
[0,7] = {tr : t € [0,1]}. Via z — 2,/pcos z sieht man O, = [—(p+ 1), (p + 1)] Zusitzlich
gilt: [0, 7] = [=2,/p, 2\/p] Das heift, diese Abbildung Bieht"das Ramanujan-Intervall.
Fiir j =0,1,...,n — 1 definiere nun 0; € ©, als das eindeutige Element in ©, mit:
pj = 2,/pcosb;. Insbesondere gilt dann: 0y = ilog/p und falls (%) = —1 gilt
Op—1 = m+ilog/p (Nach Kor. 4.5’.6)
Mit der Definition des Chebyshev Polynoms Uy, erhalten wir:

_ 2 mXmsin(m 1)

50 —p2
P 51110

3
Q

Um zu zeigen, dass XP9 Ramanujan sind, muss man zeigen, dass alle 0; aufSer g, 0,1
reell sind. Fine Beweisskizze hierfir befindet sich in Bemerkung Nummer 1.9.



Mit unseren elementaren Methoden konnen wir das nicht zeigen, wir werden allerdings
zeigen, dass fir grofie q der Imagindrteil beschrankt ist(abhdngig von p) und damit, dass
(XP1), eine Familie von Ezpandergraphen ist.

Da in der Spurformel die 0; mit Vielfachheiten der korrespondierenden Eigenwerten
vorkommen werden wir diese Vielfachheiten in der ndchsten Proposition untersuchen.

1.5 Theorem. Sei p ein nicht trivialer Eigenwert von XP9 (d.h. | u|# p+ 1)und

. . . . -1
definiere seine Vielfachheit als M (). Dann folgt: M (p) > 5=

Beweis. Es bezeichne V), den Eigenraum zum Eigenwert ;. Nach Aufgabe 4 in

Abschnitt 4.1 ist V), Darstellungsraum der Gruppe, die X?? zu Grunde liegt. Diese

Darstellung ist gegeben durch die Abbildung\g(g) : G — GL(CG) g — Mg (g) wobei

e (9) == Ma(9)f)(z) = f(g~ 1) fiir f € CG,z,9 € G. In Aufgabe 4 des Abschnitts 4.1

wurde gezeigt, dass V), ein A\g invarianter Unterraum ist und somit die Einschrankung

von Ag und V), wieder eine Darstellung von der Gruppe ist, welche X?9 zugrunde liegt.

Da diese Gruppe immer PSLy(q) enthélt, ist V, Darstellungsraum von PSLy(q). Nach

Theorem 3.5. 1. ) hat jede nicht triviale Darstellung von PSLs(q) mindestens Grad
1 . Daher reicht es zu zeigen, dass fiir |  |# p+ 1 V), eine nicht triviale Darstellung

Von PSLy(q) ist. Wir zeigen: Ist V,, eine triviale Darstellung, so gilt | p |= p+ 1. Hierzu

betrachten wir zwei verschiedene Félle: Ist (g) = 1 so folgt, dass jede Funktion in V,

bereits konstant ist, denn: Ag(g) = id und damit f(g~'x) = f(z) fiir jedes

g € G(= PSLy(q)). Damit folgt pn =p + 1.

Ist (g) = —1 so, muss jede Funktion f in V,, konstant auf PSLs(¢) und Komplement

ataufPSLa(q)

a_aufPGLy(q) \ PSLa(q)

Da f Eigenfunktion der Adjazenzmatrix von XP¢ ist, erhalten wir 2 Gleichungen:

pa— = (p+ 1)asiund

par = (p+1)a—
Nun folgt da f # 0, dass p? = (p+ 1)? und damit | p|=p+1

sein, d.h. es gilt: f =

Kommen wir nun zum wichtigsten Ergebnis dieses Abschnitts

1.6 Theorem. Fir festes € € (0, %) und q grof$ genug gilt fiir jeden nicht trivialen
Ezgenwert 1 von XPA

| p|< p6+5 +p6 ¢ Daraus folgt, dass die Graphen XP1 fiir grofie q eine Familie von
Ezxpandergraphen sind.

Beweis. Wir beginnen mit der Spurformel

n—1
sin (m + 1)0

m
2

So(p™) =

3\1\3

M

P sin 9

Q

fiir jedes m € N. Hier gilt wie oben p; = 2,/pcosb; Ist pu; ¢ [—-2,/p,2,/p] so schreibe
g _ i falls 2B <y <p+ 1
! 7+ falls —(p+1) < pj < -2/p



In beiden Féllen gilt 0 < ¢; < log(,/p). Ab jetzt beschrinken wir uns auf den Fall, dass
m gerade ist, dies geht, da die Spurformel fiir jedes m richtig ist. Fiir p; ¢ [—2./p,2,/D]
folgt, da m gerade ist:
sin (m +1)0;  sini(m +1)y;  sinh (m + 1)¥; -0
sin 6 N sind1);) N (8 -

Damit gilt dann fiir nicht triviale Eigenwerte ju; ¢ [—2./p,2,/D]

2 m sinh(m+ 1) | 2 m sin (m + 1)0;
my _ < M = J
sQW™) = 1p? M) — e+ pt > nl,
JijF bk
2 m sinh (m + 1 2 m sin (m + 1)0;
> 2% My Smlm T D%, 2 g~ sin(m 1)
n sinh 9, n , sin 0;
Jilpg|<24/p
Man kann nachrechnen, dass fiir 6 € R gilt: | W |< m + 1 Damit folgt nun
2 m sinh (m + 1)y, 9
™ > —p2 M _ T2 1
s(P™) = —p* M () Sinh p" e (m + 1)

Nun betrachten wir sg(p™) aus einem anderen Blickwinkel. Nach Bemerkung 1.3 ist
(da m gerade) sg(p™) die Anzahl der ganzzahligen Losungen von

23 + 4¢% (22 + 23 + 2%) = p™ Zuniichst schiitzen wir die Moglichkeiten fiir zo ab. Es
muss gelten: | zg |< p? und x3 = p™ Mit Abschnitt 4.3, Aufgabe 1 folgt nun:

To = :l:p% (modq?®) Da sowohl xq als auch p ungerade sind, haben wir

sogarzg = +p™2(mod2q¢?) Damit folgt nun, dass es maximal 2(% + 1) Moglichkeiten
fiir die Wahl von zy geben kann. Nun kénnen wir also zq als fest annehmen und miissen
folgende algebraische Gleichung in ganzen Zahlen l6sen:

m 2
2, 2, 2 P +xj
22yl =L 170

Um dies zu tun, nutzen wir die Notation aus Kapitel

Mit Korollar 2.1.13 folgt, dass es 73(Z Z;f%) Moglichkeiten fiir Losungen obiger

Gleichung gibt. Weiter gilt: r3(” Zq_f%) = Og(’;—?)%“Va > 0 Wobei O, den Term bis auf
Vorfaktoren und additive Konstanten die héchstens von € abhéingen abschétzt. Damit

kénnen wir nun auch sg(p™) abschétzen:

p% + me pnte) p%(1+2€) pm(i+e) p%(1+2€)

" p*
SQ(p ) = OE[W(? + 1)] = OE[ q3+2€ + q1+2€ ] = OE[

+ ]
¢ q
Waéhlt man nun eine Konstante C. > 0 geeignet, erhélt man fiir die zu untersuchende
Ungleichung;:
m(1+¢) T (1+2¢)
p + p |+ p

M () m sinh (m + 1)y <
3
q q

n P sinh 1y, < G




Nun kiirzen wir p2 und benutze n < ¢(Kor.3.1.1), damit erhélt man:

sinh (m + 1)v

k m(l—l—e) 2, me 3
<
M () S o < Ce[p™'z + ¢ p"™ ]+ ¢’ (m+1)

Hat man zusitzlich p? < ¢3 so erhélt man:

sinh (m + 1),

M (g sinh vy,

< Cg[q3+6€ + q2+65} + q3(1 + 610gp q)
Es gilt zustazlich noch sinh ¢y < sinhlog,/p und damit:

M () sinh (m + 1)ty = Oc[¢* "]

Wenn man m nun als grofse ganze Zahl betrachtet und q so grof, dass p% < ¢> erhalt
man folgende Ungleichungskette:

N

e(mtDve — o—146log, ) )=

> e8log, avi
3 - 3 - 3

sinh (m + 1)y, >

Wobei fiir die letzte Ungleichung vy, < log,/p benutzt wurde. Damit erhilt man nun:

64y,

M(/Jk) — Oa(q3+657 Tog p )

Da py, nicht trivial ist, folgt schon M (ug) > % (Prop 4.4.3). Falls q grof genug, so
haben wir: 3 4 6 — Gw’; > 1 und damit ¢y, < (3 +¢)logp

lo

Mit 0y = itpy, oder O = 7 + itp, und py = 2,/pcos Oy erhalt man schlieflich:

. 5 1
| i |[= 24/ | cos (ihg) |= 2¢/pcoshfy, < pot® + ps°
Il

Mit 1.2.3 und 1.5.4 erhalten wir nun Abschéatzungen fiir die isoperimetrische Konstante
und chromatische Zahl von XP9.

1.7 Korollar. Fir e € (0, %) fest und q grofS genug gilt:
p+1—pits—ps*
2

Und insbesondere falls (%) =1 und q grof genug:

Y(XP1) > op#
ps T 4 p6 €

Damit haben wir eine explizite Konstruktion fiir Graphen mit groffem Umfang und
hohe chromatischer Zahl gefunden!



1.8 Korollar. Fiziert man N € N, so folgt 3p € P ungerade und derart, dass fiir g € P

grof genug:
(Xp’q) > N und x(XP%) > N

Beweis. Sei p so, dass > N Wihle nun ¢ so, dass folgende Bedingungen erfiillt

pT? erﬁ
sind:

1. ¢>p8
2. 2log,q > N

3. (1) =1

4. X(XP9) >

p12—|—p 2

Mit Theorem 4.3.5 und 4.3.3(2.2)) folgt nun

min{g(XP), x(XP1)} = N
O

1.9 Bemerkung. Wie kann man zeigen, dass XP? eine Familie von
Ramanujan-Graphen ist? Hierfir benétigt man mehr, als unsere elementaren Methoden.
Dennoch mdchte ich den Beweis und die nétigen Argumente und Mittel hier kurz
skizzieren. Die Ramanujan Vermutung [54] ist eine Vermutung tber die Koeffizienten
von modular cusp forms", fir Gewichtugn zwei gibt es in [23] einen Beweis.

Die ©-Funktion der Quadratischen Form Q' ist gegeben durch:

z) = Z 627”@/(37)'2 — irQl(k.)eQWikz
k=0

reZ4

wobei r¢y (k) die Anzahl der ganzzahligen Reprisentationen der Zahl k durch die Form
Q' ist.

Damit folgt nun, dass © eine modular form mit Gewichtung 2 ist. Dann kann man © in
eine modular cusp form und in Eisensteinfolgen zerlegen, dies erlaubt, [23] anzuwenden.
Damit erhdlt man Abschitzungen fiir rg/(m) = sq(p™) fir gerade m, insbesondere gilt

fiire > 0:
4 pm+1 - m 1
so(p™) = Lo pr

fir Details siehe [42,57,65].

Dies kann man nun mit den Abschdtzungen aus 4.4.4 vergleichen, die man durch
elementare Methoden erhdlt.

Betrachte nun Spurformel aus 4.4.3:

n—1

2 m sin (
50 = —p2
np Z sin 9

k)



m—+1_

Nun stellt man fest, dass ﬁpfll genau der Beitrag der trivialen Figenwerte

ist:{ao = ilog \/p falls (2) =1

o = ilog \/p,0nh—1 = 7w +ilog/p falls (§> =-1
man an, man ware in Fall 1. Mit der Fichler Abschdatzung [23] folgt:

Der Einfachheit halber nehme

2nlslnm+1 em
- —05(p2)

n sm&
Falls 0; nicht reell ist, schreibe mit 4.4.4 0; = ip; oder 0; = 7 + i1, fir
;€ (0,1og \/p|Nun folgt:

2sin(m+1)0;  2sinh(m + 1)y,

n sin 6; n sinh v; >0

Da m gerade ist, kann dieser Beitrag zur Summe nicht durch reelle 0; ausgeglichen
werden, es folgt:
2 sin (m + 1
| = Z sin (m + 1)6; |<2(m+1)

) sin 6;
i:0; reell

Falls nun 0; nicht reell ist, bekommen wir fir ¢ klein und m grof§ einen Widerspruch
n— 1 sin (m+1)6;

“n g, . Damit erhdlt man, dass XP¢ Ramanujan

zur obigen Abschdtzung von Z
Graphen sind.

2 Benutzte Resultate und Erklarung einiger Notation

2.1 Notation und Theoreme aus Kapitel 2

Definiere 7 (n) :=| {(w0, ...,xx_1) € ZF : Z] 0 J =n}|
Mit Korollar 2.1.13 gilt nun:

rs(n) = Og(n%+5)v<€ >0

2.2 Notation und Theoreme aus Kapitel 4.3

Wir definieren:

N:={aeH(Z): a=1( mod 2) oder a =i+ j+ k(

mod 2), N(«a) = p™ fiir ein m € N Wir schreiben o ~ /3, wenn 3n,m € N mit

pma = £p"B, setze A=A/ ~und Q : A’ — A die Quotientenabbildung.

Definieren weiter Z, = {o € H(Fy)* : « = a} und Il : A — H(F,)/Z, und schlieflich
Tp.q = (II; 0 Q)(Sp) Wobei S), aus der Definition des Cayley Graphen von PSLa(q)
stammt

Theoreme 4.3.3, 4.3.5, 4.3.6. Es gilt:
Alg) ={la] € A:a=ag+ ari+azj + ask,q | ar, az, a3}
weiter: g(YP?) > 2log, q und falls (g) = —1 gilt sogar g(YP) > 4log, q — log, 4



Fiirp > 5 und q > p® ist XP4 zusammenhdingend und damit isomorph zu YP9.
Falls (%) = —1 ist XP9 bi-partit mit g(XP?) > %logp(| XP1 ) — logpd

2.3 Notation und Theoreme aus Kapitel 3

Theorem 3.5.1. Sei ¢ > 5. Der Grad einer nicht trivialen Darstellung von PSLa(q)

ist mindestens qg—l .
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