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1 EINLEITUNG

In dieser Arbeit befasse ich mich mit dem Kapitel PSLs(q) aus dem
Buch Elementary Number Theory, Group Theory, and Rama-
nujan Graphs [DSV10]. Dazu werden zunéchst einmal die allgemeine
lineare Gruppe, die spezielle lineare Gruppe und ihre Projektionen be-
trachtet. Im Anschluss daran werden die Eigenschaften Endlichkeit und
Einfachheit betrachtet, wobei der Beweis der Einfachheit in meiner Bache-
lorarbeit erfolgt. Das letzte Kapitel befasst sich mit der Feststellung des
amerikanischen Mathematikers Leonard Eugene Dickson, welcher vom
22.Januar 1874 bis zum 17. Januar 1954 gelebt hat und an der University
of Chicago lehrte.Dieser publizierte im Jahr 1901, dass alle Untergruppen
von PSLs(q) metabelsch sind, wenn ¢ eine Primzahlpotenz ist, aufler
die Symmetrische Gruppe iiber F, und die Alternierende Gruppe iiber
F5[Hup79]. Diese Eigenschaft wird vor allem fiir die Konstruktion der
Ramanujan-Graphen benotigt.

2 EINIGE ENDLICHE GRUPPEN

Definition 2.1. Sei K ein Kérper. Dann ist
GLy(K) = {A = (an 312) ra;; € K, det(A) # O} und
22

21

SLy(K) =B = (" b12) e K der(B) =1}

ba1 b2
Dabei nennt man GL,(K) die allgemeine lineare Gruppe n-ten Gra-
des tiber K, welche die invertierbaren n X n-Matrizen enthdlt. S L, (K)

wird auch als spezielle lineare Gruppe n-ten Grades tiiber K bezeichnet,
welche die n X n-Matrizen mit Determinante gleich eins enthdlt.

Satz 2.2. Sei K ein Korper und det : GLy(K) — K* die Abbildung einer
invertierbaren 2 x 2-Matriz auf ihre Determinante. Dann ist SLo(K) der
Kern der Abbildung.

Beweis. Sei B € SLs(K) beliebig. Dann gilt det(B) = 1. Sei nun
A € GLy(K) — SLy(K). Dann ist det(A) # 1, also ist der Kern der
Determinantenabbildung ganz S Ly (K). O

Definition 2.3. Sei K ein Korper. Die Quotientengruppe

PGLy(K) = GLy(K)/ {(6\ g) ;A E K*} heifst projektive lineare

Gruppe und
€

PSLy(K) = SLy(K)/ {(0 S) e = j:l} heifst projektive spezielle
lineare Gruppe.

Bemerkung 2.4. Fiir das Verstindnis betrachten wir zundgchst einmal
die projektive Gerade, wobei K ein Korper und V = K? ein zweidi-
mensionaler K -Vektorraum ist.



Die Menge der eindimensionalen Untervektorrdume wird durch die pro-
jektive Gerade dargestellt, welche die Aquivalenzrelation

(x1,y1) ~ (x2,y2) < (es existiert ein X € K*, sodass gilt

(1, 91) = (Az2, Aya))

beinhaltet.

Das heif$t, dass wir jeden Punkt der projektiven Gerade mit homogenen
Koordinaten [x : y] mit x,y € K und (z,y) # (0,0) angeben konnen,
wobei gilt [z : y| = [Ax : \y] fir alle X € K.

Die projektive Gerade P'K kann durch die Vereinigung der Mengen
{[x:1] € P(K);x € K} und {[1: 0]} mit K U oo identifiziert werden,
wobei [1 : 0] = oo.

Zwei Punkte werden also mit einander identifiziert, wenn sie auf einer
Geraden liegen.

0=(1:0)

Abbildung 2.1: Die Projektive Gerade

Durch diese Projektion kinnen wir uns PG Lo(K) und PSLy(K) vorstel-
len. Dazu bendtigen wir allerdings die Mobius-Transformation:

Definition 2.5. Sei A = (‘CL Z

Transformation ¢4 : PY(K) — PY(K) wird definiert durch ¢a(z) = %2

cz+d’
S fallsc#0
Setze ¢a(o0) = {oo falls c =10

) € GLy(K). Die gebrochen lineare

und ¢(=*) = o0o.

Satz 2.6. Die Abbildung ¢ : GLo(K) — Sym(PY(K)) mit p(A) = ¢4 ist
ein Gruppenhomomorphismus. Dabei identifiziert man dann PGLoy(K)

mit ¢(GLy(K)) und PSLy(K) mit ¢(SLa(K)).

Beweis. Seien A = [ ! by und B =  © b2 € GLy(K). Dann erhilt
C1 d1 Co d2

man folgende Termumformungen:



oan) o2 0) - (& 7D

_ ¢ aiag + b102 a1b2 + bldz
ci1a9 + 02d1 Cle + d1d2

o (a1a2 + bng)Z + a1b2 + bldg
(CLQCl + ngl)Z -+ Clbg + d1d2
B a1a92 + (Ilbg + blclz + b1a2

asc12 + bacy + cadiz + dydy

ajaz2z+aibs
coz+ds + b

asciz+cibo
coz+do + d

a(GR) +b

a(Ga) + d

= Pa(z) 0 d5(2).

Der zweite Teil folgt aus den Uberlegungen zur projektiven Gerade. [
Konvention: Fiir K’ = F, schreibe GL2(q), SLa(q), PGL2(q) und PSLs(q).

Proposition 2.7. Es gelten

1 |GLy(q)| =q-(¢—1)-(¢* = 1)
2. |SLy(q)l = |[PGLy(q)] = q- (¢* — 1)

-1 alls erade
5. |PSLa(q )I—{ (Q) ) fallsq g

alls ¢ ungerade
5 Jalls q ung

Beweis. Man erhalt drei kleine Beweise:

Zu (1) Eine 2 x 2-Matrix in GLs(q) wird zunéchst durch die Wahl eines
Vektors in der ersten Spalte, welcher ungleich 0 ist, bestimmt. Also
gibt es im Korper F? dafiir ¢> — 1 Moglichkeiten. Fiir die zweite
Spalte gilt dann, dass ein Vektor gewahlt werden muss, der in Fg
linear unabhéngig vom ersten ist, da ansonsten die Determinante
der Matrix gleich null wére. Also kommen der erste Vektor und seine
Vielfachen nicht in Frage. Somit ergeben sich noch ¢* —q = q(¢ — 1)
Moglichkeiten.

Zu (2) Mit dem Homomorphiesatz folgt, dass GLs(q)/ SLa(q) isomorph
zu [} ist.
q



GLa(a) det ” FZ

™ @
GLa(q)/ SLa(q)

Abbildung 2.2: Homomorphiesatz
Es folgt, dass

|GLa(q)/ SLa(q)| = |FZ| =q—1
gilt. Durch Umformen erhilt man
|GLa(q)l/ [SLa(g)] = g — 1

und weiter mit (1)

|SLa(q)| = e _ql)_(qf - _ q(q* —1).

Weiterhin gilt

PaLo] = oL@/ () ) r e )

—GLa@l/ 1) 3)rem)

_ala=1(* -1
qg—1

=q(¢® - 1)

= [SLa(q)|.

Zu (3) Ahnlich wie im Beweis zu Teil (2) erhilt man folgende Umformun-
gen:

Pstala)] = I5Tat0)/ ((§ U)ie=+1)
—sza(ol/ 1§ 7) e =)

e 0 q(¢> — 1) falls q gerade
— e =0/ {(§ | )se= 1} = {W_l)
)

falls ¢ ungerade.

[]



3 ENDLICHKEIT UND EINFACHHEIT

Dieses Kapitel wird in der Bachelorarbeit vor allem durch den Beweis der
Einfachheit von PSLs(q) nidher beleuchtet.

Lemma 3.1. Sei K ein Korper. Die Gruppe SLo(K) wird durch die
Vereinigung der zwei Untergruppen {((1) i\) P E K} und

10
{(M 1> ,/LGK} erzeugt.

Jede Matriz aus SLy(K) ist also durch ein endliches Produkt aus oberen
und unteren Dretecksmatrizen mit Einsen auf den Diagonalen darstellbar.
Wenn K endlich ist, dann gilt dies also ebenfalls fir SLs(q) und demnach
auch fir PSLy(q).

Beweis. Sei <Z b) € SLy(q). Betrachte folgende Fallunterscheidung;:

d

1. Sei ¢ # 0. Dann erhélt man diese Gleichungskette:
1 a—1 1 0 1 d—1 1 a—1 1 d—1
<o T)(c 1)(0 f)z(o i>c )

d—1 + dla—1) _ d—l4da—d _ ad—(ad—bc) _ b.

c C c Cc

wobel

2. Sei nun also ¢ = 0. Dann folgt direkt, dass d # 0, da ansons-
ten die Determinante gleich null wére. Somit gilt fiir die Matrix

(a +b b) € SLy(K) mit (1) das Lemma und es folgt aus

d d
a+b b 1 0\ f(a b
d d)\-1 1) \0 d
die Behauptung.

]

Definition 3.2. Eine Gruppe G heifst einfach, wenn die einzigen norma-
len Untergruppen {1} und G selbst sind. Aquivalent zu dieser Defioniton
ist, dass jeder Gruppenhomomorphismus Il : G — H konstant oder injektiv
15t.

Theorem 3.3. Sei K ein Korper mit |K| = g > 4. Dann ist PSLs(q)
einfach.

Beweis. Der Beweis erfolgt in meiner Bachelorarbeit. O



4 EINSCHUB: ALLGEMEINE AUSSAGEN DER
GRUPPENTHEORIE

Konvention: Fiir eine Permutation o auf einer Menge X und fiir ein x € X ist
der Orbit von z unter o

Q, = {o"(x);k € Z}.

Lemma 4.1. Sei o eine Permutation einer Menge X. Wenn die Ordnung
p von o prim ist, dann hat jeder Orbit von o auf X entweder 1 oder p
Elemente.

Beweis. Sei H C Sym(X) eine Untergruppe erzeugt durch o. Fiir z € X
gilt [Q,| = %, wobei H, = {a € H;a(z) = x} der Stabilisator von z in
H ist. Aus der Voraussetzung, dass die Ordnung von H gleich p ist, folgt
entweder, dass die Ordnung vom Stabilisator gleich eins und die Ordnung

vom Orbit gleich p ist oder umgekehrt, da p prim ist. O

Bemerkung 4.2. Wenn die Ordnung des Orbits gleich eins ist, dann ist
x ein Fizpunkt von o.

Theorem 4.3 (Cauchys Theorem iiber die Existenz von Elementen mit
Primzahlordnung in endlichen Gruppen). Sei G eine endliche Gruppe
und p eine Primzahl. Wenn p die Ordnung von G teilt, dann enthdlt G
ein Element mit Ordnung p.

Beweis. Betrachte zunéchst das Produkt GP = G x G X - -+ x G und die
zyklische Permutation o mit o(¢1, g2, ..., 9p) = (92, - - -, gp, g1) fiir alle g;
inGmiti=1,...,p.

Dann ist o eine Permutation von G? mit Ordnung p.

Sei nun H C GP definiert durch H = {(¢1,...,9p);01 - 92-..9p = 1}. H
hat die Ordnung |G|P~!, da wir die ersten p — 1 Koordinaten frei wihlen
kénnen und g, dann als Inverses vom Produkt g;...g,—1 bestimmen,
damit die Gleichung erfiillt ist. Es gilt

Gp=1(q1-..901) " €G,

da G eine Gruppe ist. Auflerdem gilt

91'92--~9p:1
<:>1-92...gp:gl_1
S g2 9p1 =1

Durch Konjugation mit g;* folgt also, dass H invariant unter o ist.
Betrachte nun ¢ als Permutation von H.

Da die Orbiten von ¢ H unterteilen und die Ordnung von H eine p-Potenz
ist, folgt mit der Bahnengleichung, dass die Summe der Ordnungen der
Orbiten gleich 0 modulo p ist [vgl. Bos13, S. 241].



Mit Lemma 1 folgt nun, dass die Orbiten entweder Fixpunkte sind oder p
Elemente haben. Da ¢ mindestens einen Fixpunkt, ndmlich das p-Tupel
(1,1,...,1) hat, muss es mindestens p— 1 weitere Fixpunkte geben. Dieser
Fixpunkt hat die Form (a,a,...,a) wobei a # 1 gilt. Da dieses Tupel ein
Element aus H ist, gilt a”? = 1, also hat a die Ordnung p in G. Damit
folgt die Behauptung. n

Lemma 4.4. Sei q eine Primzahl. Fir eine Matric A € SLs(q) sind
duqivalent

1. ¢4 hat die Ordnung q.

2. FEs emistiert eine bestimmte eindimensionale Teilmenge D in Fi,
sodass D entweder unter A oder —A punktweise fixiert wird.

8. ¢a ist in PGLy(q) zu einem ¢cyp mit b € F)* konjugiert.
Beweis. Der Beweis erfolgt per Ringschluss.

(i) = (i1) Sei A eine Matrix in SLs(q) und ¢4 die gebrochenrationale lineare
Transformation auf die projektive Gerade. ¢4 habe Ordnung q. Da
die Ordnung der projektiven Gerade iiber den Korper F, gleich der
Ordnung der Vereinugung von der Menge {[z : 1];2 € F,} und oo
ist, hat die projektive Gerade also Ordnung ¢ + 1. Es gilt also

|PH(F,)| = [{[z: 1];2 € F} U oo
= [{[z: 1z € Fy} | + |oo]
=q+ 1.

Somit folgt aus Bemerkung 4.2, dass ¢4 einen Fixpunkt auf P'(F,)
hat. Dieser Fixpunkt ist also eine eindimensionale Teilmenge von
Fg, die invariant unter A ist. Wenn ¢4 die Ordnung ¢ hat, kann A
entweder Ordnung ¢ oder 2¢ in SLy(q) haben. Betrachten wir also
beide Fille:

(a) A hat die Ordnung ¢. Da A auf D mit mindestens einem
Fixpunkt wirkt, ndmlich (0,0) und mit dem Satz von Lagrange
folgt, dass D ORdnung ¢ hat, folgt mit Lemma 4.1, dass A D
punktweise fixiert.

(b) A hat Ordnung 2¢. Dann gilt das obige Argument fiir A2, also
fixiert A2 D punktweise. Daraus folgt, dass A auf D durch die
Zuordnungsvorschrift © — —x wirkt, sodass —A D punktweise
fixiert.

(11) = (i11) Wihle die Basis e1, e, von Fy, wobei e; € D gelte. Die Matrix A

hat unter der gewéahlten Basis die Form mit a = d = £1

a b
0 d
und b # 0. Das bedeutet, dass die Transformation ¢, in PG Ly(q)
zu ¢¢, konjugiert ist.



(i4i) = (i) ¢¢, hat Ordnung ¢, da auf der Diagonalen Einsen stehen und das
Element b € F, die Ordnung ¢ hat. Da ¢4 zu ¢¢, konjugiert ist, gilt

|0al = loc|
Somit folgt die Behauptung.
O

Korrolar 4.5. Aus Lemma / lisst sich folgende Figenschaft herleiten:
Seien A und B in SLy(q), sodass ¢pa und ¢p die Ordnung q haben. Wenn
A und B die gleiche Gerade D in ]FZ fixieren, dann erzeugen ¢4 und ¢p
die gleiche Untergruppe mit Ordnung q.

STRUKTUR DER UNTERGRUPPEN VON
PSLy(q)

Definition 5.1. Sei G eine Gruppe. Dann heifit G metabelsch, wenn
G eine normale Untergruppe N < G besitzt, sodas N und G/ N abelsch
sind.

Beispiel 5.2. o Alle abelschen Gruppen sind metabelsch.

1 z
e Die Heisenberggruppe H3(K) = 0 1 sy, 2 € K ) oist
0 0

[l SR

metabelsch.

Beweis. Betrachte zundchst den Kommutator von H3(K).

1 rT 21 1 T2 29
0 1 wpi)],{0 1 u
0 0 1 0O 0 1
1 1 z2 1 To 29 1 1 = - 1 To 29 -
= 0 1 U1 0 1 y2 0 1 U1 0 1 Y2
0 0 1 0 0 0 1 0O 0 1
1 mo+x1 20+ 7120+ 2120 1 -2 —z+ 1 1 =20 —2z0+ 22y
=10 1 Y2 + n 0 1 —h 0 1 —Y2
0 0 0 0 1 0 O 1
I xo+m 20+ X122+ 2122 I =29 —x1 —20+ Yo+ T1y2 — 21 + 1141
=10 1 Yo + Y1 0 1 —Y2 — U1
0 0 0 1
1 0 a
=10 1 0],
0 0 1

10



wobel

a = —Z29 + XTolYs + T1Y2 — 21 + T1Y1 — ToYo — T2Y1 — T1Y2 — T1Y1 + 22 + X122 + 2122

= —21 — Xoy1 + T122 + 2129 € K.

1 0 a
Also ist N := [H3(K), H3(K)| = 01 0];ae K p die Kom-
0 01
mutatorengruppe von H3(K). Diese ist immer Normalteiler und
weiterhin gilt, dass Hs(K')/ N abelsch ist [vgl. Bos13, S. 255]. Es
bleibt also zu priifen, dass N abelsch ist. Betrachte dazu die Kom-
mutatorengruppe von N.
Seien a und b aus K. Dann erhilt man:

[ /1 0 a 1 00
IN,Nl=|[{0o 1 0],{0 10

\0 01 00 1

10 a\ /1 00\ /10 a\ "/10 b\"
—lo10llo1o]lo1o0 010
001/ \oo 1/ \o o1 00 1
10 b+a\ /1 0 —a\ /1 0 —b
—lo1 o0 01 0 01 0
00 1 00 1 00 1

1 0 b+a 1 0 =b—a
—lo1 o0 01 0

00 1 00 1

100
—lo10

00 1

Daraus, folgt, dass N abelsch ist. Somit haben wir eine normale
Untergruppe N gefunden, fiir die gilt, dass N und G/ N abelsch
sind. Also ist die Heisenberggruppe metabelsch.

[]

Lemma 5.3. Sei G eine Gruppe. G ist metabelsch genau dann, wenn
[[91, 92], (93, 94]] = 1 fiir alle g; in G, wobei i =1,...4.

Beweis. = Sei N := [g1,92] = [g3, 94] die Kommutatorgruppe von G.
Dann folgt aus [V, N] = 1 schon, dass N abelsch ist. Auflerdem gilt
fiir die Kommutatorgruppe, dass sie der kleinste Normalteiler ist,
sodass G/ N abelsch ist. Damit ist G metabelsch.

< Sei G metabelsch. Dann existiert ein H < G, sodass H und G/ H
abelsch sind. Aus H abelsch folgt, dass der Kommutator, also
[H,H] = 1. Weiterhin ist N = [g1, g2] der kleinste Normalteiler,

11



sodass G/ N abelsch ist. Damit folgt, dass N eine Teilmenge von H
sein muss. Da gilt

1= [[g1, 92, [g3, 9a]]
=[N, N]

[H, H]

1

N

folgt, dass N = H ist. Damit folgt die Behauptung.
O

Lemma 5.4. Sei G eine Gruppe. Wenn G eine abelsche Untergruppe H
mit Index 2 hat, dann ist G metabelsch.

Beweis. Sei G eine Gruppe und H C G eine abelsche Gruppe mit

(G : H) = 2. Dann gibt es neben H noch genau eine weitere Nebenklasse
aH, wboei a ¢ H. Da die Nebenklassen eine Zerlegung von G bilden,
jedoch Ha # H gilt, da a nicht in H und H eine Gruppe, muss aH = Ha
gelten. Somit ist H Normalteiler. Auflerdem ist H abelsch.

Insgesamt folgt also, dass auch G/ H abelsch ist und somit G metabelsch
ist. [

Bemerkung 5.5. Metabelsche Gruppen sind auflosbar. Auferdem sind
Untergruppen metabelscher Gruppen wieder metabelsch.

Im Jahr 1901 hat Dickson eine Liste mit allen Untergruppen von PSLsy(q)
bis auf Isomorphie erstellt.

Dabei fiel ihm auf, dass alle Untergruppen von PSLy(q) metabelsch sind,
wenn ( eine Primzahlpotenz ist, aufler

e Sym(4) mit Ordnung 24, die nur auflosbar ist
e Alt(5) mit Ordnung 60, die nicht abelsch ist.
Dies soll im Folgenden bewiesen werden.

Proposition 5.6. Sei q eine Primzahl und H eine echte Untergruppe
von PSLsy(q). Wenn q die Ordnung von H teilt, dann ist H metabelsch.

Beweis. Sei H eine Untergruppe von PSLy(q) und g teilt die Ordnung
von H. Daraus folgt mit Theorem 3 aus Paragraph 3, dass H ein Element
der Ordnung ¢ enthalt.

Behauptung: H enthélt eine einzige Untergruppe der Ordnung q.

Beweis. Wir nehmen an, dass C; und C5 disjunkte Untergruppen der
Ordnung ¢ in H sind. Dann folgt, dass die beiden projezierten Geraden
D; und D5 in Fg ebenfalls disjunkt sind. Man erhélt also beziiglich der

Basis {e1, es} die Abbildnungen Cy = ¢ { ((1) i\) (A E Fq} und

12



o) Y ver)

Mit Lemma 1 aus Paragraph 2 folgt nun direkt, dass €'} und C5 ganz
PSLy(q) erzeugen. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass H eine geegnete
Untergruppe von PSLy(q) ist. O

Sei also C' die einzige Untergruppe mit Ordnung ¢ in H. Dann ist C' I H
normal, denn gCg~! ist eine Untergruppe und gleichméichtig zu C, also
muss C' schon gleich gCg™! sein.

Durch eventuelle Konjugation konnen wir annehmen, dass

C=¢ { (é /1\) NS Fq}. Also ist die Wirkung von C' auf der projektiven

Gerade P'(FF,) Translation.
Da der einzige Fixpunkt von C in P!(F,) unendlich ist und C'< H normal
ist, gilt fiir jedes ¢4 € C' und ¢p € H:

Pa(PB(0)) = dp(dp-148(00))
= ¢p(00).

Also ist ¢p(c0) Fixpunkt unter C'. Da auBlerdem gilt, dass
¢p(00) = o0

fir alle 5 € H, ist H im Stabilisator von oo in PSLy(q) enthalten.
Und dies ist nichts anderes als die folgende Untergruppe, welche auch
Borelgruppe genannt wird:

B, ::qs{(g aﬁ);aewg,belﬁ*q}.

H C Stab(oo)
— B,

a b .
:qﬁ{(o a_1>;aEFq,b€]Fq}

Es folgt damit:

Durch Berechnung des Kommutators [[By, Bo], [Bo, Bo|]] = 1 folgt mit
Lemma 5.3, dass By metabelsch ist. Berechne zundchst den Kommutator

von [By, By|. Seien dazu (a1 b ) und (a2 b_21) beliebige Elemente

0 a’ 0 a,

13



aus By. Man erhéilt dann:

a; b as by _ (@ as
0 a;')’\0 a' 0 al_l 0 (12_

a109 CL1b2 —|— b1a2
0 aytay’

. 1 —ang—CLQalbl
~\0 1

Die Eintrdge innerhalb der Matrix sind kommutativ, da sie aus dem
Kérper Fy, kommen. Der Ubersicht halber, definiere nun

a10a9

C:= —a9by — agalbl € Fq

und berechne nun den Kommutator der zuvor erhaltenen Kommutator-
gruppe:

G666 6 65
(6 6 )
(6 )

o 1 —Cyg—Cl+C+C
~\0 1

(3 ))

Also ist By metabelsch. Da H eine Teilmenge von By ist, ist also auch H
metablesch. O

Proposition 5.7. Sei q eine Primzahl und H eine Untergruppe von
PSLsy(q). Wenn die Ordnung von H gréfler 60 ist und q die Ordnung von
H nucht teilt, dann hat H eine abelsche Untergruppe mit Index 2. H st
dann metabelsch.

Aus der Proposition 7 in Paragraph 1 folgt, dass H eine echte Untergruppe
von PSLs(q) ist, wenn ¢ die Ordnung von H nicht teilt.

Theorem 5.8. Sei g eine Primzahl und H eine echte Untergruppe von
PSLy(q) mit |H| > 60. Dann ist H metabelsch.

Beweis. Das Theorem folgt direkt aus den beiden Propositionen sechs
und sieben. O

14
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O al_l 0 ay'

[ a1G2 CL1b2 + b1a2 — 1 Cl2 1 —bg
Lo aytay’ 0 a

< ) <a1 a2 —ay Ly, — bla2>
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