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1 Einleitung

Die gesamte Ausarbeitung beruht auf dem Kapitel "Trees and Amalgams” aus dem Buch
"Trees” von J.P. Serrejy). In dem Buch wie in unserem Seminar werden Gruppenwirkungen auf
Graphen untersucht, um die Struktur von Gruppen aufzuarbeiten. Bisher haben wir Amalgame,
Graphen und Gruppenwirkungen auf Graphen unabhéngig voneinander studiert. Nun wollen
wir erfahren, wie die Begriffe in Verbindung zueinander stehen.

Im ersten Teil der Ausarbeitung werden Feststellungen zu den Gruppenwirkungen auf Graphen
und Baumen gemacht. In der Folge beschrinken wir uns auf den Fall, dass es sich bei der
wirkenden Gruppe um ein Amalgam aus zwei Faktoren handelt. Mittels der zuvor getroffenen
Aussagen iiber die Wirkungen erhalten wir Informationen iiber die Struktur von beschrénkten
Untergruppen des Amalgams. Im dritten Teil des Kapitels wird das zuvor fiir Amalgame aus
zwei Faktoren studierte Konzept auf Kolimiten verallgemeinert.

2 Definitionen und Beispiele zu elementaren Begriffen

Zunéchst fithre ich einige Definitionen auf, die in der Ausarbeitung vorkommen. Das Konzept
der Gruppen und Gruppenwirkungen werde ich dabei voraussetzen und nur spezielle Eigen-
schaften und einige Notationen in meinen Ausfithrungen erwédhnen. Ebenso werde ich Graphen
als bekannt voraussetzen. Alle Grundlagen sind in den Vorlesungsnotizen zur Geometrischen
Gruppentheorie I von Professor Kramer nachzuleseny;).

2.1 Notation Die Eckenmenge eines Graphen X werde ich mit vertX und die Kantenmenge
mit edgeX bezeichnen.

2.2 Definition y, bezeichne den Startpunkt und y; den Endpunkt der orientierten Kante y.

2.3 Definition Ein Graph X heiffit Segment genau dann, wenn X isomorph zu einem Graph
ist, der die Ecken p und q durch die Kanten y und g verbindet, wobei p # q gilt.

T:.—H

p y q

Abbildung 1: Segment bestehend aus den Ecken p und q und der Kante y

2.4 Definition Sei G eine Gruppe, die auf einem Graph X wirkt. Wir sagen G wirkt ohne
Inversion genau dann, wenn keine Kante y existiert, die auf ihre umgekehrte Kante 3 abgebildet
wird. (Dies ist gleichbedeutend mit: A y€edge X und ge@G, sodass gilt g(y) = 7.)

2.5 Definition Wirkt die Gruppe G ohne Inversion auf dem Graphen X, so definieren wir den
Quotientengraph G\ X wie folgt:

vert(G\X) = G\vertX = { G(p) | pevertX} bezeichnet die Eckenmenge des Quotientengraphen
und edge(G\X) = G\edgeX = { G(y) | yeedgeX} die Kantenmenge des Quotientengraphen.
Die Abbildung, die einer Kante ihren Start- und Endpunkt zuweist, definieren wir dabei als



G\edgeX — G\vertXxG\vertX, G(y)—(G(yo),G(y1))-

Die Ecken und Kanten bestehen aus den Aquivalenzklassen der Bahnen, wobei wir bei den
Kanten die positiv und negativ orientierten Kanten unterscheiden.

In Beispiel §2.6 betrachten wir mittels des Cayley-Graphen ein Beispiel fiir einen Quotien-
tengraphen.

2.6 Beispiel Der Cayley-Graph X = X(G,S), wobei S C G eine Teilmenge von G ist, be-
steht aus der Eckenmenge vertX(G,S) = G und den positiv orientierten Kanten edge, X
= {(g,g9)|g€G, s€S}. Die negativ orientierten Kanten bestehen aus einer formalen Kopie
der positiv orientierten Kanten. Dementsprechend ergeben sich nach Definition §2.5 G\G =
{1} als Eckenmenge des Quotientengraphen und die positiv orientierten Kanten G\edge, =
G\{(g,g8)|g€G, s€S} des Quotientengraphen. Die negativ orientierten Kanten erhalten wir als
formale Kopie der positiv orientierten Kanten.

Wiéhlen wir G = Z und S = {2, 3} und lassen die Gruppe durch Addition auf dem Cayley-
Graphen wirken, so erhalten wir als Eckenmenge Z\Z = {1} und als positiv orientierte Kanten
Z\edgeX(Z, {2, 3}) = {(z,24+2), (z,2+3)|z€ Z}. Da aber die Eckenmenge des Quotientengra-
phen vert(G\X) = {1}, entsteht als Quotientengraph ein Graph der Form wie in Abbildung 2.
Intuitiv verstehen wir unter dem Quotientengraphen also den Graphen, der alle Ecken, die
durch die Wirkung der Gruppe aufeinander verschoben werden konnen, zu einer Ecke zusam-
menzieht. Die Kanten des Quotientengraphen konnen wir dann als Verbindung zweier Punkte
verstehen, die eindeutig durch die Ecken festgelegt ist.

([11.141)

([11.31)

[11=1[3]=[4]

Abbildung 2: Quotientengraph des Cayley-Graphen X(Z, {2, 3}) beziiglich der Wirkung von Z
durch Addition

Das folgende Beispiel soll erlautern, warum wir in der Definition des Quotientengraphen
verlangen, dass die Gruppe G ohne Inversion auf dem Graphen X wirkt.

2.7 Beispiel Sei G = Z/27Z = {0, 1}. Dabei stabilisiert 0 die Kante, also insbesondere die
Ecken, des Graphen in Abbildung 3. 1 vertauscht die Ecken und invertiert somit die Kante.
Weiter ist in der Abbildung der entstehende Quotientengraph G\X abgebildet. Offensichtlich
enthélt der Quotientengraph nur eine Kante und kann daher kein orientierter Graph sein.
Wenn man eine Gruppe auf einem Graph wirken ldsst und dabei die Inversion von Kanten
zulésst, dann erhélt man als Quotientengraph keinen wohldefinierten Graphen.
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Abbildung 3: Links: Segment auf dem Z/27Z mit Inversion wirkt, rechts: entstehender ” Quoti-
entengraph”, der nicht orientierbar ist

3 Die Untersuchung von Gruppenwirkungen auf Gra-
phen

In der Folge sollen alle Gruppen, die wir auf Graphen wirken lassen, Wirkungen ohne Inversion
definieren.

3.1 Definition Die Gruppe G wirkt auf dem Graphen X. Wir nennen 7T einen Fundamen-
talbereich des Quotientengraphen G\X genau dann, wenn T ein Teilgraph von X ist und T &
G\X.

3.2 Bemerkung Wie wir spéter beweisen werden, existieren Fundamentalbereiche nicht im-
mer. An Beispielen werden wir aulerdem sehen, dass Fundamentalbereiche nicht eindeutig sind.

Um die Relevanz von Fundamentalbereichen zu verstehen, wollen wir uns einige Sétze des
Kapitels anschauen.

3.3 Proposition G sei eine Gruppe, die auf dem Baum X wirkt.
Es existiert genau dann ein Fundamentalbereich T, wenn der Quotientengraph G\ X ein Baum
ist.

Beweis. Die Hinrichtung folgt mittels einer Proposition eines Kapitels zuvor. Die Riick-
richtung lésst sich elementar mit unserem Wissen {iber Bdume beweisen.

7<": Da G\X ein Baum ist, existiert mit Hilfe einer Proposition aus dem Buch von Serre
(Vgl. Serre, 1980, §3.1, Prop.14, S.25(9)) ein Fundamentalbereich.
Die Proposition besagt, dass fiir einen zusammenhéngenden Graphen, auf dem eine Gruppe
wirkt, jeder Teilbaum von G\X auf einen Teilbaum von X geliftet werden kann.
Da G\X als Baum insbesondere ein zusammenhéngender Graph und damit ein Teilbaum von
sich selbst ist, finden wir nach der Proposition einen Lift ¢, der G\X auf einen Teilbaum T C
X abbildet, so dass das Diagramm in Abbildung 4 kommutiert. Es gilt also 7 o ¢ = ide\ x.
Behauptung: Jetzt ist 7|, x: ¢(G\X — G\X) ein Isomorphismus.
Die Homomorphieeigenschaft erhalten wir, da 7 eine Projektion des Graphen X auf den Quo-
tientengraphen G\X ist.
Die Surjektivitdt von 7 erhalten wir, da m o ¢ = idg\ x gilt und die Identitét insbesondere
surjektiv ist.



Zu priifen bleibt die Injektivitét. Seien x und y beliebige Ecken im Bild ¢(G\X) mit 7(x)
= m(y). Da x und y im Bild von ¢ liegen, gilt x = ¢(Gp) und y = ¢(Gq). Und wegen 7 o ¢
= ide\x gilt Gp = 7(p(Gp)) = m(¢(Gq)) = Gq. Folglich gilt Gp = Gq und damit auch x =
©(Gp) = p(Gq) = y. Es folgt die Injektivitdt der Abbildung 7|, x-

Wir erhalten also einen Isomorphismus 7|, x vom Teilbaum ¢(G\X) in X auf den Quotien-
tengraph G\X und kénnen ¢(G\X) = T als Fundamentalbereich wéhlen.

7=": Da X als Baum ein nicht leerer Graph ist, folgt, dass G\X nicht leer ist. Auflerdem
ist G\X zusammenhéngend, denn:
Fiir zwei beliebige Ecken Gp und Gq in der Eckenmenge des Quotientengraphen lassen sich
zwei Représentanten, z.B. p und g, auswéhlen. Da X zusammenhéngend ist, lassen sich p und q
durch einen Kantenweg (wy,...,w,) mit (wg)o = p und (w,); = q verbinden. Dieser Kantenweg
reprasentiert nach Definition des Quotientengraphen einen Kantenweg (Gwy,...,Gw,,), der Gp
und Gq verbindet.
Folglich ist nach der Voraussetzung und der Definition eines Fundamentalbereiches in §3.1 T
ein nicht leerer Teilgraph des Baumes X, der isomorph zum Quotientengraph G\X ist. Also ist
T auch zusammenhéngend, da T isomorph zu G\X ist. Damit ist T als zusammenhéngender
Teilgraph eines Baumes ein Baum. Daraus folgt, dass auch der Quotientengraph G\X ein Baum
ist. O

G\X —— D Gx
idax

Abbildung 4: Kommutatives Diagramm mit dem Lift ¢ des Quotientengraphen G\X auf den
Graphen X, fiir den Fall das X ein Baum ist und der Quotientengraph ebenfalls ein Baum ist.

Betrachten wir nun ein Beispiel zur Proposition §3.3.

3.4 Beispiel Dazu lassen wir die Gruppe Z/3Z, wie in Abbildung 5 gezeigt, auf einem Baum
X wirken. Wir erhalten als Quotientengraph den in Abbildung 5 dargestellten Graphen. Hierbei
handelt es sich offenbar um ein Segment, also insbesondere einen Baum. Nach Proposition §3.3
existiert also ein Fundamentalbereich T. Tatséchlich finden wir einen Fundamentalbereich, da
jede Kante im Baum X isomorph zu einem Segment T ist.

Wir bemerken also, dass der Fundamentalbereich T nicht eindeutig ist.

3.5 Definition Die Gruppe G wirkt auf dem Graph X. Die Stabilisatoren einer Ecke pevertX
werde ich mit G, bezeichnen. G, = {geG|g(p) = p}. Analog werden fiir Kanten ycedgeX die
Stabilisatoren G, definiert.

Fiir die Stabilisatoren von entgegengesetzt verlaufenden Kanten gilt G, = Gy.
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Abbildung 5: Erkldrung der Wirkung der Gruppe Z/3Z auf dem Graphen mit den Ecken a,b,c
und d

Im Folgenden wollen wir das Konzept der Gruppenwirkungen nutzen, um Amalgame aus
zwei Faktoren zu charakterisieren.
Wir werden herausfinden: Eine Gruppe ist isomorph zu einem Amalgam aus zwei Faktoren,
wenn die Gruppe auf einem Baum mit einem Segment als Fundamentalbereich wirkt.

3.6 Theorem Sei G eine Gruppe, die auf einem Graphen X wirkt. T sei ein Segment bestehend
aus den Ecken p und q und den Kanten y und y. T sei aulerdem ein Fundamentalbereich des
Quotientengraph G\ X.

X ist genau dann ein Baum, wenn der Homomorphismus \: Gpxg, G, — G, der durch die
Inklusionen G, — G und G, — G induziert wird, ein Isomorphismus ist.

Bewezs.
Zu zeigen ist die Wohldefiniertheit des Amalgams. Dazu zeigen wir, dass G, = G,NG, ist.
Weiter besteht der Beweis im Wesentlichen aus den folgenden zwei Lemmata §3.8 und §3.9.

Wohldefiniertheit:
7C7:geGy = gy =y = gyo = gp = p und gy; = gq = q = g€G,NG,.
70" geG,NG, = gp = p und gq = q = gyo = yo und gy; = y; und damit gilt sogar: gy =y,
da wir die Kante y als Verbindung von der Ecke p zur Ecke q verstehen. Also ist geG,,.
Nun lésst sich das Amalgam mittels kanonischer Inklusionen G, — G,, G, — G, auffassen.

Die weiteren Beweisschritte sind Bemerkung §3.10 zu entnehmen.

3.7 Bemerkung G sei eine Gruppe, die auf einem zusammenhéngenden Graphen X wirkt.
Dann ist auch gX zusammenhéngend, da die Graphen X und gX mittels Wirkung von g auf X
und g~! auf gX insbesondere isomorph sind.

3.8 Lemma Fin Graph X ist zusammenhédngend genau dann, wenn G = <G,UG, >

Beweis. Die Idee ist es, sich eine Gruppe zu definieren, die dem Erzeugnis der Stabilisato-
ren entspricht.



Sei X’ die Zusammenhangskomponente von X, die den gewéahlten Fundamentalbereich T
enthélt. Wir konnen eine Zusammenhangskomponente wéhlen, die T enthélt, da T selbst zu-
sammenhéangend ist.

Als G’ definieren wir die Menge der Elemente in G, die X’ stabilisieren, das heif3t:
G = {geG | gX’ = X'}.
Weiter definieren wir G” = <G,UG, >.

Wir zeigen zunéchst: G* 2 G”.

Sei heG,UG,. Dann haben T und hT eine gemeinsame Ecke, denn falls heG,, ist hp = p und
peTNhT (analog fiir heG,). Wegen T C X’ und des Zusammenhangs von h'T (siehe Bemerkung
§3.7) gilt h'T C X. Folglich ist @ # hTN X’ € hX’N X’ und wir erhalten, dass der Schnitt von
hX” und X’ nicht leer ist. Da hX’ zusammenhéangend ist, gilt sogar hX’” C X’. Weiter sind die
Graphen X’ und hX’ nach Bemerkung §3.7 isomorph. Somit folgt bereits die Gleichheit hX’ =
X’. Folglich ist heG’. Da h ein Element aus einem Erzeugendensystem der Gruppe G” war, gilt
auf Grundlage der Definition einer Gruppenwirkung, dass auch beliebige Elemente der Gruppe
G” in G’ enthalten sind.

7<«<": Unter der Annahme, dass G = G” gilt, erhalten wir mittels der oben gezeigten Teil-
mengeninklusion und der Inklusion G C G, die nach der Definition von G’ folgt, dass G = G’
= G” ist. Da G = G’ gilt, erhalten wir, dass fiir alle geG gX’ = X’, also GX’ = X’ gilt. Weiter
erhalten wir, da GT zusammenhéngend und T ein Fundamentalbereich ist, dass X’ = GX’ D
GT = X gilt. Insgesamt erhalten wir, dass X’ O X gilt und X’ C X gilt nach Definition, woraus
die Gleichheit von X = X’ folgt und X ein zusammenhéngender Graph ist.

7= Zunichst priifen wir, dass X = G”T U(G-G”)T gilt:
Da T ein Fundamentalbereich ist, erzeugt die Wirkung der Gruppe G auf T den gesamten
Graphen X.
Nehmen wir an, dass die Mengen nicht disjunkt sind, dann existiert ein x€G” und ein y&€(G-
G”), sodass gilt: x(T) = y(T). Diese Gleichung ist dquivalent zu y 'x(T) = T. Da T ein Segment
wie in Abbildung 1 ist, gilt entweder y~'x fixiert p (und somit auch q) oder y~'x bildet p auf
q und q auf p ab.
Der zweite Fall fithrt zu einem Widerspruch, da dieser zu einer Inversion fiithrt, G nach Voraus-
setzung aber ohne Inversion wirkt.
Bleibt der erste Fall: Hier gilt, dass y 'x(p) = p erfiillt ist. Daraus folgt, dass y~'x€G, C
G”. Mit x€G” erhalten wir mittels Multiplikation mit x!, dass y=! €G” gilt. Dies steht im
Widerspruch dazu, dass wir nach Annahme ein ye(G-G”) gewahlt hatten.
Also ist X = G”T U(G-G”)T erfiillt.
Mit der Voraussetzung, dass X = X’ gilt und G"TNX’ # @, erhalten wir, dass X = X’ C G" T,
da G”T zusammenhéngend ist und wir X disjunkt in G”T und (G-G”)T zerlegen konnen. Wei-
ter ist X O G”T nach der Definition der Wirkung erfiillt. Insgesamt erhalten wir:
G'T =X.
Nach der disjunkten Zerlegung von X in G”T = X und (G-G”)T erhalten wir (G-G”)T = @
und da T # @ gilt, folgt, dass G” = <G,UG, > = G ist.

Somit erhalten wir, dass X genau dann zusammenhéngend ist, wenn G = <G,UG, > gilt.
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3.9 Lemma FEin Graph X enthélt genau dann keine Kreise, wenn \:Gy*q, G, — G injektiv ist.

Beweis. Wir zeigen die Riickrichtung mittels Kontraposition und iiberlegen uns, dass die
Hinrichtung genauso funktioniert.

7« Zunachst stellen wir fest, dass X genau dann einen Kreis enthélt, wenn ein reduzierter
Kantenweg ¢ = (wy,...,w1) mit n > 1 existiert, fiir den (wg)g = (w,);1 gilt. Die w; lassen sich
mittels der Wirkung umschreiben in w; = h; y; mit h; €G und y; € {y, y}. Diese Notation
erhalten wir fiir beliebige Kanten, da T ein Fundamentalbereich mit den Kanten y und 7 ist.
Wir betrachten nun das Bild des Kreises unter der Wirkung der Gruppe G auf dem Graphen X.
Der Quotientengraph ist isomorph zum Segment T. Da w; = h; y; gilt, tauchen die w; entweder
in der Bahn von y oder in der Bahn von 7 auf. Bezeichnet man die Ecke (y;)o = (vi—1)1 als p;
und nimmt an, dass die Ecke p; im Quotientengraph beispielsweise auf p abgebildet wird, dann
ist aufgrund der Form von T bereits klar, dass die nichste FEcke im Kreis p;;1 auf q abgebildet
werden muss. Die iibernéchste Ecke p; o wird wieder auf p abgebildet.

Induktiv erhalten wir fiir die Kanten im Kreis, dass 3; = y;_; fiir 1 <i < n gilt. Dies funktioniert
offensichtlich nur fiir einen Kreis mit gerader Anzahl an Ecken, sodass wir schlieffen konnen,
dass nur Kreise mit einer geraden Anzahl an Ecken existieren, sofern ein Fundamentalbereich
die Form eines Segments hat.
Weiter gilt:

hipi = ha(y)o = (hayi)o = (hiayi)t = hioa ()1 = hiaps
, wobei das Kiirzel GW bedeutet, dass wir die Gleichheit auf Grundlage der Definition der
Gruppenwirkung erhalten.
Definieren wir nun g; := h; ', h; folgt, dass g; €G,,.

Wir wollen zeigen: g; €G, = Gy.
Dazu nehmen wir an, dass g; in G, = Gy liegt. Dann erhalten wir:

w; = hiyi = hi—19:Yi = hic1Yi = hic1¥i = hi—1yio1 = wi—g.

Dies ist ein backtracking im Kreis, also nach der Definition eines Kreises als reduzierter, ge-
schlossener Kantenweg verboten. Wir erhalten also g; €G,,-G,,.
Fiir ein Kreis ausgehend von der Ecke py erhalten wir insgesamt:

hopo = (wo)o = (wn)l = hn(yn)l = hppo = hpn—19nP0 = hogi-.-gnpo

mittels iterativem Einsetzen der Gleichung g;=h; ' h;.
Es folgt, dass g1...g, €G,y-Gy gilt. Wenn wir annehmen, dass py = p - falls py = q gilt, konnen
wir analog argumentieren - ist, verschiebt das Produkt g;...g, die Ecke q auf eine andere Fcke

)

q.
Da T ein Fundamentalbereich ist, existiert ein gy €G, das p stabilisiert und fiir das gilt go(q’)
= (. Daraus folgt, dass gy...g, €G, ist und A(go...g,) = 1. Da das Produkt nicht trivial ist,
folgt, dass A nicht injektiv ist.



7"=": Der Homomorphismus A\ ist genau dann nicht injektiv, wenn es ein nicht trviales
Element im Kern gibt. Angenommen, es existiert so ein nicht triviales Element g. Wir wéhlen
eine Darstellung des Elements g = go...g, mit g; €G,,-G,, wobei p; € {p, q}. Betrachten wir
eine Kante y;, die die Ecken p; und p;;; verbindet: Da diese Kante im Fundamentalbereich der
Wirkung enthalten ist, ldsst sich jede beliebige Kante in X als h;y; darstellen. Nun lassen sich
analog zur Riickrichtung die Elemente g; als h; ' h; darstellen und wir erhalten ausgehend von
der Ecke pg einen Kreis. O

3.10 Bemerkung Mit den Lemmata §3.8 und §3.9 erhalten wir den Beweis fiir Theorem §3.6.

”=": Ein Baum ist nach Definition zusammenhéngend und enthélt keine Kreise. Mit Lem-
ma 3.8 erhalten wir, dass G = <G,UG, > gilt. Mit Lemma 3.9 folgt, dass G,xq, G, — G injektiv
ist. Da G von G, und G, erzeugt wird, ist die Abbildung auflerdem surjektiv. Die Abbildung
wird von den Inklusionen induziert, daher ist auch die Homomorphieeigenschaft klar.

7<":Die Riickrichtung folgt, indem wir den Beweis der Hinrichtung riickwérts lesen, da
wir in den beiden Lemmata jeweils die Aquivalenz bewiesen haben. Zudem gilt, wenn die
Inklusionen einen Isomorphismus G,*g,G, — G implizieren, dann ist G das Erzeugnis von G,
und G,

Insgesamt folgt der Beweis von Theorem §3.6. a

3.11 Beispiel Sei G = Z/3Z. G wirkt auf dem unten abgebildeten Baum X wie in der Abbil-
dung 6 beschrieben. Es resultiert ein Quotientengraph, der die Form eines Segments hat. Also
ist das Segment ein Fundamentalbereich von G\X.

Nach dem vorangegangenen Theorem §3.6 ist G isomorph zu Gp*q,G,. Tatséchlich erhalten
wir, wie im Theorem behauptet: Gpxq, Gy = Z/3Z *1y {1} = Z/3Z.

Abbildung 6: Wirkung auf einem Baum und entstehender Quotientengraph geméfl der Folge-
rung §5.12

Weiter betrachten wir den Fall, dass G ein Amalgam aus zwei Faktoren ist. Wir wollen zu
der Gruppe G einen Graphen X assoziieren, auf dem G mit schonen Eigenschaften wirkt.



3.12 Theorem Sei G = Gyx 4Gy ein Amalgam aus zwei Faktoren,

dann existiert ein Baum X, auf dem G mit einem Segment T, bestehend aus den Ecken p = G,
und q = Gy sowie den Kanten y = (Gy, Go) und §y = (Gy, Gz), als Fundamentalbereich wirkt.
Dabei sind Gy = G,, Gy = G, und A = G, die Stabilisatoren der Bestandteile des Segments.
Der Baum X ist bis auf Isomorphie eindeutig.

Beweis. Der Beweis funktioniert durch Angabe des Baumes (i), Definition der Wirkung
(ii), Berechnung des Quotientengraphen (iii), Nachrechnen der Stabilisatoreigenschaften (iv),
Uberpriifung der Eigenschaft, dass X ein Baum ist (v) und Nachweis der Eindeutigkeit von X
bis auf Isomorphie (v).

(i): Die Eckenmenge des Graphen definieren wir als vertX = G/G; UG /Gy
und die Kantenmenge als edgeX = G/AU G/A,
wobei der G/A die Kennzeichnung einer formalen Kopie der Menge G/A fiir die Menge der
negativ orientierten Kanten beschreibt.
Der Ubergang von einer Kante zum Start- und Endpunkt der Kante ist durch die Abbildung
(G/A)—G/G1xG/Gy, gAr(gG1,eGy) erklirt. G/A —G/GyxG/Gy, gA —(gGa,gG) definiert
die Abbildung, die einer negativ orientierten Kante ihren Start- und Endpunkt zuordnet. Die
entsprechenden Abbildungen werden dabei durch die Inklusionsabbildung A—G; fiiri = 1,2 in-
duziert. Diese Abbildungen sind auf Grund der Definition des Amalgams, es folgt sogar G1NGy
= A, wohldefiniert.

(ii): Definieren wir nun die Wirkung von G auf dem Graphen X:
Dazu definieren wir eine Abbildung, die den Elementen in G einen Isomorphimus auf der
Menge der Ecken zuordnet. Dabei definieren wir die Wirkung durch Gx(G/G; UG/Gy)—
(G/Gy UG/Gy), (h,gG;)— hgGfiir i = 1, 2 und g€G beliebig. Aufgrund der wohldefinierten
Abbildung, die den Kanten ihre Start- und Endpunkte zuordnen, erhalten wir die Wirkung auf
einer Kante mittels Betrachtung der Wirkung auf den Start- und Endpunkten.

(iii): Da alle Ecken des Graphen X von der Form hG; bzw. h’Gy mit h,h’eG sind, sind
mittels Wirkung der Inversen h™! bzw. h’~! alle Elemente in einer Bahn mit der Ecke G; bzw.
Gs. Da die Wirkung auf den Kanten mittels der Wirkung auf den Start- und Endpunkten defi-
niert ist, gilt, dass sich alle Kanten in einer Bahn mit Kante A oder A befinden. Daraus folgt,
dass der Quotientengraph G\X isomorph zu dem Segment in Abbildung 1 ist.

(iv): Der Faktor G; ist genau der Stabilisator der Ecke G; im Fundamentalbereich fiir i =
1, 2 und im Amalgam gilt A = G1NG,. Also stabilisiert A gerade die Kante A im Fundamen-
talbereich.

(v): Da der geforderte Isomorphismus vom Amalgam der Stabilisatoren des Fundamental-
bereichs in die Gruppe G gerade durch die Identitdtsabbildung gegeben ist, folgt aus Theorem
§3.6, dass X ein Baum ist.

(vi): Zur Eindeutigkeit bis auf Isomorphie kann man annehmen, dass ein zweiter Baum Y
existiert, sodass G auf dem Graphen Y mit einem Fundamentalbereich in Form eines Segments

wirkt. G; = G;, G2 = G5 und A = Gy die Stabilisatoren des Segments fiir p, ¢ €vertY und
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y €edgeY. Es geniigt zu iiberpriifen, dass G; = G, und G; = G, ist, denn daraus folgt, dass
Gy = G, ist, da der Stabilisator einer Kante gerade der Schnitt der beiden Stabilisatoren der
Ecken ist.

Weiter werden wir die Eindeutigkeit bis auf Isomorphie nicht im Detail ausfiithren. O

3.13 Bemerkung Fiir den Spezialfall A = {1} erhalten wir als Kantenmenge edgeX = GUG.
Hierbei ist die Bedeutung von G als formale Kopie der positiv orientierten Kanten zu beachten.

Mit Hilfe von zwei Beispielen werden wir nun die Bedeutung der beiden Theoreme erldutern.
Wir werden jeweils ein Amalgam im Spezialfall aus Bemerkung §3.13 betrachten und den bis
auf Isomorphie eindeutigen Baum, der nach Theorem §3.12 existiert zuordnen.

3.14 Beispiel Wir betrachten das Amalgam G = Gy Gy = Z/27Z x Z/27 = <g1, g2|e3, g3
Offensichtlich gilt hier der bereits zuvor erwdhnte Spezialfall A = {1}.

Um die Faktoren zu unterscheiden, nutzen wir die folgende Notation: G; = Z /27 = <g;|g? >
~ {1, g1} und Gy = Z/27Z = <gy|g3 > = {1, g»}. ’ .

Die Menge der Ecken erhalten wir als vertX = G/G; UG/Gs = {Gy, 22G1, g182G1,...} U {Gy,
g1Ga, g281Gy,...}. Die Kantenmenge ist edgeX = GLI G, wobei G die formale Kopie fiir die
negativ orientierten Kanten darstellt. Die Wirkung ist, wie in Abbildung 7 dargestellt, definiert.
g, stabilisiert dabei die Ecke G; und gy die Ecke Go. Die Kante y wird nur von G, = A =
{1} stabilisiert. Auf Grundlage der Wirkung erhalten wir, wie in Abbildung 8 dargestellt, das
gewiinschte Segment als Fundamentalbereich der Wirkung.

94 9s

YA

—e ® ® ® ® ®
9:9.G; 9, G, G, G, 9, G, 9:9.G,

Abbildung 7: Definition der Wirkung des Amalgams Z /27 x 7./27 auf dem nach Theorem 3.12
gewahlten Baum

-— 9 — — — - T @ ) @)
v vinii

Abbildung 8: Der auf Grundlage der zuvor definierten Wirkung entstehende Quotientengraph
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3.15 Beispiel Nun betrachten wir das Amalgam G = Z/3Z x 7 /47. Erneut befinden wir uns
im Fall A = {1}.

Als Eckenmenge des Graphen erhalten wir in analoger Notation zum vorherigen Beispiel:
vertX = = G/Gl UG/GQ = {Gl, ggGl, g%Gl, g%Gl, g1g2G1,...} L|_{G2, glGQ, g%G’Q, gzgng,...}.
Die Kantenmenge von X enthélt die Gruppe G und eine Kopie G fiir die negativ orientierten
Kanten.

Die Abbildung 9 zeigt die auf dem Graphen definierte Wirkung und die Grafik 10 den entste-
henden Quotientengraphen.

Abbildung 9: Definition der Wirkung des Amalgams Z/3Z * Z/4Z auf dem nach Theorem 3.12

gewahlten Baum

T——
Gy G

¥ 2

Abbildung 10: Der auf Grundlage der zuvor definierten Wirkung entstehende Quotientengraph
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4 Untergruppen von Amalgamen aus zwei Faktoren

In diesem Kapitel betrachten wir stets ein Amalgam aus zwei Faktoren G = Gyx4G,. Nach
Theorem §3.12 lasst sich dem Amalgam G ein Baum zuordnen, auf dem G wirkt. Dabei ist der
Baum X eindeutig bis auf Isomorphie.

Im Folgenden werden wir die Resultate aus dem ersten Kapitel nutzen, um mehr iiber die
Untergruppen des Amalgams G zu erfahren.

4.1 Definition Eine Gruppe G wirkt genau dann frei auf dem Graph X, wenn G ohne Inversion
wirkt und 7 g # 1 mit g(p) = p fiir ein pEvertX.

4.2 Bemerkung In der Vorlesung von Professor Kramer hatten wir nicht verlangt, dass freie
Wirkungen ohne Inversion wirken (Vgl. Kramer, 2015/2016, Definition §6.17, S.130p,).

4.3 Proposition H sei eine Untergruppe von G = Gix4Gs, sodass (H-{1})"{kG;k™'| ke G}
= o fiir ie {1, 2} gilt.
Dann folgt: H ist eine freie Gruppe.

Beweis. Nach dem Theorem §6.18 aus der Vorlesung Geometrische Gruppentheorie von
Professor Kramer (Vgl. Kramer, 2015/2016, S.131p)) ist H genau dann eine freie Gruppe, wenn
H frei auf einem Baum X wirkt.

Nach Theorem §3.12 wissen wir, dass das Amalgam G = G;%4Gy auf einem Baum X mit
den Stabilisatoren G, = G, G; = Gy und G, = A und dem Fundamentalbereich T in Form
eines Segments wirkt. Man beachte, dass wie im Theorem p = Gy, ¢ = Gy und y = A gilt.
Nach dem Theorem ist diese Wirkung ohne Inversion.

Auflerdem erhalten wir vertX = G/G; UG/Gs,. Fiir eine beliebige Ecke v gilt damit, dass
v = gGy (oder v = g’Gy) fiir ein g,g’€G gilt. Fiir ein beliebiges Element heG, gilt hv = hgGy
= gG; = v. Mittels Linksmultiplikation mit einem Element aus G; und g=! erhalten wir, dass
hegGg™! gilt.

Analog folgt der Fall, in dem v = g’G, gilt.

Es folgt, dass fiir den Stabilisator einer beliebigen Ecke v G, = gG,;g~! fiir i = 1, 2 gilt.
Lassen wir nun die Untergruppe H auf dem Graphen X wirken, erhalten wir mit der Voraus-
setzung: H, = HNG, = HNgG,g™' = {1} fiireini = 1, 2.

Das heifit, die Untergruppe H C G wirkt nach Definition §4.1 frei auf dem Baum X und ist
daher eine freie Gruppe. O

4.4 Definition Wir nennen eine Teilmenge H einer Gruppe G genau dann beschréinkt, wenn
die Léange reduzierter Kombinationen von Elementen aus H kleiner gleich n fiir ein festes ne N
ist.

Um iiber die Beschrianktheit eines Graphen reden zu kénnen, miissen wir priifen, dass ein
Graph ein metrischer Raum ist. Das bendtigen wir fiir den Beweis von Theorem 4.6.

4.5 Satz Sei X ein zusammenhéngender Graph. Dann ist (vertX, I: vertX x vertX — N,
(p,q) — Lénge eines minimalen Kantenweges zwischen p und q) ein metrischer Raum.
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Beweis. Zu zeigen sind positive Definitheit (i) und Symmetrie (ii) der Abbildung I sowie,
dass die Abbildung die Dreiecksungleichung (iii) erfiillt.

(i): I > 0 gilt offensichtlich. Weiter ist direkt klar, dass zwei Ecken durch einen reduzier-
ten Kantenweg der Lénge 0 nur verbunden werden kénnen, wenn wir zwei gleiche Ecken wéhlen.

(ii): Die Symmetrie ist klar, da wir fiir jede Kante y einen Riickweg 7 definiert haben.

(iii): Zu zeigen bleibt die Dreiecksungleichung. Seien I(p,q) = m, /(q,r) = n gegeben. Dann
gilt I(p,r) < m + n, da sich die Ecken p und r iiber den Punkt q mittels eines Kantenwe-
ges verbinden lassen. Somit liefert m + n eine obere Schranke fiir die Lange des minimalen
Kantenweges von p nach r. a

4.6 Theorem Sei I' eine beschrinkte Untergruppe von G = Gi*4Gs.
Dann gilt: T C kG;k™! fiir ein i€ {1, 2} und ein kEG.

Beweis. Wir lassen das Amalgam auf einem Baum X wirken, den wir nach Theorem §3.12
erhalten. Dieser Baum hat ein Segment T mit den Ecken p = G; und q = Gs und den Kanten y
= (Gy, Go) als Fundamentalbereich vom Quotientengraph G\X. Dabei stabilisiert G; die Ecke
p, G2 = G, und A = G,,.

Wir zeigen: Ist I" eine nach Definition §4.4 beschrankte Untergruppe in G, dann ist I'(vertT)
ebenfalls beschrankt im Sinne des metrischen Raumes aus Bemerkung §4.5.

Wir nehmen uns ein beliebiges Element geG;UG,. Dann haben T und gT eine gemein-
same Ecke, denn p (oder q) ist in T und gT enthalten. Betrachten wir h€H, so wissen wir,
dass h = h;...h,, mit hochstens n€ N Erzeugern h; €G,UG, erzeugt werden kann. Die Erzeuger
h; stabilisieren also entweder p oder q. Und wir erhalten, dass 1(p,h(q)) < n+1, geméfl 1 aus
Bemerkung §4.5.

Der Rest des Beweises, ausgefiihrt in Bemerkung §4.8, folgt nun aus Proposition §4.7 mit
der Folgerung aus b) folgt c).

4.7 Proposition H sei eine Gruppe, die auf dem Baum X wirkt.
Folgende Aussagen sind édquivalent:

a) Fiir jede beschrédnkte Teilmenge A C vertX gilt: HA ist beschrankt.
b) Es existiert pevertX, sodass H(p) beschrénkt ist.

¢) Es existiert qevertX, sodass H(q) = q gilt.

Beweis. Wir beweisen die Aquivalenz der Aussagen mittels Ringschluss.

”a) = b)”: Endliche Mengen aus Gruppen sind insbesondere beschriankt. Wihle also A =
{p} fur ein pevertX als beschrankte Menge. Dann ist H(p) nach der Aussage a) beschrénkt.

"b) = ¢)”: Y sei der von der Bahn H(p) erzeugte Teilbaum von X. Dieser Teilbaum ist
beschrénkt, da H(p) beschrinkt ist, und invariant unter H nach der Definition der Erzeugung
eines Baumes durch eine Bahn. Als Korollar aus einem vorherigen Kapitel wissen wir (vgl.
Serre, 1980, §2.2 Proposition 10, Korollar, S.20p):
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Ein Baum von endlichem Durchmesser n hat eine Ecke (bzw. Kante), die invariant unter allen
Automorphismen ist, falls n gerade (bzw. ungerade) ist.

Nach dem Korollar wissen wir, dass eine Ecke (bzw. eine Kante) in Y existiert, die invariant
unter H ist, da die Wirkung durch HxY—Y einen Automorphismus Y—Y definiert.

Falls n gerade war, ist c) erfiillt.

Falls n ungerade war, existiert eine Kante die von H stabilisiert wird. Wir verlangen auflerdem,
dass H ohne Inversion wirkt. Damit folgt, da H invariant auf der Menge {y, y} wirkt, dass H(y)
=y und H(y) = ¢. Insbesondere wirkt H invariant auf den Ecken y, und y; und c) ist erfiillt.

7¢) = a)”: Wir nehmen an, dass ein gqe€vertX existiert und wollen zeigen, dass fiir jede
beschrénkte Teilmenge A C X gilt: HA ist ebenfalls beschrankt. Da A beschréankt ist, ldsst sich
der Abstand beliebiger Elemente in a durch eine Konstante N abschétzen. Ziel ist es nun die
Menge HA in einem Ball mit einem festen Radius einzuschliefen.
Dazu nehmen wir uns das Element q und ein Element acA. Weiter wihlen wir ein beliebiges
Element ay €A fest aus. Betrachten wir nun den Abstand d(ha,q) des beliebigen Elements
hacHA zum Element q. Wir erhalten die folgende Abschétzung:

nvarianz _ ig. A—Ungl. Eig.A
d(ha,q) """ d(a,h7'q) "Ed(a,q) < d(a,a0) +d(ag,q) < N +d(ao,q).

Wobei man sich fiir die Invarianz vergewissern muss, dass sich die Anzahl der Kanten eines mi-
nimales Kantenweges zwischen ha und q nicht von der eines minimalen Kantenweges zwischen
a und h~!'q unterscheidet.

Folglich ist das beliebige Element ha€ Bayd(a0,q) €inem Ball von endlichem, konstanten Radius
um q enthalten. Damit folgt, dass die Menge HA beschrinkt ist.

Es folgt die Aquivalenz der Aussagen a), b) und c). O

4.8 Bemerkung Nutze b) folgt ¢) aus Proposition §4.7 mit dem Baum X und der beschréink-
ten Untergruppe I' C G.

Da T ein Fundamentalbereich ist gilt: I'(vertX) = I'(vertT) und diese Menge ist nach dem
bisherigen Beweis von Theorem §4.6 beschrankt, also ist b) erfiillt. Nun folgt, dass I'(v) = v
gilt fiir ein vevertX. Damit ist, wie im Beweis von Proposition §4.3 gesehen, I' CG, = kG;k ™!
fiir ein i€ {1, 2} und ein k€G. Damit ist die Behauptung aus Theorem §4.6 bewiesen. O

4.9 Korollar Sei I' eine endliche Untergruppe von G = Gy*4Gs.
Dann gilt: T C kG;k™! fiir ein i€ {1, 2} und ein keG.

Beweis. Endliche Untergruppen sind insbesondere beschrankt und die Aussage folgt mit
Theorem §4.6. O
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5 Die Verallgemeinerung auf ein Amalgam aus mehr
Faktoren

In §3 haben wir Gruppenwirkungen auf einem Baum betrachtet. Dabei konnten wir feststellen:

5.1 Bemerkung G hat genau dann die Form eines Amalgams aus zwei Faktoren, wenn G oh-
ne Inversion auf einem Baum X wirkt und der Quotientengraph G\X die Form eines Segments
hat.

In Kurzform: G = G1x4Gsy <& GAX mit G\X = Segment.

Beweis. "=": Wenn G = Gy%4G> ist, dann existiert nach Theorem §3.12 ein Baum X auf
dem G ohne Inversion mit einem Fundamentalbereich in Form eines Segments wirkt.

7" Wenn G ohne Inversion auf einem Baum X wirkt und der Fundamentalbereich ein
Segment ist, dann erhalten wir nach Theorem §3.6, dass G = G,*g, G, ein Amalgam aus zwei
Faktoren ist. O

Im folgenden Kapitel ist es unser Ziel, die Aussage zu verallgemeinern: G ist genau dann
der Kolimes eines Baumes von Gruppen, wenn G ohne Inversion auf einem Baum X wirkt und
der Quotientengraph G\X isomorph zum Baum T ist.

Dazu miissen wir zunédchst die Begriffe Kolimes und Graph von Gruppen erkléren.

5.2 Definition Sei (G;);es eine Familie von Gruppen und fiir i,j sei F;; € Hom(G;,G;). Den
Kolimes iiber dem System ((G;);er, Fi ;) definieren wir als Gruppe G, sodass fiir eine Abbildung
teF; ; f; = f; o £ Vi, jel, wobei die f; €Hom(G; —G) und f; eHom(G; —=G).

5.3 Definition Ein Graph von Gruppen (G,T) besteht aus einem Graphen T und einer Familie
von Gruppen G, die eine Gruppe G,, fiir jede Ecke pevertT und eine Gruppe G, fiir jede Kante
yeedgeT enthilt. Zusitzlich verlangen wir die Existenz eines Monomorphismus €,,:G, — Gy,
fir jede Kante. Aufierdem soll G, = Gy gelten.

Im Spezialfall, dass T ein Baum ist, bezeichnen wir (G,T) als einen Baum von Gruppen.
Weiter bezeichnet Gr = hg (G,T) den Kolimes des Baumes von Gruppen.
Aufgrund der vorherigen Definition §5.2 ist der Kolimes iiber der Familie von Gruppen G und
der Indexmenge I = vertT U edgeT, sowie der dariiber definierten Menge an Homomorphismen
Fyu = {ey:Gy =Gy, | yevertT} wohldefiniert.

5.4 Bemerkung Es ldsst sich offensichtlich ein Graph von Gruppen definieren, indem wir die
Wirkung einer Gruppe G auf dem Graphen X betrachten und die Familie von Gruppen in (G,
T) iiber die Stabilisatoren der Ecken und Kanten erkléren.

5.5 Beispiel Sei T ein Segment bestehend aus den Ecken p und q und den Kanten y und y.
Die Familie von Gruppen G bestehe aus G,, G, und G, = Gy. Zwischen den Gruppen fordern
wir die Existenz folgender Monomorphismen ¢,: G, =G, und ¢,: G, =G,.

Fiir die Gruppe Gr gilt nach Definition Gy = 11&1 (G,T) = GpxGy/<R> = Gpx¢q, Gy mit R =
{tp(gp(h)) tp(g,(h71))] heG,}, wobei ¢,:G, —G,*G,, die Einbettung von G, ins freie Produkt
fiir ein beliebiges vevertT beschreibt. Dabei entspricht der Kolimes gerade dem amalgamierten
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Produkt, da die €, und e, Monomorphismen sind und alle Kanten von der Untergruppe G,
stabilisiert werden.

Wihlen wir fiir T ein Segment, so erhalten wir fiir Gr genau das Amalgam G,*g, G, und somit
den Spezialfall aus Kapitel §3.

Fiir ein weiteres Beispiel benttigen wir die folgende Definition.

5.6 Definition Sei X ein Graph. Fiir pevertX beschreibt der Grad, wie viele Kanten die Ecke
als Ursprung haben. Eine Ecke vom Grad 1 wird als terminal vertex oder AuSenecke bezeichnet.

5.7 Beispiel Der Baum T entsteht aus einem Baum T’ durch Hinzufiigen einer Auflenecke p
wie in Abbildung 11 gezeigt.
Behauptung: Es gilt Gr = Grixg, G,

Beweis. In der Folge gelten die Bezeichnungen
R = UyeedgeT’{L7y1 (h)-t'y, (g4, (h71))[hEGy,, &, €F, fiir ycedgeT'}
und R = U, cogger{i ()1, (€4, (h7))|h€Gy,, &y, €F, fiir ycedgeT}.
Uyt Gy = *gepertr Gg beschreibt die Einbettung eines Stabilisators in das freie Produkt geyerir Gy
Analog beschreibt ¢, die Einbettung des Faktors G, in das freie Produkt *,c,erirGy.
gT’ *Qy Gp
= (*qevertT Gq/ KR"> *Gyp) /< {1y (g4 (h)) 14, (e, (7)) hEG,} >
= #qevertTufp} Gg/ KRU{tyy (o (h)) 1y, (e, (h71))] hEG,} >
= >l<qevertTG’q/<<]~:{>>
= Gr. O

Abbildung 11: Beispiel eines Baumes T, der aus dem Baum T’ durch Hinzufiigen einer
Auflenecke entsteht.

16



Wir wollen nun zeigen, dass Gr auf einem Graphen X mit ”"schénen” Eigenschaften wirkt.
Der Graph X auf dem Gr wirkt, ist sogar bis auf Isomorphie eindeutig und insbesondere ein
Baum.

5.8 Theorem Sei (G,T) ein Baum von Gruppen, zu dem ein Graph X existiert, der den Baum
T enthélt. AuBlerdem wirkt der Kolimes des Baums von Gruppen Gr auf X, sodass:

(i) T ein Fundamentalbereich von Gr\X ist.

(ii) V pevert T: (Gr), = G, und ¥V ycedge T: (Gr), = G,.

Dann ist X ein Baum, der bis auf Isomorphie eindeutig ist.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch die Konstruktion eines Baumes (i), Angabe der Wirkung
(ii), Berechnung des Quotientengraphen und Angabe des Fundamentalbereichs (iii). Weiter
priifen wir die Stabilisatoreigenschaften (iv) und, dass X ein Baum ist (v).

(i): In Analogie zur Konstruktion des Baumes in Theorem §3.12 lisst sich die Eckenmen-

ge als vertX =
Gr/Gy.

Die Start- und Endpunkte der Kanten sind {iber die Abbildung edgeX—vertX xvertX, gG, —(gG
gG,,) definiert. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da G, C G,, und G, C G, gilt und man
sie iber die Inklusionen G, — Gy, und G, — G, definiert.

Gr/G,, definieren. Als Kantenmenge definieren wir edgeX = J

pevertT yevertT

Yo>

Wir wollen eine alternative Darstellung der Ecken und Kanten des Graphen erhalten, dazu
betrachten wir die Abbildung Gr/G, — Gr(p).gG, —g(p) fiir ein beliebiges pevertT.
Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn: Falls gGp = hG, gilt, dann folgt, dass h™'geG, und
damit folgt, dass h(p) = h(h~'g(p)) = g(p).
Die Abbildung ist per Definition surjektiv.
Weiter ist die Abbildung injektiv, denn: Angenommen sie wére nicht injektiv, dann existieren
g,heGr mit g(p) = h(p), aber gG,, # hG,. Aber g(p) = h(p) ist dquivalent zu h~'g(p) = p und
h~1geG,. Deswegen gilt, dass hG, = hh'gG, = gG,.
Mit der Beobachtung, dass die Abbildung Gr/G, — Gr(p) fiir ein beliebiges pevertT bijektiv

ist, lésst sich die Eckenmenge vertX als (J ¢ .« Gp(p) auffassen.

Fiir die Kantenmenge gilt eine analoge Beobachtung, sodass wir die Kantenmenge als | J
G,(y) auffassen konnen.

yE€edgeT

(ii): Auf dem definierten Graphen wirkt die Gruppe Gy durch Multiplikation:
Gr — Aut(Gr/G,), x—(gG, —xgG,) fiir pevertT und Gr — Aut(Gr/G,), x—(gG, —xgG,)
fiir yeedgeT.

(iii): Auf Grundlage der Wirkung ergibt sich der Quotientengraph Gr\X als ein Baum be-
stehend aus den Ecken [G,] fiir pevertT und den Kanten [G,] fiir ycedgeT.
Da wir jeder Ecke und jeder Kante aus T genau eine Gruppe zuordnen und diese gerade die
Ecken und Kanten des Quotientengraphen Gr\X bilden, ist klar, dass T = G7\X gilt.

(iv): Weiter gilt fiir den Stabilisator einer beliebigen Ecke G, in T: Fiir xe Gy xG, = G,
& x€G,. Analog folgt, dass der Stabilisator der Kante G, gerade der Gruppe G, entspricht.
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(v): Es bleibt jedoch zu zeigen, dass X ein Baum ist.
Um das zu zeigen, fassen wir T als direkten Limes von endlichen Teilbdumen auf. Gr wird
geméf der Definition 5.3 als Kolimes der Gruppen G, und G, fiir die pevertT und ycedgeT
aufgefasst. X wiederum wird als direkter Limes von endlichen Teilgraphen betrachtet.
Man betrachtet im direkten Limes eine aufsteigende Folge von endlichen Teilgraphen, deren
Vereinigung den gesamten Graphen ergibt. Fiir die aufsteigende Folge von Teilgraphen T; gilt:
@(UieIGi,UieITz‘) = U,es hg“@w T;).
Achtung! Diese Gleichheit ist nicht trivial und miisste formal iiberpriift werden.
Der Kolimes ist also mit dem Ubergang auf eine aufsteigende Folge endlicher Teilgraphen ver-
traglich und wir kénnen uns auf den Fall eines endlichen Graphen T beschréinken.
Der Beweis folgt jetzt per Induktion iiber die Eckenanzahl des Graphen T, die wir mit n be-
zeichnen.
Induktionsanfang: Fiirn = 1 gilt X = T.
Denn: Da T ein Baum mit einer Ecke ist, hat T keine Kanten. Es gilt also T = {p}. Wir wéhlen
Gr = G, und erhalten mit der alternativen Darstellung der Ecken vertX = G,(p) = {p} und
edgeX = @ als Graph X. Damit ist X = T = {p} ein Baum.
Induktionsvoraussetzung: Fiir beliebiges, aber festes ne N, sei X ein Baum.
Induktionsschritt: Sei yeedgeT mit p = y; eine Auflenecke von T. Nach einer vorherigen Pro-
position (Vgl. Serre, 1980, Proposition 9, S.19fjy) gilt, dass wir T aus einem Teilbaum T’ =
T-{p} erhalten, indem wir eine Ecke p und Kanten y und y hinzufiigen. Nach Beispiel §5.7
wissen wir, dass fiir G = @(Q,T’) gilt: Gr = Grxg, Gy
Wie bereits fiir X definieren wir in Analogie den Graphen X’ = G T’. Offensichtlich ist X’ ein
Teilgraph von X. X’ ist nach Bemerkung §5.9 der assoziierte Graph zu (G,T"). Und nach der
Induktionsvoraussetzung ist X’ ein Baum.
AuBerdem sind die Transformationen gX’ mit g€ Gr/Gr paarweise disjunkt.
Achtung! Auch das wére zu iiberpriifen.
Wir stellen fest, dass gX’ ein zu X’ isomorpher Graph ist, da dieser durch Wirkung des Ele-
mentes g auf X’ entsteht. Also ist gX’ insbesondere ein Baum.
Als X definieren wir den Graphen, den wir aus X erhalten, wenn wir die gX’ zu einem Punkt
zusammenziehen. Wir kontrahieren in X also mehrere disjunkte Teilbdume gX’.
Dann wirkt die Gruppe G, auf X mit dem Segment T/T’, das aus den Ecken [T’] und p und
aus der Kante y besteht, als Fundamentalbereich.
Mit der definierten Wirkung erhalten wir, dass G¢, G, und G, die Stabilisatoren der Be-
standteile des Segments sind und zuvor hatten wir bereits gesehen, dass QT/*Gy G, — Gr ein
Isomorphismus ist, der von den Inklusionen induziert wird.
Nach Theorem §3.6 folgt damit, dass X ein Baum ist. Da X homotopiedquivalent zu X ist, folgt,
dass X und X gleiche Fundamentalgruppen haben. Als Baum hat X die Fundamentalgruppe
m1(X,p) = {1}. Somit folgt nach einem Satz eines vorherigen Kapitels(vgl. Serre, 1980, §2.3
Kor.1, S.23(y), dass X ein Baum ist. O

5.9 Bemerkung Der Graph X heifit der assoziierte Graph beziiglich (G, T) und ist insbesondere
ein Baum.

Nun interessieren wir uns fiir die umgekehrte Richtung: Wir wollen voraussetzen, dass G
eine Gruppe ist, die auf einem Graphen X mit einem Fundamentalbereich in Form eines Baumes
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T wirkt und wir definieren die Familie von Gruppen (G, T) mittels der Stabilisatoren der Ecken
und Kanten in T.Weiter ist Y der, nach der Bemerkung §5.9, assoziierte Graph von Gr.

Unter diesen Voraussetzungen erhalten wir eine Aussage dariiber, wann die Graphen X und Y
und die Gruppen G und (G,T) gleich aussehen.

5.10 Theorem Sei T der Fundamentalbereich der Wirkung einer Gruppe G auf einem Gra-
phen X. Aulerdem sei T ein Baum und wir definieren den Baum von Gruppen (G, T), wobei
in G die Stabilisatoren der Wirkung von G auf X als Gruppen verwendet werden. Weiter sei Y
der assoziierte Graph von Gr nach der Bermekung §5.9.

Dann sind dquivalent:

(i) X ist ein Baum.

(ii)) Y — X ist ein Isomorphismus.

(iii) Gr — G ist ein Isomorphismus.

Beweis.
”(iii)=-(ii)”: Da T ein Fundamentalbereich der Wirkung von G auf X ist gilt: X = GT. Weiter
ist T auBlerdem ein Fundamentalbreich der Wirkung von G auf Y und es folgt: GT =Y.
Da G und G isomorph sind erhalten wir insgesamt: X = Y.

7 (1)=(i)”: Da Y isomorph zu X ist und Y als assoziierter Graph zur Gruppe lim(G,T) ein
Baum ist, ist auch X ein Baum.

7 (ii)=-(iii)": Sei pevertT und (Gr), ist der Stabilisator von p beziiglich Gr. AuBlerdem ist
G, der Stabilisator von p beziiglich G. Aus der Konstruktion folgt, dass der Homomorphismus
Gr — G einen Isomorphismus (Gr), —G, induziert. AuBlerdem ist der Homomorphismus
Y — X bijektiv, daher enthélt der Kern H von Gy — G den Stabilisator (Gr),.
Folglich gilt H = {1} und da Gy — G surjektiv ist, gilt, dass die Abbildung ein Isomorphismus
ist.
7(1)=(i)": Es gilt GrT" =Y und G T = X. Weiter ist Y — X ein Epimorphismus und der
Homomorphismus Gr — G induziert einen Isomorphismus zwischen den Stabilisatoren (Gr);
fiir te(vertYUedgeY) und Gy fiir t€(vertXUedgeX).
Mit §5.11 folgt, dass der Homomorphismus Y — X als lokal injektive Abbildung bereits injektiv
ist. O

5.11 Lemma Y sei ein zusammenhédngender Graph und X sei ein Baum. f: Y — X sei ein lokal
injektiver Morphismus.
Dann folgt, dass f injektiv ist.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir einen reduzierten Kantenweg ¢ in Y der Weg foc in X ebenfalls
reduziert ist. Da Y zusammenhéngend ist, folgt daraus die Behauptung.
Da X ein Baum ist, miissen wir nur zeigen, dass foc ohne backtracking ist, denn Kantenwege
zwischen zwei Ecken im Baum sind bis auf backtracking eindeutig. Es folgt, dass der Weg foc
reduziert ist, da ¢ durch f lokal injektiv abgebildet wird. Nach Geometrische Gruppentheorie I,
Bemerkung §7.1(Vgl. Kramer, 2015/2016, S.133p;)) sind lokal injektiv abgebildete Kantenwege
bereits reduziert. a

In Analogie zur Aussage aus Kapitel §3 (siche Bemerkung §5.1) liefert uns das Kapitel §5
die zusammenfassende Aussage:
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5.12 Bemerkung (G,T) ist ein Baum von Gruppen:
G = lim (G, T) & GAX,G\X =T
Bewezs.

”=": Nach Theorem §5.8 wirkt Gr auf dem Graphen X und der Quotientengraph G\X ist
isomorph zum Baum T.

7«<": Wenn G auf dem Graphen X wirkt und der Fundamentalbereich der Wirkung ein
Baum T ist, dann kénnen wir einen Baum von Gruppen iiber der Familie der Stabilisatoren
der Ecken und Kanten von T definieren. Nach Theorem §5.10 erhalten wir bereits, dass G =
QT ist.
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