Vortrag 13

Der Cayleygraph von PG Ly(F,) bzw PSLy(F,) ist ein
zusammenhéngender, reguldrer Graph

Lara Befimann



Wir werden die Graphen Y?¢ konstruieren und einige Eigenschaften bestimmen, unter anderem
werden wir zeigen, dass diese Graphen YP¢ zusammenhéngend sind. Im Anschluss werden wir sehen,
dass die konstruierten Graphen isomorph zu X?¢ sind.

0.1 Erinnerung

P I['(PSLy(q), Spe) fir p Quadrat modulo q
I'(PGLy(q),Sp,y) fir p nicht Quadrat modulo q

Wobei wir diese Graphen iiber folgende Abbildungen konstruiert haben:

H(Z) 2 S, — H(F,)* = GLy(F,) - PGLy(F,) 2 Sy,

1 Konstruktion von Y74
Kommen wir nun zur Konstruktion von Y?4. Sei p eine ungerade Primzahl.

1.1 Erinnerung Wir benétigen nun zwei Mengen:
e N={acH]| (a=1mod?2) oder (a« =i+ j+k mod 2) und N(a)=p' fiir ein 1 >0}

o S, ={o,n, 0,0, ..., 04,5, b1, ..., Bt} der p+ 1 Quaternionen mit Norm p. Dabei gilt fiir alle
1% a(()z) > 0 und fiir alle 3; (()]) = 0. Es gilt also #S, =p+ 1 und S, C A"

1.2 Beispiel Wir wollen nun S, fiir p = 3 betrachten. Gesucht sind also alle a; € A’ mit N(a;) = 3
und a(()i) > 0 und alle §; € A’ mit N(3;) = 3 und bgj) =0.

Sei also a; = ag + a1i + asj + azk € A’ mit a% + a% + a% + ag = 3 und ag > 0. Sei zuerst ag ungerade,
dann folgt, dass a1, as,as gerade sind. Da N(q;) = 3 muss schon a1, a2,a3 = 0 gelten. Damit folgt
ag = 3, es gibt aber kein z € Z mit 2? = 34.

Da ag > 0 vorausgesetzt ist, kann der Fall, dass ag gerade und a1, as, as ungerade sind ebenfalls nicht
eintreten, da die Norm N(a;) = 3 sein muss.

Sei nun f; = bii+byj+bsk € A’ mit b%+b%+b§ = 3. Da by = 0, also gerade, miissen by, ba, b3 ungerade
sein. Damit folgt sofort b%, b%, bg =1, also gilt:

Sy ={B1 =0+ 1i + 1j + 1k,
Bo=0+41i+1j — 1k,
By =0+ 1i— 15 — 1k,
By=1—1i+1j — 1k}

Dies sind die einzigen Moglichkeiten, da nach der Konstruktion von S, S mit 3 assoziiert wird und
deswegen wird wird entweder 8 oder 8 ausgewihlt. Auflerdem muss nach der Voraussetzung #S, =
p+1gelten #5353 =3+1=4 /.

Wir versehen A’ nun mit folgender Aquivalenzrelation:
a, BeEN :a~pBeIn,meN:p"a=+p"B

Und setzen A = A’/ ~ als die Menge der Aquivalenzklassen und Q : A’ — A,a +— [o] als die
Quotientenabbildung.
Jetzt konnen wir zeigen:



1.3 Proposition a) A ist eine Gruppe.
b) I'(A, Q(Sy)) ist ein p 4 1-reguldrer Baum.

Beweis. a) Verkniipfung: Setze [o][3] := [af] fiir o, 8 € A’. Diese ist wohldefiniert, denn fiir
ay, a9, 81, B2 € A mit ag ~ f1 und s ~ Ba gilt ajas ~ B1P2 und damit [aq][as] = [ as)].
Assoziativitit: Seien «, 3,7 € A’, dann folgt [o][87] = [aB7] = [aB][v]-

Neutralelement: [p] € A. Sei o € A’ beliebig, dann gilt [p][a] = [pa] = [a] = [ap] [a][p], da a ~ pa.
Inverse: Fiir a € A folgt @ = a@ ~ p, denn es gilt aa = aa = N(a) = p! fiir ein I > 0 und somit
p-aa =p-p' =p' - p. Damit gilt auBerdem [a][a] = [aa] = [p] = [aad] = [o][@] und somit existiert

[a]™! = [a] € A.

= A ist eine Gruppe.

b) Zuerst werden wir nun zeigen, dass I'(A, Q(Sy)) p+ 1-regulér ist. Dazu miissen wir #Q(S,) = p+1
nach Proposition 4.1.2 zeigen, also dass Q|s, : S, — A injektiv ist. Fiir o, 8 € Sp mit o ~  gilt
a = ( nach Korollar 2.5.14. Denn jedes a € A’, also insbesondere auch aus Sy, hat eine eindeutige
Darstellung als reduziertes Wort iiber S,. Da nun N(a) = N(5) = p gilt, und es n,m € N, ohne
Einschrankung m > n, gibt mit p"a = £p" B & p™ "a = £f folgt schon a = £3. Damit ist Qs,
injektiv und es gilt #Q(S,) = p + 1. Ebenfalls nach Korollar 2.5.14 gilt, dass < Q(S,) >= A. Also ist
I'(A, Q(Sp)) p + 1-regulér und zusammenhéngend nach Proposition 4.1.2.

Es bleibt zu zeigen, dass I'(A, Q(Sp)) ein Baum ist.

Dazu nehmen wir an, dass es einen Kreis xg, ..., x4 = xo mit Lange g > 3 gibt. Da I'(A, Q(S,)) nach
Proposition 4.1.2 Ecken-transitiv ist, konnen wir o = [p] annehmen. Nun existieren ~,...,74 € Sp
mit z1 = [y1], 22 = [1172], ..., &g = [71 - - - 74) nach Definition des Cayleygraphen. Es gilt xj_1 # xj41
fir alle 1 <k < g — 1, denn sonst wére der Kreis kiirzer. Damit ist 1 - - - 74 ein reduziertes Wort iiber

Sp und es fOIgt[ ]—330—339 [71 ’79]734180 gﬂt 71"'79NP#ﬂm,nEN:meZipn’ylu-’yg in
A’. Dies ist aber ein Widerspruch zur Eindeutigkeit aus Korollar 2.5.14. Also gibt es keinen Kreis in
I'(A,Q(Sp)) = I'(A, Q(Sp)) ist ein Baum. O

Jetzt kommen wir zur eigentlichen Konstruktion von Y?+4.

Konstruktion

Sei ¢ eine ungerade Primzahl, ¢ # p.

Sei 7, : H(Z) — H(F,) die Reduktion modulo g. Sei ¥, : H(F,) — F?>*? der Isomorphismus aus der
Konstruktion von X9, Also kénnen wir iiber v, die Einheitengruppe H(F,)* mit G L2 (q) identifizieren.
Daraus folgt, dass A’ auf H(IF,)* abgebildet wird, denn fiir @ € A’ gilt nach der Konstruktion von
XP4_ dass det(1y(14())) = N(74()) = N () mod q = p! mod g fiir ein [ > 0. Da p! mod q # 0 in Fy,
folgt schon 7,(cr) € H(F,)*.

Definiere nun Z, := {a € H(F,)* | « = &} C H(F,)* Untergruppe.

1.4 Lemma Z, ist ein Normalteiler in H(F,)* = GL2(q).

Beweis. Sei a € Z, beliebig. Dann existiert ein A € F, mit 4(a) = <3 ?\> =X\ <(1) (1)> Sei

nun S € H(F,)* beliebig, so folgt:

Bu(BaB™) = 0y(8) tyla) (57 = A (o 1) a7 = 3 w0 = (3 %) = uta)



Da 1, ein Isomorphismus ist, folgt Saf~! = a € Z, und damit ist Z, ein Normalteiler. O

Setze 11, : A — H(F,)*/Z,.
1.5 Lemma II; ist wohldefiniert.

Beweis. Fiir a, 8 € A" mit o ~ 8 gilt 74(a) " 74(B8) € Z,. Seien dazu n,m € N : p"a = +p"B,
ohne FEinschrinkung m > n = p™ "a = £+5. Dann folgt:
Tq(a)_qu(ﬁ) = Tq(a)_qu(:Fpm_na)

= 7g(@) " 1y(a)(FP™ " mod q)
= Fp" " mod q € Z,

Setze A(q) := ker(Il;), dann folgt mit dem Homomorphiesatz IT,(A) = A/A(q). Also haben wir:

Tq

AI

H(F,)*

i~

(Fq)*/Zq

Setze nun

Tpq = (Ilg 0 Q)(Sp) und Y9 =T'(A/A(q), Tpq),
wobei wir T, , als das Bild unter dem Isomorphismus II,(A) = A/A(q) in A/A(q) auffassen.

2 Eigenschaften von Y74

Seien p, g weiter ungerade Primzahlen mit p # q.

Fiir ¢ > 2\ﬂp) gilt #7,, = p+ 1 und aus A =< Q(S,) > folgt A/A(q) =< T,, >, damit ist
YP4 (p+ 1)-regulér und zusammenhéngend.

Nun haben wir:

Tq

Yq

A H(F,)* — e GL(q)
of ] ]
A—"H(F,)*/Z,  PGLs(q)

Wobei 1, und ¢ aus der Konstruktion von X?¢ stammen.
Dort haben wir definiert: Sy 4 := (¢ 0 9q 0 74)(Sp).
Es gilt ¢4(Z,) = ker(p), damit ist GL(q)/vq(Z;) — PGL2(q) ein Isomorphismus. Definiere

B H(F,)"/Zy — PGL2(q),



dies ist nun ebenfalls ein Isomorphismus. Das folgende Diagramm kommutiert:

g
~— GLa(q)

P

A ——"H(F,)*/Z, —— PGL(q)

= B(Tpq) = (B0Ilg0Q)(Sp) = (¢ 0 9g07¢)(Sp) = Spq

Also kénnen wir iiber 3 jede Ecke in Y4 mit einer Ecke in XP? identifizieren, und damit auch jeder
Kante in YP9 eine Kante in XP? zuordnen. Da auflerdem Y9 zusammenhéngend ist, folgt, dass YP4
eine Zusammenhangskomponente von X?¢ ist.

Nun betrachten wir A(g) etwas genauer.
2.1 Lemma Es gilt A(q) = {[a] € A | a = ap + a17 + a2 + azk,q | a1, a2,a3}.
Beweis. Es gilt A(q) = ker(Ily) = {[a] € A | ([o]) =1} = {a € A | 7¢(v) € Z,}. Daraus folgt:
[a] € Alq) & 14(a) € Z,

& 1g() = 74(a)
< amod g = a mod q
< qfagund q|ai,az, a3
< q|ai,a2,a3

Wobei die Riickrichtung der letzten Aquivalenz gilt, da:

q|ai,az,as unqu[N(a):pl

= q | ai,as,a;3 undq)[ag—i-a%—&-a%—i-ag
2
= q | a1, a2,a3 und q 1 aj

= q | a1,a2,a3 und q{ap

Also folgt insgesamt [a] € A(q) < [o] € {[a] € A | a = ag + a1i + azj + ask,q | a1, az2,a3}. O

Fiir den Beweis der néichsten Proposition bendtigen wir noch diese Aussage:

2.2 Lemma Fiir a,b € Z mit ¢t a, ¢{bund a® = b? mod ¢?, gilt a = + b mod ¢°.



Beweis.

a® = b2 mod ¢* ©¢* | a®> - V?
< ¢ | (a+b)(a—D)
& (@ lat+b) V(¢ a=b)V(g|atbundq|a—Db)
¢ lath
& a ==+ bmod ¢

Der Fall (¢ | a4 b und q | a — b) tritt nicht ein, da aus ¢ { a und ¢ 1 b folgt, dass ¢t a+ b und ¢ a —b.
O

Jetzt konnen wir den Umfang von Y7 abschétzen:

2.3 Proposition Es gilt g(Y??) > 2 -log,(q).
Gilt zusétzlich, dass p nicht Quadrat modulo q ist, so gilt sogar g(Y?9) > 4 - log,(q) — logy(4).

Beweis. Setze g = g(YP9). Sei xo, ..., x4 = x¢ ein Kreis der Lénge g in Y. Ohne Einschrénkung
kénnen wir xg = 24 = 1 in A/A(q) annehmen, da Y?¢ Ecken-transitiv ist. Dann existieren ¢y, ..,t, €
Tpqmit x; =t1---t; fir 1 <i < g.DaT,, =1,(Q(Sp)) existiert nun fiir jedes ¢; ein v; € S, C A’ mit
t; = Iy([7i]), i ist eindeutig, da Q|s, injektiv ist. Schreibe v = v1 - -+ vy € A" als a = ap+ari+azj+ask,
dann ist o ein reduziertes Wort iiber S, und es gilt [o] = [y1 -+ 79] = [11] - - - [79] # [p] nach Proposition
1.3, also ist mindestens ein a; # 0 fiir [ = 1,2, 3.

AuBerdem gilt I ([o]) = t1---ty = x4 = 1 = [a] € ker(Il;) = A(g), also mit Lemma 2.1 folgt
q | ai1,a2,a3 = q < ai,a2,a3. Nach Korollar 2.5.14 gilt pY = N(a) = a2 + a} + a3 + a3 > ¢*
= g(YP?) = g = logy(p9) > logy(q®) = 2 - logy(q).

Angenommen, nun ist p nicht Quadrat modulo q. Aus p? = N(«a), ¢ 1 ao, q | a1,a2,as folgt
p? = ad mod ¢, also 1 = (%) = (%)9 = (-1)9 = g = 2h. Es gilt also p*" = a2 mod ¢,
da ¢ | a® + a2 + a2,¢*> 1 @@ gilt = p" = + ap mod ¢* mit Lemma 2.2. Andererseits folgt aus
p? = N(a) > ad: [(ao)| < p". )

Angenommen, es gilt g > 4-logy(q) — logy(4) = log,(%).

7 7
< -

& 0" < (5

2
h q

= < =
Pr=r

@Q-ph<q2

& p"+ao| < ¢

Da |p" F ag| < p" +|ag| gilt, folgt |p" F ao| < ¢>. Nun existiert ein I € Z mit p" = I- ¢® + ag. Damit gilt
PFag=1->=1=0=p"=+ay= al+a?+a3+a2 =N(a)=p! = (") =ad = a1 =ay=a3 =0
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= g(YP9) = g > 4-log,(q) — logy(4). ’

2.4 Lemma Fiir eine Familie (X,;,)mm>1 von zusammenhéngenden, k-reguldren Graphen mit #V,, —
oo fiir m — oo gilt:
9(Xm) < (2+0(1)) - logr—1(#Vm)

wobei o(1) — 0 fir m — oo.
Gilt k£ > 5, so gilt:
g(Xm) <2+2- logk—l(#vm)

2.5 Bemerkung Fiir p > 5 gilt mit Lemma 2.4: g(YP9) < 24 2 log,(#YP1).

Mit Proposition 2.3 folgt dann #Y?4 > % und fiir p nicht Quadrat modulo q folgt sogar, #Y P4 > %.
= #YP1 = #(A/A(q)) wichst mindestens linear mit ¢

Bewezs.

2 logy(q) < g(YP9) < 2+2 - logy(#YP?) & logy(q?) < logy(p?) + logy((#Y ™))
& logy(g?) < logy(p” - (#Y™)?)
& ¢ <pt - (HYPI)?
p

Jetzt der Spezialfall p nicht Quadrat modulo q:

4
q
4+ logy(q) — logy(4) < 2 +2 - logy(#Y ™) & logy(7) < logy(p? - (#YP9)?)

= (5)2 <pP - (HYPI)?

3 Zusammenhang zwischen Y?? und X7

Seien p, ¢ weiter ungerade Primzahlen mit p # q.

3.1 Erinnerung Wir bené6tigen nun die folgenden zwei Aussagen:

e Gilt H C PSLy(q) und #H > 60 fiir eine ungerade Primzahl ¢, so ist H metabelsch.



e G metabelsch < [[g1, 92], [93, 94]] = 1 fiir alle g1, 92,93, 94 € G.

Jetzt werden wir unsere Ergebnisse auf X?4 {ibertragen.

3.2 Theorem Sei p > 5. Fiir ¢ > p® ist XP9 zusammenhiingend, und da Y?¢ eine Zusammenhangs-
komponente von XP¢, sind XP¢ und YP9 isomorph.

Beweis. Da gilt

P ['(PSLy(q), Spq) fir p Quadrat modulo q
I'(PGLy(q),Sp,y) fur p nicht Quadrat modulo q

miissen wir zeigen, dass Sp 4 = (¢ o ¥y o 74)(Sp) PSLa(q) bzw. PGLy(q) erzeugt, denn dann folgt
mit Proposition 4.1.2, dass XP¢ zusammenhéngend ist.
Betrachte dazu den Isomorphismus 3 : H(F,)*/Z, — PGL2(q). Da 3(T} ) = Sp,q reicht es

PSLy(q) fir p Quadrat modulo g
PGLy(q) fiir p nicht Quadrat modulo q

BA/Mq)) = {

zu zeigen.

Wir wissen bereits aus der Konstruktion von X4, dass Sy, € PSLs(q), fiir p Quadrat modulo q und
Sp.q € PGL2(q) — PSLy(q), fiir p nicht Quadrat modulo q gilt, wobei wir mit PSL2(q) das Bild der
Abbildung SLa(q) — GL2(q) - PGLa(q) in PGL2(q) meinen.

Setze H, 4 :== PSLy(q) N B(A/A(q)). Wir werden jetzt Hy, = PSLy(q) zeigen.

Behauptung 1: #H, ; > 60.

Da q > p® und p > 5 folgt mit Bemerkung 2.5 #A/A(q) >
Isomorphismus ist.

Seien nun g,h € B(A/A(q)) — PSL2(q), also g,h ¢ Hp4. Da PGL2(q)/PSLa(q) = {£1} impliziert
g,h ¢ PSLy(q), dass g = h mod PSLy(q) gilt. Daraus folgt, dass ein a € PSLy(q) existiert mit
g=ah=gh™' =a€ B(A/A(q)) N PSLx(q) = Hp,.

Gilt nun #(B8(A/A(q)) — PSL2(q)) = n, so finden wir fir alle g € B(A/A(q)) — PSL2(q) und alle
h € B(A/A(q)) — PSLa(q) ein a € PSLy(q) mit a = gh~! € H,,, also gibt es in H,, mindestens
genauso viele Elemente wie in S(A/A(q)) — PSLa(q).

= #Hpq = #(B(A/A(q)) N PSLy(q)) = n = #(B(A/A(q)) — PSLa(q))
Also folgt insgesamt

2-#Hy,q > #Hp,q + #(8(A/A(q)) — PSLa(q))
= #(8(A/A(q)) N PSLa(q)) + #(B(A/A(q) — PSLa(q)
= #B8(A/A(g))
> 120

> 120 = #P(A/A(q)) > 120, weil § ein

q
p

und damit #H, , > 60.

Behauptung 2: H, , ist nicht metabelsch

1. Fall p Quadrat modulo q: Es gilt S, , C PSLa(q) und Spq = B(Tpq) € B(A/A(q)) = Spq € Hpg.
Wihle nun g1 € Spg, 92 € Spq — {91,097 '}, 94 € Spg — {91,097 ", 92,95 -} beliebig und setze g3 = gi.
Dann folgt das

91, 92], (93, 94]] = [919297 "95 > 919497 * 95 ") = 919297 "5 919497 " 95" 929195 "91 " 949195 19y "



ein reduziertes Wort der Linge 16 iiber S,, ist. Da aber g(Y??) > 2 - log,(q) > 16 gilt, folgt
[l91, 92, [g3, 94]] # 1, denn sonst hétte man einen Kreis mit Lénge 16 in Y74,

2. Fall p nicht Quadrat modulo q: Wéhle hy € Sy, beliebig, ho € Sp, 4 — {hl,hl_l} und h3 € Sy 4 —
{hy,h{* ho,hy'}. Setze nun g; = hihs, ga = hahs, g3 = hiha, g1 = haha, da S, , C PGLy(q) —
PSLy(q), aber PSLy(q) Index 2 in PGLy(q) hat und S,, € B(A/A(q)) folgt g1,92,93,94 € Hpq.
Damit folgt nun das

(91,921 (93, 94 = 919207 95 " 939495 ' 95" 20195 ' 91" 9ag395 95"
= hihshohy 'hythy ! hihahghy'hy thyt hohshihy 'hythyt hahohihy thy thy!

ein reduziertes Wort der Lange 24 iiber S, 4 ist. Da aulerdem g(Y?4) > 4-log,(q) — log,(4) > 24 gilt,
folgt analog wie im ersten Fall [[g1, g2], [g3, 94]] # 1.
= Hp 4 ist nicht metabelsch

Jetzt muss aber schon Hp, = PSLy(q) gelten. Denn angenommen, Hy,, C PSLy(q), dann folgt, dass
H,, , metabelsch ist 7.

Damit gilt PSLa(q) = Hpq = PSLa(q) N B(A/A(q)), also insbesondere PSLa(q) € B(A/A(q)).

Dann folgt fiir die beiden Félle:

1. Fall p Quadrat modulo g: Es gilt S, ; € PSLo(q), daraus folgt < S, 4 >C PSLy(q). Da < Sy 4 >=
B(A/A(q)), folgt B(A/A(q)) € PSLx(q), also PSLa(q) = B(A/A(q)).

2. Fall p nicht Quadrat modulo q: Es gilt

B(A/A(q)) € PGLy(q), Spq C PGLy(q) — PSLy(q) = < Spq >Z PSLy(q).

Dann existiert g € B(A/A(q)) — PSLa(q) < g # 1 mod PSLy(q).
Sei nun h € PGLy(q) beliebig. Da PGL2(q)/PSLa(q) = {1} gilt entweder

h =1 mod PSLy(q) = h € PSLy(q) C B(A/A(q))

oder
h =g mod PSLy(q) = 3 a € PSLa(q) : h=g-a € B(A/A(q)).

Also folgt h € B(A/A(q)) und damit PGL2(q) C B(A/A(q)) = B(A/A(q)) = PGL2(q).

Somit ist XP? zusammenhéngend und damit isomorph zu YP4. O

Nun als Zusammenfassung folgendes Korollar:

3.3 Korollar Angenommen, es gilt ¢ > p®. Dann sind die Graphen X9 p + 1-reguliir und zusam-

menhangend. Auflerdem gilt
(i) fur p Quadrat modulo q: XP¢ ist nicht bipartit und g(X??) > £ - log, (#XP9)

2
3
(ii) fiir p nicht Quadrat modulo q: XP¢ ist bipartit und g(X??) > % -logy(#XP9) — logy(4)
Beweis. X7 p 4 1-reguldr und zusammenhéngend folgt direkt aus Theorem 3.2. Auflerdem gilt

#PSLs(q) fir p Quadrat modulo q
() <q(q2_1)§q3

HXPA =
#PGLs(q) fiir p nicht Quadrat modulo q —



(i) Es gilt g(XP9) > 2-log,(q) = 5 - logy(¢®) > § - logy(#XP).
Angenommen, XP¢ wire bipatit, dann existiert nach Proposition 4.1.2 ein Homomorphismus
X : PSLy(q) — {£1} mit X(S,4) = {—1}. Da PSLy(q) einfach ist, ist jeder Homomorphismus
PSLs(q) — {%1} konstant oder injektiv. Damit ist X konstant, also X(PSLa(q)) = {1} =
X(Spq) = {1}4 dazu, dass X(Sp,) = {—1} gilt. Damit ist XP7 nicht bipartit.

(ii) Es gilt g(XP9) > 4 -log,(q) — logy(4) = 3 - logy(q*) — logy(4) > 5 - logy(#XP9) — logy,(4).

Sei X : PGLa(q) — PGL2(q)/PSL2(q) = {£1} kanonisch. Da S, ; € PGL2(q) — PSLs(q) folgt
schon X (Sy,4) = {—1}, also ist X9 nach Proposition 4.1.2 bipartit.
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