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Definition: Sei G eine Gruppe und m : G — GL(V}), 13 : G — GL(V2) lineare
Darstellungen von G auf komplexen Vektorrdumen Vi, V. Wir sagen, die Dar-
stellungen m; und 7o sind isomorph zueinander, wenn es einen G-dquivarianten
C-linearen Isomorphismus ¢ : V7 — V5 gibt, d.h. es gilt p(gu) = gp(u) fiir alle
g € G,ue V.

Aufgabe 9.1

Seien V7, V5 komplexe Vektorrdume, m : G — GL(V1), 73 : G — GL(V3) irredu-
zible, lineare Darstellungen einer Gruppe G und m; X me die induzierte lineare
Darstellung auf Vi x V5. Zeige, dass die folgenden beiden Aussagen dquivalent
sind:

i) Die Darstellungen 7; und 75 sind isomorph zueinander.

i1) Vi x V3 besitzt einen G-invarianten Unterraum V' mit

V ¢ {{0}, V4 x {0}, {0} x Va, Vi x Vo).

Aufgabe 9.2

Bewerte den folgenden ,, Beweis“, der zeigen soll, dass jede kompakte Gruppe sich
injektiv und stetig in ein endliches Produkt U(m1) x ... x U(m,) von unitiren
Matrizengruppen einbetten lédsst.

Beweis: Zu jedem g € G — {1} gibt es einen Morphismus p, : G — U(mgy) mit
pg(g) # 1. Da p, stetig ist, gibt es also eine offene Umgebung W, von g
mit pg(h) # 1 fiir alle h € W,. Da G kompakt ist, wird G von endlich
vielen solchen W, {iberdeckt, also G € Wy, U...U W, . Damit ist

Pgi X . X pg. t G —=U(mg,) x...xU(myg,)

die gesuchte Einbettung.

Bitte wenden.



Aufgabe 9.3

Sei G eine kompakte Gruppe, F ein normierter Vektorraum und G x £ — E
eine stetige lineare Wirkung von G auf E.

Zeige, dass das Supremum sup{||gu|| | g € G,u € BF(0)} existiert.

Hinweis: Verwende Wallace’ Lemma.

Aufgabe 9.4

In dieser Aufgabe zeigen wir, dass man aus einer linearen, stetigen Wirkung
einer kompakten Gruppe auf einem Hilbertraum eine unitdre Wirkung (also
einen Hilbert-G-Modul) konstruieren kann.

Sei (E,(|)) ein Hilbertraum, G eine kompakte Gruppe und G x E — E eine
lineare, stetige Wirkung von G auf E. Zeige:

a) Die Abbildung b(u,v) = [,(g7'u | g~ v)dg definiert eine stetige posi-
tiv definite hermitesche Form auf E und b ist G-invariant, d.h. es gilt
b(hu, hv) = b(u,v) fir alle h € G,u,v € E.

b) Die von b induzierte Norm ist dquivalent zu der urspriinglichen Norm ||. ||
auf F, d.h. es gibt Konstanten «, 8 > 0 so, dass

ab(u,u) < [lull* < Bb(u, )
fiir alle u € E gilt.

Hinweis: Verwende Aufgabe 9.3.
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