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Aufgabe 7.1
Sei G eine lokalkompakte Gruppe. Zeige: Ist G unendlich, so ist Cc(G) ein
unendlich-dimensionaler reeller Vektorraum.
Hinweis: Benutze die Tychonoff-Eigenschaft, um eine unendliche linear un-
abhängige Familie (ϕn)n∈N von stetigen Funktionen mit kompaktem Träger auf
G zu konstruieren.

Aufgabe 7.2
Sei E ein Hilbertraum und F ⊆ E ein Untervektorraum. Zeige:

a) F⊥ = F
⊥

b) (F⊥)⊥ = F

Definition: Sei E ein Hilbertraum und T : E → E ein linearer Operator. Dann
heißt T idempotent, wenn T 2 = T gilt. Wir nennen T selbstadjungiert, wenn
〈T (x) | y〉 = 〈x | T (y)〉 für alle x, y ∈ E gilt.

Aufgabe 7.3
Sei E ein Hilbertraum und P ein stetiger, linearer Operator. Zeige, dass die
folgenden Aussagen äquivalent sind:

i) P ist die orthogonale Projektion auf einen abgeschlossenen Unterraum F
von E, d.h. es gibt einen abgeschlossenen Unterraum F ⊆ E mit P (x) = x
für alle x ∈ F und P (y) = 0 für alle y ∈ F⊥.

ii) P ist idempotent und selbstadjungiert.

Bitte wenden.



Aufgabe 7.4
Wir betrachten den C-Vektorraum der komplexen Polynome C[T ] mit der Su-
premumsnorm

‖f‖∞ := sup{|f(t)| | t ∈ [0, 1]}.

Sei weiter d
dT : C[T ]→ C[T ] der Ableitungsoperator, d.h. ein Polynom f ∈ C[T ]

wird auf seine Ableitung f ′ = df
dT abgebildet. Zeige:

a) ‖.‖∞ definiert eine Norm auf C[T ].

b) Die Abbildung d
dT ist ein linearer, unbeschränkter Operator auf C[T ].

*-Aufgabe
Sei V ein normierter C-Vektorraum. Zeige: V ist genau dann ein Prä-Hilbertraum,
wenn für alle x, y ∈ V die Parallelogrammgleichung

‖x + y‖2 + ‖x− y|2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

gilt.
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