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Aufgabe 11.1
Sei exp : M,,(C) — GL,(C) die Exponentialfunktion.

a) Bestimme exp(tA) fir A = (_01 (1)> und t € R.
0 = y

b) Bestimme exp [0 0 =z | fiir z,y,2 € R.
0 0 O

Aufgabe 11.2
Sei G eine lokalkompakte Gruppe ohne kleine Untergruppen.
Zeige: G ist metrisierbar.

Aufgabe 11.3
Zeige: Es existiert eine lokalkompakte Gruppe G, in welcher jede offene Ein-
sumgebung U C G eine Involution (also ein Element g # 1 mit g = 1) enthilt.

Aufgabe 11.4
Sei X ein kompakter metrischer Raum und (a,, ),cn eine Folge in X. Zeige, dass
die folgenden beiden Aussagen dquivalent sind.

i) Die Folge (an)nen konvergiert.

i1) Alle konvergenten Teilfolgen von (a,)nen haben den gleichen Grenzwert.

Bitte wenden.



Definition: Ein topologischer Vektorraum iiber R ist ein reeller Vektorraum E
mit einer Topologie T so, dass (F,+) eine Hausdorff’sche topologische Gruppe
und die Skalarmultiplikation R x E — E, (A, v) — v eine stetige Abbildung ist.

*-Aufgabe
Sei E ein topologischer Vektorraum iiber R. Zeige, dass die folgenden beiden
Aussagen dquivalent sind:

i) E ist endlich-dimensional.
i1) E ist lokalkompakt.

Hinweis: Fiir ,a) = b)“ wihle eine Basis vy, ...,v,, von E und zeige, dass der
m

Homomorphismus f : R™ — E, (aq,...,am) — Y. a;v; eine stetige Umkehrab-
i=1

bildung besitzt. '

Fiir die Implikation ,,b) = a)“ gehe in folgenden drei Schritten vor:

Schritt 1: Wihle eine kompakte Umgebung W von 0 € E und zeige, dass

esrT € Rmit 0 < r < 1 und eine endliche Teilmenge A C W gibt so, dass

W C A+ rW gilt.

Schritt 2: Definiere F := (A) als den von A aufgespannten Unterraum von FE.

Zeige, dass W in F enthalten ist. (Dies ist der schwierigste Schritt. Argumen-

tiere per Widerspruch: Nehme an, es gibt w € W — F und finde eine offene

Umgebung U von 0 € E mit (w+ U)NF = (). Beweise umgekehrt mit Hilfe von

Wallace’ Lemma, dass W C F + U gilt.)

Schritt 3: Zeige, dass £ = F gilt.
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