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Aufgabe 8.1 (4 Punkte)

Es sei GG eine Liegruppe. Zeigen Sie, dass das Tangentialbiindel T'G trivial ist.
Genauer: es gibt einen Diffeomorphismus ¢ : G x T.G — TG so, dass gilt
o(p, X.) € T,G und so, dass ¢(p,—) : T.G — T,G eine bijektive lineare
Abbildung ist.

Hinweis: Schreiben Sie mit linksinvarianten Vektorfeldern eine explizite Abbil-
dung und Umkehrabbildung hin.

Aufgabe 8.2 (2+1+1) Punkte)
Zeigen Sie:
(1) Es gibt keine Verkniipfung - auf S? so, dass (S?,) eine Liegruppe ist.
(2) Es gibt fiir m = 1,3 Verkniipfungen auf S™ so, dass (S™, -) eine Liegruppe
ist.
Hinweis: Ubungsblatt 7.

Aufgabe 8.3 (1+1+1+1) Punkte)
Es sei H der Quaternionenschiefkérper aus Ubungsaufgabe 7.2. Weiter sei S =
{a € H | ||la]| = 1}. Ein Element ¢ € H heisst rein, falls ¢> = A1 gilt fiir ein
A € Reg. Zeigen Sie:
(1) S ist eine Untergruppe der Einheitengruppe H*.
(2) Die reinen Elemente bilden einen 3-dimensionalen reellen Untervektor-
raum P C H, den wir mit R® identifizieren.
(3) Die Abbildung v : S — SO(3), ¥(a)(v) = ava™! ist ein Homomorphis-
mus mit Kern {£1}.
(4) 1 is surjektiv.
Hinweis: iiberlegen Sie, was Sie in Teil (3) alles priifen miissen. Verwenden Sie
fiir (4) den Satz von Cartan-Dieudonné auf Blatt 7 in folgender Variante. Jedes
Element g € SO(3) ist Produkt von zwei Abbildungen der Form —o, wobei o
eine Spiegelung ist (warum?).

Aufgabe 8.4 (1+3) Punkte)
Fiir diese Aufgabe identifizieren wir H als normierten reellen Vektorraum mit
R*. Zeigen Sie:

(1) Die Abbildung ¢ : S x S — SO(4), ¢(a,b)(v) = avb~? ist ein Homomor-

phismus mit Kern {£(1,1)}.

(2) ¢ is surjektiv.
Hinweis: Uberlegen Sie wieder, was Sie in Teil (1) alles priifen miissen. Verwen-
den Sie fiir (2), dass S x S durch ¢ transitiv auf S C H wirkt, sowie Ubungs-
aufgabe 8.35.



*-Aufgabe (4 Punkte)
Es gibt einen stetigen surjektiven Homomorphismus SO(4) — SO(3).

Hinweis: Benutzen Sie die in 8.8 und 8.4 gewonnenen FErgebnisse sowie den
Homomorphiesatz.
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