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Aufgabe 2.1 (1+1+1+1 Punkte)
Es seien X, Y topologische Raume. Zeigen Sie:
(1) Wenn A C X zusammenhéngend ist, so ist auch A C X zusammenhéngend.
(2) Wenn A C X zusammenhingend und f : X — Y stetig ist, so ist auch
f(A4) CY zusammenhéngend.
(3) Wenn XY zusammenhéngend sind, so ist auch X x Y zusammenhéngend.
(4) Wenn (A4;);c eine Familie von zusammenéngenden Teilmengen von X ist
und wenn gilt ;. ; A; # 0, dann ist |J,¢ ; A; zusammenhéngend.

Aufgabe 2.2 (4 Punkte)

Essein > 2und Xq,..., X, seien Hausdorffraume, mit kompakten Teilmengen
Aj, C Xj. Beweisen Sie Wallace’s Lemma: Wenn W C X1 x --- x X,, offen ist
mit A; X -+ x A, C W, so gibt es offene Mengen Uy C X, fiir k =1,...,n mit

Ay x - x A, CUy x---x U, CW.

Hinweis: betrachten Sie zuerst den Fall n = 2.

Aufgabe 2.3 (1+1+1+1 Punkte)
Es sei G eine topologische Gruppe. Zeigen Sie:
(1) Wenn G Hausdorff’sch ist und A C G beliebig, dann ist Ceng(A) abge-
schlossen.
(2) Wenn U, X C G nichtleere Teilmengen sind und wenn U offen ist, so sind
die Mengen UX und XU offen.
(3) Eine Untergruppe H C G ist genau dann offen, wenn sie eine offene nicht-
leere Teilmenge enthélt.
(4) Wenn A, B C G nichtleere abgeschlossene Teilmengen sind, ist dann AB
notwendig abgeschlossen?

Aufgabe 2.4 (242 Punkte)
Es sei G eine Hausdorff’sche topologische Gruppe
(1) Wenn A, B C G nichtleere abgeschlossene Teilmengen sind und wenn A
kompakt ist, so ist AB C G abgeschlossen.
(2) Wenn K C G eine kompakte Untergruppe ist, so ist p : G — G/K,
p(z) = 2K abgeschlossen.

Hinweis zu (1): Benutzen Sie Wallace’ Lemma.



*-Aufgabe (2+2 Punkte)
Es sei G eine topologische Gruppe. Zeigen Sie folgenden universellen Eigenschaf-
ten der Morphismen von topologischen Gruppen

p:G— G/G°, p(x)=xg°

und

q:G— G/{e}, qlz)=2a{e}:
(1) Ist H eine total unzusammenhingende topologische Gruppe und ist
f:G—H

ein Morphismus von topologischen Gruppen, so gibt es genau einen Mor-
phismus von topologischen Gruppen f : G/G° — H mit fop = f.
(2) Ist H eine Hausdorfl’sche topologische Gruppe und ist

f:G—H

ein Morphismus von topologischen Gruppen, so gibt es genau einen Mor-
phismus von topologischen Gruppen f: G/{e} — H mit foq= f.

Bemerkung. Sie zeigen damit, dass die Hausdor[f’schen topologischen Gruppen
bzw. die total unzusammenhdngenden Gruppen refiektive Teilkategorien der Ka-
tegorie der topologischen Gruppen bilden. Schlagen Sie die nétigen Vokabeln
nach!

Abgabe bis: Donnerstag, den 25.10.2018, 8 Uhr im Briefkasten 15.



