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Aufgabe 7.1
Sei A ein kommutativer Ring und n € N,n > 1. Zeige:

GL,(A) 2 SL,(A4) x A”
a 0 ... 0
) . " . 0o 1 .o
Losung: Wir betten zunéichst A* via a — als Untergruppe
Lo g
0O ... 0 1
in GL,(A) ein. Nach Vorlesung ist SL,, (A) ein Normalteiler in GL,,(4).
a 0 ... 0
L 0o 1 .o .
Weiter gilt det | - = @ und somit SL,,(A) N A* = {1}.
S 0|
0O ... 0 1
Wir zeigen nun, dass SL,,(4) - A* = GL,,(A) gilt.
Sei S € GL,,(A) beliebig und a := det S € A*. Schreibe S = (s1,...,8,) als

Spaltenmatrix. Dann hat die Matrix S’ = (a~!sy,s9,...,5,) die Determinante
a 0 ... 0

1, also S’ € SL,,(A) und es gilt: S =5"- 0 1 € SL,(A) - A*
: . -0
0O ... 0 1

Wegen SL,(A) < GL,(A4), SL,(A) - A* = GL,(A) und SL,(4) N A* = {1}
ist GL,(A) nach Aufgabe 6.4 b) isomorph zu einem semi-direkten Produkt
SL,(A) x A*.

Aufgabe 7.2
Sei A ein kommutativer Ring, n € N und S,T € A™*"™. Zeige: Gilt ST = 1, so
gilt auch TS = 1.

Losung: Es gilt nach Lemma 1 in Kapitel 3 der Vorlesung:
det S -detT =det ST =detl =1

Somit ist det S € A* und S invertierbar. Es gibt also eine Matrix U € A™*"
mit US =1 = SU. Nun folgt:

T=1-T=US) T=U-(ST)=U-1=U
Somit gilt T'= U und daher T'S = 1.



Aufgabe 7.3
Sei R ein Ring, I < R ein Ideal und K ein Korper. Zeige:

a
b
c

)
)
)
d)

T ist genau dann ein maximales Ideal, wenn R/T ein Korper ist.
T ist genau dann ein Primideal, wenn R/I ein Integritéitsbereich ist.
Ist z € R nilpotent (d.h. es gibt n € N mit 2™ = 0), so ist 1 —z invertierbar.

K ist genau dann algebraisch abgeschlossen, wenn K keine echte, endliche
Korpererweiterung besitzt.

Lésung:

2)

Sei I ein maximales Ideal und r + I € R/I mit r + I # 0+ I, d.h.
r ¢ I. Da r nicht in I liegt und I maximal ist, erzeugen r und I den
ganzen Ring. Somit gibt es s € Rund ¢ € I mit 1 = r - s + 4. Es folgt
(r+1)-(s+I)=rs+1=1+1=1g/. Alsoist r+1I in R/I invertierbar
und R/I ist ein Kérper.

Sei umgekehrt R/I ein Korper und » € R\ I. Dann ist r +1 # 0+ I
und folglich invertierbar. Sei s € R mit (r +I) - (s+I) =14 I. Nun gilt
rs+I =1+1, also 1—rs € I. Damit liegt 1 in dem von [ und r erzeugten
Ideal. Das von I und r erzeugte Ideal ist damit schon der gesamte Ring
R.Dar € R\ I beliebig war, ist I ein maximales Ideal.

Sei I ein Primideal. Seien r+1,s+1 € R/I mit (r+1)-(s+1) =0+1, d.h.
rs € I. Da I ein Primideal ist, gilt nun r € I oder s € I. Dies bedeutet
r+ I =0+1 oder s+ 1 = 0+ I. Damit ist R/I nullteilerfrei, also ein
Integritatsbereich.

Sei umgekehrt R/T ein Integritétsbereich. Seien r, s € R mit rs € I. Dann
gilt (r+1)-(s+1I)=rs+1 =0+1. Da R/I nullteilerfrei ist, folgt
r+I=0+1Toders+I=0+1,alsor € Roder s € R. Damit ist I ein
Primideal.

n—1

Sei z € R nilpotent und n € N mit 2™ = 0. Setze y := > 2" € R. Offenbar
i=0

kommutiert y mit 1 — z. Weiter gilt:

n

n—1 1 n
(1—z)~y:(1—z)~Zzi: zi—Zzizl—znzl—Ozl
=0 i=1

I
o

i
Folglich ist y invers zu 1 — z und 1 — z ist invertierbar.

Sei K algebraisch abgeschlossen und E eine endliche Korpererweiterung
von K. Sei z € E beliebig. Als endliche Kérpererweiterung ist £ insbeson-
dere algebraisch iiber K. Sei p € K[X] das Minimalpolynom von x iiber
K. Da K algebraisch abgeschlossen ist, zerfillt p iiber K in (normierte)
Linearfaktoren. Da « € F eine Nullstelle von p ist, gilt z € K. Daz € E
beliebig war, ist F = K und E/K ist keine echte Korpererweiterung.

Die umgekehrte Richtung zeigen wir durch Kontraposition:

Sei K nicht algebraisch abgeschlossen. Dann gibt es ein irreduzibles Po-
lynom p € K[X], das iiber K keine Nullstelle besitzt. Nun ist aus der



Algebra bekannt, dass p in K[X] ein maximales Ideal (p) erzeugt. Nach
Teil a) ist damit F := K[X]/(p) ein Korper. Wegen degp > 2 betriigt
die Dimension von E als K-Vektorraum mindestens 2 und E/K ist eine
echte, endliche Korpererweiterung.

Aufgabe 7.4
Sei K ein Koérper und R C K ein Teilring. Dann bilden die iiber R ganzen
Elemente in K einen Teilring.

Losung: Wir beweisen zunéchst die Hilfsbehauptung, dass € K genau dann
ganz iiber R ist, wenn es einen Teilring C C K gibt, welcher R und z enthélt
und als R-Modul endlich erzeugt ist.

Sei x € K ganz iiber R. Sei R[z] C K der von R und z erzeugte Teilring in K.
Zu zeigen: R[z] ist als R-Modul endlich erzeugt.

Es gilt Rlz] = {>" a; - 2* | a; € R}. Somit wird R[z] als R-Modul von den z-

i=0
Potenzen 1,z,z2,... erzeugt. Da x € K ganz iiber R ist, gibt es ein normiertes

Polynom p € R[X] mit p(z) = 0. Seien by,...,b, € Rmit p = > b; - X, also
i=0

b; € R und insbesondere b,, = 1. Dann gilt 0 = p(z) = > b; - 2 und somit:
i=0

n—1
" =1-2"=b, 2" = — E b; - "
i=0

Daraus folgt, dass ™ in dem von 1,z,...,2" ! erzeugten R-Modul liegt. In-

duktiv zeigt man, dass z¥ fiir alle k¥ > n in diesem Modul enthalten ist. R[z]
wird also von 1,z,...,2" "1 erzeugt. R[] ist damit ein Teilring, der R und x
enthélt und als R-Modul endlich erzeugt ist.

Sei umgekehrt C' C K ein Teilring, der R und = enthélt und als R-Modul endlich
erzeugt ist. Sei z1, ..., z, ein endliches Erzeugendensystem von C' als R-Modul.

n
Dann gibt es a;; € R fir 1 < 4,5 < n so, dass « - z; = ). a;5 - z; fur alle
i=1

i =1,...,n gilt. Sei A € R™"™ die Matrix mit den Eintrégen a;;. Betrach-
te nun die Matrix M := x -1, — A € C™*". Nach Konstruktion von A gilt
21 21
M-| 1| =0. Wegen M*- M =det M -1, gilt daher auch det M - | : | =0,
Zn Zn
d.h. det M - z; = 0 fiir alle i = 1,...,n. Da 1 € C eine R-Linearkombination
der z; ist, folgt det M = det M -1 = 0. Nun ist p := det(X - 1,, — A) € R[X] ein

normiertes Polynom mit p(x) = 0. Nach Definition ist z damit ganz iiber R.
Nun kénnen wir die eigentliche Aussage, dass die iiber R ganzen Elemente einen
Teilring bilden, beweisen:

Offenbar sind 0 und 1 Nullstellen der Polynome X bzw. X —1 € R[X] und somit
ganz iiber R. Seien a,b € K ganz tiber R. Nach Hilfsbehauptung existieren dann
Teilringe C1,Cs C K mit a € C1,b € Cy und R C C1NCYy, sodass C1 und C5 als
R-Moduln endlich erzeugt sind. Da —a € C; gilt, ist —a nach Hilfsbehauptung
ganz iiber R.

Seien {z1,...,2,} C Cy und {y1,...,ym} C Cy Erzeugendensysteme von C}



bzw. Cy als R-Moduln.

Sei C der von C7 U Cy erzeugte Teilring. Dann enthélt C' die Elemente a und
b sowie den Teilring R. Man rechnet leicht nach, dass C' als R-Modul von den
Elementen z; - y; mit ¢ = 1,...,n,j = 1,...,m erzeugt wird. Also ist C als
R-Modul endlich erzeugt.

Da C C K ein Teilring ist, enthélt C' mit a, b auch die Verkniipfungen a + b und
a - b. Nach der Hilfsbehauptung sind a + b und a - b damit ganz iiber R.
Insgesamt bilden die iiber R ganzen Elemente in K somit einen Teilring.

*.Aufgabe
Sei A ein kommutativer Ring. Zeige: A hat invariante Basislédnge.

Losung: Per Widerspruch: Angenommen, A habe keine invariante Basislinge,
dann gibt es n,m € N mit n < m und A™ = A™. Sei ¢ : A" — A™ ein
Isomorphismus mit Inversem ¢ : A™ — A™. Dann gilt ¢ o ¢ = idgm und
1 o = idgn. Durch Entwickeln bzgl. der Standardbasen des A™ bzw. A™
kénnen wir die Abbildungen ¢ und v als Matrizen a € A™*™ und b € A"*™
schreiben.

Dann gilt a -b = 1,, und b-a = 1,,. Nun erginzen wir ¢ und b zu (m x m)-
Matrizen. Sei ' € A™*™ die Matrix, die aus a entsteht, indem rechts m —n
0-Spalten hinzugefiigt werden und ' € A™*™ die Matrix, die man aus b durch
Hinzufiigen von m — n unteren 0-Zeilen erhiilt. Dann gilt weiterhin o’ - V' = 1,,.
Jedoch enthilt b - @’ eine Nullzeile und es gilt somit o' - a’ # 1,,,. 4

Dies ist ein Widerspruch zu Aufgabe 7.2.

Somit war die Annahme, A™ sei isomorph zu A™ fiir n < m falsch. A hat damit
invariante Basisldnge.



