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Aufgabe 2.1
Seien G,H endliche erzeugte Gruppen und ϕ : G → H ein Gruppenhomomor-
phismus. Zeige, dass die folgenden beiden Aussagen äquivalent zueinander sind:

i) ϕ ist eine quasi-Isometrie.

ii) Es gilt #ker(ϕ) <∞ und [H : im(ϕ)] <∞.

Aufgabe 2.2
Sei G eine endlich erzeugte Gruppe, S ⊆ G eine endliche Menge, die G erzeugt,
und βG,S die zugehörige Wachstumsfunktion. Zeige:

a) Ist G unendlich, so ist βG,S streng monoton steigend.

b) βG,S ist submultiplikativ, d.h. für alle m,n ∈ N gilt

βG,S(m+ n) ≤ βG,S(m) · βG,S(n).

Aufgabe 2.3
Seien G,H endlich erzeugte Gruppen und S ⊆ G,T ⊆ H endliche Mengen, die
G bzw. H erzeugen. Sei U = (S × {1}) ∪ ({1} × T ) ⊆ G×H. Seien βG,S , βH,T

und βG×H,U die zugehörigen Wachstumsfunktionen.
Zeige, dass βG×H,U ∼ βG,S · βH,T gilt.

Aufgabe 2.4
Zeige:

a) Die Gruppe Z/2Z ∗ Z/2Z hat lineares Wachstum.

b) Die Gruppe SL(n,Z) hat für n ≥ 2 exponentielles Wachstum.
Hinweis: Zeige dies zunächst für n = 2.

Bitte wenden.



*-Aufgabe
Sei G die Heisenberg-Gruppe über Z, d.h. die Matrizengruppe

G :=

{1 a c
0 1 b
0 0 1

 | a, b, c ∈ Z

}
.

Sei S ein endliches Erzeugendensystem von G. Zeige, dass G eine endlich erzeug-
te Untergruppe H enthält, so dass für alle endlichen Erzeugendensysteme T von
H der metrische Raum (H, dT ) nicht quasi-isometrisch zum Raum (H, dS |H×H)
ist.
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