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Aufgabe 2.1
Seien GG, H endliche erzeugte Gruppen und ¢ : G — H ein Gruppenhomomor-
phismus. Zeige, dass die folgenden beiden Aussagen dquivalent zueinander sind:

i) ¢ ist eine quasi-Isometrie.

i1) Es gilt #ker(¢) < oo und [H : im(p)] < oco.

Losung:,ii) = i)“ Sei #ker(p) < oo und [H : im(p)] < oo. Nach Aufgabe
1.3 ist dann die kanonische Projektion 7 : G — G/ ker ¢ eine quasi-Isometrie.
Weiter folgt mit Korollar 8 aus Kapitel 1 der Vorlesung aus [H : im(y)] < oo,
dass die Inklusion ¢ : im(p) < H eine quasi-Isometrie ist.

Nun gilt nach dem Homomorphiesatz G/ ker(¢) = im(p), wobei der Isomorphis-
mus ¢ : G/ ker(p) — im(p) durch @(gker(¢)) = ¢(g) gegeben ist. Insbesondere
ist @ eine quasi-Isometrie. Nun gilt aber ¢ = to@om und ¢ ist als Komposition
von quasi-Isometrien eine quasi-Isometrie.

A1) = 11)“ Sei ¢ eine quasi-Isometrie. Seien weiter S C G und T'C H endliche
Erzeugendensysteme von G bzw. H. Wir zeigen zuerst: # ker(p) < oo

Sei g € ker(ip) beliebig. Nach der dquivalenten Definition von quasi-Isometrie in
Aufgabe 1.1 gibt es Konstanten A > 1, > 0 mit

L ds(1,9) — & < dy(p(1), 0l9)) = dy (1,1) = 0.

Somit gilt aber dg(1,9) < A-e < 00, d.h. g € By:(1) und da = € ker(y) beliebig
war, gilt ker(¢) C Ba:(1). Folglich ist ker(¢y) als Teilmenge der endlichen Menge
B):(1) endlich.

Noch zu zeigen: [H : im(p)] < oo

Da ¢ eine quasi-Isometrie ist, existiert eine Konstante R > 0, sodass es zu jedem
h € H ein g € G mit dr(p(g), h) < R gibt. Fiir ein solches g gilt dann

dr(1,0(9)""h) = lr(p(g)~"h) = dr(e(g),h) < R,

d.h. o(g)~th € Br(1) C H. Desweiteren gilt h = (g) - (¢(g)~1h).

©(g)~th ist also ein Reprisentant der Rechtsnebenklasse im(¢)h.

Da die endliche Menge Bgr(1) ein Rechtstransversal von im(y) in H enthilt,
existieren nur endlich viele Rechtsnebenklassen von im(y) in H, d.h. es gilt
[H :im(p)] < 0.

Aufgabe 2.2
Sei G eine endlich erzeugte Gruppe, S C G eine endliche Menge, die G erzeugt,
und fBg, s die zugehorige Wachstumsfunktion. Zeige:



a) Ist G unendlich, so ist ¢ g streng monoton steigend.

b) Ba.s ist submultiplikativ, d.h. fiir alle m,n € N gilt

Ba,s(m+n) < Ba.s(m) - Ba,s(n).

Lésung:

a) Sei G unendlich und n € N beliebig. Da B,,(1) endlich ist, gilt G # B,,(1).
Sei g € G mit ls(g) = m > n. Dann gibt es eine minimale Darstellung als

Produkt g = s1-...- 8, mit 51,...,5, € SUS™!. Wegen der Minimalitiit
gilt lg(s1 ... s) =k fiiralle 1 <k <m.
Insbesondere gilt Ig(s1-. . .*Spt1) = n+1,dh. sy ... - sp41 € Bpy1(1) \ Br(1).

Insgesamt erhalten wir
Ba,s(n) = #Bn(1) < #B,41(1) = fa,s(n+ 1)
und B¢, s ist somit streng monoton steigend.
b) Seien m,n € N beliebig. Seien g € B,,,(1), g’ € B, (1) beliebig. Dann gilt:
Is(g9") <ls(g) +1s(¢') <m+n
Daher erhalten wir eine wohldefinierte Abbildung
f1: B (1) X By(1) = Bnym(1),(g,9") — g9'-

Wir zeigen nun, dass p surjektiv ist. Sei g € B, 4, (1) beliebig.
Gilt Is(g) < m (also g € B (1)), s0ist g =g -1 = pu(g,1).

Andernfalls setze k := ls(g) < m + n und schreibe g = s1 - ... s mit
51,...,8, € SUS™L Wegen der Minimalitit der Darstellung gilt fiir
T:=81"... Spmund Yy := Sypyq1 ... S dann

ls(z)=mund lg(y) =k—m<m+n—m=n,

also z € B,,(1) und y € B, (1). Nach Wahl gilt g = z -y = u(z,y).
Somit ist p surjektiv und es folgt:

= #Bm(1) - #Bn(1) = Ba,s(m) - Ba,s(n)

Also ist die Wachstumsfunktion Sg g submultiplikativ.

Aufgabe 2.3

Seien G, H endlich erzeugte Gruppen und S C G,T C H endliche Mengen, die
G bzw. H erzeugen. Sei U = (S x {1}) U ({1} x T) C G x H. Seien Ba.s, Bu,rT
und Sexp,u die zugehorigen Wachstumsfunktionen.

Zeige, dass Baxmu,u ~ Ba,s - Ba,r gilt.

Liosung: Aus der Definition des Erzeugendensystems U und der komponenten-
weisen Multiplikation in der Gruppe G x H wird sofort klar, dass
lu(g,h) =ls(g) + lr(h) fir alle (g,h) € G x H gilt.



Diese Voriiberlegung benutzen wir nun, um zu zeigen, dass die Wachstumsfunk-
tion Bgxm,u dquivalent zu Bg g - Ba,r ist.

Zu zeigen: Boxnvu < Ba,s - B und Boxuv = Ba.s - Bu,T

Fiir die erste Abschitzung beweisen wir, dass Saxu,u(n) < fa,s(n)-Bur(n) fur
alle n € N gilt. Sei (g,h) € BS*H (1) beliebig. Dann gilt nach Voriiberlegung:

max{ls(g),lr(h)} < ls(g) +1s(h) = lu(g,h) <n

Dies bedeutet g € BS(1),h € BH(1). Die Identitit idgy g induziert also eine
Inklusion B> (1) — B (1) x BH(1). Es folgt:
(By (1) x B (1))

Baxmu(n) =#BS*H(1) < #
#BS(1) - #BH (1) = Ba,s(n) - Bur(n)

Fiir die zweite Abschétzung zeigen wir Baxm,uv(2n) > Ba.s(n) - B r(n) fir alle
n € N.

Fir g € G,h € H mit lg(g) < n und Ip(h) < n gilt nach Voriiberlegung
lu(g,h) =ls(g) + lr(h) < n+n = 2n. Die Identitéit idgx g liefert daher eine
Inklusion BS (1) x BH (1) < B$**#(1). Daraus ergibt sich:

Ba,s(n) - Bur(n) = #BS (1) - #BH (1) = #(BS (1) x B (1))
< #BS*H(1) = Baxmu(2n)

Damit haben wir S8axn.v < Ba,s - Bu,r und Baxu,u = Ba,s - Bu,r gezeigt und
es gilt Saxmau ~ Ba,s - Bur-

Aufgabe 2.4
Zeige:

a) Die Gruppe Z/27Z x Z/2Z hat lineares Wachstum.

b) Die Gruppe SL(n,Z) hat fiir n > 2 exponentielles Wachstum.

Lésung:

a) Um zu zeigen, dass Z /27 x Z/27Z lineares Wachstum hat, konstruieren wir
zunéichst eine Untergruppe H von endlichem Index in Z/27Z x Z/2Z, die
isomorph zu Z ist.

Seien a,b € Z/27 = 7./27 die Erzeuger, der zwei freien Z/27Z-Faktoren.
Dann induziert die Zuordnung a — 1 + 2Z,b — 1 + 27Z nach der univer-
sellen Eigenschaft einen wohldefinierten Gruppenhomomorphismus

0 L)2L x L]27 — Z/27. ¢ ist offensichtlich surjektiv. Sei H := ker(y).
Nach dem Homomorphiesatz gilt [Z/2Z « Z/27 : H| = #7Z/27 = 2.
Weiter besitzt nach Gruppentheorie 1 jedes Element g € Z/2Z eine Nor-
malform bzgl. {a, b}, d.h. jedes Element ldsst sich als Produkt g = s;-...-s,
mit s; € {a,b} und s; # s;41 fiir alle i = 1,...,n schreiben. Dann gilt:

n

p(g) =@(s1 ... sn) =Y _@(si) =n+2Z
i=1



Der Kern H besteht also genau aus den Produkten von a,b mit gerader
Lange, d.h. H ist zyklisch und wird erzeugt von ab. Wegen ord(ab) = oo
folgt H = 7.

Da H endlichen Index in Z/27Z x Z/27 hat, ist H nach Korollar 8 aus
Kapitel 1 der Vorlesung quasi-isometrisch zu Z/27Z * Z/27. Nach Satz 12
aus Kapitel 1 sind die Wachstumsfunktionen £z/27.2/2z, {a,p} Und Ba,{ab}
dquivalent. Da H = Z lineares Wachstum hat, besitzt somit auch die
Gruppe Z /27 7./ 27 lineares Wachstum.

b) Wir zeigen zuerst, dass SL(2,Z) exponentielles Wachstum hat. Nach Lem-
ma 16 aus Kapitel 1 der Vorlesung geniigt es zu zeigen, dass eine endlich
erzeugte Untergruppe H C SL(2,Z) mit exponentiellem Wachstum exi-
stiert. (Fiir den Homomorphismus in Lemma 16 wéhlen wir dann die In-
klusion H — SL(2,Z).)

Nach Beispiel 17 in Kapitel 2 der Gruppentheorie 1 erzeugen die Matrizen
((1) f) und (; (1)> in SL(n,Z) eine freie Gruppe von Rang 2.

Diese hat nach Vorlesung exponentielles Wachstum. Nach Lemma 16 hat
also SL(2,7Z) mindestens exponentielles Wachstum. Da eine endlich er-
zeugte Gruppe niemals stiirker als exponentiell wachsen kann, hat SL(2, Z)
damit exponentielles Wachstum.

Fiir n > 2 bemerken wir, dass SL(2,Z) in SL(n,Z) als Untergruppe ent-
halten ist. (Wir koénnen eine Matrix A € SL(2,Z) durch die Blockge-

stalt <61 I 0 zu einer Matrix in SL(n,Z) ergénzen (dabei bezeich-
n—2

net I,_o die (n — 2) x (n — 2)-Einheitsmatrix). Man sieht leicht, dass
0 In—2

Da SL(2,Z) exponentielles Wachstum besitzt, hat SL(n,Z) damit nach
Lemma 16 ebenfalls exponentielles Wachstum.

A (A 0 ) einen injektiven Gruppenhomomorphismus definiert.)

*.Aufgabe
Sei G die Heisenberg-Gruppe iiber Z, d.h. die Matrizengruppe

1 a c
G:—{ 0 1 b |a7b,c€Z}.
0 0 1

Sei S ein endliches Erzeugendensystem von G. Zeige, dass G eine endlich erzeug-
te Untergruppe H enthélt, so dass fiir alle endlichen Erzeugendensysteme 1" von
H der metrische Raum (H, dr) nicht quasi-isometrisch zum Raum (H, ds|pgx )
ist.

Losung: Wir zeigen zuerst, dass fiir eine beliebige Untergruppe H C G die Rich-
tigkeit der Aussage unabhingig von der Wahl der Erzeugendensysteme S und
T ist.

Seien S’ C G,T" C H weitere endliche Erzeugendensysteme von G bzw. H.
Nach Lemma 2 aus Kapitel 1 der Vorlesung ist (H,dy) dann quasi-isometrisch
zu (H,dr:). Weiter ist nach Lemma 2 die Identitdt idg : (G,ds) — (G, dg) eine
quasi-Isometrie. Somit ist auch (H, dg|gxg) quasi-isometrisch zu (H,dg: |gxH)-



Wegen der Transitivitit der quasi-Isometrie ist (H, dr) genau dann quasi-isometrisch
zu (H,ds|pxm), wenn (H,dp/) quasi-isometrisch zu (H, dg/|gxm) ist.

Nach dieser Voriiberlegung geniigt es nun eine endlich erzeugte Untergruppe H

in der Heisenberg-Gruppe anzugeben und fiir zwei beliebig gewéhlte endliche
Erzeugendensysteme S C G,T C H nachzuweisen, dass (H,dr) nicht quasi-
isometrisch zu (H,dgs|pgxm) ist. Wir definieren:

1 10 1 00 1 01
s:=(0 1 0),¢t:=10 1 1) undu:=]0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Sei S = {s,t,u}. Man rechnet leicht nach, dass fiir a,b,c € Z

1 a O 1 0 0
=10 1 0], tt=[0 1 b],
0 0 1 0 0 1
1 0 ¢ 1 a c
u=10 1 0| und ¢’ 0 1 b
0 01 0 0 1
1 0 ¢
gilt, S also G erzeugt. Sei H = (u) = { 01 0]]ce Z} die von u erzeugte
0 0 O
Untergruppe. Aus
1 0 ¢ 1 0 ¢ 1 0 ¢+
01 0 01 0)J=1(01 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

folgt sofort H = Z, wobei durch 1 — wu ein Isomorphismus gegeben ist.

Setze T = {u}. Dann gilt Ip(u®) = || fiir alle ¢ € Z.

Wir wollen zeigen, dass (H,dr) nicht quasi-isometrisch zu (H,ds|gxp) ist.
Dafiir beweisen wir zunachst folgende Abschiitzung fiir ds|gxm:

Fiir alle ¢ € Z gilt lg(u®) <6 - \ﬁ

Wegen lg(u=°) = lg(u®) konnen wir ohne Einschréinkung ¢ > 0 annehmen.
Seien k, [ € Z beliebig. Dann gilt:

1 00 11 0 1 0 0 1 =1 0
thsttFsTt =10 1 k 010 0 1 —k 0 1 0
0 0 1 0 0 1 00 1 0 1

110 1 10

=0 1 % 01 0 1

0 0 1 0 0 0 0

Setze nun i = |/c| :==max{n e N|n < /c} < /cund j =c—i* > 0.
Dann gilt j < 2+/c. Dies sehen wir wie folgt:
Nach Konstruktion gilt v/c =4 4 ¢ mit 0 < & < 1. Damit erhalten wir:

jmc—it=y —i2=(i+e)? -
=%+ 2ie + &% —i? = 2ie + €2 §2z+26:2\/5



Nun gilt aber:

tistts Tyl = uizuj = ui2+67i2 = u°
Also: R
Is(u®) =lg(t™"'s't's ") <i+i+i+i+j<6yc
Wir kénnen nun das Wachstum der Bélle in H bzgl. dr und dg|m « g betrachten.
Fiir n € N gilt:

Bur(n)=4#{h e H|lr(h) <n}=2n+1

Br.s(n) :=#{h € H|ls(h) <n} > #{u | c € Z mit 61/]c| < n}
B . . n2 B n2 n2
=#{u’|c€Z mit || < 36}—2L36J+122(36 1)+1
Insbesondere wachsen die Bélle in H bzgl. dr linear und bzgl. der Metrik
ds|mx g mindestens quadratisch. Nach Lemma 14 in Kapitel 1 der Vorlesung
gilt Bp1 < BH,s-
Jetzt argumentieren wir per Widerspruch:
Angenommen, (H,dr) sei quasi-isometrisch zu (H,dg|gx g ). Dann folgt genau
wie im Beweis von Satz 12 in Kapitel 1 schon By 1 ~ Bms. (Beachte, dass
wir in diesem Beweis nur verwendet haben, dass die Béille mit endlichem Ra-
dius endlich und die Metriken linksinvariant sind. Wir kénnen somit hier den
gleichen Beweis fithren, obwohl dg|gx g keine Wortmetrik bzgl. eines Erzeugen-
densystems von H ist.)
Da wir oben gezeigt haben, dass die ,, Wachstumsfunktionen“ By 1 und fSg g
nicht dquivalent zueinander sind, ist dies ein Widerspruch. 4
Insgesamt haben wir nun bewiesen, dass fiir alle endlichen Erzeugendensyste-
me S C G und T C H die metrischen Rdume (H,dr) und (H,dgs|pgx ) nicht
quasi-isometrisch zueinander sind.



