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Aufgabe 1.1

Haufig wird der Begriff der quasi-Isometrie wie folgt eingefiihrt:

Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen X,Y heifit quasi-
isometrische Einbettung, wenn es Konstanten A > 1 und ¢ > 0 gibt, so dass

S, 2) — e < dy (), F(@2)) < Adx (o, 2) + ¢

fiir alle x1, x5 € X gilt. Eine quasi-isometrische Einbettung f heifit dann quasi-
Isometrie, wenn es eine Konstante R > 0 gibt, so dass fir alley € Y ein z € X
mit d(f(x),y) < R existiert.

Zeige: Diese Definition von quasi-Isometrie ist dquivalent zu der Definition in
der Vorlesung.

Losung: Zuerst beweisen wir, dass die neue Definition die Definition in der
Vorlesung impliziert. Sei also f eine quasi-Isometrie (im Sinne des Zettels) mit
den Konstanten A,e und R. Dann gilt fiir alle 1,22 € X nach der rechten
Ungleichung:

dy (f(21), f(22)) < Adx(21,22) +€
Damit ist f nach Definition (), €)-grob Lipschitz.
Waihle nun fiir jedes y € Y ein z, € X mit dy(f(zy),y) < R. Definiere
g:Y — X durch g(y) = z,. Wir wollen zeigen, dass g grob Lipschitz ist.
Seien y,y’ € Y beliebig. Nach der linken Ungleichung in der neuen Definition
und der Dreiecksungleichung gilt dann:

Tx(9(9), 9(6/)) — = < dy (o 9(y) 0 9y") = dy (£ (), Flay))
<dy(f(zy),y) +dy(y,y) +dy (¥, f(zy))
<dy(y,y') +2R

Durch Umstellen erhalten wir daraus:

dx(9(y),9(¥) < My (y,9') + 2AR + e

Somit ist g eine (A, 2AR + Ae)-grobe Lipschitz-Abbildung.

Es bleibt noch zu zeigen, dass f o g und g o f endlichen Abstand zu idy bzw.
idx haben.

Sei y € Y beliebig. Dann gilt nach Wahl von z,:

dy(fog(y),y) =d(f(zy),y) < R < oo

Sei z € X beliebig. Es ergibt sich aus der Wahl von x(,) und der linken Un-
gleichung;:

dX(gof(x)v‘r) = dX(xf(m)ux) <A (dY(f(xf(z))vf(x)) +E) <A (R+5) < 0



Damit haben f o g und g o f endlichen Abstand zur jeweiligen Identitétsabbil-
dung. Insgesamt ist f eine quasi-Isometrie nach Definition der Vorlesung.

Nun zeigen wir, dass jede quasi-isometrie nach Vorlesungsdefinition ebenfalls
eine quasi-Isometrie nach der Definition auf dem Zettel ist.

Sei f: X — Y eine quasi-Isometrie im Sinne der Vorlesung. Dann gibt es eine
Abbildung g : Y — X und Konstanten L1, ¢1, L2 und co, so dass f eine (L1, ¢1)-
grobe Lipschitz-Abbildung und g eine (Ls,c2)-grobe Lipschitz-Abbildung ist
und g o f endlichen Abstand zu idx und f o g endlichen Abstand zu idy hat.
Seien R, Ry € R>o mit dx(go f(z),z) < Ry und dy (f o g(y),y) < R fiir alle
reX,yeY.

Seien x1, 29 € X beliebig. Da f (L1, ¢1)-grob Lipschitz ist, gilt dann

dy (f(z1), f(z2)) < Lidx(z1,22)) + c1.

Analog ergibt sich dx(go f(z1),g0 f(x2)) < Lady (f(z1), f(2z2)) + co.
Hieraus folgt mit der Dreiecksungleichung:

dx (71, 72) < dx (1,90 f(z1)) +dx(go f(x1),90 f(w2)) + dx(go f(x2),72)
< Ri + Lody (f(z1), f(z2)) + c2 + Rs
= Lady (f(x1), f(22)) + 2R1 + c2

Durch Umstellen erhalten wir:

1 2R1 + c2

— -dx(z1,22) — T

Lo < dy (f(x1), f(22))

Daraus folgt, dass f die definierende Ungleichung einer quasi-isometrischen Ein-
bettung mit den Konstanten A\ := max{L;, Lo} und & := max{ecs, 21%%}
erfiillt.

Ist y € Y beliebig. So gilt fiir x := g(y):

d(f(z),y) =d(fog(y),y) < Rz

Damit erfiillt f fir R = Ry auch die zweite Bedingung der neuen Definition.
Insgesamt ist f eine quasi-Isometrie nach der Definition auf dem Zettel und wir
haben gezeigt, dass beide Definitionen zueinander dquivalent sind.

Aufgabe 1.2
Zeige, dass die Relation metrischer Rdume, quasi-isometrisch zueinander zu sein,
eine Aquivalenzrelation ist.

Losung: Wir schreiben X ~ Y fiir , X ist quasi-isometrisch zu Y. Es ist zu
zeigen, dass die Relation ~ reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

reflexiv: Sei X ein beliebiger metrischer Raum. Dann ist die Identitét idx eine
Isometrie und damit insbesondere eine quasi-Isometrie. Also gilt X ~ X und ~
ist reflexiv.

symmetrisch: Da die Definition von quasi-Isometrie symmetrisch ist, ist hier
nichts zu zeigen.

transitiv: Es ist zu zeigen: X ~Y und Y ~ Z impliziert X ~ Z.

Wir beweisen zunéichst, dass die Verkniipfung fog von groben Lipschitz-Abschildungen

f und g wieder grob Lipschitz ist.



Seien X1, X5 und X35 metrische Rdume und f; : X7 — Xs eine (L1, ¢1)- sowie
fa: Xo — X3 eine Lo, co)-grobe Lipschitz- Abbildung. Dann gilt fir z,y € Xi:

dx;(f2f1(2), fafi1(y))) < Ladx, (fi(2), f1(y))
<Ly (Ly-dx,(z,y)+c1)+ca
= L1Ly - dx, (z,y) 4+ (Laci + ¢2)

Folglich ist fs o f1 eine (L1 La, Lacy + c2)-grobe Lipschitz-Abbildung.

Seien nun X ~ Y und Y ~ Z. Dann existieren grobe Lipschitz-Abbildungen
f:X—=>Yg:Y >Xh:Y > Zund!l:Z — Y, so dass g o f endlichen
Abstand zu idy, f o g sowie [ o h endlichen Abstand zu idy und h ol endlichen
Abstand zu idz hat.

Wir zeigen nun, dass dann auch ho f : X — Z und gol : Z — X Quasi-
Isometrien sind.

Da Verkniipfungen grober Lipschitz-Abbildungen grob Lipschitz sind, sind ho f
und [ o g grob Lipschitz.

Zu zeigen: (gol)o (ho f) hat endlichen Abstand zu idx. Sei € X beliebig. Sei
g eine (Lq, co)-grobe Lipschitz-Abbildung. Seien weiter Ry, Ro € R, sodass fiir
allex € X,y €Y gilt dx(go f(z),2) < Ry und dy (I o h(y),y) < Rs.

Dann gilt nach der Dreiecksungleichung;:

dx(goloho f(z),) <dx(goloho f(z),go f(x))+dx(go f(x),2)
< Lo-dy(Ioho f(z), f(x)) + 2+ Ry
<Ly -Ro+co+ Ry <0

Genauso zeigt man, dass (ho f)o(gol) endlichen Abstand zu idz hat. Somit ist
ho f eine quasi-Isometrie und es gilt X ~ Z. Die Relation ~ ist damit transitiv.
Insgesamt ist ~ reflexiv, symmetrisch und transitiv, also eine Aquivalenzrelati-
on.

Aufgabe 1.3
Sei G eine endlich erzeugte Gruppe und N ein Normalteiler in G. Zeige, dass
die folgenden beiden Aussagen dquivalent zueinander sind:

i) N ist endlich.

i1) Die kanonische Projektion G — G/N ist eine quasi-Isometrie.

Lésung: Sei S = {s1,..., sx} eine endliche Erzeugendenmenge von G und dg die
von S induzierte Wortmetrik auf G. Offenbar erzeugt dann 7" := {s1 N, ..., sy N}
die Faktorgruppe G/N und induziert eine Wortmetrik dr.

»1) = 1i)“ Sei N endlich. Dann existiert das Maximum m := max{ls(n) | n € N}.
Sei weiter (z;);cr ein Linkstransversal zu N in G (d.h. zu jedem g € G gibt es ein
eindeutiges i € I mit gN = x;N). Definiere nun ¢ : G/N — G durch gN — z;
fiir das eindeutige x; mit x; N = gN.

Wir zeigen zuerst, dass ¢ und 7 bzgl. der Wortmetriken dg und dp grob Lip-
schitz sind.

Ist g € G beliebig, so gilt Ir(gN) < Is(g). Denn ist g = s7' - ... - s; mit
sy, € S,e; € {1,—1} eine Darstellung von g als Produkt von Elementen aus



SUSTY soist gN = (s, N) - ... (s;,N)° eine hichstens genauso lange Dar-
stellung von gN als Produkt von Elementen aus 7'U 7~!. Damit erhalten wir
fiir beliebige z,y € G:

dr(r(z), 7(y)) = lr(n(x) " 7 (y)) = lr(r(z~"y)) = lr(z~'yN)
<ls(z™ly) = ds(z,y) = 1-ds(2,y) + 0

Damit ist 7 (1,0)-grob Lipschitz.

Fiir beliebiges g € G gilt zudem Is(g) < lr(gN) + m. Um dies zu sehen, sei
gN = (85, N)e - ... (s;,N)®" eine kiirzeste Darstellung von gN als Produkt von
Elementen aus TUT~!, d.h. [ = Igp(gN). Setze z := s} - ... - s;'. Dann gilt
zN = gN und wegen der Minimalitét folgt Is(z) = lp(gN). Weiter impliziert
2z7tg € N, dass Ig(271g) < m gilt. Insgesamt erhalten wir daher:

Is(g9) = 1s(2(z7"g)) <ls(2) +1s(z7'g) <Ip(gN) +m

Seien nun gN,hN € G/N beliebig. Seien weiter i,7 € I mit gN = a; N und
hN = x;N. Dann gilt:

ds(p(gN), p(hN)) = ds(zi, 25) = ls (27 ;) <lr(a;'a;N) +m
=lr((x;N)'2;N) + m = Ir((gN) ' hN) + m
=1-dr(gN,hN)+m

Also ist ¢ (1, m)-grob Lipschitz. Nun beweisen wir, dass moy und o endlichen
Abstand zu idg/n bzw. zu idy hat.
Sei gN € G/N beliebig und i € I mit z; N = gN. Dann gilt:

dr(mop(gN),gN) = dr(r(x;N),gN) = dr(x;N,gN) = dr(gN,gN) =0 < o0

Sei g € G beliebig und ¢ € I mit gN = a;N, also m;lg € N und damit
insbesondere I5(x; 'g) < m. Es gilt:

ds(@om(g),9) = ds(p(gN),g) = ds(xi, g) = ls(z;'g) <m < oo

Damit haben 7o ¢ und ¢ o 7 endlichen Abstand zur jeweiligen Identitétsabbil-
dung. Nach Definition ist 7 eine quasi-Isometrie.

»11) = 1)“ Sei 7 eine quasi-Isometrie. Dann gibt es eine Abbildung ¢ : G/N — G,
so dass p o endlichen Abstand zu idg hat. Das heiflt, es existiert R € R>¢ mit
ds(pom(g),g9) <R fiir alle g € G gilt.

Wir zeigen nun, dass

N C Byr(1) ={g € G| ds(1,9) < 2R}

gilt, N also im abgeschlossenen Ball um 1 mit Radius 2R liegt.
Seien n,n’ € N beliebig. Dann gilt nach der Dreiecksungleichung:

ds(n,n') < ds(n,pom(n)) + ds(pom(n),pom(n)) +ds(pom(n')n)
< R+ds(p(nN),¢(n'N)) + R = 2R + ds(p(N), o(N)
=2R+0=2R

Einsetzen von n =1 € N ergibt N C Bygr(1).
Nun enthilt aber Bag(1) hochstens (2#S5)%f 4+ 1 < oo Elemente und N ist als



Teilmenge einer endlichen Menge endlich.

Aufgabe 1.4
Zeige, dass fiir natiirliche Zahlen n # m die reellen Vektorrdume R™ und R™
(versehen mit beliebigen Normen) nicht zueinander quasi-isometrisch sind.

Losung: Wir zeigen zunéchst, dass der quasi-Isometrietyp von R™ nicht von der
gewihlten Norm abhéngt. Seien ||.|| und |||. ||| zwei beliebige Normen auf dem R™.
Aus der Analysis ist bekannt, dass alle Normen auf dem Vektorraum R™ &qui-
valent sind. Damit ist die Identitét id : (R™,||.]]) = (R™,|||-|||) grob Lipschitz.
Betrachtet man die Identitdt nun als Abbildung in der umgekehrten Richtung,
wird sofort klar, dass id eine quasi-Isometrie ist.

Es geniigt daher zu zeigen, dass fiir n # m die Vektorrdume R™ und R™ verse-
hen mit der 1-Norm nicht quasi-isometrisch zueinander sind.

Betrachte dafiir die isometrische Wirkung von Z™ auf (R™, ||.||1) durch Translati-
on, d.h. z(v) = v+2z fur z € Z™, v € R™. R" ist geodétisch bzgl. ||.||1, also (1,0)-
quasi-geoditisch. Fiir die beschréinkte Menge K = [0,1]" gilt Z"(K) = R™.
Desweiteren gilt:

{z€Z" | 2(K)NK #0} ={-1,0,1}"

Diese Menge hat offenbar 3" Elemente, ist also endlich. Nach dem Milnor-
Svarc-Lemma ist (R™, ||.||) damit quasi-isometrisch zu Z". Analog ist R™ quasi-
isometrisch zu Z™.

Da Z" nicht quasi-isometrisch zu Z™ und quasi-Isometrie nach Aufgabe 1.2 eine
Aquivalenzrelation ist, ist R™ nicht quasi-isometrisch zu R™.

*.Aufgabe
Zeige:

a) Die Kommensurabilitdt zwischen Gruppen ist eine Aquivalenzrelation.

b) Sind G, H endlich erzeugte Gruppen, die zueinander kommensurabel sind,
so sind G und H zueinander quasi-isometrisch.

¢) Fiir welche m,n € N sind F,, und F,,, kommensurabel?

Lésung:

a) Wir miissen zeigen, dass Kommensurabilitit reflexiv, symmetrisch und
transitiv ist.
reflexiv: Sei GG eine beliebige Gruppe. Da zueinander isomorphe Grup-
pen offenbar kommensurabel sind, ist G kommensurabel zu sich selbst.
symmetrisch: Da die Definition von Kommensurabilitdt symmetrisch ist,
ist hier nichts zu zeigen.
transitiv: Sei G kommensurabel zu H und H kommensurabel zu K.
Zu zeigen: G ist kommensurabel zu K.
Da G kommensurabel zu H ist, existieren Untergruppen von endlichem



Index G’ C G und H' C H und ein Isomorphismus ¢ : H — G’. Wegen
der Kommensurabilitdt von H zu K gibt es Untergruppen von endlichem
Index H” € H und K’ C K und einen Isomorphismus v : H"” — K'.
Definiere G” := o(H' N H") und K" := ¢(H' N H"). Als Bilder von Un-
tergruppen unter Gruppenhomomorphismen sind G’ C G’ und K" C K’
Untergruppen. Wir zeigen nun, dass G und K" isomorph zueinander sind
und endlichen in Index in G bzw. K haben.

Da ¢ und v Isomorphismen sind, ist die Abbildung

Yoy e :G" - H NH" — K"

ein Isomorphismus und es gilt G = K.
Wegen [H' : (H' N H")] <[H : H"] < oo hat H' N H" endlichen Index in
H'. Da ¢ ein Isomorphismus ist gilt zudem:

G :G"|=[pH"): o(H NH"))=[H:(H NH")] < o0
Somit hat G” endlichen Index in G’. Mit der Indexformel folgt:
[G:G"=[G:G [G':G"] <0

Also hat G”' endlichen Index in G. Analog sieht man [K : K"] < co. Folg-
lich sind G und K kommensurabel und Kommensurabilitit ist transitiv.

Wir beginnen mit folgender Beobachtung: Ist ¢ : G — H ein Isomor-
phismus und S C G eine endliche Erzeugendenmenge, so induziert ¢ eine
Isometrie (G,ds) — (H,dy(s)). Endlich erzeugte, zueinander isomorphe
Gruppen sind damit quasi-isometrisch zueinander.

Seien G und H endlich erzeugte Gruppen, die kommensurabel zueinander
sind. Dann gibt es Untergruppen von endlichem Index G’ C G,H' C H
mit G’ = H’. Nach Korollar 8 in Kapitel 1 der Vorlesung ist G’ dann
quasi-isometrisch zu G und H' zu H. Da quasi-Isometrie transitiv ist, ist
G damit quasi-isometrisch zu H.

Wir zeigen, dass F, und Fj, genau dann kommensurabel sind, wenn
n=m =1 oder n,m > 2 gilt.

Ist n =m =1, so sind F,, und Fj,, zueinander isomorph und insbesondere
kommensurabel.

Ist n =1 und m > 2, so hat F}, = Z eine lineare, F},, aber eine exponenti-
elle Wachstumsfunktion. Folglich sind F},, und F,,, nicht quasi-isometrisch
und nach Teil b) nicht kommensurabel.

Alternativ: Da jede Untergruppe von endlichem Index in Z isomorph zu
7 ist, genligt es zu zeigen, dass F), fiir m > 2 keine zyklische Untergrup-
pe von endlichem Index enthilt. Nach einem Satz in Gruppentheorie 1
ist eine Untergruppe H C F,, von Index [H : F,,] = n frei von Rang
h=n-(m—1)+ 1. Fiir m > 2 ist dieser Ausdruck stets gréfier als 1.
Seien nun n,m > 2. Zu zeigen: F,, und F,, sind kommensurabel.

Da Kommensurabilitit eine Aquivalenzrelation ist, geniigt es zu zeigen,
dass F,, kommensurabel zu F5 ist.

Nach Lemma 9 aus Kapitel 1 der Vorlesung ist F;, isomorph zu einer Unter-
gruppe H C F5 von endlichem Index in F5. Somit ist F,, kommensurabel
zu Fy.



