§2 Komplexe Differenzierbarkeit

Erinnerung an Analysis I. Sei J C R ein offenes Intervall, sei z € J, sei f: J — R
stetig. Dann ist f differenzierbar in x, mit Ableitung a = f'(z), falls der Grenzwert
fla+h)— f(z)

lim =a
h—0 h

existiert.
Diese Gleichung ist eine Kurzschreibweise fiir folgende Aussage: zu jedem ¢ > 0
gibt es ein § > 0 so, dass fir alle h # 0 mit |h| < § und x 4+ h € J gilt

f(x+h) - f(x)

—a|l <e.
h <

Wir setzen

fla+h)—flx) ..
o(h) = Y firh#0, x+h € J,
a far h = 0.

Dann ist 0 stetig in h = 0 (s.0.) und auch stetig fir h # 0, also stetig. Es gilt also
flx+h)=f(x)+h-6(h).

Geometrische Interpretation: fir h # 0 ist 8(h) die Sekantensteigung, fir h = 0 ist 6(h)
die Tangentensteigung, also 6(0) = f'(z).

X x+h
Wir verwenden diese Beobachtung, um die komplexe Differenzierbarkeit zu definieren.
2.1 Definition. Sei ) C C ein Gebiet, sei f: 0 — C stetig, sei z € €2, sei » > 0 so

gewahlt, dass B,(z) C Q gilt (2 ist offen!). Wir nennen f komplex differenzierbar in z,
falls es eine stetige Abbildung 0: B,.(0) — C gibt mit

flz+h)=f(z)+h-0(h) fur alle h € B,(0).

Dann heit f'(z) = 6(0) die (komplexe) Ableitung von f im Punkt z. Die stetige Funk-
tion € ist durch f eindeutig bestimmt, denn fir A # 0 gilt 6(h) = w, und
0(0) = limy,_00(h). Falls f in jedem Punkt z € Q differenzierbar ist, so heit f kom-

plex differenzierbar oder holomorph auf 2.
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2.2 Lemma. Sei Q2 C C ein Gebiet, f: Q) — C stetig, z € Q). Dann sind dquivalent:

(i) f ist komplex differenzierbar in z, mit Ableitung f'(z) = a.

flz+h) - f(2)
h

fz+h) - f(2)
h

(ii) Es gilt }llir% = a, d.h. fir jedes € > 0 gibt es § > 0 so, dass gilt
H

—a|<e fir alle h € C mit |h] <9, h #0, z+ h € Q.

Beweis. (i)=(ii): Schreibe f(z + h) = f(z) + h-0(h). Fir h # 0 folgt w =0(h).
Da 6 stetig in h = 0 ist, gilt (ii).
(ii)=(i): Definiere
eAn-1G) L,
0(h) = h
a h =0

fir h € B,(0), wobei r > 0 so gewahlt ist, dass B,(z) C Q gilt. Aus (ii) folgt: 0 ist
stetig in 0, also stetig (fiir h # 0 ist 0 stetig, da f stetig ist), und fur alle h € B,.(0) gilt
f(z+h)—f(z) =h-0(h). O

2.3 Beispiele
Sei 2 = C.
(i) f(2) = ¢ = const ist holomorph (mit § = 0), f'(z) = 0.
(ii) f(2) = z ist holomorph mit §(h) = 1, also f'(z) = 1.
(iii) f(z) = 22 ist holomorph, denn
f(z+h)— f(z) = (z+ h)> = 2> =2hz + h®> = h(22 + h)
= 0(h) =2z + hund f'(z) = 2z.

(iv) f(z) =z ist in keinem Punkt z € C komplex differenzierbar, denn: f(z+h)— f(z) =
Z¥h—z=h=h-0(h) = 0(h) = fiir h # 0. Fiir h € Rist © = 1, aber fiir h = it
mit ¢t € R— {0} ist % = —1. Ware 0 stetig in 0, dann wire 1 = —1. Also gibt es kein
stetiges 6 mit h = hO(h).

2.4 Rechenregeln fiir Ableitungen

Sei €2 C C ein Gebiet, seien f, g: Q2 — C stetig, sei z € Q). Seien f, g komplex differen-
zierbar in z, mit Ableitungen f’(2), ¢'(z). Dann gilt:

(i) Die Funktion f+g¢: w — f(w)+ g(w) ist komplex differenzierbar in z, mit Ableitung
(f+9)(z) = f'(2) + d'(2).

Denn:

f(z+h) = f(z) +hoi(h), ['(2)=061(0),  g(z+h)=g(z) +hbs(h), g¢'(z)=0:(0).
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Dann gilt
(F +0)(= 4 ) = Fz 4 )+ gz h) = F(2) + 9(2) + b (610) + (1),
=:0(h)
und 6(0) = 61(0) +62(0) = f'(2) + ¢'(2). B
(ii) Die Funktion f-g: w — f(w) - g(w) ist komplex differenzierbar in z, mit Ableitung
f(2)d (2

(f-9)'(2) = [(2)9(2) + f(2)g'(2).

Denn:

Pz + W)g(z +h) = F(2)g(2) + h(F(2)0(h) + (=)0 (h) + h 6 (1))
= 0(h) = f(2)02(h) + g(2)01(h) + h 01(h)02(h) und
0(0) = f(2)d'(2) + f(2)9(2).
U
(iii) Ist f(w) # 0 fir alle w € €, so ist f: w — fl komplex differenzierbar in z, mit

(1)’(2):—f( )

f f(2)?
Denn:
1 1 1
(Pe+n- ()6 = ro5mm 7o
_ f(z) = f(z) = h6:i(h)
f(2)?* +ho(h ) (2)
—0,(h
=" \f(z +h91 ))’
—o(h) ‘
und 0(0) = —(0) = —f’(z)' O

)2 27
(iv) Sind Qq,Qs C C Gebiete, f: Q0 — Qs stetig, g: Qy — C, sei z € Qy, w = f(2), sei f
komplex differenzierbar in z, sei g komplex differenzierbar in w. Dann ist g o f komplex
differenzierbar in z und

(go f)(z)=d(w)-f'(z) = g'(f(2)- ['(2).
Denn:
f(z+h)=f(z)+hbi(h),  g(w+h)=g(w)+hb(h).
Mit h = h6;(h) folgt
g(f(z+h) = g(f(2) + hO:(h)) = g(w) + hOx(R)

=w :il

— glw) + h6:(1) 0201 (1)),

=0(h)
und 6(0) = 61(0)62(0) = f'(2) - ¢'(w). O

2.5 Erinnerung an Lineare Algebra I

Ein kommutativer Ring (R,+,-,0,1) ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen +, -
sowie Elementen 0,1 € R so, dass gilt:
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(a) (R,+) ist eine abelsche Gruppe mit 0 als Neutralelement, d.h. + ist kommutativ,
assoziativ, fiir jedes r € R gilt 0 +r =r 4+ 0 = r, fir jedes r € R gibt es ein s € R
mit r + s = 0 (schreibe dann s = —r).

(b) die Verkniipfung - ist kommutativ und assoziativ, fir jedes r € Rgilt 1-r =r-1 =1.
(c) es gelten die Distributivgesetze r-(s+t)=r-s+r-tund (r+s)-t=r-t+s-t.

Beispiele sind die kommutativen Ringe Z,Q,R,C, ...
Aus (a), (b), (c) folgen weitere Rechenregeln, zum Beispiel folgt 7 - 0 = 0, denn:

r0=r-(0+0)=r-047r-0 = 0=r-0  (Kiirzen).

Ebenso (—=r)-s=—(r-s),denn: 0 = (r —7)-s=rs+ (—r) - s usw.

2.6 Satz. Sei Q2 C C ein Gebiet. Dann bilden die auf Q2 holomorphen Funktionen einen
kommutativen Ring O(2), den Ring der holomorphen Funktionen auf Q. Die Verkniip-
fungen sind fir f,g € O(Q)

(f +9)(2) = f(2) +9(2),
(f-9)(2) = f(2) - 9(2).

Nullelement ist die konstante Nullfunktion z — 0, Einselement ist die konstante Eins-
funktion z — 1.

Beweis. Nach §2.4 gilt f+g, f-g € O(Q), die Null- und die Einsfunktion sind konstant,
also holomorph. Setze (—f)(z) = —f(z2) = f+(—=f)=0=—f+f, f+0=f =0+ f,
1-f=f-1=f usw. [

Wie ,,grof3* ist der Ring O(Q2)? Nach §2.4 folgt: O(2) enthilt alle Polynome
f(z)=az"+ - 4+ a1z + ao, Qp,y. .. a9 € C

(egal wie Q aussieht). Was ist mit Exponentialfunktion, Sinus, Kosinus, etc.? Wir betrach-
ten jetzt komplexe Potenzreihen.

2.7 Konvergenzkriterien fiir komplexe Reihen

(a) Absolute Konvergenz von Reihen. Sei (a,)nen eine Folge von komplexen Zahlen. Dann
konvergiert die Reihe Y >°  a,, = b, falls gilt lim,, > ; a,, = b. Etwas ausfiihrlicher gesagt
bedeutet das folgendes.

Sei s, = agp+ai+- - -+a,,. Man nennt s,,, die m-te Partialsumme. Die Konvergenz

>o° o an = b bedeutet ausgeschrieben, dass die Folge der Partialsummen (s;,)nen

gegen b konvergiert, also lim,, s, = b.

Falls die Reihe >0° ) |a,| konvergiert, heiBt die Reihe absolut konvergent. Absolute
Konvergenz impliziert Konvergenz, denn: sei s, = 37" an, tm = >one |an|. Dann bilden
die t,, eine Cauchy-Folge (konvergente Folgen sind Cauchy-Folgen). Fiir jedes ¢ > 0
gibt es N so, dass |ty — ty] < ¢ fiir alle k,0 > N = |s — 54| < ¢ fur alle k&, > N
(Dreiecksungleichung) = (S,,)men ist eine Cauchy-Folge in C = Konvergenz (weil C
vollstandig ist).

(b) Das Majorantenkriterium. Seien (ay)nen und (b, )neny Folgen in C, mit |a,| < |b,| fir
alle n. Wenn die Reihe Y77 b,, absolut konvergiert, so konvergiert auch die Reihe > 77 ; a,,
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absolut.
Denn: s, = X0 o |bal, tm = 2ot |an|. Fur k, € gilt dann |sg — so| > |t — t¢|. Da die s,
eine Cauchy-Folge bilden, gilt das auch fir die ¢,,. Also konvergiert die Reihe >>>° ;a,
absolut.

(¢) Das Wurzelkriterium. Sei (a,)nen eine Folge in C. Wenn es ein A gibt mit 0 < A <1
so, dass fir (fast) alle n gilt M < A, so konvergiert die Reihe Y>°°  a,, absolut. (fast
alle bedeutet, dass es hochstens endlich viele Ausnahmen gibt).

Denn: angenommen, W < A fir alle n = |a,| < A". Die geometrische Reihe Y00 j A"
konvergiert (absolut) fiir 0 < A\ < 1 = die Reihe }2° ; a,, konvergiert nach dem Majoran-

tenkriterium.
Allgemeiner Fall: |a,| < A™ fur alle n > N.

00 N-1 oo 00
S an) =Y lanl+ D law] = >_ a, absolut konvergent.
n=0 n=0 n=N

n=0

konstant konvergiert (s.o.)

(d) Das Quotientenkriterium. Sei (a,)nen eine Folge in C, seien alle a,, # 0. Wenn es ein
A gibt mit 0 < A < 1 so, dass fiir alle n gilt |*2+
absolut.

Beweis. Es folgt |a,| < A"|ag|, wir konnen das Majorantenkriterium anwenden mit b, =
A"|ag|. Da die geometrische Reihe Y20 A" fiir |A\| < 1 absolut konvergiert, konvergiert
auch die Reihe Y 77 b, absolut. O
Bemerkung. Marjoranten-, Wurzel- und Quotientenkriterium sind auch noch anwende-
bar, wenn die entsprechenenden Ungleichungen fiir fast alle Folgeglieder gelten.

< A, so konvergiert die Reihe >°7°  a,

2.8 Erinnerung: Limes superior

Sei (7n)nen eine Folge in R. Der Limes superior ist

limsupr, = lirrln<sup{rn, Trtly - - }) € RU {%o0}.

Aquivalente Beschreibung: H = {h € RU {oc} | 7, < h fiir fast alle n € N},

limsupr, = inf(H).

Andere Schreibweise: lim,,r,, = lim sup,, r,,.
2.9 Definition. Sei X C C eine Teilmenge, sei (f,)nen eine Folge von Funktionen
fo: X — C.

Die Folge (f)nen konvergiert gleichmdfig auf X gegen eine Funktion f: X — C,
wenn gilt: fiir jedes € > 0 gibt es ein m € N so, dass fiir alle z € X und alle
n>m gilt |f(2) — fu(2)| < e (m hdngt nicht von z ab).

Satz A. Sei X C C und sei (fn)nen eine Folge von stetigen Funktionen f,: X — C, die
gleichmdf$ig gegen eine Funktion f: X — C konvergiert. Dann ist f auch stetig.

Beweis. Sei z € X, sei ¢ > 0. Wahle m so, dass |f,,,(w) — f(w)| < £ fiir alle w € X. Da
fm stetig ist, gibt es 0 > 0 so, dass |fin(2) — fm(w)| < 5 fiir alle w € X mit |z —w| < 6.
Es folgt fiir |z —w| < 9, dass

1f(2) = F)] < [f(2) = fm()] + | fn(2) = fn(w)] + [ fin(w) = f(w)] < e
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Das folgende Kriterium werden wir immer wieder brauchen.

Satz B. Sei X C C und sei (fn)nen eine Folge stetiger Funktionen f,: X — C. Dann
sind dquivalent:

(i) Die Folge (fn)nen konvergiert gleichmafSig gegen eine stetige Funktion f: X — C.

(ii) Fir jedes € > 0 gibt es m € N so, dass fir alle z € X, k,{ > m gilt

|fu(z) = fe(2)[ <€
(Cauchy-Kriterium,).

Beweis. (1)=(ii): Wahle m so, dass fir alle z € X, n > m gilt |f.(2) — f(2)] < §. Fur

k,¢ > m gilt dann

N

[fe(z) = fe(2)] < fe(z) = R+ 1f(2) = ful2)] < e

(ii)=(i): Fir jedes z € X ist die Folge (f.(2))nen eine Cauchy-Folge, also konvergent.
Definiere f(z) = lim, f,(z). Fiir jedes ¢ > 0 gibt es dann ein m € N so, dass |f(2) —
fn(2)| < e firalle n,k > mund alle z € X. Im Grenzwert n — oo folgt | fr(z) — f(2)| < ¢
fiir alle z € X und alle k£ > m. Nach Satz A ist f stetig. O

2.10 Definition. Sei (a,)nen eine Folge in C. Wir nennen die Reihe > 02 a,2" eine
Potenzreihe (in der Variablen z).

2.11 Theorem (Abels Theorem). Sei >°°  a,2" eine Potenzreihe. Dann gibt es R mit
0 < R < 0 so, dass Folgendes gilt:

(i) Fir jedes z € C mit |z| < R konvergiert die Reihe Y0°  an,z"™ absolut.

(ii) Fir jedes z € C mit |z| > R divergiert die Reihe Y00y a,z" (d.h. sie konvergiert
nicht).

(iii) Die Funktion z — f(z) = Y02 an2" ist holomorph auf Br(0) wenn R > 0 ist, mit
Ableitung f'(z) = >0 o(n + 1)ay412™.

(iv) Ist 0 <r < R, so konvergiert die Folge f,, = > ,an,z" auf der Kreisscheibe B,.(0)
gleichmafig gegen f(z) = 300 a,z™.

(v) Mit L =limsup, {/|a,| gilt R =1 (mit § = oo, = =0) (Hadamards Formel).

Beweis. Wir setzen L = limsup,, {/|a,| € [0, 00] sowie R =  (mit § = 0o, = = 0). Damit
gilt (v) nach Definition von R; es bleibt zu zeigen, dass dieses R die Aussagen (i)—(iv)
erfiillt.

Zu (ii). Ist |z| > R, so wéhle r mit R < r < |z|. Es folgt * < £ = L, also gibt es
unendlich viele n mit {/|a,| > % = |a,| > & = |a,2"| > (%)n > 1 fiir unendlich viele n.
Insbesondere ist (a,2")nen keine Nullfolge = die Reihe >°0° ) a,2" ist divergent. (Wenn

die Summanden einer Reihe keine Nullfolge bilden, dann bilden die Partialsummen keine
Cauchyfolge, also ist die Reihe divergent.) Damit ist (ii) bewiesen.

Zu (i). Sei nun |z| < R, wéhle r mit || < r < R. Dann gilt £ > £ = L, also ist {/|a,| <

fir fast alle n. Es folgt {/|a,z"| < % < 1 fiir fast alle n. Nach dem Wurzelkriterium
konvergiert die Reihe 0% a,2™ absolut. Damit ist (i) bewiesen.
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Zu (iv). Sei 0 < r < R, wéhle s mit r < s < R. Dann ist % > % = L, also gibt es ng so,
dass {/|a,| <% fiir alle n > ny. Fiir alle z mit [z| < 7 und alle n > nq folgt

n

Hanz| <= = Janz"| < (7”) '
s s

Fiir f.(2) = 2F_, a,2" folgt nun fiir k > £ > ng

/+1 k
F1(2) = fo(2)] = lag = + -+ 2| < () AT ()

s
P\ 2 e n AL

< (- ) =(=) - .

N (s) nz%)<s> (s) 1-=
Fiir ¢ hinreichend grof3 ist das beliebig klein (unabhéngig von z, solange |z| < r), also kon-
vergiert die Folge (f,)nen auf B,(0) gleichmafBig gegen f(2) = Y02 a,2" (§2.9, Satz B).
Damit ist (iv) bewiesen.
Zu (iii). Betrachte nun die Potenzreihe > 02 (n + 1)a,412™.

Zwischenschritt: es gilt lim,, /n = 1, denn: /n =1+ ¢, mit ¢, > 0, also
n(n—1) ,

(I4+c¢)"=n>1+ — 5 G (Binomialsatz, fiir n > 2)

2
= < = lime, = 0.
n

und damit lim, {/n = 1, Ende des Zwischenschrittes.

Es folgt daraus
limsup nla,| = limsup ¥/n{/|a,| = L

Die Potenzreihe } >° , na,z" = 2377 (n + 1)an12" hat also den gleichen Konvergenz-
radius R wie die Potenzreihe > °° ;a,2". Dann gilt das nach (i) und (ii) auch fur die
Potenzreihe >0 ((n + 1)an+12™.

Wir setzen
fm(2) = Z anz", f(z) = Z anz",
n=0 n=0
gn(2) = (0 + Dty =", 9(z) = 300+ Dager ="
n=0 n=0

und haben f] (2) = gm—1(2). Fiir 0 <r < R und z,w € B,(0) mit z # w gilt nun

JEZIW) _ (o) = InlE) = f;”(“’) )+ () — g(2) + Pl = ol )
—Am ‘ —B, ‘
wobei R,, Z apz”.
Es gilt

k=m-+1 k=m+1
x

= |Bn| < Z\ak\kr !
k=m+1
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Dabei ist (*) die Gleichung

(zk*1+zk’2w—|—~ : ~—|—wk*1)(z—w) =tz = P = 2w

Da die Reihe 332, |ax| - k - r*~! konvergiert (siche oben), gibt es zu jedem & > 0 ein n
so, dass |B,,| < £ fiir alle m > n. Die Folge f;, konvergiert auf B,.(0) gleichméBig gegen
g (siehe oben), also gibt es n so, dass |A,,| < § fiir m > n. Wir finden also ein m mit
|Am|, [Bm| < 5. Da f,,, holomorph ist, gibt es (fur dieses m) ein § > 0 so, dass

DIl p|<S e —wl s
Insgesamt erhalten wir also fir |z — w| < ¢, dass
HEET R
und damit gilt g(z) = f/(z) und (iii) ist gezeigt. O

Das war ein tiefer Satz mit einem relativ komplizierten Beweis. Jetzt wenden wir ihn
an.

2.12 Beispiele

(a) Die geometrische Reihe Y°° , 2". Hier gilt a,, = 1 fiir alle n, also L = limsup,, ¥/1 = 1
= R= % =1. Da

m m+1
(1—2)) Dot — N =1
n=0 n=0 n=1

gilt, ist fi(2) =20 2" = 4 Nun gilt fir |2| < 1, dass lim,, 2™ = 0, denn: setze
—z
ﬁ =1+4r. Nach der Bernoullischen Ungleichung (— Analysis I) ist (1 +7)" > 147 -n,

also |z|" < ). Es folgt

> 1
=> " =(1-2)"!
n=0 <
und mit Ableiten - .
1)z" = :
;::o(n +1)z E=SE
Beachte Die Funktion z — = ist holomorph auf @ = C — {1}. Fiir |z| > 1 gilt aber
nicht — = >377, 2", da die rechte Seite divergent ist nach Abels Theorem §2.11 (ii).

(b) Die Ezponentialreihe Y5> =;. Die Hadamard-Formel L = limsup,, \/g bringt uns
hier nicht weiter. Aber wir konnen mit dem Quotientenkriterium zeigen, dass die Reihe
fiir alle z € C konvergiert. Setze A = 1. Fiir n > 2|z| gilt

z

‘ n+1 /Zn
(n+ D!/ nll

’ 1
<77
n+1l = 2
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also konvergiert die Reihe 3°° , Z absolut. Es folgt R = oo, d. h. die Funktion exp(z) =
o Z— 7 ist holomorph auf € = (C Weiter gilt

exp’( Z

n— o0

Z - = exp(s

(c) Die trigonometrischen Funktionen
00 (_1)712271 ) 0 (_1)n22n+1

cos(z) = el sin(z) = 7;) N

n=0
Wie in (b) folgt mit dem Quotientenkriterium, dass R = oo gilt, d.h. beide Reihen

konvergieren auf {2 = C absolut und sin und cos sind holomorph. Weiter gilt

) (_1)n(2n)z2n—l )n 2n+1

o B o
cos'(z) = nz::l (2n) nz% o+ 1] sin(z)
sowie sin’(z) = cos(z). Weiter gilt
o0 S on o0 2n ,2n oo 2n+1,.2n+1
exp(iz) = > PE st ey > I cos(z) + i - sin(2).

n! = (2n)! = (2n+1)!
Das ist die Fulersche Formel,

exp(iz) = cos(z) + ¢ - sin(z) (giiltig fir alle z € C)

(d) Die logarithmische Reihe Y0° (_17):“ z". Es gilt L = limsup,, Q/g =1, (vgl. den

Beweis von Abels Theorem §2.11 (iii)), also R = 1. Schreibe F(z) = Yo%, #z" Es
folgt
(_1)n+1 .n - Zn—l

n

-3 (- 1

A =
= 1+ 2

=> fur 2] < 1.
n=1
2.13 Erinnerung an Analysis II

Sei U C R* offen, sei f: U — R’ stetig. Dann heiBt f total differenzierbar im Punkt
u € U, wenn es eine lineare Abbildung 7: R¥ — R’ gibt, so dass gilt

H ||h||Hf“+h) f(w) = T(h)|| = 0.

Dabei ist h € RF ein Vektor. Die lineare Abbildung 7': R* — R’ heifit dann die totale
Ableitung von f im Punkt p. Wir betrachten C = R2, also den Fall k = ¢ = 2.

Lemma. Sei Q2 C C ein Gebiet, sei f: Q — C stetig. Falls f im Punkt z € Q) komplex
differenzierbar ist, so ist f in z total differenzierbar. Die totale Ableitung ist dann die
lineare Abbildung

T(h) = f'(z) - .
Beweis. Schreibe f(z + h) = f(z) +6(h) - h, mit 6(0) = f'(2).
= f(z+h) = f(z) = 0(0)h = (0(h) — 6(0))h

— %W‘( 0(0))h ‘—11m 0(h) - 6(0)] = 0.
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Was ist mit der Umkehrung? Wir brauchen etwas Lineare Algebra.

2.14 Die lineare Abbildung J

Wir definieren eine lineare Abbildung J: C — C durch J(v) = iv. Fur die Standard-

Basis e; = (é), ey = (?) von C = R? gilt dann

J(e1) = eq, J(e2) = —eq,

d.h. J : R? — R? ist gegeben durch die Matrix J = <(1) _01>

Lemma. Sei T: C — C eine R-lineare Abbildung (d.h. T(u + v) = Tu + Tv fir alle
u,v € C und T(su) = sT(u) fir alle s € R). Schreibe T als 2 x 2-Matriz T = <(CI 2),
a,b,c,d € R. Dann sind dquivalent:

(i) TJ=JT,
(ii) a =d und b = —c,
(iii) T ist C-linear, d. h. fir alle z,w € C gilt T'(2w) = z(Tw).

Beweis. (1)< (ii):

a b)Y (0 -1\ (b —a 0 -1\ fa b\ [—c —d
c d)\1 0) \d —c)’ 1 0 c dl  \a b))
(i)« (iii): Schreibe z = x + iy, mit z,y € R.

T(zw) = T(zw + iyw)
=zT(w)+yT(iw)
=zT(w)+yTJ(w)
und

2T (w) =2T(w) + iy T(w)
=z T(w)+yJT(w).

]
2.15 Satz. Sei ) C C ein Gebiet, sei f: Q) — C stetig, sei z € Q. Dann sind dquivalent:

(i) f ist in z total differenzierbar, mit totaler Ableitung T: C — C, und T erfullt die
dquivalenten Bedingungen aus §2.14.

(ii) f ist in z komplex differenzierbar.

Beweis. (ii)=>(i) mit §2.13 und §2.14: die totale Ableitung T'(h) = f'(2)h ist C-linear.
(i)=-(ii): Definiere

Fetn -0
0(h) = h 70 wobei 1 = (é)

T(1l)=weC fiir h = 0,
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Dann gilt, da T C-linear ist T'(h) = hT(1) = hw, also

F(z+h) — f(z) = T(h) = h-0(h) — hw = h(0(h) — w).

Wegen
1
lim m!f(z +h) = f(z) = T(h)| = lim m|h9(h) — hw| = lim(0(h) —w) =0

ist 0 stetig in h = 0 und stetig in allen h # 0, da f stetig ist. m

Satz 2.15 wird klassisch iiber die Cauchy-Riemann-Gleichungen ausgedriickt. Schreibe

dazu f(2) = u(z) +iv(z), u(z) = Re(f(z)) und v(z) = Im(f(z)), also f(z) = (158) € R2
Die Matrix der totalen Ableitung ist die Jacobi-Matriz,

ou ou
%(2’) @(2)

ov ov
£<2) @(z)

Erinnerung. Ist U C R¥ offen und ist h: U — R’ total differenzierbar in p € U, h(w) =
(ha(w).... . he(w)) ", so ist

0

Oh; d E
‘ = —(h: te. =1
50 = i) o=
0

und die totale Ableitung hat die Jacobi-Matrix
Sa(p) -+ 9(p)

Ohy Ohy
m(p) o Gt (p)
Korollar. Ist 0 C C ein Gebiet, f: QQ — C stetig, z € Q, so ist [ = u+ v, u =

Re(f): 2 = R, v = Im(f): Q — R, genau dann komplex differenzierbar im Punkt z,
wenn f in z total differenzierbar ist und wenn die Cauchy-Riemann-Gleichungen gelten,

ou ov ov ou
%(z) = a—y(z) und %(z’) + a—y(z) =0.

Beispiele. (a) f(z) =12?% 2z =z +1y, r,y € R. Dann ist u(z) = 2%, v(z) = 0,

ou ov ou ov
a—a:(z) = 2z, 0

=0.

@(z) ; @(2) + %(2)
= f ist genau fir Re(z) = 0 komplex differenzierbar.

(b) f(2) =7 u(z) = z, v(z) = —y, %(2) = 1, g—;(z) = —1 = f nirgends komplex
differenzierbar.
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2.16 Satz. Sei Q) C C ein Gebiet, sei f: Q — C stetig. Dann sind dquivalent:
(i) f ist konstant.
(ii) f ist holomorph auf Q, mit f'(w) =0 fir alle w € Q.

Beweis. (1)=(ii): f(w) =c=const, f(z+h) — f(2)=0=0=0= f'(z) =
(il)=(i): Fir alle z € Q gilt dann fir f = u + iv, u = Re(f), v = Im(f)

ou ou ov ov

&)= =@ =5 =0

Sei € > 0 so, dass B.(z) C 2 gilt. Fiir w € B.(z) laufen wir zuerst von z horizontal nach
zo = z + t1 und dann vertikal von zg nach w = 2y + ity, mit t1,%5 € R.

Es gilt dann mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

u(z—i—tl)—u(z)z/ot1 gZ(z—i—s)d 0

. t2 0
u(zo + ite) — u(zg) = /0 Y

2y — (20 +is)ds = 0.

Es folgt u(w) = u(z) fir alle w € B.(z). Genauso ist v(w) = v(z) fir alle w € B.(z) =
f(z) = f(w) fir alle w € B.(z) = f ist lokal konstant.

Sei nun w € 2 beliebig. Da Q ein Gebiet ist, gibt es einen Weg ~: [0,1] — € mit
7(0) = z, (1) = w. Zu jedem s € [0,1] gibt es ein 5 > 0 so, dass f(y (3)) = f(y(t)) fur
alle t mit |s —t| < e (siehe oben, f ist lokal konstant) = die Funktion h: t — u(vy(t)) ist
lokal konstant = h' =0 =

h(1) — h(0) = /01 B (s)ds = 0

= u(z) = u(w), genauso v(z) = v(w) = f(z2) = f(w). O

Korollar. Ist 2 C C ein Gebiet, sind g, f € O(Q) und gilt f' = ¢’ auf 2, so gibt es c € C
so, dass f(z) = g(2) + ¢ fir alle z € Q, kurz f = g+ c.

2.17 Satz (Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fir alle z,w € C gilt

1
exp(z+w) = exp(z)-exp(w). Weiter gilt exp(0) = 1 und exp(—z) = p(a) Insbesondere
xp(z
ist exp(z) # 0 fir alle z € C.

Beweis. Direkt mit der Exponentialreihe folgt exp(0) = 1. Betrachte nun die holomorphe
Funktion f(z) = exp(z) - exp(zo — 2). Es gilt

f'(z) = exp(z2) - exp(z0 — 2) — exp(z) - exp(z9 — 2) = 0,
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also

exp(z) - exp(zp — z) = const.
Fir z = 0 erhalten wir ¢ = exp(z), also gilt allgemein exp(z)exp(zo — 2) = exp(zo).
Setze jetzt 290 = z +w = w = zy — 2, exp(z) - exp(w) = exp(z + w). Insbesondere ist

exp(z) - exp(—z) = exp(0) = 1, damit exp(z) # 0 und folglich exp(—z) = Bl O
exp(z
Beachte auch:
_ =1_, > 1 —
exp(z) = n;o = nzzo Ez" = exp(z).
Fiir z,y € R folgt | exp(iy)|*> = exp(iy) exp(—iy) = 1 und damit | exp(x +iy)|*> = exp(z)>.
Fir x > 0 ist exp(z) > 1, damit auch 0 < exp(—z) < 1. Insgesamt folgt |exp(x + iy)| =
exp(x) oder
| exp(z)[ = exp(Re(2)).
2.18 Die trigonometrischen Funktionen (2)
Es gilt mit Eulers Formel fiir alle z € C
%(exp(iz) - exp(—iz)) = %(cos(z) + cos(—z) +isin(z) + isin(—z)) = cos(z),
weil cos(z) = cos(—z), sin(z) = —sin(—z) (vgl. §2.12(c)). Entsprechend zeigt man

1
?(exp(iz) - exp(—iz)) = sin(z). Daraus folgt
i

cos(2)? +sin(2)* =1,
denn f(a+b)* — $(a — b)? = ab und exp(iz) exp(—iz) = 1.

2.19 Die Kreiszahl 7

Wir betrachten jetzt die Kreiszahl .

Beobachtung: die Gleichung exp(z+w) = exp(z)-exp(w) zusammen mit exp(z) # 0 be-
sagt, dass die Exponentialfunktion ein Homomorphismus der abelschen Gruppe (C,+) in
die abelsche Gruppe (C*, ) ist (wobei C* = C—{0}). Der Kern dieses Homomorphismus
ist die Menge

K ={zeC|exp(z) =1}.
Ist exp(z) = 1, so ist Re(z) = 0 (s.0.), also ist jedes z € K von der Form z = it fur ein
teR.

Ist t € R, so ist sin(t),cos(t) € R und damit folgt wegen sin?+cos? = 1, dass
|sin(t)|, | cos(t)] < 1. Also ist

t
sin(t) = sin(0) +/ cos(s)ds <t  fiurt>0.
0
Damit folgt fir ¢ > 0
= cos'(t) = —sin(t) > —t,

= cos(t) = cos(0) + /Ot(— sin(s))ds > 1 — t2,

t 1
— sin(t) = sin(0) +/ cos(s)ds >t — 6253,
0
2 t4

¢
= cos(t) = cos(0) — / sin(s)ds <1 — 152 + oYk
0
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Fir ¢t = V3 ist cos(t) < 1— 24 2 = —1 Nach dem Zwischenwertsatz gibt es a € (0,/3)
mit cos(a) = 0. Es folgt sin(a) > o — g0 = (1 — 3a?) > ¢ > 0, also sin(a) = 1. Wir
definieren die Kreiszahl 7 durch 7 =2 - a.

#
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