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Aufgabe 1.
Es seiG eine (möglicherweise unendliche) Gruppe undH eine Untergruppe mit [G : H] =
m < ∞. Zeigen Sie: es gibt einen Normalteiler N ⊴G mit N ⊆ H und [G : N ] ≤ m!.
Hinweis: Betrachten Sie die Wirkung von G auf X = G/H.

Aufgabe 2.
Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| = m und sei F ein Körper. Zeigen Sie:

(i) Es gibt einen injektiven Homomorphismus ϕ : G → GLm(F ).
(ii) Wenn m in F ungleich 0 ist, dann gibt es gibt einen injektiven Homomorphismus

ψ : G → GLm−1(F ).
Hinweis: Wählen Sie eine Bijektion zwischen G und einer Basis von Fm und lassen Sie
dann G auf der Basis wirken.

Aufgabe 3.
Das Zentrum einer Gruppe G ist Cen(G) = {z ∈ G | für alle g in G gilt gz = zg}.
Zeigen Sie:

(i) Das Zentrum ist ein abelscher Normalteiler in G.
(ii) Sind Gi Gruppen, für i ∈ I, dann gilt Cen(

∏
i∈I Gi) =

∏
i∈I Cen(Gi).

Aufgabe 4.
Zeigen Sie: Eine endliche Gruppe G, in der das Zentrum Z mehr als ein Viertel aller
Elemente enthält (also [G : Z] < 4) ist abelsch.

∗-Aufgabe 5.
Zeigen Sie:

(i) Die Gruppen (R,+) und ({r ∈ R | r > 0}, ·) sind isomorph.
(ii) Die Gruppen (Q,+) und ({q ∈ Q | q > 0}, ·) sind nicht isomorph.

Es gibt pro Aufgabe 4 Punkte. Mit den ∗-Aufgaben können Sie zusätzliche Punkte er-
werben.


