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Aufgabe 4.1 (1+1+1+1 Punkte)

Sei (X, T) ein topologischer Raum und sei C eine Menge von abgeschlossenen Teilmen-
gen von X mit X = |JC. Wir nennen U C X C-offen, wenn fiir alle A € C der Schnitt
U N A offen in A ist. Zeigen Sie:

(i) Die C-offenen Mengen bilden eine Topologie 7¢ auf X.

)
(ii) Tc ist feiner als T, das heifit T C 7e.
(iii) Die Topologien miissen nicht iibereinstimmen.
(iv) Sei Y ein topologischer Raum und f : X — Y eine Abbildung. Wenn f|4 fiir
jedes A € C stetig ist, so ist f stetig beziiglich 7¢.

Aufgabe 4.2 (242 Punkte)

Definition: Eine surjektive Abbildung p : X — Y zwischen topologischen Rdumen
X, Y heifit Quotientenabbildung, wenn jede Teilmenge U C Y genau dann offen in Y
ist, wenn p~1(U) offen in X ist.

(i) Seien X und Y topologische Riume und p : X — Y stetig. Sei f : ¥ — X
eine stetige Abbildung, sodass p o f = idy. Zeigen Sie, dass p dann schon eine
Quotientenabbildung ist.

(ii) Sei X ein topologischer Raum, sei A C X ein Teilraum. Eine Retraktion von X
auf A ist eine stetige Abbildung r : X — A mit r(a) = a fiir alle a € A. Zeigen
Sie, dass jede Retraktion eine Quotientenabbildung ist.

Aufgabe 4.3 (4 Punkte)

Definition: Ein topologischer Raum heifit zusammenhdngend, wenn er sich nicht als
disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer offener Teilmengen schreiben lasst.

Seien X und Y topologische Rdume und sei f : X — Y ein Homdomorphismus. Zeigen
Sie: X ist genau dann zusammenhédngend, wenn Y zusammenhéngend ist.



Aufgabe 4.4 (242 Punkte)
Sei X ein topologischer Raum mit zwei Topologien 7 und 7. Sei f : (X, 7T") = (X, T)
die Identitédt. Zeigen Sie:

(i) f ist stetig genau dann, wenn 7~ feiner als T ist, das heiit 7 C 7.

ii ist ein Homdomorphismus genau dann, wenn 7 = 7T gilt.
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*-Aufgabe (2+2 Punkte)

Seien X,Y metrische Rdume und sei C(X,Y) = {f : X — Y | f stetig }. Sei YV
beschrinkt, das heifit es existiert ein S € R mit dy (y1,y2) < S fiir alle y1,y2 € Y.
Definiere do, : C'(X,Y) x C(X,Y) — R durch

doo(f; 9) = sup{dy (f(2), g(2)) | © € X}.
Zeigen Sie:
(i) dwo ist eine Metrik auf C'(X,Y).
(ii) Wenn Y vollsténdig ist, dann ist C'(X,Y") vollsténdig beziiglich do.
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