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Aufgabe 3.1 (1+1+41+1 Punkte)

Definition: Sei (X, T) ein topologischer Raum und z € X. Man sagt, X
hat eine abzdhlbare Basis in x, wenn eine Menge

B, ={B; | i€ Nund B; ist eine offene Umgebung von x}
existiert, die die folgende Eigenschaft erfiillt: fiir jede offene Umgebung U
von x existiert B; € B, mit B; C U.

(X, T) erfiillt das erste Abzdhlbarkeitsaziom, wenn fur jedes z € X eine
abzéhlbare Basis in z existiert.

(X, T) erfiillt das zweite Abzihlbarkeitsaxiom, wenn T eine abzihlbare Ba-
sis hat.

Gegeben sei X = R, sowie By = {(a,b) | a,b € R,a < b} und B = {[a,b) | a,b €
R,a < b}. Seien T, und T, die erzeugten Topologien. Zeigen oder widerlegen Sie:

(i
(ii

)
)
(iif)
)

(X, 7Tg,) erfiillt das erste Abzihlbarkeitsaxiom.

(X, Tg,) erfiillt das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.
(X, 7Tg, ) erfiillt das erste Abzihlbarkeitsaxiom.
( )

(iv) (X, Tp,) erfilllt das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom.

Aufgabe 3.2 (242 Punkte)

(i) Sei N = {0,1,2,...} mit der iiblichen Ordnung < gegeben. Sei T die Ord-
nungstopologie beziiglich < auf N. Zeigen Sie, dass 7~ die diskrete Topologie
ist.

(ii) Sei {0,1} x N mit der lexikographischen Ordnung gegeben. Sie 7o die Ord-
nungstopologie beziiglich der lexikographischen Ordnung auf {0,1} x N. Zeigen
Sie, dass Tpo nicht die diskrete Topologie ist.



Aufgabe 3.3 (4 Punkte)

Seien X und Y topologische Rdume und sei X = AUB, wobei A, B beide abgeschlossen
in X sind. Seien f: A — Y und g : B — Y zwei stetige Abbildungen beziiglich der
Teilraumtopologie auf A bzw. B mit f(z) = g(z) fir allez € ANB.Sei h: X - Y
definiert durch

f(x),z e A
R {g(a:),x € B.

Zeigen Sie: h ist stetig.

Aufgabe 3.4 (2+2 Punkte)
Seien (X,7) und (Y, 7<) topologische Riume und seien f,g : X — Y zwel stetige
Abbildungen.

(i) Zeigen Sie: Die Menge {z € X | f(x) < g(x)} ist abgeschlossen in X.
(ii) Sei h: X — Y definiert durch h(z) = min{f(z), g(z)}. Zeigen Sie: h ist stetig.

*-Aufgabe (4 Punkte)
Wohlordnungssatz: Jede nichtleere Menge kann wohlgeordnet werden.

Beweisen Sie den Wohlordnungssatz mit Hilfe von Zorns Lemma, indem Sie den Teil-
schritten (i) - (iv) folgen.

(i) Sei X eine nichtleere Menge. Sei
P={Y,<y)|Y CX,Y #0 und <y ist eine Wohlordnung auf Y'}.
Zeigen Sie: P # ().
(ii) Sei < eine partielle Ordnung auf P definiert durch

(YV,<y)< (Z,<z)e Y C Z und fiir alle z,y € Y gilt: (z <y y & <z y)
und firalley € Y,z € Z - Y gilt: y <z z.

Zeigen Sie: P ist induktiv geordnet.
(iii) Zeigen Sie: Ist (Y, <y) € P ein maximales Element beziiglich <, dann gilt Y = X.

(iv) Folgern Sie den Wohlordnungssatz.
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