
Reaktionskinetik auf dem Computer

1 Wozu sind Computer gut?

In diesem Versuch sollen Sie an dem Beispiel der Reaktionskinetik lernen, wie sich

die Verwendung eines Computers sinnvoll f�ur den naturwissenschaftlichen Erkennt-

nisprozess einsetzen l�asst. Es lassen sich bzgl. des Einsatzes von Computern (grob)

drei Anwendungsbereiche trennen.

Zum einen k�onnen Computersimulationen auf mikroskopischer Ebene durchgef�uhrt

werden. In diesem Fall wird f�ur ein vorgegebenes Molek�ul bzw. eine Ansammlung von

Molek�ulen die Schr�odingergleichung bzw. die Newtonsche Gleichung gel�ost und somit

die Dynamik des gew�ahlten Systems im Detail auf dem Rechner nachgestellt. Im Falle

der Reaktionskinetik w�urde man (im einfachsten Fall) einen Kasten mit einer endlichen

Anzahl von Molek�ulen betrachten. Immer wenn sich aufgrund der durch die Newton-

schen Gleichungen beschriebenen Molek�ulbewegungen zwei Molek�ule tre�en, w�urden

diese beiden Molek�ule durch ein Produktmolek�ul ersetzt werden. Dieses Verfahren hat

den Vorteil, dass im Prinzip die Vorg�ange im Reaktionskolben vollst�andig nachgestellt

werden. Gegen�uber der Laborreaktion hat man hier den Vorteil, dass die vollst�andi-

ge mikroskopische Information bekannt ist. Durch die Begrenzung eines Praktikums-

versuch auf wenige Tage oder einer Doktorarbeit auf wenige Jahre bei gleichzeitiger

Endlichkeit der Prozessortaktraten sind solchen Simulationen aber nat�urliche zeitliche

Grenzen gesetzt. De facto lassen sich daher nur ausgew�ahlte (einfachere) Probleme

vollst�andig nachstellen.

Die zweite Anwendungsebene von Rechnern ist die Analyse von e�ektiven Gleichun-

gen, die man durch Modellbildung erhalten hat. Im obigen Fall w�urde man die Reak-

tion beschreiben durch die Reaktionsgleichung A + A
k
* B. Der Preis dieser starken

Vereinfachung gegen�uber dem urspr�unglichen Problem ist die Tatsache, dass nun die

Reaktionskonstante k als Parameter vorgegeben werden muss. Bei einer mikroskopi-

schen Simulation hingegen h�atte k zum Beispiel als Funktion von Temperatur und

Druck bestimmt werden k�onnen. Wie Sie weiter unten sehen werden, ist der Einsatz

von Computern auch auf dieser Ebene oft noch sehr hilfreich, da auch komplexe Re-

aktionen berechnet werden k�onnen, f�ur die keine analytischen L�osungen existieren. Da

sich die Reaktionen durch einen Satz von Di�erentialgleichungen (DGL) beschreiben

lassen, besteht die Aufgabe eines Simulationsprogramms im Bereich der Reaktionski-

netik darin, die entsprechenden Di�erentialgleichungen numerisch zu l�osen. Genau das
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Ausgangs- und Endsto�en. Interessanterweise ist es im Rahmen dieser N�aherung nun

m�oglich, auch sehr komplexe Reaktionen quantitativ zu beschreiben. Allerdings weiss

man im Einzelfall oft nicht, wie gut diese N�aherung wirklich ist. Schliesslich gibt es

auch Reaktionen, die nur numerisch analysiert werden k�onnen. Dies betri�t insbeson-

dere autokatalytische Reaktionen mit resultierenden periodischen Zeitabh�angigkeiten.

F�ur diese Reaktionen kann das Stationarit�atsprinzip nat�urlich nicht angewandt werden.

Neben einem verbesserten Verst�andnis verschiedener Reaktionstypen soll dieser Ver-

such insbesondere vermitteln, wie der Computer sinnvoll zur Analyse physikalisch che-

mischer Fragestellungen herangezogen werden kann. Zum einen wird dabei ausgenutzt,

dass der Computer auch vor sehr komplizierten Di�erentialgleichungen (im Gegensatz

zummenschlichen Counterpart) nicht zur�uckschreckt, zum anderen ist die visuelle Dar-

stellung oft ein wichtiger Schritt zum besseren Verst�andnis komplizierter zeitabh�angiger

Prozesse. Als Grundlage der verschiedenen Reaktionen dienen dabei Kapitel 25 und 26

aus dem Standardwerk von Atkins.

3 Verwendung des Simulationsprogramms

3.1 Eingabe der Reaktion

Der erste Schritt besteht darin, dem Computer zu erkl�aren, welche Reaktion zu unter-

suchen ist. Dazu m�ussen Sie f�ur jede Reaktionen eine Datei erzeugen, die den Namen

inputnx.dat hat, wobei n eine nat�urliche Zahl ist (01,02,...,11), die die Nummer des

Experiments beschreibt und x ein Buchstabe (a,b,...), der die einzelnen Inputdateien

zu einem bestimmten Experiment unterscheidet (z.B. input07a.dat). Zum Schreiben

von Dateien k�onnen Sie beliebige Editoren verwenden. Vielleicht am einfachsten ist

der xemacs Editor, den Sie mit dem Befehl xemacs & aufrufen. Wegen der gra�sche

Benutzerober
�ache ist der Editor f�ur Ihre Zwecke selbsterkl�arend.

Wir betrachten als Beispiel die autokatalytische Reaktion

A
k1*X

X +X + Y
k2
* X +X +X

B +X
k3* Y + C

X
k4* D
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Wie Sie sp�ater sehen werden, f�uhrt diese Reaktion zu faszinierenden E�ekten.

Wie bereits erw�ahnt, gibt die Anzahl der verschiedenen Reaktanten die Reaktionsord-

nung an. Die Reaktionsgeschwindigkeiten in den vier Gleichungen lauten somit k1[A],

k2[X]2[Y ], k3[B][X] und k4[X]. Die Konstanten k1; k2; k3; k4 m�ussen dabei vorgegeben

werden. F�ur die zeitliche �Anderung z.B. von [X] folgt aus diesen Beziehungen

d[X]

dt
= ka[A] + kb[X]2[Y ]� kc[B][X]� kd[X]:

Um dem Computer das Leben einfacher zu machen sollte man die verschiedenen Sto�e

von 1 bis N durchz�ahlen, wobei N die Anzahl der in der Reaktion vorkommenden Sto�e

bezeichnet. Am einfachsten ist es, wenn man den ersten Sto� mit 1 bezeichnet usw.

Das w�urde hier zur Zuordnung A! 1;X ! 2;Y ! 3;B ! 4;C ! 5;D ! 6 f�uhren.

Desweiteren m�ussen die Anfangsbedingungen [n](0) spezi�ziert werden, wobei [n](0)

die Konzentration des Sto�es n zum Zeitpunkt 0 bezeichnet (also [4](0) = 0:4 w�urde

hier bedeuten, dass [B](0) = 0:4).

Mit diesen Informationen k�onnen Sie nun Ihre Eingabedatei schematisch folgenderma-

�en schreiben

f[1](0)gf[2](0)gf[3](0)gf[4](0)gf[5](0)gf[6](0)g

(1 � 1) => (1 � 2) [k1]

(2 � 2) + (1 � 3) => (3 � 2) [k2]

(1 � 4) + (1 � 2) => (1 � 3) + (1 � 5) [k3]

(1 � 2) => (1 � 6) [k4]

Die ersten Zahlen in den Klammerausdr�ucken bezeichnen jeweils die st�ochiometrischen

Koe�zienten. Beachten Sie bitte, dass s�amtliche Symbole (also insbesondere =; >;+; �

und die verschiedenen Klammern) explizit angegeben werden m�ussen.

Im konkreten Fall k�onnte die Eingabedatei also folgenderma�en aussehen

f1:0gf0:3gf3:5gf3:1gf0:0gf0:1g

(1 � 1) => (1 � 2) [1:0]

(2 � 2) + (1 � 3) => (3 � 2) [2:0]
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(1 � 4) + (1 � 2) => (1 � 3) + (1 � 5) [0:5]

(1 � 2) => (1 � 6) [1:0]

Folgende Feinheiten sind noch zu beachten

1.) Bei autokatalytischen Reaktionen wie zum Beispiel der obigen wird oft gefordert,

dass die Konzentrationen einiger Reaktanten (hier: A und B) konstant bleiben sollen.

W�ahrend im Experiment daf�ur aufwendige Kontrollmechanismen n�otig w�aren, reicht

es hier, hinter der Angabe der Anfangskonzentration ein Dollarzeichen zu setzen. Wenn

also oben f3:1$g statt f3:1g stehen w�urde, w�are die Konzentration von Sto� B w�ahrend

des Experiments immer gleich 3.1.

2.) Bei den Experimenten, f�ur die von aussen ein regelm�assiger Nachschub an aus-

gew�ahlten Sto�en geliefert wird, besteht die Gefahr, dass sich im Lauf der Simulation

gewisse Abfallprodukte (oben: C und D) immer weiter anreichern. Diese divergieren-

den Konzentrationen k�onnen numerische Probleme ausl�osen. Um dies zu vermeiden,

sollte man die dazugeh�origen st�ochiometrischen Koe�zienten zu Null setzt. Im obigen

Beispiel k�onnte man statt (1�6) vielmehr (0�6) schreiben. Damit entstehen 0 Molek�ule

vom Sto� D und die Konzentration von D bleibt f�ur alle Zeiten konstant. Die restliche

Reaktion ist davon nat�urlich unbeein
usst.

3.2 L�osung der Di�erentialgleichung

Diesen Part �ubernimmt der Computer (fast) selbst�andig. Das Simulationsprogramm

starten Sie mit dem Aufruf sim n, wobei n die Nummer der Eingabedatei bezeichnet

(s.o.). Die numerische L�osung einer oder mehrerer Di�erentialgleichung (DGL) ge-

schieht schrittweise. Den einfachsten Algorithmus zur L�osung der DGL y0(t) = f(y(t))

erh�alt man dadurch, dass man die Ableitung durch den Di�erenzenquotienten

y0(t) �
y(t+�t)� y(t)

�t

ersetzt. Diese N�aherung ist im allgemeinen nur sinnvoll f�ur sehr kleine Zeitdi�erenzen

�t. Damit l�asst sich die Di�erentialgleichung umschreiben gem�ass

y(t+�t) = y(t) + �tf(y(t)):

Aus Kenntnis von y(t) kann man somit y(t+�t) bestimmen.Man hangelt sich quasi um

�t in der Zeit fort. Sukzessive Anwendung dieser Formel erlaubt dann die Berechnung
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von y(t) f�ur beliebige Zeiten.

Auch wenn dieser Algorithmus h�au�g vern�unftige Ergebnisse liefert, so gibt es doch

deutlich bessere Verfahren. Das Standardverfahren ist der sogenannte Runge-Kutta-

Algorithmus, der auf der folgenden Formel basiert (s. Numerical Recipes von Press et

al., Cambridge oder jedes andere gute Numerikbuch f�ur weitere Einzelheiten)

y(t+�t) = y(t) + �t

�
k1

6
+
k2

3
+
k3

3
+
k4

6

�
;

wobei

k1 = �tf(y(t)); k2 = �tf(y + k1=2); k3 = �tf(y + k2=2); k4 = �t(y + k3).

Folgende Eigenschaften der Ihnen im Versuch vorliegenden Implementierung des Algo-

rithmus sind f�ur das Verst�andnis der Ergebnisse wichtig:

1. Bei jedem Algorithmus ist die Wahl der Schrittweite �t ein kritischer Schritt. Bei

zu kleiner Schrittweite kommt man nicht vom Fleck, bei zu grosser Schrittweite

werden die numerischen Fehler zu gross. Der Runge-Kutta Algorithmus bestimmt

nun selbstst�andig eine optimale Schrittweite. Das Kriterium lautet daf�ur dass die

Schrittweite m�oglichst gross sein soll unter der Zusatzbedingung, dass der Fehler

in der Bestimmung von y(t+�t) kleiner als ein vorgegebener (sehr kleiner) Wert

sein soll.

2. F�ur die anschliessende Datenanalyse w�are es nicht sehr sinnvoll, wenn jeder be-

rechnete Wert wirklich ausgegeben w�urde (damit w�are bald die Festplatte vollge-

schrieben). Als Kriterium wurde eingef�uhrt, dass genau dann ein Datenpunkt f�ur

Ihre anschliessende Untersuchung gespeichert wird, wenn sich die Konzentratio-

nen relativ zum letzten gespeicherten Datenpunkt um mindestens 1 % ver�andert

haben.

3. Die Simulation bricht ab, wenn mindestens eine der drei folgenden Bedingungen

erf�ullt ist:

(a) Es sind bereits 3000 Datenpunkte abgespeichert worden.

(b) Es sind bereits 300000 Simulationsschritte durchgef�uhrt worden.

(c) Die Konzentrationen sind praktisch zeitunab�angig geworden.
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W�ahrend f�ur nicht-periodische Reaktionen typischerweise das letzte Kriterium

relevant ist, werden periodische Reaktionen in der Regel durch das zweite Krite-

rium abgebrochen.

4. Die Ausgabedaten �nden Sie in der entsprechenden Datei outputnx.dat. Diese

Datei enth�alt mehrere Spalten. In der ersten Spalte �nden Sie die Zeit, in den

restlichen Spalten die Konzentrationen aller in der Reaktionsgleichung vorkom-

menden Sto�e zu der jeweiligen Zeit.

5. Die Auswertung der Daten erfolgt entweder durch direkte Analyse der ausgegebe-

nen Konzentrationswerte oder (meistens) mittels des Gra�kprogramms xmgrace.

Sowohl eine elementare Einf�uhrung als auch eine ausf�uhrliche Dokumentation

liegt w�ahrend des Versuchs vor.

4 Numerische Analyse verschiedenen Reaktions-

mechanismen

1. Reaktion erster Ordnung:

A
k
* B

Dieser Reaktionstyp tritt zum Beispiel beim radioaktiven Zerfall auf.

Theoretische Erwartung:

[A](t) = [A](0) exp(�kt)

[B](t) = [A](0)(1� exp(�kt))

Parameterwahl: [A](0) = 2; [B](0) = 0 und k = 1:5

� Zeigen Sie durch Wahl einer halb-logarithmischen Darstellung, dass

tats�achlich eine Exponentialfunktion f�ur [A](t) resultiert (Ausdruck)

� �Uberpr�ufen Sie durch einen Fit mit zwei Parametern, dass die theoretische

Formel f�ur [A](t) von der Simulation reproduziert wurde.
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Theoretische Erwartung:

[A](t) =
k2 + k1 exp(�(k1 + k2)t)

k1 + k2
[A](0)

[B](t) =
k1 � k1 exp(�(k1 + k2)t)

k1 + k2
[A](0)

Parameterwahl: k1 = 1:5; k2 = 0:75

� Vergleichen Sie den Verlauf von [A](t) f�ur die Anfangsbedingung [A](0) =

2; [B](0) = 0 mit der obigen Reaktion erster Ordnung (Ausdruck). Woher

resultieren die Unterschiede?

� Was erwarten Sie theoretisch f�ur das Verh�altnis der Endkonzentrationen

[A](t!1) und [B](t!1)?

� Zeigen Sie durch Vergleich der beiden Anfangsbedingungen [A](0) =

2; [B](0) = 0 und [A](0) = 0; [B](0) = 2, dass das Verh�altnis der End-

konzentrationen unabh�angig von den Anfangsbedingungen ist und mit Ihrer

theoretischen Erwartung (ho�entlich) �ubereinstimmt.

4. Folgereaktionen

A
k1* I

k2* P

Einige Reaktionen ben�otigen mehr als einen Schritt, um das gew�unschte Produkt

zu erhalten.

Theoretische Erwartung (f�ur [I](0) = [P ](0) = 0):

[I](t) = k1
exp(�k1t)� exp(�k2t)

k2 � k1
[A](0):

[P ](t) =

�
1 +

k1 exp(�k2t)� k2 exp(�k1t)

k2 � k1

�
[A](0)

Parameterwahl: [A](0) = 2; [I](0) = [P ](0) = 0; k1 = 1:5

� Beschreiben und begr�unden Sie f�ur die Wahl k2 = 10 qualitativ das zeitliche

Verhalten der drei Sto�e (gemeinsamer Ausdruck aller 3 Kurven ).
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� �Uberlegen Sie sich aufgrund der theoretischen Formel, f�ur welche Zeit die

Konzentration von I ein Maximum aufweist und testen Sie diese Vorhersage

durch Vergleich mit Ihrem Simulationsergebnis.

� Unter Verwendung der Stationarit�atsannahme d[I]=dt = 0 erh�alt man

[P ](t) = (1� exp(�k1t))[A](0). Zeichnen Sie diese Funktion zusammen mit

der berechneten Funktion [P ](t). Wie gut ist die �Ubereinstimmung? (Aus-

druck)

� F�uhren Sie diesen Vergleich auch f�ur den Fall k2 = 0:1 durch (Ausdruck).

Gilt die Stationarit�atsannahme somit eher im Fall k2 � k1 (limitierender

Schritt: erste Reaktion) oder k2 � k1 (limitierender Schritt: zweite Reakti-

on)?

5. Michaelis-Menten Mechanismus

E + S
k1;k

0

1


 ES
k2* P + E

Die Rate der durch das Enzym katalysierten Reaktion vom Substrat S zum Pro-

dukt P h�angt stark von der Enzymkonzentration ab.

Theoretische Erwartung (mittels Stationarit�atsn�aherung f�ur [ES])

d[P ]

dt
= k[E](0)

mit

k =
k2[S]

kM + [S]

und der sogenannten Michaelis Konstanten

kM =
k0
1
+ k2

k1
:

Insbesondere gilt f�ur [P ](0) = 0

[P ](t) = k[E](0)t:
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� Beschreiben Sie f�ur den Fall [M ](0) = 2 das zeitliche Verhalten der Reak-

tion. Was passiert zur Zeit t � 70? (Ausdruck aller Kurven in halb-

logarithmischer Darstellung mit linearer Zeitachse)

� Wie �andert sich das Endresultat, wenn man die Anfangskonzentration

der Mononomere, d.h. [M ](0) verzehnfacht? Womit kann man somit die

gew�unschte Polymerl�ange steuern? Beschreiben Sie den qualitativen Unter-

schied zur vorherigen Reaktion.

9. Autokatalytische Reaktion

A+ P
k
* P + P

Autokatalytische Reaktionen zeichnen Sie dadurch aus, dass die Reaktionsge-

schwindigkeit stark von der Konzentration der Produkte abh�angt.

Theoretische Erwartung:

p(t) �
[P ](t)� [P ](0)

[P ](0)
=

exp(at)� 1

1 + b exp(at)

mit

a = k([A](0) + [P ](0)) und b = [P ](0)=[A](0).

Parameterwahl: k = 10; [A](0) = 1; [P ](0) = 10�6

� Beschreiben Sie qualitativ das Verhalten von [P ](t) (Ausdruck).

� Zeigen Sie mittels der theoretischen L�osungsformel, dass f�ur t = �(1=a) ln b

die Reaktionsrate maximal ist (Hinweis: setzen Sie die zweite Ableitung von

p(t) nach der Zeit gleich null). Wie vergleicht sich dieses Ergebnis mit der

Simulation?

10. Oszillierende Reaktion: Lotka-Volterra Mechanismus

A+X
k1* X +X

X + Y
k2* Y + Y

Y
k3* B

Die Autokatalyse f�uhrt hier dazu, dass die Konzentrationen der Zwischensto�e

X und Y sich periodisch mit der Zeit ver�andern k�onnen.

Parameterwahl: k1 = k2 = k3 = 1, [A] = 1 (A bleibt konstant w�ahrend der Reak-

tion), [B](0) = 0 (W�ahlen Sie den st�ochiometrischen Faktor von B im Eingabe�le

wieder zu Null), [X](0) = 1; [Y ](0) = 0:5
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� Drucken Sie die Zeitabh�angigkeit von [X] und [Y ] (Ausdruck ) und er-

kl�aren Sie qualitativ die Ursache f�ur die Periodizit�at.

� Wiederholen Sie die Simulation zum einen f�ur [Y ](0) = 2 und zum anderen

f�ur [A] = 2 (wieder konstant f�ur alle Zeiten) bei sonst unver�anderten An-

fangsbedingungen. Drucken Sie f�ur alle drei Experimente die Konzentration

[Y ] in Abh�angigkeit von [X] (Ausdruck der 3 Kurven in einer Zeich-

nung). Was bedeutet die Tatsache, dass sie jeweils einfache geschlossene

Objekte bekommen?

11. Oszillierende Reaktion: Brusselator

A
k1* X

X +X + Y
k2* X +X +X

B +X
k3* Y + C

X
k4* D

Auch hier f�uhrt die Autokatalyse im zweiten Reaktionsschritt dazu, dass die Kon-

zentrationen der Zwischensto�e X und Y sich periodisch mit der Zeit ver�andern

k�onnen. Wie Sie aber gleich sehen werden, ist hier das Verhalten vielf�altiger als

zuvor.

Parameterwahl: k1 = k2 = k3 = k4 = 1, A und B bleiben konstant w�ahrend der

Reaktion (Werte folgen, Dollarzeichen!), [C](0) = [D](0) = 0 (W�ahlen Sie die

st�ochiometrischen Faktoren von C und D im Eingabe�le wieder zu Null).

� W�ahlen Sie [B] = 2; [X] = 1 und [Y ] = 2 und f�uhren Sie das Computer-

Experiment jeweils f�ur die Werte von [A] = 0:6; 0:9; 1:1; 1:5 durch. F�ur

die letzten drei Werte benutzen Sie bitte das Programm simf anstelle des

Programms sim (Grund: h�ohere Au
�osung der Daten). Drucken Sie die [Y ]

vs. [X] Kurven jeweils aus (Ausdruck). Was beobachten Sie (in der Fachli-

teratur �ndet sich daf�ur der Ausdruck Grenzzyklus)?

� Reproduzieren Sie den Grenzwert in der [X]; [Y ]-Ebene, den Sie zumBeispiel

f�ur [A] = 1:5 beobachtet haben, durch Analyse der Reaktionsgleichungen.

Hinweis: setzen Sie d[X](t)=dt = d[Y ](t)=dt = 0 und l�osen Sie die resultie-

renden Gleichungen nach [X] und [Y ] auf.

� F�ur [A] = 0:6 beginnen Sie nun mit den Anfangskonzentrationen [X](0) =

0:5 und [Y ](0) = 0:5 und vergleichen Sie das Ergebnis mit der entsprechen-

den Kurve aus der vorherigen Simulation (gemeinsamer Ausdruck der
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2 Kurven). Wie Sie sehen, h�angt der Grenzzyklus nicht von den Anfangs-

bedingungen ab.
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