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Kapitel 1

Einfuhrung

1.1 Motivation

Das Elektronenmikroskop ist ein wichtiges Werkzeug bei der Untersuchung von
Proben mit bis zu sehr kleinen Strukturgréfien. Hierzu wird ein Elektronenstrahl
auf eine Probe gerichtet und die gestreuten Elektronen werden gemessen. Bei
der Transmissionselektronenmikroskopie (TEM) werden nur durch die Probe
transmittierte Elektronen betrachtet. Die Elektronenmikroskopie ist jedoch nicht
darauf beschréankt, das Transmissionsbild in Form der streuwinkelaufgelosten
Intensitat der transmittierten Elektronen zu betrachten. Im Rahmen der Elektro-
nenenergieverlustspektroskopie (engl. Electron Energy Loss Spectroscopy, EELS)
wird zusatzlich bestimmt, welche Energie die transmittierten Elektronen im
Vergleich zur Beschleunigungsenergie des Elektronenstrahls beim Durchgang
durch die Probe verloren haben. Hierfiir muss eine Energieselektion erfolgen.
Dies kann mittels eines Sektorfeld-Spektrometers durchgefithrt werden, welches
eine Uberfiihrung der Energiedifferenz in eine raumliche Differenz verursacht.

Um anhand von Energieverlustspektren Riickschliisse auf die Elementkonzentra-
tionen in der Probe machen zu kénnen, sind Referenzwirkungsquerschnitte fiir
die isolierten Elemente notig. Diese konnten prinzipiell experimentell angefertigt
werden. Hier tritt aber das Problem auf, dass nicht fiir alle Detektorakzeptanzwin-
kel und Energieauflésungen, welche in experimentellen Aufbauten verwendet
werden konnen, Messwerte aufgenommen werden kénnen. Ziel dieser Arbeit soll

es deshalb sein, ein Programm zu erstellen, welches es erlaubt, doppelt diffe-
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renzielle Wirkungsquerschnitte (bzw. generalisierte Oszillatorenstéirken, siehe
Abschnitt fiir alle interessanten Elemente zu berechnen.

Das Energieverlustspektrum (vgl. Abb. weist elementcharakteristische schar-
fe Kanten bei Verlustenergien von einigen hundert eV auf. Diese treten dort auf,
wo der Energieverlust ausreicht, um Elektronen aus einer inneren Schale ins Vaku-
um anzuregen, sodass die Wahrscheinlichkeit, dass ein Elektron eine mindestens
so grofe Energie verliert, steigt. Daraus ergibt sich ein entsprechender Anstieg
im Spektrum, wie er in Abb. dargestellt ist. Die den Kanten zugeordneten
Verlustenergien entsprechen demnach den Bindungsenergien des bestrahlten Ele-
ments. Sind diese also bekannt, kann das Element anhand des Spektrums erkannt
werden. Um jedoch eine Aussage iiber die Elementkonzentration in der Probe
machen zu kénnen, muss nicht nur die Energie des entsprechenden Ubergangs,
sondern auch seine Wahrscheinlichkeit bekannt sein. Ziel dieser Arbeit ist es,
ein Programm fiir die Berechnung der im Folgenden beschriebenen generalisier-
ten Ostzillatorenstarken zu erstellen, mithilfe derer solche Wahrscheinlichkeiten
einfach berechnet werden konnen.

Beim Durchgang der Elektronen durch die Probe konnen aulerdem Interband-
anregungen (Anregung von Elektronen vom Valenzband ins Leitungsband) bei
Proben mit Bandliicke oder Plasmonenanregungen (quantisierte Schwingungen
der Ladungstriagerdichte) ausgel6Bt werden. Da anhand von diesen jedoch keine
Aussagen iiber die Elementverteilung, sondern iiber die elektronische Struktur
getroffen werden konnen, werden hier die Ionisationskanten herangezogen. FEs
konnen auch Anregungen in hohere unbesetzte Schalen auftreten, die hier jedoch
ebenfalls nicht betrachtet werden.

Die im Folgenden durchgefiihrte Beschreibung unelastischer Streuung durch den
Wirkungsquerschnitt eines einzelnen Elektrons, das auf ein einzelnes Atom trifft,
geht von Einfachstreuprozessen aus. Im Experiment miissen Proben verwendet
werden, deren Dicke kleiner als die mittlere freie Wegldnge der Elektronen ist,
sodass von nur einer Wechselwirkung ausgegangen werden kann. Fiir Proben
aus mehreren Atomlagen werden komplexere Simulationen, wie zum Beispiel mit
dem Multislice-Algorithmus notig sein. [2]

Auflerdem ist die hier durchgefiihrte Betrachtung nichtrelativistisch und fithrt

bei Einsetzen von relativistisch berechneten Impulsen, Wellenzahlen, Impulstiber-
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Abbildung 1.1: Schematische Darstellung eines Energieverlustschemas. [1]

tragen in die klassischen Gleichungen nur bis zu einer Beschleunigungsspannung

von ca. 200keV zu verlasslichen Ergebnissen. [3, S. 44]

1.2 Wirkungsquerschnitte und generalisierte

Oszillatorenstarken

Fir die Auswertung experimenteller Ergebnisse werden im Allgemeinen diffe-

renzielle Wirkungsquerschnitte dc};gq benotigt. Dennoch sollen in dieser Arbeit

stattdessen generalisierte Oszillatorenstérken (GOS, auch verallgemeinerte Oszil-
latorenstérken) % berechnet werden. Die Grofle der generalisierten Oszillato-
renstéirke hat den Vorteil, dass sie unabhéngig von der Beschleunigungsenergie
ist, sodass sie tabelliert und und fiur die Auswertung von Experimenten mit
verschiedenen Beschleunigungsspannungen verwendet werden kann. Sie kann

mittels
d?c et 1df

dEdq  drem?E qdE
in Wirkungsquerschnitte tiberfithrt werden. Hierbei ist £ die Energie des Elek-
trons nach dem Stof}, ¢ der Betrag des Streuvektors, welcher in Abb. visuali-
siert ist, und v die Geschwindigkeit der Strahlelektronen vor dem Stof.

(1.1)

Fiir den Vergleich mit experimentellen Daten ist also dieser Ubergang zum
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Abbildung 1.2: Schematische Darstellung des unelastischen Streuprozesses. k; ist der
Wellenvektor des ungestreuten, kf der Wellenvektor des gestreuten
Elektrons und ¢ = ki — k¢ der Streuvektor. [4]

doppelt differenziellen Wirkungsquerschnitt nétig und dann eine Integration
iiber das gemessene Energiefenster und die Streuvektorbetrige ¢. ¢min und ¢max
ergeben sich dafiir aus der Streukinematik [5]. Zusétzlich miissen fir einen
Fit an das gemessene Spektrum die generalisierten Oszillatorenstérken fiir alle
relevanten Orbitale summiert werden.

Anmerkung: Quantenmechanisch kann nach dem Stof} prinzipiell nicht unterschie-
den werden, welches Elektron aus dem Elektronenstrahl stammt und welches
aus dem ionisierten Atom stammt. Hier wird jedoch davon ausgegangen, dass
bei den betrachteten Verlustenergien immer das Primarelektron gemessen wird,
das Sekundérelektron (das aus dem Atom geloste Elektron) also nie auf entspre-
chende Energien beschleunigt wird. Solche Austauscheffekte sind bei derartig
groflen Energieunterschieden zwischen den beiden Elektronen zu vernachlassigen
[6]. Eine strenge Definition von Sekundérelektronen als gemessene Elektronen

mit £ < 50eV ist hier ausdriicklich nicht gemeint.
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Theoretische Grundlagen

Grundlage fiir die folgenden Rechnungen ist die Interpretation des Wechselwir-
kungspotenzials mit dem Atomelektron als eine kleine Storung in der Propagation
des Primérelektrons, was die Anwendung der Stoérungstheorie in Form der ersten

Bornschen Néherung erlaubt [5].

Die Storung lasst sich dann schreiben als

v —Ze? Z e2
= —— — ==
dmeor i dmeq|i” — 77|

(2.1)

wobei |7 — 75| der Abstand zwischen einfallendem Elektron und Atomelektron j
und Z die Ladungszahl ist. Dies wird nun zuséatzlich vereinfacht, indem ledig-
lich die Anregung eines einzelnen Atomelektrons betrachtet wird, weshalb die
Summation nicht mehr notwendig ist. Es stellt sich also die Frage, mit welcher
Wahrscheinlichkeit ein Elektron, das in eine bestimmte Richtung l%; lauft, in
Richtung k¢ gestreut wird und dabei im Atom eine Anregung vom Zustand |0) in
einen Zustand |n) auslost. Die Ausgangs- und Endzustande lassen sich dann als
Produktzustand aus freiem Primérelektron und dem Zustand des Atomelektrons
auffassen:

PR
kT

Anfangszustand: ™" g (r7) = ij> = |I)

Endzustand: e“‘?”?gon(r_i) = ’l%n> = |F)
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Die Ubergangsrate ergibt sich geméifl Fermis Goldener Regel zu

Wir = 5 | (kO[V"|kin )| 6(Ex — Ex). (2.2)
Dabei ist
2
1) = 2 oot (4 ) e o

mit dem Streuvektor ¢ = k_; — kf_} Durchfiihrung der Integration iiber 7 fithrt zu

—7 / T o A2

r q?

und

Einsetzen in Gleichung (2.3)) ergibt fiir die Summanden

VA 2
%/wé(ﬁ)wn(ﬁ)df”ﬁ =0 fir n#0 (2.4)
€oq
6n,0
und
¢’ * () o007 =\ 13, e? —igri
€02 /@O(Tl)e (,On<7’1)d ™= @ <0‘€ |Tl> . (25)

Fiir den Wirkungsquerschnitt ergibt sich damit insgesamt

dog,  mZe* ky
dQ  4nedh? ¢k,

—iqri 2
(Ole i [n)|". (2.6)

Nun soll vom Raumwinkelelement d{2 zum Element dg des Betrages des Wellen-
vektor iibergegangen werden. Hierfiir gilt mit # wie in Abb.

¢ = ki + ki — 2k¢k; cos 0 (2.7)

und damit .
qdq = 2k¢k; cos 0d0 = 2f !

dQ (2.8)

™



Aus Gleichung (2.6) wird mit der Primérgeschwindigkeit v und vm, = hk; [5):

dg 271'6(2)1)2712?

4o, G (Ol )| (2.9)
Nun sollen die Anfangs- und Endzustéande konkretisiert werden. Fir die Anfangs-
zustande werden gebundene ungestorte Zustande mit Hauptquantenzahl n und
Drehimpulsquantenzahl [ angenommen und als |nl) geschrieben. Da es in dieser
Arbeit um Ubergéinge ins Vakuum geht, also um ionisierende Sté8e, handelt es
sich bei den Endzustéanden |n) um freie Wellenfunktionen, welche tiber ihre Ener-
gie € normiert sind und die im Folgenden mit ihrer Drehimpulsquantenzahl I" als
|el’) geschrieben werden. Detektoren wie das Sektorfeld-Spektrometer erlauben
keine Unterscheidung nach dem Drehimpuls, weshalb iiber diesen summiert wird.

Wird nun die generahslerte Oszillatorenstéarke dE(q, E) eingefiihrt, ergibt sich

Gleichung (2.9) zu

d*o(E,q) et 1dfui(E,q)

= - 2.1
dEdq dretm?Eq  dE (2.10)
mit Afu(Erg) 2
nl q me
TR Z] (nl|e~i (2.11)

element gemaf [7] auswerten zu:

e -

2U+1)) (2A+1)

Sind die freien und gebundenen Wellenfunktionen bekannt, lasst sich das Matrix-
2 oo 2
: [ / Spnl(r>j>\(qrr)90el’d7’]
A 0

UoX
00 0
(2.12)

Dabei ergeben sich die A, iiber die summiert werden muss, aus den Auswahlregeln
fiir Wigner-3j-Symbole, auf die in Abschnitt naher eingegangen wird.

Diskrete Uberginge zwischen Schalen inklusive Anregungen zu Rydberg-Zusténden,

also gebundenen Zustiande mit sehr hoher Hauptquantenzahl, werden nicht be-
trachtet. Dies schriankt die Anwendbarkeit insofern ein, als dass die Matrixele-
mente solcher Uberginge fiir sehr leichte Atome nicht verschwinden [5].

Nicht beriicksichtigt wird in diesem Ansatz, dass nach dem Stofl im Atom der

Platz des Sekundéarelektrons unbesetzt ist und sich hierdurch das Potenzial dndert.
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Hier sind zusétzliche Einfliisse durch ein Besetzen dieser freien Stelle durch ein
Elektron einer hoheren Schale in Form von Rontgen- oder Augerelektronen-
Emission zu nennen. Auch solche Effekte werden nicht berticksichtigt.

Auflerdem wird dieser Ansatz nicht fiir Anregungen von Leitungselektronen
niitzlich sein, da diese im Festkorper delokalisiert vorliegen und nicht mit den
Wellenfunktionen fiir einzelne Atome beschrieben werden kéonnen. Gleiches gilt

fiir Valenzelektronen im Allgemeinen.
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Implementierung

3.1 Zielsetzung

Das hier erstellte Programm GOScalc soll Gleichung (2.12) 16sen. Dies ldsst sich
in vier Schritte aufteilen, deren Durchfiihrung im Folgenden beschrieben werden

soll:

1. Berechnung der Einelektronenwellenfunktionen der gebundenen Elektronen

Pnl

2. Berechnung der Wellenfunktionen der freien Elektronen ¢
3. Durchfithrung der Integration bzw. spharischen Hankel-Transformation

4. Berechnung der Wigner-3j-Symbole

3.2 Wellenfunktionen der gebundenen Elektronen

Fiir die Berechnung der Wellenfunktionen der gebundenen Elektronen wird die

radiale Schrodinger-Gleichung der Form

1 d? I(1+1)
~g e lr) ( 2

+ (V(r) = Enz)> Ui (r) = 0 (3.1)
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mit uy (r) = Ry(r) - r zugrunde gelegt. Dabei ist

Z
V(T) - ? + ‘/coulomb(r) + V;m(r)

mit ( /)
n(r 3
7:7‘d r!

-

V;:oulomb(r) - 62/

und dem Austausch-Korrelations-Potenzial Vi (r), welches hier in lokaler Dich-
teapproximation nach Perdew [8] berechnet wird [3]. n(r) = ¥, | Rui ()] (Sum-
mation tber alle Elektronen) ist die Gesamtdichte (Anzahldichte) der Elektronen.
Mit dem Thomas-Fermi-Potenzial V,,,(r) = —Z®(Z,r) als Anfangswert fiir das
Potenzial V (r) werden dann iterativ Coulombkorrekturen durchgefiihrt, bis sich

das Potenzial nur noch geringfiigig andert [9].

Hier wird das Programm wavegen.f als Umsetzung dieses Ansatzes verwendet.
Dieses stammt von Kriiger [10] und basiert auf einer Methode von Hamann
[11]. Es berechnet auch das Atompotenzial, welches im nachfolgenden Schritt
fiir die Bestimmung der freien Wellenfunktionen nétig ist. Die Wellenfunktionen
der gebundenen Elektronen werden fiir alle besetzten Zustidnde berechnet. Im
Folgenden wird aber nur die Wellenfunktion des gestolenen Elektrons verwendet,

da dies den Initialzustand in Gleichung (2.12)) darstellt.

Dem Programm werden in der Datei ,wavegen.dat“ die Ladungszahl des Atom-
kerns und die Elektronenkonfiguration iibergeben. Auflerdem wird ,LDA* fiir
die Verwendung der lokalen Dichteapproximation anstelle von ,GGA® fiir verall-
gemeinerte Gradientennaherung angegeben. Bei der Elektronenkonfiguration ist
anzumerken, dass die Spins nicht korrekt nach den Hundschen Regeln verteilt
werden, weil Spineffekte in GOScalc nicht beriicksichtigt werden. Stattdessen
werden die Spins pro Unterschale moglichst gleichméfig auf up und down verteilt.
Um den Einfluss der Spins auf die Wellenfunktionen weiter zu minimieren, wird
dabei bei einer ungeraden Anzahl von Elektronen im Orbital das iiberschiissige
Elektron als down eingetragen, wahrend im Folgenden die Wellenfunktionen fiir

Spin up verwendet werden.

Die Wellenfunktionen und das Atompotenzial werden auf einem exponentiellen

Gitter berechnet. In diesem ist der n-te Gitterpunkt durch r, = roexp(nd) =

10



3.3 Wellenfunktionen der freien Elektronen

T00mesn, Mit Gmesn = exp(d) definiert. Dieses Gitter wird fir N (zB. N =
213 = 8192) Punkte definiert und im gesamten Programmablauf verwendet.
Die Verwendung eines exponentiellen Gitters wird dadurch gerechtfertigt, dass
die Wellenfunktionen nahe des Atomkerns in der Regel hohere Schwankungen

aufweisen als weiter aulerhalb, wo sie ohnehin gegen 0 abfallen [9].

3.3 Wellenfunktionen der freien Elektronen

Fiir die Wellenfunktionen der freien Elektronen wird die Schrédinger-Gleichung

1 d? I(1+1)
“pgeta) T ( 207

+ (V(r) — e)) ug(r) =0 (3.2)

zugrunde gelegt. Da freie Wellenfunktionen fiir r — oo nicht verschwinden
ist die Normierung nicht trivial moglich. Deshalb wird das Ergebnis zunéchst
auf ein sehr kleines Energieintervall normiert und es folgt fiir die normierte
Wellenfunktion [12]
21
Ue] = —1 1 r- Rd. (33)
T2€4

Fiir die Normierung mittels der Amplitude im Unendlichen wird die Beschreibung
der Wellenfunktionen tiber sphérische Besselfunktionen j;(¢r) und sphérische
Neumannfunktionen n;(qr) gewéahlt. Diese gilt fiir freie Elektronenwellenfunktio-
nen ohne aufleres Feld, weshalb sie nur fiir hinreichend grofie Entfernungen vom

Atomkern angewendet werden kann. Diese verhalten sich fiir r — oo wie
lim ji(qr) 1 . I
im r)=—sin | qr — —
r—00 ']l q qr q 2

li ( )*icos i
1mnlqr—qr =3

T—00

Fiir die Wellenfunktionen ergibt sich

lim rq4(r) = M sin (qe _ + 5l> mit §;, = tan~* <—ﬁl> ) (3.4)

700 q coS O 2

11
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An dem Punkt r,, an dem das Atompotenzial hinreichend nahe zu Null abge-
klungen ist, wird der numerische berechnete Teil der Wellenfunktion fiir kleinere
r mit dem tiber Gleichung (3.4) bestimmten Teil verglichen, um die Konstanten

a; und [ zu bestimmen. Als Anschlussbedingungen gelten

Rgﬁfgleiggh (Ta ) = Ranalytisch (Ta ) (3 .5 )
sowie
d normiert d
5 Rnumerisch (T) —re = @ Ranalytisch (T) —re : (3 . 6)

Diese Art der Berechnung ist insofern nachteilig, als dass sie die Berechnung
von Oszillatorenstarken fiir Tonen unmoglich macht, da diese langreichweitige
Potenziale besitzen, fiir die kein geeigneter Ubergangspunkt innerhalb der durch
wavegen festgelegten Gittergrofle gefunden werden kann.

Diese Berechnung wird durch das Programm contwave, das dem Hauptprogramm
dsigmadE von Frigge entnommen wurde, umgesetzt. Dieses verwendet das zuvor
berechnete Atompotenzial und 16st fiir dieses die Schrodinger-Gleichung mittels
numerischer Integration. Die Verwendung des gleichen Potenzials ist wichtig, da

hierdurch Orthogonalitéit zwischen den verschiedenen Wellenfunktionen besteht.

3.4 Durchfiihrung der spharischen

Bessel-Transformation

3.4.1 Mathematische Grundlage

In Gleichung (2.12) tritt ein Integral der Form
g(k) = [ ik f(r)rar (3.7)
0

auf. Der Faktor r? befindet sich dort in den Wellenfunktionen, welche in der
Form von u = r - R, vorliegen. Solche Integrale werden als sphéarische Bessel-
Transformation bezeichnet. Alternativ ist auch der Begriff ,,sphérische Hankel-

Transformation“ gebrauchlich.

12
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Es werden die Variablen p = Inr und x = In k eingefiihrt, in denen das urspriing-

liche exponentielle Gitter dann Punkte gleichen Abstandes ergibt. Damit ergibt
sich Gleichung (3.7) zu

o0

ge) = [ e ) () dp. (3.8)
Wird dies als Faltung zwischen a(k+p) = ji(e"*) und b(p) = f(e”)e3’ aufgefasst,

so kann das Faltungstheorem

F(frg)=@2m)- F(f)- Flg) (3.9)

angewendet werden (c je nach verwendeter Definition der Fouriertransformation
0, 1/2 oder 1). Die Faltung wird also ersetzt durch die Riicktransformation des

Produkts von zwei Fourier-Transformationen, sodass sich

1

g(e") = - FHFGier) - F(F(e?)e™™)] (3.10)

ergibt. Aus numerischen Griinden wird nun zusétzlich ein Parameter a eingefiihrt

und Gleichung (3.8) umgeschrieben zu

g(en) — O / eoz(ner)jl(€H+p)€(37a)pdp. (3'11)

— 00

Damit die Fourier-Transformierten existieren, muss a zu —[ < a < 2 gewéhlt
werden. In diesem Intervall ist o, mathematisch gesehen, willkiirlich wahlbar,
bestimmt aber die Rechenzeit. Gemafl Talman wird o = 3/2 gewéhlt. Damit
ergibt sich fiir reelle Funktionen f, g Gleichung zZu

o

1 .
/2= 2 / SR (H)C ()L, (3.12)
T 0
wobei -
My(t) = / e~ 10te3/2, () dar (3.13)

13



Kapitel 3 Implementierung

und
o0

¢(t) = / ete3e/2 (%) du. (3.14)
Die Funktion M;(t) ist von der Eingabefunktion f(r) unabhéngig, weshalb sie
nur neu berechnet werden muss, wenn ein anderes Gitter gewéhlt wird. Da das
Gitter aus wavegen stammt, was nur einmal pro Atom ausgefiihrt werden muss,
muss diese Berechnung nur einmal im gesamten Programmablauf durchgefiihrt

werden.

Talman leitet her, dass

M, (t) = e*®My(t) (3.15)

mit
¢ = arctan(tanh(nt/2)) — arctan(2t) (3.16)

und
My(t) = /7 /2e" @1 F92) (3.17)

wobei

¢ = F[In(I(1/2 — it))] (3.18)
¢o = — arctan(tanh(wt/2)). (3.19)

Mithilfe den Rekursionsgleichung
My = e M, () (3.20)

mit ¢; = arctan(2t/(2l + 1)) konnen dann alle benétigten M, (t) berechnet werden.

Die Gamma-Funktion wird mit der Stirling-Naherung berechnet, woraus sich
N
¢1=FIn(T(N +1/2 —it)) + Y arctan(2t/(2p + 1)) (3.21)
p=1

ergibt.
Fiir die Berechnung der Integrale Gleichungen (3.13) bis (3.14)) wird die nume-

rische Naherung iiber die Trapezregel verwendet und die Integrationsgrenzen

14
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durch ppin und ppax ersetzt:

o0 Pmax
Cn = / e@tne3T/2 f (%) da & / etne3T/2 f (%) dx (3.22)
—o0 Pmin
N
~ Ap@inpminAt Z ei(?’n—1)7’LAI§A/)T‘§,Z/2J[‘7n7 (323)
m=1

wobei (, und ¢,, den jeweiligen Wert am Gitterpunkt n meinen.
Fiir Gleichung (3.12) ergibt sich auf dhnliche Art und Weise:

2 N 27 1)n/N ) i i At al 27 1)n/N,.3/2
Gp = ng/z Z e mi(p—1)n/ ez(’fmm"‘l)mln)n Ml(tn) . Z e mi(m—1)n/ rrr{ fm
p T n=0 m=1

(3.24)
Fir die Implementation wurde ein Fortran-Programm von Talman [7] in C++
iibertragen und stark modifiziert. Im Detail wird die Version AANZ_v3_0 zugrun-
de gelegt, da diese Version die moderne Bibliothek fftw fiir die Berechnung von
Fourier-Transformationen verwendet, welche weniger Rechenzeit bendtigt und ein-
zelne Parameter («, s. u.) anders wahlt als frihere Versionen. Auf die Moglichkeit

des parallelen Rechnens auf mehreren Prozessorkernen wurde verzichtet.

3.4.2 Extrapolation

Fir Félle, in denen f(r) dem Radialanteil einer Wellenfunktion und [ der
Drehimpulsquantenzahl entspricht, kann eine Extrapolation in der Form von
f(r) = Cr'*™ fiir kleine r durchgefiihrt werden. n ist eine Konstante, die fiir
verschiedene Potenziale unterschiedlich gewdhlt werden kann [7]. Hier wird n = 0
verwendet. Da jene Bedingungen hier zutreffen und das Ergebnis der Hankel-
Transformation stark von den Werten der Eingangsfunktion an ihren Randern
abhangt, wird dies durchgefiithrt und das r-Gitter auf die doppelte Anzahl der
Gitterpunkte zu kleinen r hin extrapoliert.

Fiir sehr kleine k& wird aufgrund des grofien durch die Division durch k3/? in
Gleichung entstehenden Fehlers eine Variante mit a = 0 in Gleichung
gewihlt. Der Ubergangspunkt zwischen den beiden Methoden wird an die Stelle
gelegt, an der der Abstand zwischen dem Ergebnis der Methoden am geringsten
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Kapitel 3 Implementierung

ist.

3.5 Wigner-3j-Symbole

Die Wigner-3j-Symbole sind geméaf [13] iber

T G s ) Y (3.25)
= mm .
m —M m V2L +1 ’

mit den Clebsch-Gordan-Koeffizienten ([I'mm/|LM) verkniipft. Dabei gelten
die Auswahlregeln m +m/ = M und |l = I'| < L < 1+ I', wobei letztere die
Grenzen fiir die Summe tiber A = L in Gleichung festlegt. Auflerdem ist
hier m’ = M = m = 0, weshalb das 3j-Symbol auch fiir ungerades I’ + L + [
verschwindet. Fiir GOScalc wird die C++-Bibliothek wignerSymbols verwen-
det. Diese implementiert einen Algorithmus von Schulten und Gorden [14-16].
Sind die Auswahlregeln nicht erfiillt, gibt die Bibliotheksmethode ohne weitere
Rechnungen 0 zuriick und GOScalc berechnet auch die zu dem entsprechenden
Summanden in Gleichung gehorige Hankel-Transformation nicht.

3.6 Hauptprogramm

Das Hauptprogramm erlaubt die Einstellung verschiedener Parameter tiber die
Konfigurationsdatei. Einerseits miissen Hauptquantenzahl n und Drehimpuls-
quantenzahl [ des gestoflenen Elektrons iibergeben werden. Auflerdem wird die
maximal berticksichtigte Drehimpulsquantenzahl des freien Elektrons I’ einge-
stellt. Leapman, Rez und Mayers [5] schlagen hierfiir auf Basis von Uberlegungen
fiir Rydberg-Zusténde die Abschétzung

U (U +1)h?

max \"max

< 3.26
2mea3 ~ € ( )

vor. Dabei ist ag der Bohrsche Radius. Grund hierfiir ist, dass, wenn die freie
Energie € geringer als das Potenzial des Drehimpulses ist, der Uberlapp zwischen

Start- und Endzustand und somit auch der Beitrag dieser Zustande zur GOS

16



3.6 Hauptprogramm

/
max

gering ist. Daraus wird fiir ¢ < 1000eV ein [ = 10 gefolgert. Wenn die

Rechenzeit nicht eng bemessen ist, konnen beliebig hohere Werte verwendet

/
max

werden. Fiir die Beispiele in Kapitel |4/ wurde I/, = 15 verwendet.

Des Weiteren werden die freien Energien, fiir die die GOS berechnet werden
soll, eingestellt. Hierfiir ist eine konstante Schrittweite ab einer ausgewahlten
Startenergie vorgesehen.

Zuletzt wird die maximale berechnete Wellenzahl ky_; eingegeben. Aus dieser
ergibt sich mit den Rédndern des Ortsraumgitters ro und ry_; fiir die minimale
Wellenzahl kg = kx_1 - 70/rN-1

Zuletzt ist noch anzumerken, dass die berechneten GOS am Ende des Program-
mablaufs mit der Anzahl der Elektronen im betreffenden Orbital multipliziert
wird. Dies entspricht der Annahme, dass die Interaktionswahrscheinlichkeit linear
mit der Anzahl der Elektronen in der Unterschale steigt. Bei Nichtbetrachtung

des Spins ist dies die einzig plausible Annahme.
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Kapitel 4
Ergebnisse und Diskussion

4.1 Beispielberechnungen

In Abb. bis sind fir mehrere Elemente fiir bestimmte Schalen die mit

GOScalc berechneten Oszillatorenstarken fiir verschiedene Energien dargestellt.

E=10.5eV

T 0.08 E=30.5eV
2 E=50.5eV
< 0.06 E=70.5eV
g E=90.5eV
G 0041 . F=110.5eV
E=130.5eV
0.02 E=150.5eV
0.00 E=170.5eV
10-3 10-2 10-1 100 102

kinA-1

Abbildung 4.1: Berechnete GOS fiir das Kohlenstoff-1s-Orbital.

Die generalisierten Oszillatorenstarken verschwinden fiir hohe Streuvektorbetrége
k. Ein anderes Ergebnis wiirde auch der Betrachtung des Atompotenzials als
kleine Storung in der Propagation des Elektrons widersprechen, da in diesem Fall
eine Riickstreuung wahrscheinlich ware. Klassisch entspricht dies der Vorstellung
von geladenen Punktteilchen, bei denen ein direktes Aufeinandertreffen sehr
unwahrscheinlich ist.

Ebenfalls der Erwartung entspricht die Tatsache, dass sich die generalisierten

Ostzillatorenstarken fiir kleine k£ einem konstanten Wert annédhern, da dies in der
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Abbildung 4.2: Berechnete GOS fiir das Silizium-2s-Orbital.
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Abbildung 4.3: Berechnete GOS fiir das Kupfer-3p-Orbital.

10-2 101 100 10t
kinA-1

107

E=17.7eV
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+  E=97.7eV
- E=137.7eV
¢ E=177.7eV
- E=217.7eV
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E=297.7eV
E=337.7eV

104

Abbildung 4.4: Berechnete GOS fiir das Blei-3d-Orbital.

10-3 102 10-t 109 10!
kinA-1

klassischen Betrachtung einem entfernten Vorbeiflug entspricht, bei dem eine klei-

ne Anderung des Streuwinkels keine Anderung der Ubergangswahrscheinlichkeit

verursacht.
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Kapitel 4 Ergebnisse und Diskussion

4.2 Vergleich mit GOS von EELS Analysis

Das Programm EELS Analysis von Gatan zur Auswertung von EEL-Spektren
verwendet tabellierte generalisierte Oszillatorenstarken von Rez , . Diese
sollen nun mit den hier berechneten GOS verglichen werden. Dazu werden
einzelne Energien ausgewéhlt und in Abb. bis [4.8 dargestellt.

GOS in Ryd™!
o
[=
[=2]

GOScale, E=10.5eV
Gatan, E=10.5171eV

103 10-2 101 100 101 102
kin A1

Abbildung 4.5: Berechnete GOS fiir das Kohlenstoff-1s-Orbital fiir konstante Energie
des Sekundarelektrons im Vergleich zu Werten von Gatan.

0.07
0.06
0.05
I
o
>0.04
kS
o 0.03
o
Y 0.02
0.011 . GOScalc, E=12.3eV
0.00 Gatan, E=12.2956eV
10-3 10-2 10-1 100 10! 10?

kinA-1

Abbildung 4.6: Berechnete GOS fiir das Silizium-2s-Orbital fiir konstante Energie
des Sekundarelektrons im Vergleich zu Werten von Gatan.

Dies sind auch insofern beispielhafte Vergleiche, als dass der Ubersicht halber
jeweils nur fiir eine Energie verglichen wird. Es fallt auf, dass die Ergebnisse fiir
Kohlenstoff (Abb. und Silizium (Abb. recht gut mit den Angaben von
Gatan tibereinstimmen, wéihrend sich fir Kupfer (Abb. und Blei (Abb. 4.8)

groflere Diskrepanzen zeigen. Die Differenz muss auf die unterschiedliche Art und
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4.3 Rechenzeit
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Abbildung 4.7: Berechnete GOS fiir das Kupfer-3p-Orbital fiir konstante Energie
des Sekundarelektrons im Vergleich zu Werten von Gatan.
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Abbildung 4.8: Berechnete GOS fiir das Blei-3d-Orbital fiir konstante Energie des
Sekundarelektrons im Vergleich zu Werten von Gatan.

Weise, in der die gebundenen Wellenfunktionen berechnet werden, zurtickgefiihrt
werden. Hier wird eine selbstkonsistente Losung der Schrédinger-Gleichung in
lokaler Dichteapproximation verwendet, wéahrend fiir die Berechnungen von
Gatan Hartree-Wellenfunktionen mit Slater-Wechselwirkungskorrektur (siche
19]) verwendet werden.

4.3 Rechenzeit
Alle Rechnungen wurden mit N = 2 = 8192 Gitterpunkten durchgefiihrt. Dies

sollte ausreichen, um eine Interpolation einfach zu machen, sodass auch simple

numerische Integrationsverfahren (Trapezregel) zu verldsslichen Ergebnissen
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Kapitel 4 Ergebnisse und Diskussion

fithren. Verwendet wurde ein Prozessor vom Typ ,Intel® Core™ i3-4150 CPU
3,5 GHz x4*.
Die Anzahl der zu berechnenden Summanden in Gleichung (2.12)) héngt einerseits

/
max

von der Wahl der maximalen freien Drehimpulsquantenzahl I _ ab. Diese wurde
immer zu 15 gewéhlt. Andererseits héngt die Zahl der Summanden auch stark
von der Drehimpulsquantenzahl [ des gebundenen Elektrons ab. Die fiir die
Berechnung der gebundenen Wellenfunktionen benétigte Zeit ist vornehmlich
abhéngig von der Anzahl der Elektronen im Atom. Als maximaler Streuvektor
wurde k. = 70 A" verwendet.

Die Bibliothek fftw, mit der die fiir die Hankel-Transformation notwendigen
Fourier-Transformationen durchgefithrt werden, erlaubt das Speichern von ,,Wis-
dom*, welches zukiinftige Fourier-Transformationen in kiirzerer Zeit ermoglicht.
Hier wurde das ,,Wisdom* zwischen den Programmabldaufen geloscht, um die
Vergleichbarkeit zu bewahren.

Fir die folgenden Angaben wird die Anregung der Kohlenstoff-1s-Schale als
schnell zu berechnendes Beispiel und die Blei-3d-Schale als aufwéndiger zu

berechnendes Beispiel verwendet.

Rechenzeit in ms

Element | Schale | wavegen | initial | 10 freie Energien | gesamt
C 1s 594 271 409 1274
Pb 3d 1355 291 674 2320

Tabelle 4.1: Rechenzeiten fiir die Anregung von Elektronen aus verschiedenen Schalen
aufgeteilt in Berechnung der gebundenen Wellenfunktionen und des
Atompotenzials mit wavegen, Herstellung des Initialzustands durch
Berechnung von M;(t) (siehe Abschnitt und Berechnung der GOS

fiir zehn Verlustenergien.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass die Berechnung von generalisierten Oszil-
latorenstarken mittels des erstellten Programms GOScalc erfolgreich durchgefiiht
werden kann. Die Ubereinstimmung mit Referenzwerten ist in einigen Bereichen
gut, wihrend in anderen Diskrepanzen bestehen.

In Abschnitt |3.4) wurde ausgefithrt, dass die Berechnung von M;(t) nur einmal
pro verwendetem Gitter ausgefithrt werden muss. Fiir einen Durchlauf des
Programms GOScalc heifit dies, dass M;(t) auch nur einmal berechnet werden
muss. Da diese Berechnung jedoch einen grofien Teil der Rechenzeit ausmacht (vgl.
Abschnitt , kann es sinnvoll sein, zu versuchen, diese komplett einzusparen.
Der Wechsel des Gitterparameters je nach Atom ergibt sich aus wavegen. Dort
Wird dmesn = (45 - 160 - Z)¥ gewihlt (Ladungszahl Z und Gitterpunkte N).
Wiirde hier die Abhéngigkeit von Z entfernt werden, was bei ausreichend grofier
Anzahl von Gitterpunkten kein Problem darstellen diirfte, wére es méglich, M;(t)
fiir alle zukiinftigen Programmaufrufe nur einmal berechnen zu miissen, indem
das Ergebnis dauerhaft gespeichert wird.

Eine Umsetzung von parallelisiertem Rechnen auf mehreren Prozessorkernen ware
vergleichsweise einfach moglich, weil sie im urspriinglichen Fortran-Programm
bereits vorgesehen war, und wiirde es erlauben, die fiir die Hankel-Transformation
benotigte Rechenzeit weiter zu verkiirzen. Wie in Tabelle zu erkennen ist,
ist die Zeit, die fiir die Berechnung des Atompotenzials und der gebundenen
Wellenfunktionen benétigt wird, jedoch deutlich ausschlaggebender, weshalb bei

Parallelisierung hier angesetzt werden sollte.
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Kapitel 5 Zusammenfassung und Ausblick

Des Weiteren ware fiir hohe Beschleunigungsspannungen eine relativistisch korrek-
te Berechnung mittels eines Ansatzes, der von der relativistischen Dirac-Gleichung
ausgeht, notwendig.

Wie in Abschnitt dargelegt wurde, ermoglicht die momentane Implementation
keine Berechnung der GOS fiir Ionen aufgrund des langreichweitigen Potenzials,
das keinen Ubergang zur Losung fiir Elektronen ohne elektromagnetisches Feld
ermoglicht. Hier wére eine Naherungslosung denkbar, indem ein hinreichend
grofles Ortsraumgitter verwendet wird, innerhalb dessen das Potenzial hinrei-
chend nahe zu Null abféllt. Fiir eine korrekte Berechnung ist die Variante von
Schroder [9] anwendbar, die fir die analytische Losung fern vom Kern nicht
die reinen sphérischen Bessel- und Neumannfunktionen, sondern auch noch das
Coulombpotenzial verwendet.

Um die Anwendbarkeit der Ergebnisse zu priifen, wére die Integration zu Wir-
kungsquerschnitten fiir verschiedene Elemente notig, die dann mit experimentel-

len Daten verglichen werden kénnten.
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