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Zum kritischen Verhaten elnes invertierten Pendels

H. Joachim Schlichting , Bernd Rodewald

Das Verhalten eines pendelnden Stabs kann sich
in ungewohnter Weise éndern wenn man seine
Aufhéngung in schnelle Oszillation versetzt. Bei-
spielsweise kann das Pendel dazu gebracht wer-
den, ,auf dem Kopf stehend* zu schwingen. Es
wird gezeigt, da’ dieses Verhalten weitgehende
Analogien zum kritischer Verhalten von Vielteil-
chensystemen (Phasentbergénge 1. und 2. Art)
aufweist und damit ein relativ einfaches Modell
solcher komplexen Vorgange darstellt. Experi-
mentell lassen sich die Phéanomene zumindest
qualitativ bereits mit einem Elektrorasierer reali-
Sieren.

Problemstellung

Normalerweise pendelt ein hdngender Stab um ei-
ne senkrecht unterhalb der Aufhéngung liegende
Ruhelage. Diese ,,normale” Situation kann sich
jedoch drastisch @ndern, wenn man die Aufhan-
gung einer schnellen periodischen Bewegung un-
terwirft:

e Wird die Aufhéngung auf und abbewegt, so
kann man erreichen, dai3 das Pendel auf dem
»Kopf stehend” also um eine um 180° ge-
drehte neue Gleichgewichtslage schwingt
(,, Stehpendel“).

e Eine horizontale Hin und Herbewegung der
Aufhdngung kann zu einer ,schragen”
Schwingung fuhren. Die Gleichgewichtsage
verschiebt sich nach links oder nach rechts
aus der urspriinglichen Position heraus.

Wenn die Aufhéngung eine Oszillation relativ
kleiner Amplitude und hoher Frequenz besitzt, ist
se vom Normalfall der ruhenden Aufhéngung
kaum zu unterscheiden, und die obenan gegebe-
nen Bewegungen werden zumeist als aulerst er-
staunlich empfunden. Das mag einer der Griinde
dafurr sein, dal3 dieses sogenannte invertierte Pen-
del seit seiner erstmaligen mathematischen Be-
schreibung durch Kapitza [1] immer wieder Ge-
genstand didaktisch motivierter Arbeiten [27] ge-
wesen ist. In diesen Arbeiten ist jedoch die Frage
kaum untersucht worden, wie die Oszillationen
der Aufhdngung beschaffen sein miissen, damit

das Pendel sich noch normal oder schon invertiert
verhdlt.

Dieses Problem des Ubergangs vom normalen
zum invertierten Verhalten ist Gegenstand der
vorliegenden Arbeit. Es wird gezeigt, dal3 ein
Pendel mit , angetriebener" Aufhdngung sieh auf-
fallend dhnlich wie ein Vielteilchensystem verhdlt
wenn dieses einen Phasenlibergang durchmacht
Man denke hierbei z.B. an einen Ferromagneten,
der vom ungeordneten paramagnetischen in den
geordneten ferromagnetischen Zustand Ubergeht.
Diese Ahnlichkeit erweist sich als sehr weitge-
hend: Das Pendel weist sowohl ein dem kontinu-
ierlichen Phasenibergang (Phasenibergang 2.
Art) as auch ein dem diskontinuierlichen Pha-
senibergang (Phasenibergang | Art) entspre-
chendes Verhalten auf.

Phasenlibergange

Bevor wir auf die Ahnlichkeit eingehen, die das
Verhalten des invertierten Pendels mit Phasen-
Ubergdngen aufweist, seien kurz die wichtigsten
Charakteristika solcher Umwandlungen in Viel-
teilchensystemen skizziert. Einzelheiten entnehme
man der einschl&gigen Literatur (z.B. [810]). Von
einem Phaseniibergang spricht man, wenn ein
Vielteilchensystern von einer Phase in eine andere
Ubergeht. Dabei ist eine Phase ein Zustand der
Materie mit raumlich konstanter Dichte des ther-
modynamischen Potentials. Beispiele: Ein Pha
seniibergang legt vor, wenn man Wasser soweit
abkuhlt, dal3 es vom flissigen in den festen Zu-
stand Uibergeht oder einen Ferromagneten so stark
erwdrmt, da3 er unmagnetisch (paramagnetisch)
wird.

Dieser Ubergang |4t sich quantitativ durch den
sogenannten  Ordnungsparameter  beschreiben.
Sein Wert héngt von den duferen Bedingungen
ab, denen das System unterworfen wird. Diese
Bedingungen werden durch sog Kontrollparame-
ter wie z.B. die Temperatur im genannten Bei-
spiel erfaldt. Je nachdem, ob sich der Ordnungs-
parameter kontinuierlich oder diskontinuierlich
verdndert, spricht man vom Phasenibergang 2.
Art oder 1 Art. Wie durch die Begriffsbildung an-



gedeutet, kann ein Phasenllbergang als eine Art
Ordnungsanderung des Systems angesehen wer-
den, die sich in einer Symmetriebrechung be-
merkbar macht. Geht z.B. Eisen vom unmagneti-
schen (paramagnetischen) in den ferromagneti-
schen Zustand Uber, so entsteht Ordnung, welche
sich im Modell der Elementarmagnete durch Aus-
richtung derselben in eine Richtung beschreiben
|akt. Damit bekommt das Material eine ausge-
zeichnete Richtung, und die vorher vorhandene
Drehsymmetrie im Raum geht verloren (,,wird ge-
brochen").

Auffallend ist die sog Universalitét, mit der sich
vollig verschiedene physikalische Systeme rnerk-
wiirdig ghnlich verhalten Diese Ahnlichkeit geht
sogar Uber den engen Bereich der Gleichge-
wichtsthermodynamik hinaus, in deren Rahmen
die Phasenibergange beschrieben werden. Es
zeigt sich, dal3 vom thermodynamischen Gleich-
gewicht weit entfernte Systeme, die sogenannten
dissipativen Strukturen [11]. ein Verhalten zeigen,
das groRe Ahnlichkeiten mit Phaseniibergingen
aufweist. Dazu gehdrt das plétzliche Entstehen
der sogenannten Benardzellen und das Ziinden ei-
nes Lasers ebenso wie das Auftreten von Wolken-
stral3en oder gar die biologische Evolution [12].
Ziel der vorliegenden Arbeit ist es u.a. zu zeigen,
dai selbst in einem aufferst einfachen offenen Sy-
stem wie dem invertierten Pendel phaseniher-
gangsihnliches Verhalten auftritt. Um diese Ahn-
lichkeit zu zeigen, untersuchen wir die effektive
potentielle Energie des Pendels, welche der freien
Enthalpie von thermodynamischen Systemen ent-
spricht. Aus ihr lassen sich ale relevanten Gré-
3en, wie etwa der Ordnungsparameter, gewinnen
und der Vergleich bis in quantitative Details ver-
folgen.

Physikalisches Modell des inver-
tierten Pendels

Wir betrachten der Einfachheit halber einen Pen-
delstab, dessen Schwerpunkt S den Abstand | zur
Afhéngung A habe. Diese liege im Punkt (Xo, Y o)
eines xyKoordinatensystems (siehe Abb. 1). Die
Ruhelage im antriebslosen Fall sel bei 6 = 0.

Die Bewegung des Schwerpunkts wird durch die
in yRichtung wirkende Schwerkraft F, = mg und
die auf den Antrieb ausgelibte, durch den starren

Stab Ubertragene periodische Kraft F bestimmt.
Der Drehimpulssatz liefert:

D=(F,+F)x =146 W

(Is und 6 sind Trégheitsmoment und Winkelbe-
schleunigung des Pendelstabs). In Komponenten-
schreibweise ergibt sich:
16 =~(F,y-F,x)

= I(Fy sné - F, cose) @

mit F,=mX und F,=m Yy mg. Die x und yOrts-
koordinaten des Pendel schwerpunktes setzen sich
aus zwei Anteilen zusammen:

X=X, +1sin6

3
y =Y, +Icosf )

Abb. 1. Schematische Darstellung des Pendels um den
Winkel 6 ausgelenkt und angetrieben durch eine peri-

odische Kraft F , deren Richtung um den Winkd a
von der yAchse abweicht.

Xo Und y, werden durch den periodischen Antrieb
F bewirkt und haben fol gende allgemeine Form:

X, = Acoswtsina

_ : (4)
Y, = Acoswt cosa
Dabei sind A und w Amplitude und Frequenz der
periodischen Bewegung. Die Richtungsabwei-
chung des Antriebs von der vertikalen wird durch
den Winkel a beschrieben. Setzt man Gleichung
(3) und (4) in Gleichung (2) ein und benutzt die
Abkiirzung L := (Is + ml%)/ml so erhélt man:

L6 + Aw? coswt(cosa sinf
—sina cosf) + gsind =0
©)

Dawir unsim folgenden nur fir das Verhalten des
Pendels im zeitlichen Mittel interessieren, konnen
wir darauf verzichten, die Bewegungsgleichung
(5) zu lésen. Es genigt, 6(t) in Gleichung (5)
durch seinen Mittelwert Uber Zeiten der GrofRe
21w zu ersetzen. Da im folgenden nur noch die-
ser Mittelwert vorkommt, kdnnen wir ihn der Ein-



fachheit halber ebenfalls mit © bezeichnen. Dann

gilt im Falle o )) g/L und A/L << 1 néherungs-

weise

. 0

0+—
06

Dabei. ist

U(6,w?) =0 (6a)

u@,w?) = 4—'?_(4)2 sin®(8 —a) — gcos@
(6b)

die sog. effektive potentielle Energie (Einzelhei-
ten entnehme man z.B. [1])

Anhand von U 183t sich das Verhalten der Gleich-
gewichtslagen 6, des Pendels unter verschiedenen
Bedingungen studieren.

Analogie zum kontinuierlichen
Phaseniibergang

Es liegt auf der Hand, die jeweils vom Pendel ein-
genommene Gleichgewichtslage 6,, um die das
Pendel schwingt, als die dem Ordnungsparameter
entsprechende Grofe anzusehen. 6y = O bedeutet
eine Position des Pendels, welche beziiglich Spie-
gelungen des Systems an der yAchse symmetrisch
liegt und entspricht der ungeordneten Phase eines
Vielteilchensystems 6, # O entspricht der geord-
neten Phase; die angesprochene LinksRechts-
Symmetrie des Systems ist hier gebrochen. In der
geordneten Phase befindet sich das Pendel nicht
mehr im (thermodynamischen) Gleichgewicht Sie
kann daher nur durch Energieaustausch mit der
Umgebung (aufgrund des Antriebs des Aufhénge-
punktes) aufrechterhalten werden Ein Phasen-
Ubergang ist daher in diesem Fall nicht nur mit ei-
ner Symmetriebrechung verbunden (siehe unten),
sondern auch mit einer Endernung des Systems
aus dem thermodynamischen Gleichgewicht. Die
jeweilige Gleichgewichtslage 8, des Pendels kann
durch Berechnung der Minima des effektiven Po-
tentials (6b) bestimmt werden. Demnach verhélt
sich das Pendel solange normal, d.h. das Mini-
mum liegt bei 6, = 0, wie die Frequenz unterhalb
eines durch die Ubrigen Systemparameter festge-
legten Werts bleibt:

2 < 2Lg.
A2

Oberhalb dieses Wertes besitzt das Pendel eine
durch

w

(")

WP = — 4gLsing,
A*sin2(6, —a)

gegebene Gleichgewichtdage 6, = 0. Wenn es
diese einnimmt (s.u.), befindet es sich im geord-
neten (invertierten) Zustand. Dazwischen liegt der
sogenannte kritische Punkt

2L
w = —Azg :
bei dem die Symmetriebrechung und damit der
Phaseniibergang erfolgt. Um zu konkreten Aussa-
gen zukommen, betrachten wir im folgenden eini-

ge Spezidfdle die durch die Festlegung der
Schwingungsebene fir den Antrieb gegeben sind.

(9)

Horizontaler Antrieb

Fir den horizontalen Antrieb o = 90° nimmt das
effektive Potential (6b) die Form

Uy (8,w%) = 4—'?_0)2 cos’ 8 — gcos@ (10)

an. Wichst of tber den kritischen Wert e? hin-

aus, so geht die Gleichgewichtslage von 8, = 0 in
einen durch

2
w,
w? =—= (11)
cosf,

festgelegten Wert und damit das Pendel vom un-
geordneten normalen in den geordneten invertier-
ten Zustand Uber. Dieser ,,Phasentibergang” 183t
sich anhand von Abbildung 2 verflogen, in der Ug,
= 1/gUq as Funktion der Auslenkung 6 fiir wach-
sende of aufgetragen wurde.

Fur of = 0 weist das Potential U bzw. U ein ab-
solutes Minimum bei 8 = 0° auf, das mit zuneh-
mendem o flacher wird. Oberhalb des kritischen
Punktes w > ? wéchst in der Mitte des Mini-

mums ein Maximum heraus, das zwei neu entste-
hende Minima voneinander trennt Dadurch wird
die Symmetrie gebrochen. Zwar sind beide
Gleichgewichtsagen, die durch die Minima fest-
gelegt werden, gleichberechtigt. Aber nur eine
von beiden kann aktuell vom Pendel eingenom-
men werden. Es liegt eine echte Bifurkation vor:
Das Pendel muf3 sich sozusagen fur eine Gleich-
gewichtslage entscheiden Mit anderen Worten: Es
hangt vom Zufall ab, welche Gleichgewichtsage
jeweils verwirklicht wird. In der Néhe von ?

reichen noch kleine Stérungen aus, um das Pendel
von einer in die andere Gleichgewichtslage sprin-
gen zu lassen Mit zunehmender Entfernung vom
kritischen Punkt w > ¢’ wird das Maximum bei

0 = 0 schliefdlich so grof3, daf? die einmal gewon-
nene Gleichgewichtslage stabilisiert und der Zu-
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Abb. 2: Effektives Potential Jgo (6, o a)cz) als Funk-

tion des Auslenkungswinkel 6 fir verschiedene Para-
meter w0/ cw? . Der Ubersichtlichkeit halber wurden die

Kurven mit wachsendem w?/ c? jeweils um 0.3 nach

oben verschoben, ohne dal3 die dazugehdrige neue
BAchse eingezeichnet wurde. Verbindet man die Mi-
nima (gestrichelte Kurve), so erhdlt die durch Glei-
chung (11) gegebene Kurve, deren positiver Ast in Ab-
bildung 3 dargestellt ist. Hier, wie in den folgender
Abbildungen, wurden dimensiondose Grofen statt U

adso U =1/gU benutzt.

1To°
|

=]
o x
=r
5 I
2 o o
E @©
®
; /
a
&
5 g
£ /
c //
&
!
|
|
[
Q.0 0.5 1.0 15 20 25 340

Kontrollparameter 1w,

Abb. 3: Der as Ordnungsparameter fungierende
Gleichgewichtswinkel 6 as Funktion des Kontrollpa-

rameters w? a)cz . Es wurde nur der positive Ast aufge-
tragen. Die Ahnlichkeit zur bekannten Kurve der Ma-

gnetisierung as Funktion der absoluten Temperatur
beim Ferrornagneten ist auffallend.

fall sozusagen konserviert wird. Mit wachsendem
«f streben die beiden Minima zunehmend ausein-
ander, um mit of — oo die Grenzwerte +90° ein-

zunehmen Dieses Verhalten &}t sich auch direkt
der GL. (11) entnehmen. In Abbildung 3 ist das
Verhaten des Gleichgewichtswinkels in Abhan-
gigkeit von of noch einmal gesondert aufgetragen
worden.

Vertikaler Antrieb

Nach demselben Schema wie beim horizontalen
Antrieb 183t sich der vertikale Antrieb untersu-
chen. Als effektives Potential ergibt sich

A2
U,0,w%) = Iou2 sin0 —gcos8 (12)

L&Rt man of Uber den kritischen Punkt c? hinaus

wachsen, so wird wiederum die Symmetrie gebro-
chen Es besteht jedoch ein qualitativer Unter-
schied zum Spezialfall des horizontalen Antriebs.
Dazu schauen wir uns den Potentialverlauf von

Jo =1/g U alsFunktion des Aus enkungswinkels

0 fur wachsendes «f an (Abb. 4) Das Minimum
bei 8 = 0 bleibt bestehen, die Flanken werden eher
noch steiler. Denn oberhalb von ? entsteht bei 6

= 180° zusétzlich ein lokales Minimum. Dieses ist
vorn Minimum bei 6 = 0° durch ein durch cosB, =
-of/ w? festgelegtes Maximum  getrennt, dessen

Lage beziiglich 8 mit «f — c gegen +90° strebt.
Das heildt aber, da3 ein Pendel, das um den
Gleichgewichtszustand 8, = 0° schwingt, auch bei
Uberschreiten des kritischen Punktes c? nicht

ohne weiteres in ein davon verschiedenes 6 # 0
Ubergeht. Es findet also nicht automatisch ein
Phaseniibergang statt. Erst wenn man das Pendel
stark stort - indem man es veranlaldt, das Maxi-
mum zu Uberschreiten - |, falt" esin das neue Mi-
nimum, und das System nimmt den geordneten
Zustand ein.

Eine hierzu analoge Situation liegt beim inflatio-
ndren Universum vor. Das hoherliegende Mini-
mum von u entspricht dem ,falschen Vakuum",
das absolute Minimum dem ,,wahren Vakuum".
(Diesen Hinweis verdanken wir Prof. Dr. J. Ehlers
(als Gutachter))

Kritischer Exponent

Es ist Ublich, das Verhalten eines Vielteilchensy-
stems in der Néhe des kritischen Punktes durch
den sog. kritischen Exponenten zu charakterisie-
ren [8] Im vorliegenden Fall gewinnt man ihn da-
durch, dal? man beispielsweise fur den Fal a =
90° die Gleichung (11) durch Reihenentwicklung
des Kosinus nach 6, auflésen kann, wenn man of
durch einen nur wenig von c? abweichenden
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Abb. 4: Effektives Potential JO 6, ¥ wcz) als Funk-

tion des Auslenkungswinkels 6 fir verschiedene Para-
meter w? a)f . Der Ubersichtlichkeit halber wurden die

Kurven mit wachsendem w’/ co? jeweils um 0.3 nach
oben verschoben.

Wert € = (o w? )/ w? ersetzt. Man erhélt auf die-
seWeise
e (13)

Der kritische Exponent betrégt also %2 und ist da-
mit Ubrigens identisch mit dem kritischen Expo-
nenten eines Ferromagneten, wie er sich im Rah-
men der Weilschen Molekularfeldtheorie [8] er-
gibt.

Anaogie zum diskontinuierlichen
Phaseniibergang

Entscheidend fir das Invertierte Verhalten des
Pendels ist, dal3 de durch den periodischen An-
trieb des Pendels bedingte Kraft nach Gleichung
(6) Im Mittel die Schwerkraft Uberwiegt und ihr
entgegengerichtet ist. Ein Ubergang vom norma-
len bzw. ungeordneten Zustand mifte demnach
auch dann zu erreichen sein, wenn es gelange,
statt an der Frequenz an der Schwerkraft zu
drehen”. Praktisch 183t sich eine Variation der
Schwerebeschleunigung dadurch simulieren, dal3
man das Pendel um die horizontale x-Achse dreht.
Bei einer Drehung um einen Drehwinkel y kommt
namlich nur eine Schwerebeschleunigung von
g = g cosy zur Wirkung Eine Volldrehung kommt

damit einer Variationvon g - 0 - -g - 0 -
g dleich, ohne da (im Idedfall) dadurch andere
Grof3en beeinfluf3t werden.

Wir haben bereits oben (Gleichung (9)) gesehen,
dal3 normales und invertiertes Verhaten des Pen-

dels vom Verhaltnis von «f zu einer von g abhan-
gigen GroRe ?= 2Lg/A* abhéngen. Wird jetzt
statt of jedoch g variiert, so erreicht man nur dann
ein phaseniibergangsdhnliches Verhalten, wenn
(bei y = 0) vom ungeordneten Zustand w? <
2L/A? ausgegangen wird. Denn g kann durch die

Drehung nur verkleinert werden. Die tatsachlich
wirkende  Schwerebeschleunigungskomponente
nimmt jetzt die Rolle des Kontrollparameters ein.

Schréger Antrieb

Dieser Ubergang soll an dem Speziafall o = 45°
etwas naher betrachtet werden. Das effektive Po-
tential nimmt nun die Form

2

0,.(0,6) =2 (1-sn26) - Gcosh (14)

2
Cc

an, so dal? die Gleichgewichtslage durch

w* cos20
S I, (15)
2w;sn6
festgelegt ist. Dabel Ubernimmt nunmehr G =
g /g die Rolle des friheren Kontrollparameters

«f. Variiert man namlich G, so tritt plétzlich zu-
sétzlich zum bereits vorhandenen Minimum ein
weiteres Minimum auf, und zwar bel 6 = 90°
wenn G den Wert G, = -wf/2w? Uberschreitet

bzw. bei 8 = 90°, wenn G den Wert G = w2 w?

unterschreitet. Beim Durchlaufen der Werte von
G in umgekehrter Richtung verschwindet dieses
Minimum in entsprechender Weise.

Damit hat man ein qualitativ anderes Verhalten als
beim kontinuierlichen Phaseniibergang, bei dem
die beiden Minima gleichzeitig beim kritischen
Punkt aus einem Minimum kontinuierlich heraus-
wachsen bzw. wieder darin aufgehen

Dieser Unterschied &3t sich durch Vergleich von
Abbildung 2 und Abbildung 5 veranschaulichen.

Im vorliegenden Fall (Abb. 5) gehen wir vom un-
geordneten Zustand of = 09w? aus. Verringen

man G von 1 beginnend, so verschiebt sich das
Minimum von 6 = 0 leicht hinzu gréf3eren Win-
keln und wird immer flacher. Gleichzeitig defor-
miert sich die linke Flanke, um schliefdlich ab G, =
0,45 an der Stelle 6 = 90° ein neues Minimum
entstehen zu lassen. Dieses Minimum kann jedoch
von grofien Stérungen abgesehen zunéchst vom
Pendel nicht eingenommen werden. Verkleinert
man 6 in den negativen Bereich hinein, so ver-
schwindet bei dem kritischen Wert G, = 0,45 die
vom Pendel eingenommene Gleichgewichtdage
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Abb. 5: Effektives Potential 645 (6, G) as Funktion

des Auslenkungswinkels 6 fur verschiedene Parameter
G. Der Ubersichtlichkeit halber wurden die Kurven mit
abnehmendem 6 jeweils um 1/3 nach oben verschoben

pl6tzlich ganz, und dem Pendel bleibt nichts ande-
res ubrig, als augenblicklich, also sprunghaft, in
die inzwischen gut ausgebildete andere Gleichge-
wichtdage Uberzuwechseln Durchlduft man an-
schlief?end den Wertebereich von G in umge-
kehrter Richtung. So verschwindet auch dieses
Minimum wieder mit der Folge, dai3 das Pendel in
die alte Gleichgewichtdage zuriickspringt. Dies
passiert jedoch zu einem , spédteren” Zeitpunkt, al-
so bel grolRerem Wert von G as beim zuerst ge-
schilderten Ubergang. Man hat es also im Grunde
mit zwei Phaseniibergangspunkten G = +G. zu
tun. Dieses sogenannte Hysteresisverhalten ist
charakteristisch fir einen diskontinuierlichen Pha-
seniibergang (1. Art).

In Abbildung 6 haben wir den as Ordnungspara-
meter fungierenden Gleichgewichtswinkel 6y in
Abhéangigkeit vom Kontrollparameter O aufgetra-
gen Die soeben anhand von Abbildung 5 be-
schriebene Beobachtung, dal3 das Pendel auf je
zwei verschiedenen Wegen von der einen in die
andere Gleichgewichtslage gelangt, je nachdem,
aus welcher Richtung man den kritischen Punkt
Uberschreitet, findet hier ihren anschaulichen
Ausdruck. Auch die Diskontinuitét, das sprung-
hafte Verhalten des Ordnungsparameters 6, ist
unmittelbar der Abbildung 6 zu entnehmen.

Potential e und Responsefunktionen

Um die Analogie zwischen dem , kritischen" Ver-
halten des invertierten Pendels und kontinuierli-
chen und diskontinuierlichen Phaseniibergangen
in Vielteilchensystemen weiter verfolgen zu kon-

180° 270°

Ordnungsparamster
90"“4

-1.0 -05 0.0 4.5 1.0
Kontroliparameter G

Abb. 6: Der as Ordnungsparameter fungierende
Gleichgewichtswinkel 6, als Funktion des Kontrollpa-
rameters G. Deutlich zu erkennen die diskontinuierli-
chen Phaseniibergange bei G, = +£0,45.

nen, betrachten wir die fur das knirsche Verhalten
charakteristischen Funktionen. Dies sind norma-
lerweise die Freie Enthalpie und ihre Ableitung
nach dem Kontrollparameter. Der Freien Enthal-
pie entspricht im Falle unseres Pendels das effek-
tive Potential In Abbildung 7a haben wir das Po-

tential U,,= 1/g Ug (GI. 10) als Beispiel fiir ei-
nen kontinuierlichen und das Potential U = g

Uy (Gl. 14) as Beispiel fur einen diskontinuier-
lichen Phaseniibergang als Funktion des jewelli-
gen Ordnungsparameters aufgetragen Der Unter-
schied zwischen den beiden Arten des Phasen-
Ubergangs zeigt sich darin, daf3 im diskontinuierli-
chen Fall bei G, ein Sprung auftritt.

Die Entropie (bzw. genauer: die Entropiedichte)
spielt bei Phasenlibergdngen eine wichtige Rolle.
Je nachdem, ob sie sich kontinuierlich oder dis-
kontinuierlich &ndert, hat man es mit einem konti-
nuierlichen Phaseniibergang oder diskontinuierli-
chen Phasenibergang zu tun. Man erhdlt die
Entropie formal durch Ableitung der Freien Ent-
halpie nach der absoluten Temperatur als Kon-
trollparameter. Analog dazu hat man beim Pendel
Ugo(eo, (02) bzw. U45(90, Of)naCh 90 bzw. G abzu-
leiten. Wir betrachten hier exemplarisch zunachst
den Fal horizontaler Anregung (o = 90°). Fur
diesen ergibt sich eine Funktion, Soo(8, &), deren
Vorhalten am kritischen Punkt durch

ouU g
1o _ —-_
S d0w? |60  2w?"
(16)
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Abb. 7: Gegeniiberstellung der effektiven Potentiale und einiger Responsefunktionen fur
den kontinuierlichen (o = 90°) und diskontinuierlichen (o = 45°) Phasenlibergang als
Funktion des jeweiligen Kontrollparameters.

gegeben ist, je nachdem, ob man fir sich von
,unten" 1 oder ,oben" | (8, durch Gl. (11) gege-
ben) an den kritischen Punkt anndhert. Man erhalt
auf diese Weise eine Funktion mit sehr steiler
Tangente am kritischen Punkt (Abb. 7b). Ver-
gleicht man damit die entsprechende Grofl3e
Su5(60, G) flr den diskontinuierlichen Spezialfall
(a = 45°) so erhdlt man an der entsprechenden
Stelle einen Sprung, wie man aufgrund des
Sprungs im effektiven Potential auch erwarten
muf3te.

Zum Schluf3 sei. noch gezeigt. dal3 auch die zweite
Ableitung der Freien Enthalpie. die spezifische
Waérme, bei unserem Pendel eine Entsprechung
findet. Sie ist durch die zweite Ableitung des Po-
tentials gegeben, beider jetzt auch im kontinuierli-
chen Fall am kritischen Punkt ein Sprung auftritt
(Abb. 7c), weshalb man auch von Phaseniibergan-
gen 2. Art spricht.

Man erhalt:
0S,
Copp = ——2 =0,
% 00)2 éO:O
(17)
Cl — aS90 — ﬂcz
%" 0w? |,20.0  w®

Dabei sind die Symbole entsprechend Gleichung
(16) zu interpretieren.

Freihandversuche

Die hier diskutierte Analogie zwischen dem kriti-
schen Verhalten des invertierten Pendels und Pha-
senibergéngen wére von rein akademischem
Wert, wenn es nicht einfache M églichkeiten gabe,
sich dieses Verhaten an einem konkreten Model



anzuschauen und selbst zu erleben. Die einfachste
Maoglichkeit - nur diese soll hier kurz skizziert
werden - besteht darin, einen elektrischen Rasier-
apparat mit Schwinganker als Antriebsaggregat zu
benutzen. Man nimmt den Scherkopf durch Lésen
eines Sprengrings ab, schiebt einen mit einer pas-
senden Bohrung versehenen Pendelstab (aus Pla-
stik, Pappe oder Blech) Uber den Zapfen und ar-
retiert ihn durch erneutes Anbringen des Spren-
gringes. Jetzt gibt man durch Drehen des Rasie-
rers die gewilnschte Schwingrichtung vor und
schaltet das Gerét ein. Ob das Pendel invertiert
wird oder nicht hangt - wie wir gesehen haben -
mal3geblich davon ab, wie sich die Antriebsfre-
quenz zu ?= 2Lg/A% eine aus effektiver Pen-

dellange, Erdbeschleunigung und Antriebsampli-
tude zusammengesetzten Grole verhdlt. Da bis
auf L, das bei gegebenem Material von der Grél3e
des Pendel stabs abhéngt, alles andere vorgegeben
ist (die Antriebsfrequenz v = «w/21T betragt 50 Hz,
die Amplitude etwa 2 mm), kann man durch die
Grof3e des Pendels festlegen. ob die Frequenz aus-
reicht. die geordnete Phase einzunehmen. Fir ein |
cm breites Pappende wird das bis zu einer Lange
von 10cm stets der Fall sein, wenn man nicht z.B.
durch Plagtillin den Schwerpunkt des Pendels ge-
zZielt verschiebt.

Ist also of > ?, so wird man beispielsweise bei

horizontalem Antrieb beobachten, dal3 sofort nach
Einschalten des Geréts die Symmetrie gebrochen
wird. Das Pendel schwingt nun um eine neue
Gleichgewichtdage links oder rechts von der alten
und nimmt auf diese Weise den geordneten Zu-
stand ein. Je kirzer das Pendel, desto néher reicht
diese an 6, = 90° heran. Davon, daf3 es von zufal-
ligen Stérungen abhangt, ob das Pendel nach links
oder rechts geht, kann man sich Gberzeugen, in-
dem man das Gerdt haufiger anschaltet. Dabei
stellt man auf3erdem etwa gleiche Wahrschein-
lichkeit fur den Ubergang nach links und rechts
fest. was deutlich macht, dal? die Minima des ef-
fektiven Potentials gleich tief liegen. Bei vertikal
orientiertem Antrieb bleibt das Pendeln der Ru-
helage 6, = 0°. Es sei denn, man hélt es beim Ein-
schalten des Antriebs in der Kopfstandposition (6,
= 180°). Dann schwingt es um 6, = 180° (Steh-
pendel) und leistet umso stérkeren Widerstand ge-
gen ein Herausdrehen aus dieser Position je kirzer
esist, d.h. je stérker of die GroRe w? tibertrifft.

Auch der diskontinuierliche Phaseniibergang 1803t
sich mit diesem einfachen Gerét simulieren. Dazu
fertigt man sich ein Pendel an, bei dem of leicht
unterhalb cw? liegt, d.h. von kleinen Schwankun-

gen abgesehen das Pendel noch in der Ruhelage
8y = 0° verbleibt. L&}t man jetzt den Antrieb in

einem Winkel von etwa a = 45° wirken und dreht
dabei den Rasierer um die horizontale x-Achse, so
daR die Pendelebene langsam aus der Vertikalen
in die Horizontale Uberfihrt wird, dann erzielt
man einen Effekt, der der Verminderung der Erd-
beschleunigung aquivalent ist. Damit nimmt man
aber Einfluld auf wf und erreicht, dai? dieses das

vorgegebene of unterschreitet und die Bedingun-
gen fir einen Uber gang in die geordnete Phase
vorliegen Davor kann man sich iberzeugen, wenn
man etwas mit der Hand nachhilft und das Pendel
auf diese Weise in eine neue Gleichgewichtslage 6
# 0 beférdern. Von selbst erfolgt dieser Ubergang
sehr viel spéter, aber dann sprunghaft. Man muf3
den Rasierer Uber 90°, aso Uber den Wert G = 0
hinaus zu negativem Wert von G drehen bis dieser
»Phasensprung” erfolgt. Dreht man den Rasierer
zuriick, so fallt umgekehrt das Pendel nicht etwa
an derselben Stelle in den urspriinglichen unge-
ordneten Zustand zuriick, sondern erst spéter,
wenn man sich bereits bei Werten von G befindet,
bei denen das Pendel vorher noch keine Anstalten
machte zu invertieren. Man bekommt auf diese
Weise einen recht anschaulichen, ja mit eigenen
Handen erfihlbaren, Eindruck vom Hysterese-
Verhalten, welches fur den diskontinuierlichen
Phaseniibergang typisch ist.

Mit diesen Andeutungen zu Freihandversuchen.
mit denen man die oben entwickelten theoreti-
schen Vorstellungen zum phaseniibergangsahnli-
chen Verhalten des Pendels qualitativ Uberpriifen
und veranschaulichen kann, wollen wir es bewen-
den lassen. Weitere Experimente liegen auf der
Hand Zu einer Préazisierung der experimentellen
Untersuchung kann man durch Verbesserung des
Geréts, insbesondere der Aufhédngung des Pen-
dels, gelangen Ersetzt man schliefdlich den Rasie-
rer beispiel sweise durch eine elektronisch regelba-
re Stichsdge, so verfiigt man sogar Uber die M&g-
lichkeit einer kontinuierlichen Variation der An-
triebsfrequenz. Dadurch ist nattirlich wenn auch
mit etwas groRerem Aufwand eine sehr viel di-
rektere und gegebenenfalls Uber das rein Qualita-
tive hinausgehende Uberpriifung der theoretischen
Ergebnisse gegeben.

Schluffbemerkung

Das invertierte Pendel ist ein einfaches mechani-
sches System, welches ein kritisches Verhalten
aufweist. das den Phaseniibergéngen in Vielteil-
chensystemen analog ist. Im Unterschied zu ande-
ren mechanischen Beispielen, z.B. dem,,Vogel im
Ei" [13,14], kann man am invertierten Pendel so-
wohl Phaseniibergéange 1. Art als auch 2 Art stu-
dieren. Interessant und faszinierend wird dieses
System vor allem dadurch, dal3 es fir qualitative



Belange einfach realisiert werden kann und somit
die Mdglichkeit bietet, Phaseniibergangen auch
einen sinnlichen Erfahrungsaspekt abzugewinnen:
Wenn man den Rasierer in den Handen hélt, spirt
man beispielsweise, wie die Schwingungsmoden
weich werden und den Phasenlibergang einleiten.
Dies kann fir das Verstdndnis von Phénomenen
wichtig sein, die in anderen Bereichen haufig nur
tiber komplizierte und abstrakte Uberlegungen
zuganglich sind

(Anschrift der Verfasser: Priv. Doz. Dr. H Joa
chim Schlichting, Dr. Bernd Rodewald, FB Physik
der Universitét, Barbarastr. 7, 4500 Osnabriick)
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